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Применение диагонального подхода Сергеева

и Квасова к построению методов глобальной
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Аннотация. В данной работе предлагается обобщение алгоритмов Стронгина и Пияв-
ского поиска глобального экстремума в диагональной модификации Сергеева и Квасова
на случай непрерывных функций многих переменных на многомерном параллелепипе-
де. Алгоритм Сергеева и Квасова, эффективно переносящий идеи одномерных алгорит-
мов Стронгина и Пиявского на многомерный случай, применим только для липшице-
вых функций. Авторами предлагается модификация указанного метода на непрерыв-
ные функции с применением введенного Вандербеем Р. Дж. (Vanderbei R. J.) свойства
ε-липшицевости, являющегося обобщением классического неравенства Липшица. Ван-
дербей доказал, что любая равномерно непрерывная на выпуклом множестве функция
с необходимостью и достаточностью обладает указанным свойством. Поскольку много-
мерный брус является выпуклым компактом, то в данной статье от целевой функции
требуется только лишь непрерывность на области поиска. Авторами описываются ша-
ги алгоритмов обобщённых методов Стронгина и Пиявского в модификации Сергеева
и Квасова и доказываются достаточные условия сходимости. В качестве примера ра-
боты представленных методов в конце статьи приведены результаты расчетов для раз-
личных непрерывных, но не липшицевых функций с использованием трех известных
стратегий разбиения: «деление на 2», «деление на 2N» и «безызбыточная». Для пер-
вых двух стратегий указаны формулы вычисления новой поисковой точки и пересчета
приближенной оценки ε-постоянной, а также предложена модификация алгоритмов,
позволяющая рассчитывать новую поисковую точку на любом шаге.

Ключевые слова: глобальная оптимизация, нелипшицевая оптимизация, невыпуклая
оптимизация, ε-липшицевость, непрерывная функция, сходимость
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Abstract. One of modern global optimization algorithms is method of Strongin and
Piyavskii modified by Sergeev and Kvasov diagonal approach. In recent paper we propose
an extension of this approach to continuous multivariable functions defined on the
multidimensional parallelepiped. It is known that Sergeev and Kvasov method applies only
to a Lipschitz continuous function though it effectively extends one-dimensional algorithm
to multidimensional case. So authors modify We modify mentioned method to a continuous
functions using introduced by Vanderbei ε-Lipschitz property that generalizes conventional
Lipschitz inequality. Vanderbei proved that a real valued function is uniformly continuous
on a convex domain if and only if it is ε-Lipschitz. Because multidimensional parallelepiped
is a convex compact set, we demand objective function to be only continuous on a search
domain. We describe extended Strongin’s and Piyavskii’s methods in the Sergeev and Kvasov
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1. Введение

Задача поиска глобального экстремума функции достаточно часто встречается как
в теории, так и на практике. В случае, если о свойствах целевой функции ничего не
известно, то оправдано применение современных численных методов, основанных на
эвристическом подходе (генетические алгоритмы, алгоритм имитации отжига, методы
роевого интеллекта и тому подобное). Однако подобные методы не гарантируют, что
найденное решение будет с достаточной точностью глобальным.

Хорошо известно, что свойство липшицевости функции является одной из харак-
теристик функции, позволяющей конструировать приближенные методы глобальной
оптимизации и доказывать достаточные условия их сходимости. Использование нера-
венства Липшица для проектирования численных методов одним из первых предложил
С. А. Пиявский в работах [1–2]. Построенный им алгоритм, получивший в российской
литературе название «метод ломаных», позволяет, зная оценку постоянной Липшица,
итерационно вычислить точку глобального минимума функции на отрезке и соответ-
ствующее значение функции. Позднее было разработано и предложено множество дру-
гих подходов, опирающихся на указанное свойство, например [3–4]. Отдельно можно
выделить книгу Р. Г. Стронгина [5], в которой предлагается алгоритм минимизации
функции на отрезке, не требующий предварительного знания оценки константы Лип-
шица и рассчитывающего приближение этой оценки на каждом шаге вычислений. Ес-
ли говорить о современном состоянии вопроса, то интерес к оптимизации липшицевых
функций сохраняется и сегодня. Так, необходимо отметить работу Я. Д. Сергеева и Д.
Е. Квасова [6], где авторами предложено эффективное обобщение алгоритмов Пияв-
ского и Стронгина на многомерный случай с помощью диагонального подхода. В биб-
лиографии этой же книги приведен исчерпывающий список трудов и исследователей
по данной тематике.

Ключевым требованием всех вышеперечисленных методов является либо наличие
априорного знания оценки постоянной Липшица, либо уверенность, что целевая функ-
ция является липшицевой на области поиска. Возникает задача построения числен-
ных методов поиска глобального минимума для функций более широкого класса –
непрерывных (и, может быть, нелипшицевых). Например, поиск глобального миниму-
ма функции f(x) =

√

|x| на отрезке [−1; 1] или более нетривиальный пример – нигде не
дифференцируемую на отрезке непрерывную функцию типа функции Вейерштрасса
([7, с. 52]). В последнем случае о неравенстве Липшица говорить не приходится.

Первой работой, в которой автор отказался от липшицевости функции, была работа
Р. Дж. Вандербея [8]. В ней вводится понятие ε-липшицевости, обобщающее в некото-
ром смысле классическое определение липшицевости: функция f(x), определенная на
выпуклом множестве A ⊆ R

n, называется ε-липшицевой, если имеет место условие

∀ε > 0 ∃L(ε) < +∞ ∀x, y ∈ A : |f(x)− f(y)| ≤ L(ε) ‖x− y‖+ ε. (1.1)

Несмотря на то что в литературе встречаются и другие обобщения и расшире-
ния понятия липшицевости, такие как условие Гельдера, полулипшицевость [9], Q-
липшицевость [10], ϕ − (α, β, ν, δ, ω)-липшицевость [11], δ-липшицевость [12] и многие
другие, условие (1.1), как это выяснилось, эквивалентно определению равномерной
непрерывности.

Вандербеем доказана следующая теорема.
Определенная на выпуклом множестве A ⊆ R

n функция f(x) равномерно непре-
рывна на нем тогда и только тогда, когда выполняется условие (1.1).
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Очевидное следствие из теоремы: если множествоA дополнительно замкнуто и огра-
ничено (что является естественным предположением), то непрерывность функции f(x)
необходима и достаточна для выполнения (1.1).

Условие ε-липшицевости также позволяет строить и обосновывать численные алго-
ритмы минимизации. В работе [8] показано, как можно обобщить метод ломаных на
случай только непрерывной на отрезке функции (формально алгоритм был обоснован
позже в статье [13]). Впоследствии в работе [14] аналогичное обобщение, а также до-
казательство сходимости, предложены для метода равномерного перебора Евтушенко.
Реализация указанных алгоритмов, однако, требует знания зависимости величины L(ε)
от значения ε > 0. В явном виде для некоторых функций одной переменной такие за-
висимости были получены в работах [8], [14–15]. Обобщение на непрерывный случай
метода Стронгина и его теоретическое обоснование предлагается в работе [16]. Послед-
ний алгоритм не требует априорного знания зависимости L(ε) от ε > 0, поскольку
оценка L(ε) рассчитывается адаптивно и может применяться для любой непрерывной
на отрезке функции без предварительных выкладок.

В настоящее время ведутся исследования по приложению свойства (1.1) к проек-
тированию методов глобальной оптимизации функций многих переменных. В статье
[17] предложено два алгоритма глобальной минимизации непрерывной функции на n-
мерном параллелепипеде и доказано, что за конечное число шагов достигается опти-
мальное решение задачи с заданной точностью. Там же получены формулы зависимо-
сти величины L(ε) от ε > 0 для некоторых нелипшицевых функций двух переменных
и приведены результаты численных экспериментов оптимизации этих функций.

В данной статье предлагается другой подход к использованию ε - липшицевости
в контексте глобальной оптимизации непрерывных функций многих переменных, осно-
ванный на диагональном подходе Сергеева и Квасова [6]. Как было сказано выше, диа-
гональная модификация позволяет успешно применять одномерные алгоритмы Строн-
гина и Пиявского для поиска глобального минимума функции на n-мерном брусе.

Во второй части настоящей работы описаны аналогичные диагональные модифика-
ции для обобщенных методов Стронгина и Пиявского из работ [16] и [13]. Сформули-
рованы и доказаны достаточные условия сходимости модифицированных методов.

В третьей части приведены результаты расчетов для функций из работы [17], их
вариаций на случай трех переменных, а также в качестве примера приближенно рас-
считан глобальный минимум нелипшицевой функции десяти аргументов.

2. Описание алгоритмов и их обоснование

Прежде чем перейти к формулировкам алгоритмов, необходимо дать некоторые по-
яснения. Целевая функция f(x) предполагается непрерывной на n-мерном параллеле-
пипеде D = [a; b] =

{
x ∈ R

n : aj ≤ xj ≤ bj , j = 1, n
}
, который, как и в работе [6], будем

называть гиперинтервалом. Ясно, что D – выпуклый компакт, а значит, для f(x) спра-
ведливо выполнение (1.1) при A = D. Для f(x) и D определим множество {L(ε)} всех
констант L(ε) из (1.1) при фиксированном ε > 0. Через l(ε) = inf {L(ε)} обозначим
минимальную оценку ε - постоянной Липшица, которая достигается [18].

Несложно заметить, что в общем случае из условия (1.1) не следует строгая поло-
жительность l(ε). Поэтому воспользуемся определением согласованности, введенным
в работе [18]: функцию f(x) и величину ε > 0 назовем согласованной на множестве A,
если существуют такие x0, y0 ∈ A, что 0 < ε < |f(x0)− f(y0)|. В той же работе дока-
зано, что для согласованных f(x) и ε > 0 оценка l(ε) > 0 и, кроме того, существуют
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такие точки x1, y1 ∈ A, что |f(x1)− f(y1)| = l(ε) ‖x1 − y1‖ + ε , т. е. оценка l(ε) дости-
жима. Все методы будут изложены для согласованных f(x)и ε > 0 на области поиска
D. Поскольку величина ε > 0 берется достаточно малой, то условие согласованности
не является обременительным.

Теперь сформулируем алгоритмы А и Б, позволяющие приближённо найти глобаль-
ный минимум f(x) на D.

Алгоритм А (применение обобщенного метода Стронгина [16] в диагональной мо-
дификации Сергеева и Квасова).

Вход:
1) функция f(x), непрерывная на гиперинтервале D = [a; b];
2) величина ε > 0, согласованная с функцией f(x) на D;
3) точность δ > 0.
Выход:
1) приближенное значение величины f∗ = min

x∈D
f(x);

2) точка x∗ области D, в которой достигается указанное приближенное значение;
3) приближенная снизу оценка l∗(ε) величины минимальной ε-постоянной Липшица

l(ε) функции f на области D.
Шаг 0. Установить значение счетчика гиперинтервалов на первом шаге равным

M = 1 и построить разбиение начального гиперинтервала
{
D1
}
= {D}. Задать пара-

метр алгоритма ν > 0 и задать ограниченную последовательность µk > 1, k = 1, 2, . . . .
Положить k = 1 и построить множество Xk, содержащее поисковые точки x ∈ D,
найденные во время работы алгоритма на шаге k.

Шаг 1. На основе построенных на текущем шаге гиперинтервалов Dk
i = [ai; bi]

(1 ≤ i ≤ M) вычислить величину lk(ε)

lk(ε) = max
0≤i≤M

|f(ai)− f(bi)| − ε

‖ai − bi‖
. (2.1)

Далее рассчитать оценку

Lk(ε) =

{

µklk(ε), lk(ε) > 0;

ν, lk(ε) ≤ 0.
(2.2)

Шаг 2. Для каждого гиперинтервала Dk
i = [ai; bi] (1 ≤ i ≤ M) вычислить характе-

ристику, аналогичную (4.14) из [6, с. 180],

Rk(i, ε) = Lk(ε) ‖ai − bi‖+
(f(ai)− f(bi))

2

Lk(ε) ‖ai − bi‖+ ε
− 2(f(ai) + f(bi)). (2.3)

Далее определить минимальный номер s, такой что

Rk(s, ε) = max
1≤i≤M

Rk(i, ε). (2.4)

Шаг 3. Проверить условие останова:

‖as − bs‖ ≤ δ ‖a− b‖ . (2.5)

Если оно выполнено, то среди всех точек x ∈ Xk найти точку x∗ = arg min
x∈Xk

f(x),

положить f∗ = f(x∗), l∗(ε) = lk(ε) и завершить алгоритм. Если условие (2.5) не выпол-
няется, то перейти к шагу 4.
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Шаг 4. Провести разбиение гиперинтервала Dk
s и построить новое разбиение

{
Dk+1

}
в соответствии с выбранной стратегией разбиения. Увеличить счетчик k = k+1,

изменить значение M , перенумеровать гиперинтервалы, построить новое множество Xk

и перейти к шагу 1. Алгоритм описан.

З а м е ч а н и е 2.1. Шаг 4 допускает применение стратегий, которые ис-
пользуются для липшицевых функций, например, в работе [6]. Необходимо при этом
помнить, что простой перенос стратегий «липшицевого» случая на случай непре-
рывной функции не всегда возможен. Так, при реализации стратегий «деление на
2N» и «деление на 2» возможна ситуация, что поисковая точка vs, которая вычис-
ляется на диагонали лучшего гиперинтервала Dk

s , может не принадлежать этому
интервалу, что наблюдалось в ходе вычислительных экспериментов. Здесь можно
воспользоваться теми же рассуждениями, что и в работах [16] и [13], где схожая
проблема подробно описана для функции одной переменной. Использование же безыз-
быточной стратегии из [19], для сравнения, не вызывает никаких дополнительных
трудностей.

Алгоритм Б (применение обобщенного метода Пиявского [8; 13] в диагональной
модификации Сергеева и Квасова).

Вход:
1) функция f(x), непрерывная на гиперинтервале D = [a; b];
2) величина ε > 0, согласованная с функцией f(x) на D;
3) оценка L(ε) минимальной ε-постоянной Липшица l(ε) функции f(x) на области

D (может быть получена, например, в результате выполнения алгоритма, описанного
в работе [18]);

4) точность δ > 0.
Выход:
1) приближенное значение величины f∗ = min

x∈D
f(x);

2) точка x∗ области D, в которой достигается указанное приближенное значение.
Шаг 0. Установить значение счетчика гиперинтервалов на первом шаге равным

M = 1 и построить разбиение начального гиперинтервала
{
D1
}

= {D}. Положить
k = 1.

Шаг 1. Для каждого гиперинтервала Dk
i = [ai; bi] (1 ≤ i ≤ M) вычислить характе-

ристику

Rk(i, ε) =
f(ai) + f(bi)

2
− L(ε)

‖bi − ai‖
2

. (2.6)

Далее определить минимальный номер s такой, что

Rk(s, ε) = min
1≤i≤M

Rk(i, ε). (2.7)

Шаги 2–3. Аналогичны шагам 3 и 4 алгоритма А соответственно. Справедливо
также замечание 2.1, что дано к шагу 4 алгоритма А. Алгоритм описан.

Для доказательства сходимости предложенных методов введем следующие обозна-
чения. За X∗ примем множество точек глобального минимума функции f(x) на D,
а за f∗ – соответствующее значение функции в этих точках, т. е. f∗ = f(x∗), x∗ ∈ X∗.
Найденные в ходе работы алгоритмов точки из X образуют некоторую последователь-
ность, пусть

{
xm(k)

}
. Через X ′ обозначим все предельные точки

{
xm(k)

}
. Поскольку

D компактно, то X ′ 6= ∅.
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Для обоснования достаточных условий сходимости алгоритма А сформулируем и до-
кажем предложения 1 и 2, развивающие предложения 1 и 2 из работы [16, с. 1115] и
обобщающие в некотором роде теоремы 5.1–5.3 из [6, с. 228] на случай непрерывной
функции.

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть функция f(x) непрерывна на множестве D,
значение ε > 0 и функция f(x) согласованы на D, а x′ и x′′ – любые две предельные
точки последовательности

{
xm(k)

}
, построенной в ходе работы алгоритма А. Тогда

справедливы соотношения

f(x′)− ε

4
≤ f(xm(k)) (∀m(k)) , (2.8)

и
|f(x′)− f(x′′)| ≤ ε

4
. (2.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Точки последовательности
{
xm(k)

}
являются вершинами

соответствующих гиперинтервалов Dk
i(k). Выделим из Dk

i(k) последовательность вло-

женных друг в друга гиперинтервалов Dk
p(k) =

[
ap(k); bp(k)

]
, содержащих точку x′ ∈ X ′ .

Для этой последовательности в силу ее построения верно, что

∞⋂

k=1

Dk
p(k) = lim

k
ap(k) = lim

k
bp(k) = x′, (2.10)

а также
Rk(p(k), ε) ≥ Rk(i, ε), i = 1, . . . ,M(k) (2.11)

для любого номера k.
Рассмотрим характеристику гиперинтервала Rk(i, ε) алгоритма А (см. (2.3)) и за-

пишем её в следующем виде:

Rk(i(k), ε) =
(
Lk(ε)

∥
∥ai(k) − bi(k)

∥
∥+ ε

)

(

1 +
f(ai(k))− f(bi(k))

Lk(ε)
∥
∥ai(k) − bi(k)

∥
∥+ ε

)2

− 4f(ai(k))− ε,

Rk(i(k), ε) =
(
Lk(ε)

∥
∥ai(k) − bi(k)

∥
∥+ ε

)

(

1− f(ai(k))− f(bi(k))

Lk(ε)
∥
∥ai(k) − bi(k)

∥
∥+ ε

)2

− 4f(bi(k))− ε.

Отсюда с учетом (2.1) и (2.2) получаем неравенства

Rk(i(k), ε) ≥ −4f(ai(k))− ε

и
Rk(i(k), ε) ≥ −4f(bi(k))− ε,

из которых выводим

Rk(i(m(k)), ε) ≥ −4f(xm(k))− ε, i = 1, . . . ,M(k) (2.12)

для всех чисел k.
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Используя соотношения (2.11) и (2.12) легко показать, что

Rk(p(k), ε) ≥ −4f(xm(k))− ε, i = 1, . . . ,M(k).

Переходя к пределу по k и учитывая (2.1), (2.2), (2.3), (2.10), а также непрерывность
f(x), запишем неравенство

lim
k

Rk(p(k), ε) = −4f(x′) ≥ −4f(xm(k))− ε (∀m(k)) ,

откуда непосредственно следует оценка (2.8). Для получения (2.9) можно воспользо-
ваться аналогичными рассуждениями, что и при доказательстве предложения 1 из [16].
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

П р е д л о ж е н и е 2.2. Пусть функция f(x) непрерывна на множестве
D, значение ε > 0 и функция f(x) согласованы на D, а x′ – предельная точка по-
следовательности

{
xm(k)

}
, построенной по алгоритму А. Если начиная с некоторой

итерации k′ метода выполняется условие

Lk(ε) ≥ 2
√
2l(ε) при k ≥ k′, (2.13)

то верна оценка
|f(x′)− f∗| ≤ ε. (2.14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как следует из замечания 2 работы [16, с. 1116], возможен
такой выбор параметров ν и µk алгоритма А, при котором выполняется ограничение
(2.13).

Рассмотрим последовательность гиперинтервалов Dk
s(k) =

[
as(k); bs(k)

]
, содержащих

точку x∗ ∈ X∗. В силу условия (1.1), положительности l(ε) и определения X∗ получим:

f(as(k))− f(x∗) ≤ l(ε)
∥
∥as(k) − x∗

∥
∥+ ε

и
f(bs(k))− f(x∗) ≤ l(ε)

∥
∥bs(k) − x∗

∥
∥+ ε.

Сложим эти неравенства и воспользуемся леммой 5.1 из [6, с. 230]:

f(as(k)) + f(bs(k)) ≤ l(ε)
(∥
∥as(k) − x∗

∥
∥+

∥
∥bs(k) − x∗

∥
∥
)
+ 2ε+ 2f(x∗) ≤

≤ (лемма 5.1) ≤
√
2l(ε)

∥
∥as(k) − bs(k)

∥
∥+ 2ε+ 2f(x∗).

Для характеристики Rk(s(k), ε) из (2.3) с учетом доказанного выше неравенства
и условия (2.13) справедливо

Rk(s(k), ε) ≥ Lk(ε)
∥
∥as(k) − bs(k)

∥
∥− 2

(
f(as(k)) + f(bs(k))

)
≥

≥
(

Lk(ε)− 2
√
2l(ε)

)∥
∥as(k) − bs(k)

∥
∥− 4ε− 4f(x∗) ≥ −4ε− 4f(x∗).

Из этого, с учетом (2.11) и определения X∗, следует, что
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Rk(p(k), ε) ≥ Rk(s(k), ε) ≥ −4ε− 4f(x∗) ≥ −4ε− 4f(x′)

для всех k. Переходя к пределу по k как и при доказательстве предложения 2.1, запи-
шем неравенство

−4f(x′) ≥ −4ε− 4f(x∗) ≥ −4ε− 4f(x′),

из которого несложно получить оценку (2.14).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Для алгоритма Б, в свою очередь, справедливы следующие два предложения, из
которых вытекают аналогичные достаточные условия сходимости к глобальному ми-
нимуму.

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть выполнены все условия предложения 2.1,
последовательность

{
xm(k)

}
построена в результате работы алгоритма Б, а x′и x′′ –

любые две предельные точки этой последовательности. Тогда справедливы оценки

f(x′)− ε

2
≤ f(xm(k)) (∀m(k)) (2.15)

и
|f(x′)− f(x′′)| ≤ ε

2
. (2.16)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство дословно повторяет доказательство
предложения 2.1 с заменой соотношения (2.11) на аналогичное

Rk(p(k), ε) ≤ Rk(i, ε), i = 1, . . . ,M(k). (2.17)

Далее для характеристики Rk(i, ε) алгоритма Б (2.6)получим в силу (1.1):

2
(
Rk(i(k), ε)− f(ai(k))

)
= f(bi(k))− f(ai(k))− L(ε)

∥
∥bi(k) − ai(k)

∥
∥ =

= f(bi(k))− f(ai(k))− L(ε)
∥
∥bi(k) − ai(k)

∥
∥+ ε− ε ≤ (ε− липшицевость) ≤ ε

из чего следует

Rk(i(k), ε) ≤ f(ai(k)) +
ε

2
.

Аналогично для bi(k):

Rk(i(k), ε) ≤ f(bi(k)) +
ε

2
.

Из последних двух неравенств и (2.17) вытекает неравенство, схожее по смыслу
с (2.12),

Rk(i(m(k)), ε) ≤ f(xm(k)) +
ε

2
, i = 1, . . . ,M(k), (2.18)

которое верно для всех чисел k.
Продолжив доказательство аналогично случаю в предложении 2.1, но заменив (2.11)

на (2.17) и (2.12) на (2.18), получим оценки (2.15) и (2.16).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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П р е д л о ж е н и е 2.4. Пусть выполнены все условия предложения 2.2,
последовательность

{
xm(k)

}
получена по алгоритму Б и x′ – предельная точка этой

последовательности. Кроме того, пусть величина L(ε) такова, что

L(ε) ≥
√
2l(ε). (2.19)

Тогда справедлива оценка (2.14).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что выбор оценки L(ε), удовлетворяющей
неравенству (2.19) при фиксированном ε > 0, всегда возможен.

Рассматривая далее последовательность гиперинтервалов Dk
s(k) =

[
as(k); bs(k)

]
из

доказательства предложения 2.2, получим в силу (2.19) следующие неравенства для
характеристики Rk(s(k), ε), определяемой формулой (2.5):

Rk(s(k), ε) =
f(as(k)) + f(bs(k))

2
+

L(ε)

2

∥
∥as(k) − bs(k)

∥
∥ ≤

≤ 1

2

((√
2l(ε)− L(ε)

)∥
∥as(k) − bt(k)

∥
∥

)

+ ε+ f(x∗) ≤ ε+ f(x∗).

Далее идея доказательства совпадает с доказательством предложения 2.2, с заменой
(2.11) на (2.17).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

3. Численные эксперименты

В данном разделе приведем результаты численных экспериментов, проведенных
предлагаемыми алгоритмами А и Б. В качестве стратегий разбиения были взяты «де-
ление на 2», «деление на 2N» и «безызбыточная», принцип работы которых подробно
описан в книге [6].

В алгоритме А при реализации стратегий «деление на 2» и «деление на 2N» при
разбиении гиперинтервала Dk

s = [as; bs] очередная поисковая точка vs вычислялась по
формуле

vs =
as + bs

2
− (f(bs)− f(as))

2Lk(ε) ‖bs − as‖
(bs − as) , (3.1)

обобщающую формулу (4.15) из [6, с. 180]. Поскольку, как отмечалось выше, формула
(3.1) не гарантирует принадлежность vs интервалу Dk

s , в алгоритм А были добавлены
шаги, аналогичны шагам 3 и 4 метода описанного в работе [16]. Очевидно, что при
увеличении Lk(ε) в (3.1) при фиксированных вершинах гиперинтервала итерационная
точка vs будет принадлежать Dk

s после конечного числа итераций, увеличивающих
Lk(ε). Параметр µk находится по формуле (4.16) из [6, с. 180]:

µk =

(

4 +
C

k

)

, (3.2)

где C > 0 задается вычислителем.
В алгоритме Б при реализации тех же стратегий «деление на 2» и «деление на 2N»

точка vs вычислялась по формуле
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vs =
as + bs

2
− (f(bs)− f(as))

2l(ε) ‖bs − as‖
(bs − as) , (3.3)

аналогичной формуле 4.12 из [6, с. 178], т. к. оценка l(ε) при фиксированном ε > 0
предполагается известной. Для того, чтобы точка vs гарантированно принадлежала
диагонали интервала Dk

s , алгоритм Б, как и алгоритм А, был дополнен итерационной
процедурой, увеличивающей используемое для (3.3) значение оценки l(ε).

Эффективная стратегия, предложенная в [6, с. 178] и [19], не требует вычисления
поисковой точки на диагонали лучшего интервала, а потому никаких доработок алго-
ритмов А и Б не потребовалось.

Далее для таблиц 3.1-3.4 использованы следующие обозначения: точность δ; страте-
гии разбиения P : 2 – «деление на 2», 2N – «деление на 2N», E — «безызбыточная»; M
– общее число гиперинтервалов; Lk(ε) – оценка минимальной ε-постоянной Липшица,
полученная в ходе работы алгоритма А; C – параметр алгоритма А в формуле (3.2);
l(ε) – оценка минимальной ε-постоянной Липшица.

Все вычисления проведены для евклидовой нормы.

Таблица 3.1. Результаты вычислений с помощью алгоритма А для функций
fi(x, y), i = 1, 2, 3.

Table 3.1. Algorithm «A» computational results for test functions
fi(x, y), i = 1, 2, 3.

i P δ ε C (x∗, y∗) fi (x∗, y∗) M Lk(ε)

1

2
0.01 0.5 100 (0.073992;−0.055940) −7.750060 251 7.682
0.01 0.1 100 (−0.019504; 0.035254) −8.474976 715 16.525
10−5 1.0 10 (0.073992; 0.010002) −8.147025 380 5.620

2N
0.08 0.5 100 (0.317807; 0.317807) −5.690744 515 6.062
0.08 0.1 10000 (0.020285; 0.0202854) −8.672509 159 37.157

E
0.01 0.5 100 (−0.041152; 0.074074) −7.866062 518 18.539
0.01 0.1 100 (−0.002743;−0.002743) −9.489698 10002 133.964
10−5 1.0 10 (2.25E − 5; 2.25E − 5) −9.952594 168 11.156

2

2
0.01 0.5 100 (0.163965;−0.043142) −9.342395 117 16.419
0.01 0.1 100 (0.163965;−0.043142) −9.342395 1282 24.407
10−5 1.0 10 (−0.032203;−0.008222) −11.363615 1499 20.070

2N
0.01 0.5 100 (−0.025239;−0.025239) −11.215474 254 33.185
0.01 0.1 2000 (−0.025239;−0.025239) −11.215474 323 154.505
10−5 1.5 10 (5.08E − 5; 5.08E − 5) −12.647243 3467 33.432

E
0.01 0.5 100 (−0.041152; 0.074074) −10.401066 864 42.544
10−3 0.1 100 (−0.002743;−0.002743) −12.207576 8112 135.933
10−5 1.0 10 (2.25E − 5; 2.25E − 5) −12.670875 798 32.235

3

2
0.06 0.5 100 (−9.175384;−9.074912) −4.674386 1615 12.067
0.07 0.1 100 (9.559754,−10.0) −4.603072 1611 14.974

2N
0.01 0.5 100 (9.53125;−9.53125) −5.3210644 4811 14.553
0.01 0.1 100 (9.53125;−9.53125) −5.3210644 7097 16.515

E
0.01 0.5 100 (−9.506172;−9.506172) −5.330926 934 11.092
0.01 0.1 100 (−9.506172;−9.506172) −5.330926 1102 13.803
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Таблица 3.2. Результаты вычислений с помощью алгоритма Б для функций
fi(x, y), i = 1, 2, 3

Table 3.2. Algorithm «Б» computational results for test functions
fi(x, y), i = 1, 2, 3

i P δ ε l(ε) (x∗, y∗) fi (x∗, y∗) M

1

2
0.01 0.5 25 (−0.019504; 0.035254) −8.474976 5372
0.03 0.1 125 (−0.128338;−0.055940) −7.381970 3522
10−5 1.0 12.5 (0.004509; 0.0103147) −9.175077 2807

2N
0.01 0.5 25 (0.317807; 0.317807) −5.690744 1529
0.1 0.1 125 (0.317807; 0.317807) −5.690744 1571
10−5 2.5 5 (5.51E − 5; 5.51E − 5) −9.926038 2987

E
0.01 0.5 25 (−0.041152; 0.074074) −7.866062 1748
0.01 0.1 125 (−0.041152; 0.074074) −7.866062 6942
10−5 2.5 5 (2.25E − 5; 2.25E − 5) −9.952594 148

2

2
0.1 0.5 33.539 (0.163965;−0.043142) −9.342395 291
0.08 0.1 133.539 (0.163965;−0.043142) −9.342395 590

2N
0.01 0.5 33.539 (−0.025239;−0.025239) −11.215474 314
0.08 0.1 133.539 (−0.025239;−0.025239) −11.215474 575

E
0.01 0.5 33.539 (−0.041152; 0.074074) −10.401066 2488
0.01 0.1 133.539 (−0.041152; 0.074074) −10.401066 6702
10−5 1.0 21.039 (2.25E − 5; 2.25E − 5) −12.670875 912

3

2
0.1 0.5 9.700 (9.559754;−10.0) −4.603072 567
0.09 0.1 25.803 (9.559754,−10.0) −4.603072 715

2N
0.01 0.5 9.700 (−10.0,−10.0) −3.995422 287
0.05 0.1 25.803 (9.375,−9.375) −5.272921 1295

E
0.01 0.5 9.700 (−9.506172;−9.506172) −5.330926 1670
0.01 0.1 25.803 (−9.506172;−9.506172) −5.330926 6794

П р и м е р 3.1. Найдем глобальный минимум следующих функций

f1(x, y) = −10e−
√

0.5(|x|+|y|) на [−2; 12]2,

f2(x, y) = f1(x, y)− e0.5(cos(2πx)+cos(2πy)) на [−2; 12]
2
,

f3(x, y) = −
∣
∣
∣
∣
cosx cos y e

0.5
∣

∣

∣
1−

√
|x|+|y|

∣

∣

∣

∣
∣
∣
∣

на [−10; 10]
2
.

рассмотренных в работе [17]. В той же работе получены формулы для оценивания ве-
личины l(ε) при фиксированном ε > 0. Отметим, что данные функции непрерывны
на области поиска, но не липшицевы. Результаты вычислений алгоритмами А и Б для
трех стратегий разбиения приведены в Таблицах 3.1 и 3.2 соответственно. Для нагляд-
ности на Рис. 3.1 – 3.3 изображены графики оптимизируемых функций для указанных
начальных гиперинтервалов.

Поскольку безызбыточная (эффективная) стратегия в целом показала лучший ре-
зультат, то все последующие вычислительные эксперименты проводились только для
данной стратегии.
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Рис. 3.1. График тестовой функции f1(x, y)
Fig 3.1. Test function f1(x, y) plot

Рис. 3.2. График тестовой функции f2(x, y)
Fig 3.2. Test function f2(x, y) plot
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Рис. 3.3. График тестовой функции f3(x, y)
Fig 3.3. Test function f3(x, y) plot

П р и м е р 3.2. Требуется найти глобальный минимум непрерывных функций:

f4(x, y) = min
(√

|x+ 4|+ |y + 4| − 1,
√

|x+ 1|+ |y + 1| − 1.005,
√

|x− 3|+ |y − 3|+ 0.5
)

и
f5(x, y) = sin(5y) arcsin(x) − sin(5x) arcsin(y),

заданных на различных начальных гиперинтервалах поиска, на которых эти функ-
ции не являются липшицевыми. Функция f4 является модификацией функции одной
переменной f1 из статьи [16], где она была оптимизирована обобщенным алгоритмом
Стронгина. Функция f5 приведена в качестве примера в работе [17], где для неё была
получена процедура получения значения l(ε) при заданном ε > 0. Оптимизация дан-
ных функций f4 и f5 проводилась алгоритмом А с помощью безызбыточной стратегии.
Результаты расчетов представлены в Таблице 3.3, а на Рис. 3.4-3.5 приведены графи-
ки рассмотренных целевых функций. В таблице дополнительно через D обозначены
начальные области поиска.

П р и м е р 3.3. Рассматриваются модификации некоторых функций из примера
3.1 на случай трех переменных:

f1(x, y, z) = −10e
−

√

√

√

√

(|x|+ |y|+ |z|)
3 на [−2; 12]

3

и

f2(x, y, z) = f1(x, y, z)− e

(cos(2πx) + cos(2πy) + cos(2πz))

3 на [−2; 12]
3
.
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Таблица 3.3. Результаты вычислений с помощью алгоритма А для функций
fi(x, y), i = 4, 5

Table 3.3. Algorithm «А» computational results for test functions fi(x, y), i = 4, 5

i D δ ε (x∗, y∗) fi (x∗, y∗) M Lk(ε)

4

[−5; 5]
2

0.01
0.5 (−1.008230;−0.925925) −0.718112 88 2.363
0.1 (−4.012345;−4.012345) −0.842865 486 6.671

10−3 0.5 (−0.999085;−0.999085) −0.962233 98 2.276
0.1 (−0.999988;−0.999988) −1.000248 114 2.168

10−5 0.5 (−0.999988;−0.999988) −1.000248 114 2.168
0.1 (−0.999988;−0.999988) −1.000248 556 6.592

[−10; 10]
2

0.01
0.5 (−4.074074;−4.074074) −0.615099 150 1.994
0.1 (−4.074074;−4.074074) −0.615099 408 4.067

10−3 0.5 (−4.000914;−4.000914) −0.957233 160 1.962
0.1 (−1.001371;−1.001371) −0.952621 1854 9.279

10−5 0.5 (−4.000011;−4.000011) −0.995248 176 1.920
0.1 (−1.000016;−1.000016) −0.999180 1870 9.277

5 [−1; 1]
2

0.01
0.5 (−1.0; 0.333333) −1.889461 218 17.546
0.1 (0.341563; 1.0) −1.890335 488 29.563

10−3 0.5 (0.341563, 1.0) −1.890335 390 16.102
0.1 (1.0,−0.340649) −1.890367 1204 27.929

10−5 0.5 (0.341563, 1.0) −1.890335 408 16.021
0.1 (0.340344, 1.0) −1.890370 1226 27.909

Рис. 3.4. График тестовой функции f4(x, y)
Fig 3.4. Test function f4(x, y) plot
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Рис. 3.5. График тестовой функции f5(x, y)
Fig 3.5. Test function f5(x, y) plot

Также в рамках примера рассмотрена модификация функций f4(x, y) на случай
трех переменных:

f3(x, y, z) = min (a, b, c) ,

a = a(x, y, z) =
√

|x+ 4|+ |y + 4|+ |z + 4| − 1,

b = b(x, y, z) =
√

|x+ 1|+ |y + 1|+ |z + 1| − 1.005,

c = c(x, y, z) =
√

|x− 3|+ |y − 3|+ |z − 3|+ 0.5.

на множестве [−5; 5]
3.

Как и в предыдущих примерах указанные целевые функции нелипшицевы на за-
даваемых начальных гиперинтервалах. Для данных функций с помощью алгоритма А
при безызбыточной стратегии был приближенно найден глобальный минимум. Резуль-
таты расчетов приведены в Таблице 3.4.

П р и м е р 3.4. Пусть далее x ∈ R
n, n = 10 и на гиперинтервале D = [−5; 5]

10

задана функция F (x) вида

F (x) = min





√
√
√
√

n∑

i=1

|xi + 4| − 1,

√
√
√
√

n∑

i=1

|xi + 1| − 1.005,

√
√
√
√

n∑

i=1

|xi − 3|+ 0.5



 .
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Таблица 3.4. Результаты вычислений с помощью алгоритма А для функций
fi(x, y, z), i = 1, 2, 3

Table 3.4. Algorithm «А» computational results for test functions
fi(x, y, z), i = 1, 2, 3

i ε (x∗, y∗) fi (x∗, y∗) M Lk(ε)

1
2.0 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −9.952594 118 3.087
1.0 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −9.952594 1070 8.887
0.8 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −9.952594 1332 9.773

2
2.0 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −12.670875 2456 13.373
1.0 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −12.670875 8654 19.661
0.8 (2.258E − 5; 2.258E − 5; 2.258E − 5) −12.670875 20182 28.835

3
1.0 (−3.999983;−3.999983;−3.999983) −0.992872 74 0.483
0.5 (−0.999988;−0.999988;−0.999988) −0.999180 102 0.829
0.1 (−0.999988;−0.999988;−0.999988) −0.999180 6956 6.473

С помощью алгоритма А при δ = 10−5 был рассчитан глобальный минимум F (x) на
D при параметрах алгоритма ε = 1.0, C = 100 и безызбыточной стратегии. В результате
вычислений получена точка

x∗ =























-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-0.9999887099414605;

-1.00010161052685;

-1.00010161052685























T

и соответствующее ей значение функции F (x∗) = -0.9878669465063515. Алгоритм за-
вершился за 2 034 шага, было построено 4 070 областей поиска и была вычислена при-
близительная оценка величины минимальной ε-постоянной Липшица Lk(ε) = 0.675204.
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Численное моделирование селективного лазерного

плавления методом SPH
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Аннотация. В настоящее время ведется активное развитие технологий аддитивного
производства, что требует создания расчетных методик для описания протекающих при
этом физических процессов. Одним из методов, используемых для производства дета-
лей из металлического порошка, является метод селективного лазерного плавления. В
данной работе представлена численная методика на основе метода SPH для моделиро-
вания процесса спекания порошка под воздействием лазерного луча. Течение жидко-
сти, образующейся в результате плавления, описывается уравнениями Навье-Стокса, в
которых учитываются силы давления, вязкие силы и поверхностные силы на грани-
це раздела фаз. Тепловое состояние определяется из уравнения сохранения энергии,
в котором учитываются тепловые процессы, объемное поглощение энергии лазерно-
го излучения, конвективный теплообмен с внешней средой и радиационное излучение.
Фазовые переходы между твердой и жидкой фазой описываются в рамках обобщенной
формулировки задачи Стефана. Расчетная методика проверена на тестах, характерных
для рассматриваемого класса задач. Проведено сравнение с аналитическим решением,
с решениями, полученными по другим модификациям метода SPH, и с эксперименталь-
ными данными.

Ключевые слова: SLM, SPH, уравнения Навье-Стокса, теплопроводность, задача Сте-
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1. Математическая модель

Метод селективного лазерного плавления (метод SLM, англ. Selective Laser Melting)
[1,2] предполагает поэтапное выпекание деталей произвольной формы посредством
плавления слоя за слоем порошковой смеси (обычно сталь или титан) под действием
лазерного луча. Шаг в процессе плавления начинается с ровного распределения слоя
сферических порошковых частиц на подложке либо уже на проплавленном металле. На
частицы воздействуют лучом лазера, который характеризуется распределением интен-
сивности пятна на поверхности частиц и объемным распределением поглощения и рас-
сеивания энергии веществом частиц. В соответствии с компьютерной программой луч
лазера перемещается по двумерной поверхности слоя частиц. При поглощении энергии
лазерного луча происходит плавления частиц порошка. Образующаяся жидкая фаза
под действием термического давления, сил поверхностного натяжения и силы тяжести
осаждается на подложку либо на проплавленный металл. После остывания образуется
новый слой проплавленного металла.

Нестационарное течение расплавленного вещества будем рассматривать как тече-
ние вязкой жидкости, для описания которого применяются уравнения Навье-Стокса.
Уравнения неразрывности и движения в переменных Лагранжа имеют следующий вид

dρ

dt
= −ρ∇~u,

d~u

dt
= −1

ρ
∇pI +

µ

ρ
∇2~u+ ~g + ~F , (1.1)

d~r

dt
= ~u,

где ~r = (x, y, z) – вектор перемещения, t – время, ρ – плотность, ~u – вектор скорости, p
– давление, I – единичный тензор, µ – коэффициент динамической вязкости, ~g – вектор
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ускорения свободного падения, ~F – вектор массовых сил.
Давление вычисляется из уравнения состояния вида

p = c2z(ρ− ρ0).

Здесь коэффициент cz – аналог скорости звука, подбираемый в расчетах для мо-
делирования несжимаемых сжимаемых течений, ρ̃0 – функция начальной плотности,
зависящей от температуры [3]

ρ0(T ) = ρ0

(

1 + αT

(

1− T

T0

))

,

где ρ0 – начальная плотность, T0 – начальная температура, αT – коэффициент тепло-
вого расширения.

На поверхности жидкости реализуется дополнительное давление [4], которое моде-
лируется массовой силой

~F = σk~n+∇σ = σk~n+
dσ

dT
∇T, (1.2)

где σ – коэффициент поверхностного натяжения, k – кривизна поверхности, ~n – вектор

внешней нормали к поверхности, ∇σ – тангенциальный поверхностный градиент,
dσ

dT
–

температурный коэффициент поверхностного натяжения.
Уравнение энергии в переменных Лагранжа, включающее обобщенную формули-

ровку задачи Стефана [5, 6], записывается в следующем виде

(

CP +
∆H

∆T
δ (T − TM )

)
dT

dt
=

1

ρ
∇ (χ∇T ) + Φ +Q, (1.3)

где Cp – теплоемкость, ∆H – энтальпия фазового перехода, δ (T − TM ) – дельта функ-
ция Дирака, TM – температура фазового перехода, χ – коэффициент теплопроводности,
Φ – диссипация энергии за счет работы вязких сил, Q – источники тепла.

При плавлении и затвердевании вещества на каждый момент времени определяет-
ся криволинейная подвижная поверхность, на которой происходит фазовый переход.
Фазовый переход сопровождается выделением либо поглощением определенного коли-
чества тепла. Теплофизические свойства вещества в различных агрегатных состояниях
можно определять ступенчатой функцией

Cp =







(Cp)S , T ≤ TS ,

1
2

(
(Cp)S + (Cp)L

)
+

∆H

TL − TS
, TS < T < TL,

(Cp)L , T ≥ TL,

χ =







χS , T ≤ TS ,
1
2 (χS + χL) , TS < T < TL,

χL, T ≥ TL,

где TS и TL – соответственно, температура затвердевания и плавления, CS и CL – теп-
лоемкости твердой и жидкой фаз, χS и χL – коэффициенты теплопроводности твердой
и жидкой фаз.
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Источники тепла, состоят из энерговыделения лазерного луча QL, нагревающего
материал, поверхностной конвекции QC и радиационного излучения QR

Q = QL −QC −QR, QC = αC (Ts − T∞) , QR = σε (Ts − T∞)
4
.

Здесь αC – коэффициент конвективного теплообмена, Ts – температура на поверх-
ности материала, T∞ – температура окружающей среды, σ – постоянная Стефана-
Больцмана, ε – степень черноты.

Лазерный источник задается посредством следующей формулы, определяющей по-
глощение веществом лазерного излучения по закону Ламберта

QL(~r) = (1 −K)
2αPL

πr2L
e

(

−4
|~r|2

r2L

)

e(−α|z−zL|), (1.4)

где PL – мощность лазера, rL – радиус пятна лазера, zL – высота до центра лазера, K
– коэффициент отражения излучения и α – коэффициент поглощения излучения.

2. Численный метод

Численное решение приведенных уравнений будем находить с использованием ме-
тода SPH [7, 8]. Аппроксимацию уравнений (1.1) для i-ой частицы можно записать
следующим образом

(
dρ

dt

)

i

=− ρi
∑

j

mj

ρj
((~ui − ~uj) · ∇Wij),

(
d~u

dt

)

i

=−
∑

j

mj

(
pi + pj
ρiρj

)

∇Wij+ (2.1)

+
µi

ρi

∑

j

4mj

(
1

ρi
+

1

ρj

)
(~ui − ~uj) (~ri − ~rj)

|~ri − ~rj |2 + η2ij
∇Wij+~gi + ~Fi,

(
d~r

dt

)

i

=~ui,

где ∇W – градиент функции ядра W (в данной работе используется сплайн третьей
степени [9]), η = 0.1h (h – радиус сглаживания), суммирование ведется по частицам в
области действия ядра.

Сила ~Fi учитывается только на поверхности жидкой фазы, для определения ее зоны
действия в методе SPH вводится функция-маркер [10]

Ci =
∑

j

mj

ρj
Wij , ∇Ci =

∑

j

mj

ρj
∇Wij .

Если для частицы Ci ≤ 0.95, то для нее задается признак Ri = 1 и проводится вы-
числение силы поверхностного натяжения. Если же Ci > 0.95, то признак Ri полагается
равным нулю и сила не рассчитывается.

С учетом введенной функции аппроксимация формулы (1.2) запишется следующим
образом
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~Fi = σiki~ni +

(
dσ

dT

)

i

(∇Ti − ~ni (~ni∇Ti)) ,

где ~ni = ∇Ci

|∇Ci|
– нормаль к поверхности, ∇Ti =

1

Ci

∑

j

mj

ρj
(Tj − Ti)∇Wij – градиент

температуры.
Кривизна поверхности вычисляется по значению градиента нормали только для

частиц с признаком Ri = 1

ki = −∇~ni = − 1

|ki|
∑

j

mj

ρj
(~nj − ~ni)∇Wij ,

где |ki| =
∑

j

mj

ρj
min (Ri, Rj)Wij .

Аппроксимацию уравнения теплопроводности (1.3) на частицах можно записать сле-
дующим образом

(

Cp
dT

dt

)

i

=
∑

j

mj

ρiρj

4χiχj

χi + χj

(Ti − Tj)

|~ri − ~rj |+ ηij
(~ri − ~rj)∇Wij+

+ µi

∑

j

2mj

ρiρj
(~ui − ~uj)

(~ui − ~uj) (~ri − ~rj)

|~ri − ~rj |2 + η2ij
∇Wij +Qi. (2.2)

Работа вязких сил учитывается только для расплава, а конвективный и радиа-
ционный источники, только в области, где функция-маркер удовлетворяет условию
Ci ≤ 0.95.

Решение уравнений (2.1), (2.2) по времени проводится последовательно по схеме
расщепления. Сначала с использованием схемы «чехарда» для частиц жидкой фазы
находится решение системы уравнений (2.1), затем по явной схеме для всех частиц
решается уравнение теплопроводности. Переход частиц из твердой в жидкую фазу и
наоборот выполняется по значению температуры.

Счетный шаг по времени выбирается по следующему критерию

τ = min
i

(

0.4
hi

(cz)i
, 0.125

ρihi
2

µi
, 0.25

(
ρihi

3

2πσi

)2

, 0.125
ρi (CP )i hi

2

χi

)

.

3. Численные расчеты

3.1. Задача Стефана о распространении тепла в одномерной области с учё-
том движения фазового фронта

Геометрия расчетной области задачи Стефана [11, 12] схематично проиллюстриро-
вана на рисунке 3.1.
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Рис. 3.1. Геометрия задачи Стефана
Fig 3.1. Geometry of the Stefan problem

Начальная плотность обеих областей задана равной 1 кг/м3. Теплоемкость и коэф-
фициент теплопроводности вычисляется следующим образом

CP =







(CP )1 , T < TM −∆T,

0.5 · ((CP )1 + (CP )2)−

−∆H · 3

4 ·∆T 3

(

(T − TM )2 −∆T 2
)

, TM −∆T ≤ T ≤ TM +∆T,

(CP )2 , T > TM +∆T,

χ =

{

1, T < TM ,

5, T ≥ TM ,

где теплоемкости областей заданы равными (CP )1 = (CP )2 = 1 Дж/К, энтальпия фа-
зового перехода ∆H = 1 Дж/кг, температура фазового перехода TM = 10 К, ширина
фазового фронта ∆T = 0.01 К.

Начальное распределение температуры задается формулой T (x)|t=0 = 2e(1−x)/5.
Соответственно, на левой и правой границах T1(t)|x=0 = 2e(t+1)/5 + 8 и T2(t)|x=10 =
= et−9+9, на остальных границах условие симметрии.

Расчеты проводились до момента времени 4 с, шаг по времени задан равным 10−5 с.
На рисунке 3.2 показано распределение температуры в области вдоль оси x на моменты
времени t = 1 и 4 с в сравнении с аналитическим решением. Максимальное отличие
численного решения от аналитического не превышает 0.03%.

Рис. 3.2. Распределение температуры на моменты времени t = 1 и t = 4 с
вдоль оси x

Fig 3.2. Temperature distribution at time points t = 1 and t = 4 s along the x axis
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Частицы в областях расставлены равномерно с шагом d0 = 0.01 м, общее число
частиц составило 100 000. Длина сглаживания задана постоянной h = 1.5d0.

3.2. Задача о преобразовании квадратной капли

Область моделирования представляет собой квадрат со стороной 0.2 ·10−3 м, в кото-
ром находится жидкость со свойствами, приведенными в таблице 3.1. Расчеты прово-
дились с равномерной расстановкой частиц, по каждому координатному направлению
расчетная область разбита на 50 частиц.

Таблица 3.1. Параметры жидкости
Table 3.1. Liquid parameters

Параметр Значение
(Parameter) (Value)

ρ 1000 кг/м3

~u (0, 0, 0)м/с
T 298 К
cz 3м/с
σ 0.0028 кг/с2

dσ
dT 0кг/с3

µ 0.185 кг/(м с)

На рисунке 3.3 приведена картина преобразования квадратной капли в круглую на
два момента времени. Сравнение проводилось с результатами расчета по программе
PySPH, опубликованными в работе [13]. Видно хорошее согласие.

a) b)
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c) d)

Рис. 3.3. Форма капли на моменты времени t = 0.1 · 10−3 с (a, b) и
t = 0.4 · 10−3 с (c, d), (a, c – проведенный расчет (функция маркер),

b, d – данные программы PySPH (плотность))
Fig 3.3. The shape of a drop at two points in time t = 0.1 · 10−3 с (a, b) and
t = 0.4 · 10−3 с (c, d), (a, c – the calculation performed (marker function),

b, d – the data of the PySPH program (density))

3.3. Задача о точечном плавлении

Область моделирования – прямоугольный параллепипед, длина и ширина которого
равны 1.2 · 10−3 м, высота 0.4 · 10−3 м. Материал – сталь. В начальный момент времени
образец стали находится в твердом состоянии, сверху по центру на него в течении
3 · 10−3 с действует лазерный импульс с мощностью 1967 Вт. Радиус пятна лазера
равен 0.428 · 10−3 м. Параметры вещества приведены в таблице 3.2 и взяты из работ
[14, 15].

Таблица 3.2. Параметры вещества
Table 3.2. Substance parameters

Параметр Значение Параметр Значение
(Parameter) (Value) (Parameter) (Value)

ρ 7200 кг/м3 χS 19.3 Вт/(м К)
T 300 К χL 135.1 Вт/(м К)
αT 1.96 · 10−5 (Cp)S 711.6 Дж/К
σ 1.4 Н/м (Cp)L 837.2 Дж/К
dσ

dT
−4.3 · 10−4 Н/(м К) TS 1679 К

∆H 5609 Дж/кг TL 1727 К

При проведении расчета использовалась равномерная расстановка частиц с шагом
равным 0.0125 · 10−3 м, общее число частиц 294 912. На рисунке 3.4 и в таблице 3.3
приведено сравнение полученной расчетной зоны плавления с экспериментом [15], а
также расчетные зоны плавления, полученные по другим модификациям метода SPH.
Видно согласие всех полученных расчетных данных.
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a)

b)

c)

Рис. 3.4. Сравнение с экспериментом (He et al [15]) расчетной зоны плавления:
a) текущая реализация, b) реализации из работы Russell et al [3], c) реализации

из работы Dao et al [14]
Fig 3.4. Comparison with the experiment (He et al [15]) of the calculated melting
zone: a) current implementation, b) implementation from the works of Russell et al

[3], c) implementation from the works of Dao et al [14]
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Таблица 3.3. Сравнение зоны плавления
Table 3.3. Comparison of the melting zone

Погрешность Погрешность
радиуса зоны, 10−3 м глубина зоны, 10−3 м

(Zone radius (Zone depth
error, 10−3 m) error, 10−3 m)

Эксперимент He et al [15] 0.48 0.26
(Experiment He et al [15])
Реализация Russell et al [3] 0.46 (-4%) 0.25 (-4%)
(Implementation Russell et al [3])
Реализация Afrasiabi et al [16] 0.43 (-10%) 0.27 (+4%)
(Implementation Afrasiabi et al [16])
Реализация Dao et al [14] - -
(Implementation Dao et al [14])
Текущая реализация 0.44 (-8.3%) 0.27 (+4%)
(Current implementation)

На рисунке 3.5 показано распределение поля температуры (расчетная область об-
резана наполовину). Значение максимальной температуры в расчете составило 3128 К,
что согласуется с полученными расчетными данными по другим реализациям метода
SPH, в частности, в работе [16] получено 3152 К.

Рис. 3.5. Распределение температуры
Fig 3.5. Temperature distribution

3.4. Плавление порошка на подложке

Геометрия расчетной области приведена на рисунке 3.6. На подложке с размерами
Lx = 0.5 · 10−3 м, Ly = 0.16 · 10−3 м и Lz = 0.04 · 10−3 м насыпан слой порошка.
Лазер движется по подложке со скоростью ~u = 0.7 м/c, радиус пятна задан равным
r = 0.03 · 10−3 м. Мощность лазера задана равной 150 Вт.
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Рис. 3.6. Геометрия расчетной области
Fig 3.6. Geometry of the computational domain

Параметры порошка приведены в таблице 3.4. Лазерный источник задается посред-
ством формулы (1.4) при K = 0.73 и α = 1 · 104. Коэффициент поверхностного натяже-
ния вычисляется по эмпирической формуле [3, 16]

σ(T ) = σ0 − A(T − T0)−RTΓS ln
(

1 + kl + aSe(
−∆Ho

RT )
)

,

где эмпирические параметры принимают следующие значения σ0 = 1.943 Н/м,
A = 0.5 · 10−3 Н/(м К), R = 8.3145 Дж/(моль К), ΓS = 1.3 · 10−8 кг моль/м2,
kl = 0.0032, aS = 0.0022 и ∆Ho = −166 · 103 Дж/ (кг моль).

Таблица 3.4. Параметры порошка
Table 3.4. Powder Parameters

Параметр Значение Параметр Значение
(Parameter) (Value) (Parameter) (Value)

ρ 8020 кг/м3 χS 11 Вт/(м К)
T 298 К χL 135.1 Вт/(м К)
µ 0.06015 кг/(м с) (Cp)S 460 Дж/К
TM 1773 К (Cp)L 895 Дж/К

Проведено два расчета. В первом размер гранул порошка задан одинаковым
и составил 0.025 · 10−3 м, во втором – размер гранул варьировался в диапазоне
[0.017 · 10−3 м, 0.025 ·10−3м]. Общее число частиц SPH в численных расчетах составило
∼ 525 тыс.

На рисунке 3.7 приведена динамика распределения температуры во втором расчете.

A. N. Bykov, M.N. Vishnyakova, Yu. N. Deryugin, A.B. Emelyanov, A.A. Lazarev, S.N. Polishchuk, . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 4. 431

a)

b)

c)

Рис. 3.7. Распределение температуры на моменты времени: a) t = 0.2 · 10−3 с,
b) t = 0.4 · 10−3 с, b) t = 0.7 · 10−3 с

Fig 3.7. Temperature distribution at points in time a) t = 0.2 · 10−3 s, b)
t = 0.4 · 10−3 s, b) t = 0.7 · 10−3 s

На рисунке 3.8 на момент времени t = 0.7 · 10−3 с приведено сравнение ширины
зоны расплава в двух расчетах. Видно, что в расчете с одинаковым размером гранул
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порошка ширина зона расплава меньше.

a)

b)

Рис. 3.8. Распределение ширины зоны расплава на момент времени
t = 0.7 · 10−3 с: a) размер гранул порошка равен 0.025 · 10−3 м, b) размер гранул

варьировался в диапазоне [0.017 · 10−3, 0.025 · 10−3] м
Fig 3.8. The distribution of the width of the melt zone at time t = 0.7 · 10−3 s: a)
the size of the powder granules 0.025 · 10−3 m, b) the size of the granules varied in

the range [0.017 · 10−3, 0.025 · 10−3] m

4. Заключение

В работе представлена численная методика моделирования процесса спекания по-
рошка под воздействием лазерного луча. Основные элементы методики проверены на
тестах характерных для рассматриваемого класса задач: задача Стефана (фазовый
переход), преобразование квадратной капли (сила поверхностного натяжения) и точеч-
ный источник (лазерный источник и тангенсальная составляющая силы поверхностного
натяжения). Созданный инструментарий позволяет проводить различного рода каче-
ственные оценки результата спекания порошка при варьировании свойств материала,
скорости движения лазера, его мощности и прочие. В частности, на модельной демон-
страционной задаче плавления слоя порошка на подложке, показано влияние размера
гранул порошка на ширину зоны проплава.
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Методика расчета лучистого переноса энергии

в приближении «вперед-назад»

А. Ю. Круковский, М.Е. Ладонкина, Ю.А. Повещенко, И.В. Попов

Институт прикладной математики им. М.В. Келдыша РАН (г. Москва, Рос-
сийская Федерация)

Аннотация. В данной работе представлена методика расчета лучистого переноса энер-
гии в приближении «вперед-назад» для случая цилиндрически симметричного течения.
Представлена схема расчета лучистого теплообмена в среде с сильно меняющейся в про-
странстве и времени непрозрачностью. Предлагаемая для многопараметрических вы-
числительных экспериментов численная методика дает возможность получить зависи-
мость плотности энергии излучения в виде квадратуры от коэффициента непрозрачно-
сти и излучательной способности плазмы. В двухтемпературной модели радиационной
газовой динамики и магнитной гидродинамики это определяет вклад лучистого тепло-
обмена в баланс энергии электронной компоненты плазмы. В настоящей работе рассмат-
риваются способы повышения точности решения системы разностных уравнений путем
качественного улучшения аппроксимации коэффициентов поглощения излучения. На
примерах тестовых расчетов, которые моделируют пространственную неоднородность
поля излучения, проводится численное сравнение предложенного метода с несколькими
методами диффузионного типа. Показано, что расчеты, выполненные по рассматрива-
емой в настоящей работе методике, в отличие от аналогичных выполненных методом
диффузионного приближения, дают качественно правильное совпадение с аналитиче-
ским решением. Существенным преимуществом приближения “вперед-назад” является
то, что интегральность заложена в его структуре.

Ключевые слова: лучистый теплообмен, радиационная газодинамика, магнитная гид-
родинамика, приближение «вперед-назад», конечно-разностная схема
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Abstract. This paper presents a method for calculating the radiative energy transfer in
the back and forth approximation for the case of cylindrically symmetric currents. The key
element of the method is the scheme for calculating radiative heat transfer in a medium
with opacity that strongly varies in space and time. The paper discusses the possibility of
improving accuracy of solving a difference equations’ system by making the approximation of
absorption coefficients more accurate. The numerical technique proposed for multi-parameter
computing experiments makes it possible to obtain the radiation energy density as a
quadrature of plasma opacity and emissivity. In two-temperature model of gas dynamics and
magnetohydrodynamics, this determines the contribution of radiative heat transfer into the
energy balance of the plasma electronic component. Numerical comparison of the proposed
method with some diffusion methods was implemented via test examples simulating spatial
inhomogeneity of the radiation field. It is shown that the calculations performed according
to the methodology considered in this paper, give a qualitatively correct match with the
analytical solution of the problem, in contrast to calculations performed by the method of
diffuse approximation. The obvious advantage of the back and forth approximation is that
integrality is inherent in its structure.
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1. Введение

Моделирование течений излучающей плазмы в условиях осевой симметрии в одно-
мерной постановке является одним из важнейших направлений в радиационной газовой
динамике (РГД) и магнитной гидродинамике (МГД) поскольку связано с достаточно
широким кругом физических задач, изучаемых в настоящее время как эксперимен-
тально, так и теоретически [1; 2].

Проведение широкомасштабного вычислительного эксперимента (ВЭ) для числен-
ного моделирования задач РГД и МГД даже в одномерной геометрии связано с су-
щественным трудностями, которые обусловлены наличием в уравнении переноса излу-
чения кроме пространственных еще и угловых переменных, в результате чего прямое
численное интегрирование требует значительных затрат машинных ресурсов. Важное
значение приобретают различные приближения, которые позволяют эффективно по-
низить размерность уравнения переноса излучения. В оптически плотном веществе
в условиях, близких к термодинамическому равновесию, хорошей моделью служит при-
ближение лучистой теплопроводности, а в прозрачной среде – приближение оптически
тонкого слоя [3]. Если анизотропия излучения мала, то эффективны методы диффу-
зионного приближения [4]. Наиболее важными достоинствами методов диффузионно-
го типа являются простота реализации и достаточно высокая скорость вычислений.
Это приближение обеспечивает физически корректные результаты и в плотной, и в
прозрачной плазме. В областях же, где пробег фотона сравним с характерным мас-
штабом плазмы, анизотропия излучения может быть достаточно устойчивой. Тогда
диффузионное приближение формально неприемлемо и может привести к физически
некорректным результатам. Часто встречаются ситуации, когда в потоке излучающей
плазмы оптически прозрачные области соседствуют с областями, в которых коэффи-
циент поглощения настолько велик, что длина пробега кванта (величина, обратно про-
порциональная коэффициенту поглощения) становится существенно меньше размера
ячейки разностной сетки. В данной работе представлен способ приближенного опи-
сания процессов переноса излучения в аксиально-симметричных течениях на основе
приближения «вперед-назад». Для плоской геометрии такое приближение позволяет
получить выражение для плотности энергии излучения в виде квадратуры, определя-
емой коэффициентом поглощения среды [3]. Для рассматриваемого в настоящей работе
осесимметричного МГД-течения в двухтемпературном случае модель «вперед-назад»
дает выражение для вклада процесса излучения в виде источника в уравнение энергии
электронов. На тестовых расчетах была смоделирована пространственная неоднород-
ность поля излучения. Проведено численное сравнение предложенного метода с неко-
торыми методами диффузионного типа. В настоящей работе изучается возможность
повышения точности решения разностных уравнений путем улучшения качественного
улучшения аппроксимации коэффициента поглощения излучения. Данная методика ис-
пользовалась при проведении широкомасштабного вычислительного эксперимента для
численного моделирования оболочечного Z-пинча под воздействием магнитного поля
сильноточного генератора [5–7].
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2. Постановка задачи

Рассмотрим аксиально-симметричное течение замагниченного вещества для случая,
когда напряженность магнитного и электрического полей имеют две компоненты: про-
дольную и азимутальную. При отсутствии рефракции света и в предположении квази-
стационарности поля излучения система уравнений радиационной МГД в переменных
Лагранжа имеет вид [8]:

∂u
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= −r
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4 π
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P = Pe+Pi, Pe, i = p (ρ, Te, i) , εe, i = ε (ρ, Te, i) (2.11)

Здесь t – время; r – пространственная координата; m – массовая переменная; u –
скорость вещества; p – газодинамическое давление; pe и pi – давление электронного
и ионного газа соответственно; εe и εi – внутренняя энергия электронов и ионов; Eϕ,
Ez и Bϕ, Bz – азимутальные и продольные компоненты электрического и магнитного
полей; We,i – электронный и ионный потоки тепла; σ(Te, ρ,B) – электропроводность;
Gjoul – мощность джоулева энерговыделения:
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1

4 π
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,
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Qei – скорость обмена энергией между электронами и ионами; S – поток энергии излу-
чения; æν - коэффициент поглощения излучения с частотой ν; µ – косинус угла между
направлением полета фотонов и радиусом, проведенным в данную точку; γ – коси-
нус угла между направлением полета фотонов и осью симметрии (см. Рис. 2.1); Iν –
спектральная интенсивность излучения; Iνp – спектральная интенсивность излучения
абсолютно черного тела.

Рис. 2.1. Косинус угла между осью X и проекцией луча Q на площадку,
пересекаемую потоком фотонов; γ – косинус угла между направлением полета

фотонов и осью Z

Fig 2.1. Сosine of the angle between the X-axis and the beam projection Q to the
area crossed by the photon flux; γ – cosine of the angle between the direction of

flight of photons and the Z-axis

Граничные условия для уравнений (2.9)–(2.10): на оси симметрии Iν(0, µ, γ) =
= Iν(0,−µ, γ) на внешней границе Iν(R, µ, γ)= 0.

3. Некоторые приближения диффузионного типа для решения

уравнения переноса излучения в задачах радиационной маг-

нитной гидродинамики

Для решения уравнений (2.9)–(2.10) одним из наиболее привлекательных в смысле
простоты и универсальности является метод диффузионного приближения, который
априорно использует предположение об изотропии поля излучения. Интегрирование
уравнения переноса излучения приводит к системе уравнений диффузии, поскольку
между потоком S и плотностью U энергии излучения получается связь, которая ана-
логична связи между давлением и потоком при диффузии частиц. Проинтегрировав

уравнение (2.9) сначала с весом 1
/√

1− µ2 и затем с весом µ
√
1− γ2

/√
1− µ2 на мно-

жестве µ ∈ [−1, 1], γ ∈ [−1, 1] и предположив, что интенсивность излучения не зависят
от угловых переменных µ и γ, в случае одногруппового приближения имеем

1

r

∂ (r S)
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1

3
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где Up – плотность равновесного излучения.
Граничные условия для системы уравнений (3.1)–(3.2) имеют вид:

S
∣
∣
r=0

= 0, S
∣
∣
r=R

=
1

2
U.

Чтобы упростить расчет лучистого теплообмена в излучающей плазме перейдем
к осредненной по угловому распределению интенсивности излучения. В приближе-
нии «вперед-назад» вводятся лучистые потоки, которые вычисляются по полусферам
для взаимно противоположных направлений полета фотонов (т. е. «вперед-назад» по
лучу). В случае плоской симметрии интенсивность излучения моделируется кусочно-
постоянной функцией от угла направления полета фотонов µ: при µ ∈ [0, 1] I = I1,
а при µ ∈ [−1, 0] I = I2.

Аналогичные уравнения в плоской геометрии излучающего слоя рассмотрены в [4].
В [9] рассмотрены обобщения на случай цилиндрической и сферической геомет-

рий для расчета лучистого теплообмена между соосными цилиндрами или сферами.
Приближение «вперед-назад» для случая осевой симметрии использовалось в [10]. В
направлении, перпендикулярном оси симметрии, азимутальная неоднородность интен-
сивности рассматривалось в виде кусочно-постоянной функции, а в плоскости оси ин-
тенсивность полагалась не зависящей от угла направления полета фотонов. Тогда ин-
тегрирование уравнения (3.1) по телесному углу с учетом сделанных ограничений
приводит к следующей системе уравнений:

1

r

∂ (r I1)

∂r
− I1 + I2

2 r
= 2 æ (Ip − I1) , (3.3)

1

r

∂ (r I2)

∂r
− I1 + I2

2 r
= −2 æ (Ip − I2) . (3.4)

Плотность излучения и его поток определяются следующим образом:

U = 2 π (I1 + I2) , S = π (I1 − I2) .

Суммируя и вычитая попарно уравнения (3.3) и (3.4) получаем систему уравнений,
совпадающую с точностью до численного коэффициента с системой уравнений (3.1)–
-(3.2). Для некоторых конфигураций плазменных течений характерный размер в осе-
вом направлении существенно превосходит размер области плазмы в перпендикулярной
к оси плоскости. Соответственно, неоднородность интенсивности по полярному углу
является более высокой, чем по азимутальному. Поэтому в первую очередь следует
учитывать именно эту неоднородность.

4. Методика расчета лучистого переноса энергии

При цилиндрической симметрии интегрирование уравнения (2.9) по угловым пере-
менным и частоте ν дает вклад теплопереноса излучением в уравнение энергии элек-
тронов:

1

r

∂(rS)

∂r
=

∞∫

0

æν (Uνp −Uν) dν, Uνp = σ T
4 .
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Здесь

Uν = 2

1∫

−1

dγ

1∫

−1

Iν√
1− µ2

dµ −

спектральная плотность энергии излучения; Uνp – спектральная плотность равновес-
ного излучения; σ – постоянная Стефана-Больцмана.

Диапазон частот, где происходит основной теплообмен излучением, разобьем на
некоторое количество групп 0 и ≤ ν1,≤ ν2, . . . ,≤ νi ≤ νk и для каждой группы ре-
шаем уравнение (2.9), используя значения для

Ii =

νi+1∫

νi

Iν dν, Ui =

νi+1∫

νi

Uν dν

и предполагая, что на каждом интервале коэффициент поглощения не зависит от энер-
гии фотона

æν (Te, ρ, ν) = æi (Te, ρ) , νi ≤ ν ≤ νi+1,

при этом

1

r

∂(rS)

∂r
=

k∑

i=1

æi (Uip − Ui).

Далее опустим зависимость от частоты и будем рассматривать «одногрупповое»
приближение, что не нарушает общности. При решении уравнения (2.9) используется
прием [3–4]: вводится для Iν (r, µ, γ) двухгрупповое описание по угловой переменной µ
и не делается вообще никаких предположений относительно зависимости от угловой
переменной γ:

I (r, µ, γ) =

{

I− (r, γ) µ ≤ 0,

I+ (r, γ) µ > 0.

Далее, проинтегрировав по µ уравнение (2.9) сначала от −1 до 0 и от −1 до 1, имеем:

−1

2

∂ I−

∂r
=

æ√
1− γ2

(

Ip − I
−
)
, (4.1)

1

2

1

r2
∂
(
r2 U

)

∂r
+

æ U√
1− γ2

= 2 I
−

(
æ√

1− γ2
+

1

r

)

. (4.2)

Интегрирование уравнения (2.9) проводится с учетом граничных условий:

I−boundary(R) = 0, Uboundary(0) = 2I−boundary (0) , 0 ≤ r ≤ R.

Решив уравнения (4.1)–(4.2), получим:

U (γ, r) =
8

r2

r∫

0

R∫

r/

æ
(
r//
)

√

1− γ2
Ip

(

r//
)
(

r/ +
æ
(
r/
)

√

1− γ2

(

r/
)2
)

· exp
(

− ς
√

1− γ2

)

dr// dr/,

где

ς
(

r, r/, r//
)

= 2






r//∫

r/

æ
(

r///
)

d r/// +

r∫

r/

æ
(

r///
)

d r///




 .
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Проинтегрируем полученное выражение по γ и, сделав подстановку

ch x =
1√

1− γ2
,

получим искомое выражение для вклада переноса излучения в уравнение электронной
энергии

U (r) =
8

r2

r∫

0

R∫

r/

æ
(

r//
)

Ip

(

r//
) (

r/ f (ς)− æ
(

r/
)(

r/
)2 ∂f

∂ς

)

d r// d r/ . (4.3)

Функцию

f (ς) = 2

∞∫

0

eς −ch x

ch x
dx

выразим в терминах модифицированных функций Ганнеля, поскольку

∂f

∂ς
= −2 K0 (ς) .

При численном решении задач для функции f(ς) используются различные аппрок-
симации, что объясняется экспоненциальным спаданием f(ς) в области ς > 1. Важными
свойствами функции f(ς), определяющими асимптотическое поведение распределения
энергии излучения в пределах оптически плотной (æR >> 1) и оптически прозрачной
(æR → 1) среды, являются соотношения:

f (0) = π,

∞∫

0

f (ς) d ς = 2.

В качестве первого приближения возьмем простейшую аппроксимацию функции

f (ς) =







π − π2

4
ς, ς <

4

π
,

0, ς ≥ 4

π
.

(4.4)

Аппроксимация f(ς) позволяет существенно снизить затраты машинного времени.
При этом, как показали расчеты тестовых задач (см. ниже), погрешность, которая
возникает при таком (достаточно грубом) приближении, вполне допустима для ряда
практических задач радиационной МГД [5–7].

5. Построение численного алгоритма решения уравнения пере-

носа

Область, заполненную плазмой, разобьем на N (в общем случае неравномерных)
ячеек. Обозначим множество узлов разностной сетки через ω̄, а множество ячеек раз-
ностной сетки – ω. Введем пространства сеточных функций, которые определенны в
узлах и ячейках разностной сетки, и обозначим их через Hω̄ и Hω соответственно. Для
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записи сеточных функций f ∈ Hω̄ будем использовать индекс j : fj ∈ f ∈ Hω̄. Сеточные
функции g ∈ Hω будем отмечать индексом l : gl ∈ g ∈ Hω l = 1, N, j = 1, N + 1. Опре-
делим сеточную функцию r в узлах разностной сетки, а остальные сеточные функции
æ, I, Ip, U и Up – в ячейках разностной сетки. Для численной реализации предложен-
ного метода аппроксимируем двойной интеграл (4.3) на разностной сетке ω̄h. При этом
учитываем, что коэффициент æ постоянен в разностной ячейке l:

Ul =
2

r2j+1 − r2j

rj+1∫

rj

U (r) dr, j = l.

Введем обозначение

J (ær/) = f (ς)− æ
(

r/
)

r/
∂f

∂ς
,

G (r) = Ip (r) æ (r) .

Тогда, проведя несложные преобразования, получим:

U (r) =
8

r2

r∫

0

dr/
rN+1∫

r/

G
(

r//
)

r/ J (ær/) dr
// =

=
8

r2





j−1
∑

k=1

rk+1∫

rk

dr/ r/
rN+1∫

r/

G
(

r//
)

J (ær/) dr//+

r∫

rj

r/ dr/
rN+1∫

r/

G
(

r//
)

J (ær/) dr//




 =

=
8

r2





j−1
∑

k=1

rk+1∫

rk

r/ d
/
r






G (rn)

rk+1∫

r/

J (æn) dr// +
N∑

i=k+1

G (rm)

ri+1∫

ri

J (æn) dr//






+

+

r∫

rj

r/ dr/







G (rl)

rj+1∫

rj

J (æl) dr// +

N∑

i=j+1

G (rm)

ri+1∫

ri

J (æl) dr//










 .

Здесь n = k, m = i, rm = 0, 5(ri + ri+1), rn = 0, 5(rk + rk+1). Обозначим

U (1)
n (r) =

rk+1∫

rk

r/
rk+1∫

r/

J (æn) dr// dr/,

U (2)
nm (r) =

rk+1∫

rk

r/
ri+1∫

ri

J (æn) dr// dr/,

U
(3)
l (r) =

r∫

rj

r/

rj+1∫

r/

J (æl) dr// dr/,

U
(4)
lm (r) =

r∫

rj

r/
r1∫

ri

J (æl) dr// dr/.
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Тогда вклад переноса излучения в уравнение электронной энергии имеет вид

Ur (r) =
8

r2

[
j−1
∑

k=1

(

G (rn) U (1)
n (r) +

N∑

i=k+1

G (rm) U (2)
nm (r)

)

+

+G (rl) U
(3)
l (r) +

N∑

i=j+1

G (rm) Ulm (r)



 . (5.1)

Для аргумента функции f имеем

ς
(

r, r/, r//
)

= 2






r∫

r/

æ
(

r///
)

d r/// +

r//∫

r/

æ
(

r///
)

d r///




 .

Аналогично выпишем следующие формулы

для U
(1)
n (r) : rk ≤ r/ ≤ rk+1, r/ ≤ r// ≤ rk+1,

ς(1)
(

r, r/, r//
)

= 2





j−1
∑

k/=k+1

æn/

(
rk/+1 − rk/

)
+æn

(

rk+1 + r// − 2 r/
)

+æl (r − rj)



 ,

для U
(2)
nm (r) : rk ≤ r/ ≤ rk+1, ri ≤ r// ≤ ri+1,

ς(2)
(

r, r/, r//
)

= 2





j−1
∑

k/=k+1

æn/

(
rk/+1 − rk/

)
+

i−1∑

k/=k+1

æn/

(
rk/+1 − rk/

)
+

+2 æn

(

rk+1 − 2r/
)

+æl (r − rj) + æm

(

r/ − ri

)



 ,

для U
(3)
l (r) : rj ≤ r/ ≤ r, r/ ≤ r// ≤ rj+1,

(3)
ς
(

r, r/, r//
)

= 2 æl

(

r + r// − 2 r/
)

,

для U
(4)
lm (r) : rj ≤ r/ ≤ r, ri ≤ r/ ≤ ri+1,

(4)
ς
(

r, r/, r//
)

= 2





i−1∑

k/=j+1

æn/

(
rk/+1 − rk/

)
+æl

(

rj+1 + r − 2r/
)

+æm

(

r// − ri

)



 ,

где n/ = k/.
Следовательно, вклад переноса излучения записан в уравнение энергии электро-

нов в виде конечно-разностной квадратурной формулы (5.1). При этом единственное
предположение модели – это приближение «вперед-назад» в азимутальной плоскости.
Из сравнительного анализа, проведенного на тестовых примерах, результаты которого
приведены ниже, видно, что такой подход, несмотря на достаточную алгоритмическую
сложность, связанную с аппроксимацией двойного интеграла на разностной сетке, име-
ет несомненные достоинства, которые обусловлены именно его интегральностью.
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6. Результаты тестовых расчетов

Значения коэффициентов для тестовых расчетов, которые моделируют простран-
ственную неоднородность поля излучения, задавались следующим образом (см.
Рис. 6.1). Коэффициент поглощения æ1 полагался постоянным и равным æ1 в интер-
вале r1 ≤ r ≤ r2 для всех расчетов, а в остальной области 0 ≤ r ≤ r1 и r2 ≤ r ≤ R

коэффициент поглощения имел вид: æ2 =
æ1

cn
, n = 1, 2, 3 . Предполагалось, что оп-

тическая толщина слоя [r1, r2] существенно больше единицы. Плотность равновесного
излучения задавалась постоянной во всей расчетной области (рис. 6.1).

Рис. 6.1. График зависимости коэффициента поглощения от радиуса
Fig 6.1. Dependency graph of the absorption coefficient as a function of radius

Получить аналитическое решение по распределению интенсивности I(r, ϕ, γ) даже в
этом, относительно простом тесте, оказывается сложно. Поэтому для сравнения с чис-
ленными расчетами по методике настоящей работы и некоторыми методами диффузи-
онного типа ограничимся оценкой качественного поведения профиля U(r).

Учитывая, что плотная оболочка оптически непрозрачна для излучения
æ1(r2 − r1) >> 1, то внутри оболочки при r < r1 распределение плотности энергии из-
лучения практически постоянно и соответствует значению U = Up. Поскольку внешняя
оболочка оптически прозрачна для излучения, то вблизи границы плотной оболочки на

размере
1

æ1
<< (r2 − r1) функция U(r) резко спадает до значения U =

Up

2
, а снаружи

плотной оболочки спадает по закону, близкому к U (r) ≈ 1

r
, потому что æ → 0. По-

этому вдоль траектории полета фотонов интенсивность почти постоянна, а угол, под

которым видна плотная оболочка при удалении от нее, ∆φ ≈ 1

r
. Отсюда имеем закон

спадания функции U(r), поскольку U = 2π∆ϕI.
На Рис. 6.2–6.4 представлены результаты численных расчетов по методу, описанно-

му в настоящей работе, и также некоторым методам диффузионного типа. Параметры
задачи задавались следующим образом:

æ1 = 100, Up = 0.5, r1 = 0.7, r2 = 1, R = 3,

c1 = 200, c2 = 2 · 104, c3 = 105.
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Рис. 6.2. График зависимости плотности излучения от радиуса при
C1 = 2 · 102: 1 – методика настоящей работы;

2 – диффузионное приближение с аппроксимацией [8];
3 – приближение «вперед-назад» с аппроксимацией [10]

Fig 6.2. Graph of the dependence of the radiation density on the radius at
C1 = 2 · 102: 1 – methodology of this study;

2 – diffusion approach with approximation [8];
3 – front-to-back approach with approximation [10]

Рис. 6.3. График зависимости плотности излучения от радиуса при
C2 = 2 · 104: 1 – методика настоящей работы;

2 – диффузионное приближение с аппроксимацией [8];
3 – приближение «вперед-назад» с аппроксимацией [10]

Fig 6.3. Graph of the dependence of the radiation density on the radius at
C2 = 2 · 104: 1 – methodology of this study;

2 – diffusion approach with approximation [8];
3 – front-to-back approach with approximation [10]

Результаты расчетов показали, что в случае диффузионного приближения и метода
диффузионного типа, предложенного в [10], даже при разрыве в коэффициенте погло-
щения, не превышающего четырех порядков, плотность излучения сильно «зарезается»
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Рис. 6.4. График зависимости плотности излучения от радиуса при C3 = 105:
1 – методика настоящей работы;

2 – диффузионное приближение с аппроксимацией [8];
3 – приближение «вперед-назад» с аппроксимацией [10]

Fig 6.4. Graph of the dependence of the radiation density on the radius at
C3 = 105: 1 – methodology of this study;

2 – diffusion approach with approximation [8];
3 – front-to-back approach with approximation [10]

при r > r2 по сравнению с точным решением, что в реальных МГД расчетах приве-
ло к существенному снижению потока излучения и неоправданному перегреву области
r ≤ r2, где излучение «заперто». В то же время расчет, выполненный по рассматрива-
емой в настоящей работе методике, дает качественно правильное спадание плотности
излучения в области r > r2.

При построении разностной схемы с конечно-разностной аппроксимацией уравне-
ний (3.1)–(3.2), использовалась линейная интерполяция коэффициента поглощения æ.
Попытка улучшить качество аппроксимации путем интегрирования уравнений (3.1)-
-(3.2) по разностной ячейке при постоянномæ, чтобы потом использовать для аппрокси-
мации точное решение, принципиально ничего не меняет. Главным здесь является факт,
что в этом случае из сходимости численного решения данной системы не следует сходи-
мость к точному решению уравнения (2.9). Следовательно, при таких коэффициентах
излучения использовать любые методы диффузионного приближения нецелесообразно.

7. Заключение

Таким образом, ситуация с расчетом лучистого переноса энергии имеет принципи-
альный характер. В РГД и МГД расчетах в первую очередь интересны интегральные
величины: поток S = SΩIdΩ или плотность излучения U = divS. Если при использова-
нии одного из методов диффузионного типа для уравнения переноса, вычислить интен-
сивность излучения I с достаточно высокой точностью, то вычисление интегральных
характеристик S или U при существенно неоднородных коэффициентах поглощения
излучения (вчастности, из-за ошибок округления) может (как и показали численные
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расчеты) привести к качественно неверным результатам, что неприемлемо. Метод же,
предложенный в данной работе, обладает очевидным преимуществом, потому что ин-
тегральность заложена в самой его структуре.

Поэтому использование данного метода даже при сильно неоднородных коэффици-
ентах поглощения излучения гарантирует получение корректных результатов. Таким
образом методика расчета лучистого теплообмена, представленная в настоящей работе,
достаточно универсальна: она позволяет получить физически корректные результаты
в тех областях, где приближения диффузионного типа, лучистой теплопроводности и
оптически тонкого слоя не работают.

Расчеты практических задач [5–7] подтверждают достаточно высокую эффектив-
ность описанной в настоящей работе методики.
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Метод перидинамики для решения задач разрушения

твердых тел
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Аннотация. В статье проводится исследование метода перидинамики – альтернатив-
ного подхода к решению задач разрушения, основанного на интегральных уравнениях.
Предполагается, что частицы в континууме взаимодействуют друг с другом на конеч-
ном расстоянии, как в молекулярной динамике. Повреждение является частью теории
на уровне взаимодействия двух частиц, поэтому нахождение повреждения и разруше-
ние происходит при решении уравнения движения. В ходе проделанной работы были
описаны перидинамические модели разрушения на основе связи и на основе состояний,
используемые в Сандийской лаборатории, и реализованы в рамках комплекса программ
молекулярной динамики MoDyS. В модели, основанной на связи, определяющим соотно-
шением является функция жесткости связи, которая корректирует силу взаимодействия
частиц и накладывает ограничение на использование коэффициента Пуассона. Модель
на основе состояний обобщает подход на основе связи и применяется для материалов
с любым коэффициентом Пуассона. Определена связь моделей, показана сходимость
на примере одномерной задачи упругости и возможность применения реализованных
моделей для задач разрушения. Внедрение макромасштабного метода перидинамики
в комплекс программ молекулярной динамики MoDyS позволит в дальнейшем осуще-
ствить идею гибридного моделирования.
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Abstract. The article investigates the method of peridynamics, which is an alternative
approach to solving destruction problems based on integral equations. It is assumed that
particles in a continuum interact with each other at a finite distance, as in molecular
dynamics. Damage is part of the theory at the level of two-particle interactions, so damage
finding and destruction occurs when solving the equation of motion. During this work, bond-
based and state-based peridynamics models of destruction used in the Sandia Laboratory
were described and implemented within the framework of the MoDyS molecular dynamics
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the use of the Poisson’s ratio. The state-based model generalizes the bond-based approach
and may be applied to materials with any Poisson’s ratio. The relationship of both models is
ascertained. Calculation convergence is demonstrated on the example of a one-dimensional
elasticity problem. The possibility of using the implemented models for fracture problems is
also shown.
Keywords: peridynamics, continuum mechanics, molecular dynamics, nonlocal interactions,
mesh-free method, fracture model, bond stiffness function

For citation: D.A. Shishkanov, M.V. Vetchinnikov, Yu.N. Deryugin. Peridynamics
method for problems solve of solids destruction. Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo
obshchestva. 24:4(2022), 452–468. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-6900.24.202204.452-
468

About the authors:
Dmitry A. Shishkanov, research laboratory mathematician, Russian Federal Nuclear
Center (22 Yunosti St., Sarov 607182, Russia), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3063-
4798, dima.shishkanov.96@mail.ru
Maxim V. Vetchinnikov, Head of research laboratory, Russian Federal Nuclear Center
(22 Yunosti St., Sarov 607182, Russia), ORCID: https://orcid.org/0000-0003-0321-1738
vetchinnikov_max@mail.ru
Yuriy N. Deryugin, Chief Researcher, Russian Federal Nuclear Center (22 Yunosti St.,
Sarov 607182, Russia), Dr.Sci. (Phys.-Math.), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-3955-
775X, dyn1947@yandex.ru

1. Введение

Многие задачи в механике твердого тела приводят к формированию и развитию
трещин. При численном решении подобных задач в классической теории возникает
сложность, которая связана с использованием дифференциальных уравнений в част-
ных производных. Для уравнений сплошной среды необходимы пространственные про-
изводные, которые не существуют на поверхности разрыва трещины. Поэтому любой

Д.А. Шишканов, М.В. Ветчинников, Ю.Н. Дерюгин. Метод перидинамики для решения задач . . .



454 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2022. Vol. 24, No. 4.

численный метод для решения уравнений в частных производных сталкивается с про-
блемами при моделировании трещин.

Метод перидинамики – альтернативный подход к решению задач разрушения, ос-
нованный на интегральных уравнениях, а не дифференциальных. Перидинамическая
теория, введенная Силингом [1], является нелокальным представлением механики твер-
дого тела, которая заключается в задании основных уравнений движения таким обра-
зом, чтобы они применялись всюду в твердом теле вне зависимости от наличия разры-
вов. Предполагается, что макрочастицы в континууме взаимодействуют друг с другом
на конечном расстоянии, как в молекулярной динамике. Повреждение является частью
теории на уровне взаимодействия двух частиц, поэтому нахождение повреждения и раз-
рушение происходит при решении уравнения движения. На данный момент существует
несколько различных моделей разрушения, которые представлены в справочниках по
перидинамике [2; 3]. В данной статье рассматриваются модели на основе связи и на
основе состояний.

В модели, основанной на связи, используется парное взаимодействие, поэтому она
применима только для материалов с коэффициентом Пуассона 1/4 [4]. Задание силы
межчастичного взаимодействия происходит посредством жесткости связи [5]. Для более
точного определения жесткости связи необходимо учитывать длину связи, как пред-
ставлено в работе [6]. Для этого вводится функция влияния. Силинг и др. [7] показали,
что функция влияния должна удовлетворять определенным условиям непрерывности.
В [8] рассмотрены некоторые способы задания функции жесткости связи для 1D слу-
чая.

Модель на основе состояния, которая представлена в [9], является обобщением мо-
дели на основе связи. В ней значение силы, действующей на каждую частицу в связи,
зависит от положения частицы в пределах ее горизонта через относительное смещение.
Такая модель применяется для материалов с любым коэффициентом Пуассона благо-
даря функции влияния. Эта функция используется в перидинамике для ограничения
силы, действующей на частицу, и корректировки прочности связи [10]. Ее роль в пе-
ридинамической теории рассматривается в работе [11]. Селесон показал связь между
моделями на основе связи и на основе состояния через сферическую функцию влияния
[12].

Цель исследования, проведенного в рамках данной работы, заключается в реали-
зации перидинамических моделей разрушения Сандийской лаборатории [13]. В силу
того, что уравнения перидинамики очень похожи на уравнения молекулярной динами-
ки (МД), реализация перидинамических моделей осуществляется в рамках комплекса
программ молекулярной динамики MoDyS (Molecular Dynamic Simulation) [14]. Впер-
вые совместная реализация этих разномасштабных методов была произведена Силин-
гом в пакете программ LAMMPS [15].

Оба метода являются нелокальным представлением сплошной среды, но в разных
масштабах. Внедрение метода перидинамики в MoDyS позволит в дальнейшем осуще-
ствить идею гибридного моделирования [16], которая даст возможность понять поведе-
ние материалов на разных масштабных уровнях при разрушениях. Реализация периди-
намических моделей в комплексе программ MoDyS сводится к замене процедуры, ответ-
ственной за вычисление сил. Задачами исследования являлись изучение перидинамиче-
ского метода на примере PMB (Prototype Microelastic Brittle) и LPS (Linear Peridynamic
Solid) моделей, реализация алгоритмов из [13] в комплексе программ MoDyS и тести-
рование на примере простых задач упругости и задач разрушения.
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2. Метод перидинамики

Твердое тело в перидинамической теории представляется набором частиц. Физиче-
ское взаимодействие между частицами осуществляется посредством связи, т. е. влияние
частиц друг на друга происходит на конечном расстоянии внутри замкнутого гори-
зонта. Перидинамика основана на интегральных уравнениях, благодаря чему избегает
пространственные производные, которые не существуют на поверхностях разрыва в
классической механике сплошных сред.

Для дискретной модели каждая частица (с номером i) наделена параметрами (мас-
сой — mi, плотностью — ρi, начальными координатами — ~r 0

i

(
x0
i , y

0
i , z

0
i

)
) и является

макрообъектом. Движение деформируемой среды характеризуется дискретным векто-
ром смещений ~ui (u

x
i , u

y
i , u

z
i ).

Аппроксимационные свойства метода определяются заданием векторов относитель-
ного положения частиц ~ξi = ~rk −~ri и относительного смещения ~ηi = ~uk−~ui на дискрет-
ном множестве частиц, удовлетворяющих условию |~ξi| < δ.

Уравнение движения частицы ~ri (xi, yi, zi) задается в виде

ρiü (~ri, t) =

∫

H~ri

~fi (~uk − ~ui, ~rk − ~ri) dV~rk +~b (~ri, t) , (2.1)

где H~ri — множество соседей частицы ~ri; ~b — граничные условия; ~fi — силы, опреде-
ляющие взаимодействие частиц i и k.

Построение дискретной модели начинается с задания плотности энергии деформи-
рования:

Wi =
1

2

∫

H~ri

~w
(

~ηi, ~ξi

)

dV~ξi
, (2.2)

где ~w = ~w
(

~ξi, ~ηi

)

— энергия связи между частицами.

Сила межчастичного взаимодействия в общем виде определяется дифференцирова-
нием энергии связи:

~fi

(

~ξi, ~ηi

)

=
∂ ~w

∂~ηi

(

~ξi, ~ηi

) ~ξi + ~ηi

|~ξi + ~ηi|
∀ ~ηi, ~ξi. (2.3)

Соотношения (2.3) и уравнение движения (2.1) образуют замкнутую систему урав-
нений перидинамики.

3. PMB модель перидинамики

Данная модель основана на связях. Такие модели определяют силу взаимодействия
двух частиц, основываясь на «истории» этих частиц (например, начальное и текущее
положения). Сила задается уравнением

~fi

(

~ξi, ~ηi

)

= csµ
(

~ri, t, ~ξi

) ~ξi + ~ηi

|~ξi + ~ηi|
, (3.1)
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где c — упругая константа, задающая жесткость связи; s — деформация связи:

s =
|~ξi + ~ηi| − |~ξi|

|~ξi|
, (3.2)

а µ — скалярная функция положения материальной точки, которая принимает значе-
ния 1 или 0 и определяется формулой:

µ
(

~ri, t, ~ξi

)

=







1, s
(

t
′

, ~ξi

)

< s0 ∀ 0 ≤ t
′ ≤ t,

0, s
(

t
′

, ~ξi

)

≥ s0 ∀ 0 ≤ t
′ ≤ t,

(3.3)

где s0 — критическое удлинение разрыва связи (в настоящей работе полагается кон-
стантой).

Введение разрыва на уровне связи позволяет точно выразить идею локального по-
вреждения, которое определяется формулой:

φi (~ri, t) = 1−

∫

H~ri

µ
(

~ri, t, ~ξi

)

dV~rk

∫

H~ri

dV~rk

. (3.4)

Повреждение принимает значения в диапазоне 0 ≤ φi ≤ 1, где 0 означает, что
материал целый, а 1 означает завершенный разрыв связей частицы со всеми частицами,
с которыми она изначально взаимодействовала.

4. Жесткость связи

Сила межчастичного взаимодействия (3.1) связана со смещением через жесткость
связи между частицами. Для однородных деформаций в трехмерных задачах значе-
ние жесткости связи выводится в работе[4]. Такая жесткость пропорциональна модулю
объемного сжатия

c =
18K

πδ4
. (4.1)

Силинг и др. [8] предполагают, что возможны и другие виды функции жесткости
связи, выбор которой влияет только на деформации внутри горизонта взаимодействия
частицы и не оказывает влияния на решение задач упругости при стремлении горизонта
к нулю.

5. Функция влияния

Жесткость связи (4.1) одинакова для всех связей внутри горизонта взаимодействия.
Для более точного ее определения необходимо учитывать расстояние между частица-
ми. В общем случае, жесткость связи – это функция, зависящая от длины связи и
горизонта взаимодействия. Она должна удовлетворять определенным условиям непре-
рывности [7]. Чтобы учесть расстояние между частицами, функция жесткости связи
записывается в виде

c (|ξi|, δ) = cω (|ξi|, δ) , (5.1)
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где ω (|ξi|, δ) — функция влияния, корректирующая устойчивость нелокальных взаимо-
действий двух частиц.

Рассмотрим примеры функций жесткости связи для одномерного случая [7]:

c (|ξi|, δ) =
{

c0, |ξi| ≤ δ,
0, |ξi| ≥ δ,

(5.2)

c (|ξi|, δ) =
{

c1

(

1− |ξi|
δ

)

, |ξi| ≤ δ,

0, |ξi| ≥ δ,
(5.3)

c (|ξi|, δ) =







c2

(

1−
(

|ξi|
δ

)2
)2

, |ξi| ≤ δ,

0, |ξi| ≥ δ.

(5.4)

Константы c0, c1, c2 получаются, используя энергию связи между точками w из
(2.3) и (3.1) и, сравнением плотности энергии деформации (2.2) с упругой плотностью

энергии в классической теории W =
Es2

2
, где E — модуль Юнга. Как видно на рисунке

5.1, введенная функция влияния в (5.1) позволяет уменьшать жесткость взаимодей-
ствия частиц при увеличении длины связи. Для функций типа (5.3) и (5.4) c (ξ) → 0
при ξ → δ. Это дает более точное описание нелокального взаимодействия.

Рис. 5.1. Примеры функции жесткости связи c (ξ): 1 — треуольная (5.3), 2 —
квадратичная (5.4), 3 — постоянная (5.2)

Fig 5.1. Examples of the bond stiffness function c (ξ): 1 — triangular (5.3), 2 —
quadratic (5.4), 3 — constant 5.2)

6. LPS модель

Данная модель представляет собой обобщение подхода, основанного на связях [17].
Сила взаимодействия частиц является функцией полного набора частиц в нелокальных
окрестностях этих частиц. Другими словами значение силы, действующей на каждую
частицу в связи, зависит от положения частиц в пределах ее горизонта через отно-
сительное смещение θ, что позволяет избавиться от ограничений, возникающих при
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использовании подхода на основе связи [9]. Плотность энергии деформирования зада-
ется в виде

Wi =
1

2
Kθ2 +

1

2
α

∫

H~ri

ωε2dV~rk . (6.1)

Сила, действующая на частицу ti, определяется выражениями

~ti =
1

2
~fi, (6.2)

~ti =
dKθ

mi
ω|~ξi|+ αωε. (6.3)

где K — модуль объёмного сжатия; θ — относительное смещение; ε — девиатор тензора
деформации; α — константа; ω — функция влияния; d — размерность пространства;
mi — массовый объем частицы, который определяется следующей формулой

mi =

∫

H~rk

ω|~ξi|2dV~rk . (6.4)

Коэффициент
1

2
в (6.2) показывает, что сила в LPS модели распределяется на каж-

дую частицу связи, в отличие от PMB, где вычисленная сила (3.1) одинаково действует

на каждую частицу связи. Другими словами для PMB модели ~ti = ~fi.
Тензор деформации e представляется в виде суммы шаровой и девиаторной части:

e = ei + ε, ei =
θ|~ξi|
3

, θ [~ri, t] =
d

mi

∫

H~rk

ω|~ξi|e [~ri, t] dV~rk . (6.5)

Константа α пропорциональна модулю сдвига G, ее значение вычисляется из срав-
нения энергии (6.1) с энергией классической теории [18]. Для трехмерных задач при-
нимает значение

a =
15G

m
. (6.6)

7. Связь LPS и PMB моделей

Для PMB модели ν =
1

4
, G =

3

5
K. Тогда силу межчастичного взаимодействия (6.3)

запишем в виде

~ti =
9K

mi
ω|~ξi|s. (7.1)

Для связи LPS и PMB моделей используется сферическая функция влияния

ω =
1

|~ξi|
. (7.2)

Используя (7.2), массовый объем (6.4) mi = πδ4. Таким образом, уравнение (7.1)
запишем в следующем виде

~ti =
9K

πδ4
s =

1

2

(
18K

πδ4

)

s, (7.3)
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~fi =

(
18K

πδ4

)

s = cs. (7.4)

Значение силы (7.4) совпадает со значением силы в PMB модели (3.1) при исполь-

зовании функции жесткости связи (4.1). Таким образом, при ν =
1

4
и выбранной сфе-

рической функции влияния (7.2) LPS модель полностью совпадает с PMB [12].

8. Тестовые расчеты

Перидинамика является нелокальной теорией, содержащей масштаб длины – гори-
зонт взаимодействия. В [19] показано, что если деформации, определяющие модель,
и какие-либо неоднородности, достаточно гладкие, то тензор напряжений дискретной
модели в этом предельном случае переходит в тензор Пиолы-Кирхгофа, а уравнения пе-
ридинамики превращаются в уравнения теории упругости. Соответственно, предельные
численные решения этих уравнений (при измельчении сетки для механики сплошной
среды и при увеличении числа частиц для дискретной модели) также будут совпадать.
Однако при конечных размерах сетки и при конечном числе частиц результаты рас-
четов могут различаться, т. к. для уравнений механики сплошной среды и уравнений
перидинамики используются разные численные методы.

Результаты расчетов также могут различаться в зависимости от способа задания
жесткости связи и выбора функции влияния. В расчетах использовались функции
жесткости связи (5.2) – (5.4).

Для оценки точности реализованных моделей PMB и LPS использовались достаточ-
но простые задачи, имеющие аналитическое решение.

9. Прохождение гармонических волн в тонком стержне

Рассмотрим прохождение упругих волн по цепочке частиц, которые представляют
собой тонкий стержень.

Геометрия задачи: 0 < x < 2L, −h < y < h, −h < z < h, h =
L

N
при L = 1 см,

N = 100.
Свойства материала: модуль Юнга E = 200 ГПа, коэффициент Пуассона ν = 1

4 ,

плотность ρ = 7.85
г

см3
, модуль упругости K = 133.333 ГПа, G = 80 ГПа.

Начальные условия: w (x, 0) = εL sin πx
2L , σ (x, 0) = E επ

2 cos πx
2L , u (x, 0) = 0, ε =

= 0.001.
Граничные условия: u (0, t) = 0, u (2L, t) = 0.
В этой задаче представляет интерес исследование фазовой ошибки на достаточ-

но большом временном интервале при использовании PMB модели. Конец счета

tk = 50 · 10−5 сек соответствует
tk
4L

√
E

ρ
≈ 60 волновым периодам.

В первой серии расчетов число частиц фиксировано N = 200. Сходимость в пре-
дельном случае δ → 0 наблюдается при использовании постоянной функции жесткости
связи (5.2) (Рис. 9.1). В расчетах с использованием треугольной (5.3) и квадратичной
(5.4) функций жесткости связи накапливается фазовая ошибка.
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a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 9.1. Зависимость смещения от времени в сечении x = L (PMB модель,
N = 200, функция жесткости связи (5.2)) на начальном временном интервале:

a) δ = 5.015 dx; b) δ = 3.015 dx; c) δ = 2.015 dx; d) δ = 1.015 dx;
и конечном временном интервале: e) δ = 2.015 dx; f) δ = 1.015 dx

Fig 9.1. The dependence of the offset on time in the cross section x = L (PMB
model, N = 200, function of the bond stiffness (5.2)) at the initial time interval: a)

δ = 5.015 dx; b) δ = 3.015 dx; c) δ = 2.015 dx; d) δ = 1.015 dx;
and at a finite time interval: e) δ = 2.015 dx; f) δ = 1.015 dx

Во второй серии расчетов варьируется число частиц N = 100, N = 1 000, N = 10 000
и фиксируется горизонт взаимодействия δ = 3.015 (Рис. 9.2).
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a) b)

c)

e) f)

Рис. 9.2. Зависимость смещения от времени в сечении x = L (PMB модель,
δ = 3.015 функция жесткости связи (5.2)) на начальном временном интервале:
a) N = 100; b) N = 1 000; c) N = 10 000; и на конечном временном интервале:

e) N = 1 000; f) N = 10 000
Fig 9.2. The dependence of the offset on time in the cross section x = L (PMB
model, δ = 3.015 function of the bond stiffness (5.2)) at the initial time interval:

a) N = 100; b) N = 1 000; c) N = 10 000; and at a finite time interval: e)
N = 1 000; f) N = 10 000

Результаты, представленные на Рис. 9.2 для N = 10 000, совпадают с аналитиче-
ским решением на всем временном интервале. Cходимость для различных горизонтов
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взаимодействия достигается увеличением числа частиц. Скорость сходимости увеличи-
вается при уменьшении горизонта взаимодействия, как было показано в первой серии
расчетов. В то же время точность результатов зависит от выбора функции жесткости
связи. Для данной задачи оптимально использовать постоянную функцию жесткости
связи. При использовании треугольной или квадратичной функции жесткости связи
в численном решении накапливается фазовая ошибка.

10. Соударение двух идентичных гибких стержней

Рассматривается соударение двух идентичных деформируемых стержней. Поста-
новка задачи взята из [3].

Геометрия задачи: −L < x < L, −h < y < h, −h < z < h, L = 5 см, h = 0.5 см.

Свойства материала: модуль Юнга E = 75 ГПа, коэффициент Пуассона ν =
1

4
,

плотность ρ = 2.7 г
см3 , модули упругости: K = 50 ГПа, G = 30 ГПа.

Начальные условия: скорости стержней ux = ±10 м
сек.

Расстояние между материальными точками dx = 0.001 м, шаг интегрирования
∆t = 9.3184 · 10−8 сек, конец счета t = 4.985 · 10−5 сек.

Расчеты проведены с использованием постоянной функции жесткости связи и гори-
зонтом взаимодействия частиц δ = 1.015 dx.

Для сравнения с результатами, полученными в [3], в процессе счета отслеживалось
осевое смещение в центрах стержней (±2.5, 0, 0). Предельное значение деформации свя-
зи s0 полагалось равным 0.002.

На Рис. 10.1 представлено сравнение результатов. Видно, что результаты, полу-
ченные по PMB модели перидинамики, реализованной в рамках комплекса программ
MoDyS, согласуются с результатами из [3].

a) b)

Рис. 10.1. Графики зависимости смещения частиц от времени:
а) [3]; b) PMB модель перидинамики

Fig 10.1. Dependence graphs of particle displacement on time:
а) [3]; b) PMB model of peridynamics
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11. Эксперимент Калтхофа-Винклера

Рассматривается распространение трещины в задаче о столкновении жесткого ци-
линдрического ударника со стальной пластиной, имеющей две насечки (эксперимент
Калтхофа-Винклера [20]). Постановка задачи выполнена в соответствии с [3] (Рис. 11.1).

Рис. 11.1. Геометрия эксперимента Калтхофа-Винклера
Fig 11.1. Geometry of the Kalthoff-Winkler experiment

Геометрия задачи: −l < x < l, −b < y < b, −h < z < h, l = 20 см, b = 10 см,
h = 0.9 см.

Параметры насечек: расстояние между насечками d = 5 см, длина насечки
a0 = 5 см, ширина насечки h0 = 0.15 см.

Свойства пластины: модуль Юнга E = 191 ГПа, коэффициент Пуассона ν =
1

4
,

плотность ρ = 8
г

см3
, модули упругости: K = 127.333 ГПа, G = 76.4 ГПа.

Свойства ударника: диаметр D = 5 см, высота H = 5 см, масса M = 1.57 кг, скорость
u0 = 0.032 км

сек .
Расстояние между материальными точками dx = 0.001 м, горизонт взаимодействия

частиц δ = 3.015 dx, предельное значение деформации связи s = 0.01, шаг интегриро-
вания ∆t = 8.7 · 10−8 сек, конец счета t = 1.17 · 10−4 сек.

На Рис. 11.2 представлена растровая картина численного моделирования экспери-
мента Калтхофа-Винклера. Угол отклонения образовавшихся трещин от вертикальной
оси составляет 67o. Полученный результат согласуется с экспериментальными данными
[20].
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Рис. 11.2. Растровая картина повреждения в задаче Калтхофа-Винклера на
конечный момент времени

Fig 11.2. Raster picture of damage in the Kalthoff-Winkler problem at a finite time

12. Заключение

Результаты тестирования перидинамической модели разрушения PMB показали,
что для простых задач упругости и задач хрупкого разрушения оптимально исполь-
зовать постоянную функцию жесткости связи. Сходимость достигается увеличением
числа частиц или уменьшением горизонта взаимодействия. Необходимо провести до-
полнительное исследование способов задания функции влияния, т. к. она корректирует
силу взаимодействия частиц при определении жесткости связи.
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Аннотация. Математическое и компьютерное моделирование суточной термометрии
позволяет глубже исследовать процессы теплового гомеостаза человека. На практике
данные термометрии получают с помощью цифрового термометра, который в авто-
номном режиме считывает температуру кожного покрова человека через определенные
временные интервалы. Целью работы является анализ методов моделирования и обра-
ботки данных суточной термометрии человека. Первый метод заключается в примене-
нии линейных дискретных стохастических моделей в пространстве состояний с гауссо-
выми шумами и известным вектором входных воздействий, при этом оценивание век-
тора состояния выполняется дискретным ковариационным фильтром Калмана. Второй
метод предполагает, что вектор входных воздействий неизвестен и для обработки дан-
ных суточной термометрии используется алгоритм Гиллейнса–Де-Мора. Альтернатив-
ный вариант — использовать модель с расширенным вектором состояния и алгоритм
калмановской фильтрации. Третий метод учитывает наличие аномальных измерений
(выбросов) в измерительных данных, для их эффективной фильтрации предлагается
использовать коррентропийный фильтр. С целью сравнительного анализа качества ал-
горитмов дискретной фильтрации в данной работе проведены численные эксперимен-
ты по моделированию и обработке данных суточной термометрии в системе MATLAB.
Моделирование данных термометрии осуществлялось при помощи трехмерной модели
3dDRCM (трехмерная дискретная каноническая модель в вещественном базисе). По-
лученные результаты могут быть использованы при исследовании процессов суточной
термометрии человека, например, у спортсменов с целью изучения ответной реакции
организма на полученную нагрузку.
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Abstract. Mathematical and computer modeling of daily thermometry allows to study
processes of human thermal homeostasis more deeply. In practice, thermometry data is
obtained using a digital thermometer, which autonomously reads the temperature of human
skin in certain time intervals. The aim of present work is to analyse the methods of modeling
and processing of human daily thermometry data. The first method consists in applying
linear discrete stochastic models in the state space with Gaussian noises and known vector
of input actions, while the estimation of the state vector is performed by discrete covariance
Kalman filter. The second method assumes that the vector of input actions is unknown,
and the S. Gillijns and B.D. Moor algorithm is used to process daily thermometry data. An
alternative option is to use a model with an extended state vector and a Kalman filtering
algorithm. The third method takes into account the presence of anomalous measurements
(outliers) in the measurement data, and correntropy filter is proposed for their effective
filtering. Numerical experiments for modeling and processing of daily thermometry data in
MATLAB were carried out in order to compare the quality of discrete filtering algorithms.
Modeling of thermometry data was carried out using a three-dimensional model 3dDRCM
(3-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model). The results obtained can be used
in the study of human daily thermometry processes, for example, to study the reaction of
the athlete’s body to the received load.
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1. Введение

Тепловой гомеостаз — это физиологическая функция, поддерживающая в организме
человека постоянную температуру тела с помощью регуляции процессов теплопродук-
ции и теплоотдачи. Одним из способов изучения процесса теплового гомеостаза явля-
ется термометрия. Данные термометрии могут быть получены с помощью цифрового
термометра, который в автономном режиме считывает температуру кожного покрова
человека через определенные интервалы времени, например, 5 минут. Датчиков может
быть несколько в разных частях тела, что позволяет одновременно получить несколь-
ко наборов измерений. Многочисленные исследования подтверждают важность монито-
ринга суточной термометрии, например, у спортсменов для изучения ответной реакции
организма на полученную нагрузку и контроля процессов восстановления. В работе [1]
проведено исследование влияния окружающей среды на температуру различных участ-
ков тела спортсменов, занимающихся триатлоном и установлено разнонаправленное из-
менение показателей температуры тела после интенсивных тренировок в воздушной и
водной средах. В работе [2] изучались особенности температурного баланса у высоко-
квалифицированных футболистов в возрасте 17–21 года.

В данной работе рассмотрены математические методы моделирования и обработки
данных суточной термометрии человека. Проведенный учеными анализ эксперимен-
тальных данных показал [3–4], что процесс суточного изменения температуры тела
человека может быть представлен как аддитивная смесь детерминистской составляю-
щей в виде периодического колебательного процесса и стохастической составляющей,
которую можно представить гауссовским марковским процессом первого порядка.

В работах [4–6] предложены математические модели теплового гомеостаза здорового
человека, принадлежащие классам непрерывных и дискретных линейных стохастиче-
ских систем с гауссовскими шумами, представленных стохастическими дифференци-
альными и разностными уравнениями в пространстве состояний.

Цель данной работы — сравнительный анализ некоторых методов моделирования
и обработки данных суточной термометрии человека.

2. Методы и организация исследования

2.1. Математические модели суточной термометрии

Рассмотрим класс дискретных линейных стохастических моделей суточной термо-
метрии, впервые предложенный в [4] и далее рассматриваемый в [5–11]:
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1) 3dDRCM — 3-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model (трехмерная
дискретная каноническая модель в вещественном базисе);

2) 3dDSOM — 3-dimension Discrete-time Standard Observable Model (трехмерная дис-
кретная стандартная наблюдаемая модель);

3) 4dDRCM — 4-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model (четырехмерная
дискретная в вещественном базисе каноническая модель);

4) 4dDSOM — 4-dimension Discrete-time Standard Observable Model (четырехмерная
дискретная стандартная наблюдаемая модель).

В основе данного класса моделей лежит процесс изменения температуры тела чело-
века в течение суток, который может быть представлен в виде аддитивной смеси детер-
министской и стохастической составляющей. Детерминистская составляющая является
периодическим, колебательным процессом, которая в первом приближении представле-
на моделью гармонического осциллятора с неопределенной, в общем случае, амплиту-
дой и с 24 часовым периодом. Стохастическая составляющая в рассматриваемом классе
моделей представлена гауссовским марковским процессом первого порядка.

Приведем краткое описание моделей. Примем следующие обозначения: τ , △t ,
, tk+1 − tk = 5 мин — интервал поступления измерений; ωn = 2π/1440 мин−1 — часто-
та колебаний; uk — среднесуточный уровень температуры; u⋆ — начальное (заданное)
значение среднесуточного уровня температуры; параметры моделей λ, σw, d , e−λτ ,
c , cosωnτ , s , sinωnτ , g , sin 2ωnτ , f , sin 3ωnτ ; a , 1 − d, b , σw

√
1− d2, wk —

дискретный гауссовский белый шум (ДГБШ) с единичной ковариацией (Q = 1); vk —
ошибка измерения (ДГБШ с нулевым средним и ковариацией R > 0); zk — измеритель-
ные данные; n — размер вектора состояния xk; m — размер вектора измерений zk; r —
размер вектора входного воздействия uk; K — число измерений.

Модель 3dDRCM.
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где
[
x1 x2 x3

]T

0
=
[
1/2 −1/2 0

]T
— начальное значение вектора состояния модели.

В данном случае величина температуры тела человека моделируется как Tk = x1k+
+x2k + x3k.

Модель 3dDSOM. Для удобства моделирования значений температуры тела че-
ловека выполнен переход в базис стандартной наблюдаемой модели. Таким образом,
получены следующие уравнения:
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(2.2)
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где −a3 = d, a2 = −1 − 2dc, −a1 = d + 2c, x∗
0 =

[
x∗
1 x∗

2 x∗
3

]T

0
=
[
0 s g

]T
— началь-

ное значение вектора состояния модели. В данном случае величина температуры тела
человека моделируется как Tk = x∗

1k.
Модель 4dDRCM. Если среднесуточный уровень температуры uk неизвестен, но

является постоянным, т. е. uk = const, то первую модель можно модифицировать путем
расширения вектора состояния. Таким образом, неизвестный параметр модели добав-
ляют в вектор состояния xk. После данного преобразования вектор состояния станет
четырехмерным, а дискретная модель будет иметь следующий вид:
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где x0 =
[
1/2 −1/2 0 u∗

]T
— начальное значение вектора состояния. В данном слу-

чае величина температуры тела человека Tk моделируется как сумма всех компонент
вектора состояния xk.

Модель 4dDSOM. Переходя в базис стандартной наблюдаемой модели, получим:
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где −a4 = −d, −a3 = 2cd + d + 1, −a2 = −(2cd + 2c + d + 1), −a1 = d + 1 + 2c,

x∗
0 =

[
u⋆ s+ u⋆ g + u⋆ f + u⋆

]T
— начальное значение вектора состояния модели.

В данном случае величина температуры тела человека моделируется как Tk = x∗
1k.

2.2. Дискретная фильтрация данных термометрии в случае известного
среднесуточного уровня температуры

Параметры моделей могут быть идентифицированы в результате применения про-
цедуры параметрической идентификации по методу вспомогательного функционала
качества [7]. Далее матрицы-параметры моделей используются в алгоритме дискрет-
ной фильтрации Калмана (CKF) [12] для реализации алгоритма обработки данных су-
точной термометрии. Условием применения алгоритма Калмана для моделей 3dDRCM
и 3dDSOM является знание детерминированного вектора входных воздействий uk, кото-
рый соответствует среднесуточному уровню температуры. Метод моделирования с ис-
пользованием дискретного фильтра Калмана применим и для четырехмерных моделей
4dDRCM и 4dDSOM.
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2.3. Дискретная фильтрация данных термометрии в случае неизвестного
среднесуточного уровня температуры

В более реальном случае априорной неопределенности среднесуточного уровня тем-
пературы uk в работах [9–10] предложен метод моделирования и обработки данных
суточной термометрии на основе алгоритма дискретной фильтрации Гиллейнса – Де-
Мора [13]. Данный метод может применяться к широкому кругу задач оценивания
и параметрической идентификации дискретных линейных стохастических систем (см.,
например, [14]). Суть метода заключается в том, что в модели 3dDSOM вектор вход-
ных воздействий uk считаем неизвестным, и применяем указанный выше алгоритм для
одновременного вычисления оценок температуры Tk и среднесуточного уровня темпе-
ратуры uk.

Алгоритм Гиллейнса –Де-Мора (GDM).
Инициализация. Задать начальные значения P0 = Π0, x̂0 = x̄0.
Для k = 1, 2, . . . ,K выполнять
Начало цикла

1) прогноз оценки вектора состояния
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T
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Конец цикла

Недостаток методов моделирования и обработки данных с помощью алгоритмов
Калмана и Гиллейнса – Де-Мора заключается в том, что они не учитывают возможные
появления аномальных измерений в данных суточной термометрии человека.

Аномальные измерения могут появиться в случае, когда датчик случайно отошел
от кожного покрова при движении человека и измеренная температура имеет неправ-
доподобно низкое значение.
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В данной работе мы предлагаем третий метод моделирования и обработки данных
суточной термометрии, который позволяет учесть наличие аномальных измерений.

2.4. Дискретная фильтрация данных термометрии при наличии аномаль-
ных измерений

Во-первых, мы предлагаем во всех рассматриваемых моделях модифицировать
уравнение измерений следующим образом:

zk = Hxk + v∗k,

где погрешность измерений v∗k моделируется как v∗k = vk + sk. Последовательность
v∗k представляет собой сумму гауссовского шума vk и негауссовского шума sk (“shot
noise”) [15]. Таким способом может быть, например, смоделирована типичная ситуа-
ция, когда цифровой термометр отклеивается от кожного покрова человека и передает
«аномальные» (в данном случае заниженные) измерения. Конкретный вид распреде-
ления sk зависит от моделируемой ситуации.

Во-вторых, для построения алгоритмов моделирования и обработки данных суточ-
ной термометрии с учетом этой новой модификации моделей мы предлагаем применять
коррентропийный фильтр [15–17], который является робастной модификацией фильтра
Калмана. Коррентропия определяется как статистическая мера близости между двумя
случайными величинами и позволяет учитывать моменты второго и более высокого
порядка.

Алгоритм максимальной коррентропии (MCCKF).
Инициализация. Задать начальные значения P0 = Π0, x̂0 = x̄0.
Для k = 1, 2, . . . ,K выполнять
Начало цикла

1) прогноз оценки вектора состояния
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Конец цикла

3. Описание условий проведения вычислительных эксперимен-

тов

С целью анализа применимости рассмотренных алгоритмов дискретной фильтра-
ции проведем серию вычислительных экспериментов в программной среде MATLAB.
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Приведем план вычислительного эксперимента.

1. Задать параметры моделей (2.1)–(2.4). Значения параметров приведены в Табли-
це 3.1.

2. Определить интервал моделирования, кратный количеству измерений за сутки.

3. Сгенерировать для каждого дискретного момента времени k гауссовы случайные
величины wk и vk с нулевым математическим ожиданием и заданными ковариа-
циями Q и R, соответственно, а также величины sk.

4. Предполагая, что “истинное” значение среднесуточного уровня температуры u⋆

известно, cмоделировать при помощи модели 3dDRCM значения вектора состоя-
ния xk и зашумленные измерения zk.

5. Применяя алгоритмы дискретной фильтрации, выполнить:

a) в алгоритме Калмана по предыдущей оценке x̂k−1 и текущему измерению zk,
вычислить текущую оценку x̂k по уравнениям алгоритма CKF;

b) в алгоритме Гиллейнса – Де-Мора по предыдущей оценке x̂k−1 и текущему
измерению zk, вычислить оценки x̂k и ûk−1 по уравнениям алгоритма GDM;

c) в алгоритме максимальной коррентропии по предыдущей оценке x̂k−1 и теку-
щему измерению zk, вычислить текущую оценку x̂k по уравнениям алгоритма
MCCKF.

В Таблице 3.1 приведены значения параметров моделей и вычислительных экспе-
риментов.

Таблица 3.1. Значения параметров моделей 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM и 4dDSOM

Table 3.1. Parameter values of 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM and 4dDSOM models

Интервал измерений τ , мин. 5
(Measurement interval τ , min.)
Количество суток DAY S 2
(Number of days DAY S)
Число смоделированных данных N 576
(Number of simulated data N)
Число измерений K 288
(Number of measurements K) 288
Значение параметра σw 0.3
(Parameter value σw)
Значение параметра λ 1/60
(Parameter value λ)
Время корреляции модельного шума Tn, мин. 24 · 60
(Model noise correlation time Tn, min.)
Частота колебаний ωn, мин−1 2π/Tn

(Oscillation frequency ωn, min. −1)
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Среднесуточный уровень температуры u⋆, ◦C 36.7
(Average daily temperature u⋆, ◦C)
Ковариация погрешности измерений R (0.1)2

(Covariance of measurement error R)
Ковариация модельного шума Q 1
(Covariance of model noise Q)

Моделирование температуры и зашумленных измерений осуществлялось с помощью
трехмерной модели 3dDRCM. Период моделирования температурных данных состав-
лял двое суток с интервалом измерений 5 мин, моделирование зашумленных измерений
и оценивание значений температуры осуществлялось начиная со вторых суток. Таким
образом, общее число смоделированных данных составило N = 576, а зашумленных
измерений — K = 288.

Аномальные измерения моделировались с помощью негауссовского шума sk. В ре-
зультате были сгенерированы следующие значения zk: z50 = 31.5, z100 = 35, z150 = 32,
z200 = 34, z250 = 33.

4. Результаты и их обсуждение

Результаты численных экспериментов представлены на Рис. 4.1–4.5. На всех ри-
сунках в скобках указаны модели, применявшиеся при моделировании и оценивании
значений температуры.

На Рис. 4.1 представлены результаты оценивания температуры ковариационным
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Рис. 4.1. Результаты оценивания температуры ковариационным фильтром
Калмана (CKF) и алгоритмом Гиллейнса– Де-Мора (GDM)

Fig 4.1. Results of temperature estimation by the covariance Kalman filter (CKF)
and the Gillijns-De Moor algorithm (GDM)
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фильтром Калмана (CKF) и алгоритмом Гиллейнса – Де-Мора (GDM) с использова-
нием моделей 3dDSOM и 4dDRCM, причем в алгоритме GDM (3dDSOM) значение
среднесуточной температуры предполагалось неизвестным.

Из Рис. 4.1 видно, что алгоритмы CKF (3dDSOM) и CKF (4dDRCM) показывают
сравнимые результаты, а алгоритм GDM (3dDSOM) не фильтрует зашумленные изме-
рения, что объясняется особенностями поведения алгоритма Гиллейнса – Де-Мора при
m = r.

В случае m > r поведение алгоритма Гиллейнса – Де-Мора изменяется. На Рис. 4.2
представлены результаты оценивания температуры GDM (3dDSOM) для значений m =
1, 2, 4.
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Рис. 4.2. Результаты оценивания температуры алгоритмом
Гиллейнса– Де-Мора (GDM) для разных значений m

Fig 4.2. Results of temperature estimation by the Gillijns-De Moor algorithm
(GDM) for different values of m

Из Рис. 4.2 видно, что с увеличением m качество оценивания возрастает.
В модели 4dDRCM среднесуточной температуре соответствует компонента x4. На

Рис. 4.3 представлены результаты оценивания среднесуточной температуры алгорит-
мом CKF (4dDRCM).

Из Рис. 4.3 видно, что с ростом k значение значение оценки стремится к истинному
значению u = 36.7.

На Рис. 4.4 представлены результаты оценивания среднесуточной температуры ал-
горитмом GDM (3dDSOM) для значений m = 1, 2, 4.

Из Рис. 4.4 видно, что с увеличением m разброс значений оценки уменьшается.
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Рис. 4.3. Результаты оценивания среднесуточной температуры
ковариационным фильтром Калмана (CKF)

Fig 4.3. Results of estimation of the average daily temperature by the covariance
Kalman filter (CKF)

В Таблице 4.1 приведены средние значения µ и дисперсии D результатов оценивания
uk для различных значений m.

Таблица 4.1. Средние значения и дисперсии результатов оценивания uk

алгоритмом GDM (3dDSOM)
Table 4.1. Mean values and variances of the estimation results of uk

by the GDM algorithm (3dDSOM)

m µ D
1 36.6812 31.4983
2 36.7092 16.5588
4 36.6945 7.9137

На Рис. 4.5 приведены результаты оценивания температуры фильтрами CKF
(4dDRCM) и MCCKF (4dDRCM) при наличии аномальных измерений. Из Рис. 4.5 вид-
но, что аномальные измерения лучше обрабатываются коррентропийным фильтром.

Таким образом, в случае, когда значение среднесуточной температуры (мезора)
известно, для обработки экспериментальных данных в моделях 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM, 4dDSOM рекомендуется применение первого метода, основанного на исполь-
зовании дискретного ковариационного фильтра Калмана [12]. В качестве математиче-
ской модели суточной термометрии, используемой в алгоритме фильтрации, предпочти-
тельнее выбирать стандартные наблюдаемые модели 3dDSOM и 4dDSOM, поскольку
в них первая компонента вектора состояния соответствует текущему значению темпе-
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Рис. 4.4. Результаты оценивания среднесуточной температуры алгоритмом
Гиллейнса– Де-Мора (GDM) для разных значений m

Fig 4.4. Results of estimation of the average daily temperature by the Gillijns-De
Moor algorithm (GDM) for different values of m
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Рис. 4.5. Результаты оценивания температуры при наличии аномальных
измерений ковариационным фильтром Калмана (CKF) и модифицированным

коррентропийным фильтром (MCCKF)
Fig 4.5. Results of temperature estimation in the presence of anomalous

measurements by the covariance Kalman filter (CKF) and the modified correntropy
filter (MCCKF)
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ратуры тела Tk.
Второй метод рекомендуется применять, когда среднесуточная температура uk не

известна. В этом случае для моделей 3dDRCM и 3dDSOM алгоритм Калмана приме-
нять нельзя. Однако для них имеется алгоритм Гиллейнса – Де-Мора [13], позволяющий
совместно оценивать вектор состояния и неизвестный вектор входного воздействия без
увеличения размерности задачи [9–10]. Предпочтительнее использовать в алгоритме
фильтрации модель 3dDSOM, поскольку в ней первая компонента вектора состояния
соответствует значению температуры тела Tk.

Второй вариант решения задачи моделирования с неизвестным uk — расширить
вектор состояния путем добавления в него компоненты x4k = uk и применить калма-
новскую фильтрацию на основе моделей 4dDRCM и 4dDSOM. Предпочтительнее ис-
пользовать в алгоритме Калмана модель 4dDSOM, поскольку в ней первая компонента
вектора состояния соответствует значению температуры тела Tk.

Третий метод, который мы предлагаем в настоящей работе, предполагает новую
модификацию математических моделей суточной термометрии и применение коррен-
тропийного фильтра [15–17] для обработки данных термометрии, содержащих аномаль-
ные измерения. Применение такого фильтра способствует получению более качествен-
ных оценок значений температуры при наличии аномальных измерений, моделируемых
гауссовыми шумами, содержащими выбросы. Следует отметить, что качество фильтра-
ции также зависит от параметра коррентропийного фильтра σ. Исследование влияния
данного параметра на качество получаемых оценок может быть предметом отдельного
исследования.

5. Заключение

В работе проведен анализ методов моделирования и обработки данных суточной
термометрии человека. В основе каждого метода лежит математическая модель про-
цесса теплового гомеостаза человека и алгоритм обработки данных. Выбор конкретного
метода зависит от наличия доступной информации о процессе измерения. Данные ме-
тоды реализованы в виде программы для ЭВМ в среде MATLAB и могут быть исполь-
зованы для изучения процессов суточной термометрии теплового гомеостаза человека,
например, у спортсменов с целью изучения ответной реакции и процессов адаптации
организма к физическим нагрузкам.
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а) Фамилия Имя Отчество (для раздела на рус.), Имя О. Фамилия (для раздела на англ.);
б) должность, подразделение (указывается при наличие);
в) аффилиация автора: название организации по месту основной работы или организации,

где проводились исследования;
г) почтовый адрес указывается в виде: индекс, страна, город, улица, дом (на рус.) и дом

улица, город индекс, страна (на англ.);
д) ученая степень (указывается при наличие);
е) ORCID. Для получения идентификационного номера ORCID необходимо зарегистриро-

ваться на сайте https://orcid.org/;
ж) электронная почта автора.
Аннотация должна быть четко структурирована, изложение материала должно следовать

логике описания результатов в статье. Текст должен быть лаконичен и четок, свободен от
второстепенной информации, отличаться убедительностью формулировок.

Объем аннотаций на русском и английском языках должны быть в среднем от 150 до
250 слов.

Рекомендуется включать в аннотацию следующие аспекты содержания статьи: предмет,
цель работы, метод или методологию проведения работы, результаты работы, область приме-
нения результатов, выводы.

Предмет и цель работы указываются в том случае, если они не ясны из заглавия статьи;
метод или методологию проведения работы целесообразно описывать в том случае, если они
отличаются новизной или представляют интерес с точки зрения данной работы.

Единицы физических величин следует приводить в международной системе СИ. Допус-
кается приводить в круглых скобках рядом с величиной в системе СИ значение величины в
системе единиц, использованной в исходном документе.

В аннотации не делаются ссылки на номер публикации в списке литературы к статье.
При написании аннотации необходимо помнить следующие моменты:
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– необходимо следовать хронологии статьи и использовать ее заголовки в качестве руко-
водства;

– использовать техническую (специальную) терминологию вашей дисциплины, четко из-
лагая свое мнение и имея также в виду, что вы пишете для международной аудитории;

– текст должен быть связным с использованием слов «следовательно», «более того», «на-
пример», «в результате» и т.д. («consequently», «moreover», «for example», «the benefits of this
study», «as a result» etc.), либо разрозненные излагаемые положения должны логично выте-
кать одно из другого;

– необходимо использовать активный, а не пассивный залог, т. е. «The study tested», но не
«It was tested in this study».

Перечислим обязательные качества аннотаций на английском языке к русскоязычным ста-
тьям. Аннотации должны быть:

- информативными (не содержать общих слов);
- оригинальными (не быть калькой русскоязычной аннотации);
- содержательными (отражать основное содержание статьи и результаты исследований);
- структурированными (следовать логике описания результатов в статье);
- "англоязычными"(написаны качественным английским языком).
Ключевые слова. Ключевые слова, составляющие семантическое ядро статьи, являются

перечнем основных понятий и категорий, служащих для описания исследуемой проблемы.
Эти слова служат ориентиром для читателя и используются для поиска статей в электронных
базах, поэтому должны отражать дисциплину (область науки, в рамках которой написана
статья), тему, цель и объект исследования.

В качестве ключевых слов могут использоваться как одиночные слова, так и словосочета-
ния в единственном числе и именительном падеже. Рекомендуемое количество ключевых слов
— 5–7 на русском и английском языках, количество слов внутри ключевой фразы – не более
трех.

Текст статьи. При изложении текста статьи рекомендуется придерживаться следующей
структуры.

— Введение. В этом разделе следует описать проблему, с которой связано исследование;
привести обзор литературы по теме исследования; указать задачи, решение которых не из-
вестно на сегодняшний день и решению которых посвящена эта рукопись; сформулировать
цели и задачи исследования, а также показать их новизну и практическую значимость.

— Теоретические основы, методы решения задачи и принятые допущения. В этом разделе
подробно приводится общая схема исследования, в деталях описываются методы и подходы,
которые использовались для получения результатов.

При использовании стандартных методов и процедур лучше сделать ссылки на соответ-
ствующие источники, не забывая описать модификации стандартных методов, если таковые
имелись. Если же используется собственный новый метод, который еще нигде ранее не публи-
ковался, важно дать все необходимые детали. Если ранее метод был опубликован в известном
журнале, можно ограничиться ссылкой. Однако рекомендуется полностью представить метод
в рукописи, если ранее он был опубликован в малоизвестном журнале и не на английском
языке.

— Результаты. Это основной раздел, в котором излагается авторский оригинальный ма-
териал, содержащий полученные в ходе исследования теоретические или экспериментальные
данные. По объему эта часть занимает центральное место в научной статье.

Результаты проведенного исследования необходимо описывать достаточно полно, чтобы
читатель мог проследить его этапы и оценить обоснованность сделанных автором выводов.

Результаты при необходимости подтверждаются иллюстрациями — таблицами, графиками,
рисунками, которые представляют исходный материал или доказательства в свернутом виде.

Если рукопись носит теоретический характер, то в этом разделе приводятся математиче-
ские выкладки с такой степенью подробности, чтобы можно было компетентному специалисту
легко воспроизвести их и проверить правильность полученных результатов.
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— Обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее известны-
ми. Этот раздел содержит интерпретацию полученных результатов исследования, предполо-
жения о полученных фактах, сравнение полученных собственных результатов с результатами
других авторов.

— Заключение. Заключение содержит главные идеи основного текста статьи. Рекомен-
дуется сравнить полученные результаты с теми, которые планировалось получить. В конце
приводятся выводы и рекомендации, определяются основные направления дальнейших иссле-
дований в данной области.

– Благодарности. В данном разделе принято выражать благодарность коллегам, которые
оказывали помощь в выполнении исследования или высказывали критические замечания в
адрес вашей статьи. Так же указываются источники финансирования исследования (грант,
государственное задание, государственный контракт, стипендия и т.д.).

Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются ссыл-
ки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье.

Список литературы на русском языке оформляется в соответствии с требованиями
ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка. Их можно скачать из раздела Полезные
материалы меню Для автора на сайте журнала.

Список литературы на русском языке так же необходимо оформить в формате AMSBIB
(см. ниже) и привести в закомментиронном виде после списка, оформленного по стандарту
ГОСТ.

Список литературы на английском языке оформляется согласно стилю цитирова-
ния, принятому для использования в области математики Американским математическим
обществом (American Mathematical Society) и Европейским математическим обществом
(European Mathematical Society). Для этого используется формат AMSBIB, реализованный в
стилевом пакете svmobib.sty. Этот пакет разработан на основе пакета amsbib.sty.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Если статья или книга на русском языке и нет параллельного заглавия на английском

языке, то необходимо привести в квадратных скобках перевод заглавия на английский язык.
Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Параллельное заглавие статьи на английском языке (без квадратных скобок) или [перевод

заглавия статьи на английском языке (в квадратных скобках)];
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов можно не

делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые (по-

следнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– [Перевод названия книги на английском языке в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке (например, Moscow, St.

Petersburg); издательство на английском языке, если это организация ((например, Moscow
St. Univ. Publ.) и транслитерация с указанием на английском, что это издательство, если
издательство имеет собственное название (например, Nauka Publ.);

– Количество страниц в издании;
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Для транслитерации русского алфавита латиницей можно воспользоваться сайтом

https://translit.ru/ru/bgn/. Здесь необходимо использовать систему BGN (Board of Geographic
Names).
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Примеры оформления библиографических ссылок для раздела References.

Статьи в журналах на русском языке.
а) отсутсвует параллельное название на английском языке:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

б) параллельное название на английском языке имеется:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal SVMO,
18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке.
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке.
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке.
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке.
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке.
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в материале
Правила верстки рукописей в системе LaTex.
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The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published and not
intended for publication in another edition.

The article should contain the following sections in Russian and English:
– UDC (only in Russian);
– MSC2020 (only in English);
– article title;
– affiliation of the author(s);
– information about every author(s);
– abstract;
– keywords;
– text of the article (in English);
– references.
UDC. The Universal Decimal Classification (UDC) is a system for classifying information widely

used all over the world to systematize works of science, literature and art, periodicals.
MSC2020 codes The Subject Classification Index (MSC 2020) by AMS is used for thematic

link separation in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the American
Mathematical Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European Mathematical
Union. The directories of MSC 2020 codes can be downloaded from the Useful Materials section
of the For Authors section of the journal website.

The UDC and MSC2020 codes can be downloaded from the Useful materials section of the
For author menu on the journal’s website.

Affiliate author(s): the name of the organization at the place of main work or organization
where the research was carried out, city, country.

Information about the author(s). The section contains the following information for each
author:

a) Surname, First name, Patronymic (for the section in Russian); First name, P., Surname (for
the section in English);

b) Position, Department (indicated if available);
c) the affiliation of the author: the name of the organization at the place of the main work or

organization where the research was conducted;
d) the postal address is indicated in the form: postcode, country, city, street, house (in Russian)

and house street, postcode, country (in English);
e) academic degree (indicated if available);
f) ORCID. To obtain an ORCID, you must register at https://orcid.org/.
g) email of the author.
Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic of

the result description in the article. The text should be concise and clear, free from background
information, and have convincing wording.

bf The volume of annotations in Russian and English should be on average bf from 150 to 250
words.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content: the
subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the work and the
scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of the
article; the method or methodology of the work should be described if they show some novelty or
they are of interest from the point of view of this work.

Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed to give
the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to its value in the
SI system.
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The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your opinion

and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for example»,

«as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It is

tested in this study».
Keywords. The keywords that make up the semantic core of the article are a list basic concepts

and categories that serve to describe the problem under study. These words serve as a guide for the
reader and are used to search for articles in electronic bases, therefore, should reflect the discipline
(the field of science within which the article), topic, purpose and object of research.

As keywords, both single words and nominative and singular phrases. Recommended the number
of keywords — 5-7 in Russian and English, the number of words within a key phrase - no more than
three.

Text of the article.When presenting the text of the article, it is recommended to adhere to
the following structure.

— Introduction. In this section, you should describe the problem with which the research is
connected; review the literature on the research topic; indicate the problems, the solution of which
is not known today and the solution of which this manuscript is devoted to; to formulate the goals
and objectives of the study, as well as to show their novelty and practical significance.

— Theoretical foundations, methods of solving the problem and accepted assumptions. This
section details the general design of the study, detailing the methods and approaches that were
used to obtain the results.

When using standard methods and procedures, it is best to refer to relevant sources,
remembering to describe modifications of standard methods, if any. If you use your own new method,
which is still has not been published anywhere before, it is important to give all the necessary details.
If previously the method was published in a well-known journal, you can limit yourself to a link.

— Results. This is the main section that sets out the author’s original material containing
theoretical or experimental data obtained in the course of the research. In terms of volume, this
part is central to the scientific article.

The results of the study must be described in sufficient detail, so that the reader can trace its
stages and assess the validity of the conclusions made by the author.

The results, if necessary, are confirmed by illustrations - tables, graphs, figures, which present
the original material or evidence in a collapsed form.

If the manuscript is of a theoretical nature, then this section provides mathematical calculations
with such a degree of detail that a competent specialist can easily reproduce them and check the
correctness of the results obtained.

— Discussion and analysis of the obtained results and their comparison with the previously known
ones. This section contains the interpretation of the obtained research results, assumptions about
the obtained facts, comparison of the obtained results with the results of other authors.

— Conclusion. The conclusion contains the main ideas of the main text of the article. It is
recommended to compare the results obtained with those that it was planned to receive. At the
end, conclusions and recommendations are given, and the main directions for further research in
this area are determined.

- Thanks. In this section, it is customary to express gratitude to colleagues who assisted with
research or criticized your article. The sources of research funding (grant, state assignment, state
contract, scholarship, etc.) are also indicated.
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References formatted according to the citation style adopted for use in mathematics
American Mathematical Society (American Mathematical Society) and European Mathematical
Society (European Mathematical Society). To do this, use the AMSBIB format, implemented in
the svmobib.sty style package. This package is developed based on the amsbib.sty package.

References should contain only those sources that are referenced in the text of the work.
Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number should not
exceed 20.

Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
- Parallel title of the article in English (without square brackets) or [translation of the title of

the article in English (in square brackets)];
– The name of the Russian-language source (transliteration);
– [Translation of the source name into English – paraphrase (for journal one may not do it)];
– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the description

standard used);
– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of publishing

house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the publisher has its
own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book;
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
For transliteration of the Russian alphabet in Latin it is necessary to use the BGN (Board of

Geographic Names) system. On the website https://translit.ru/ru/bgn/ you can use the program of
transliteration of the Russian alphabet into the Latin alphabet for free.

Examples of bibliographic references for the section References.

Journal articles in Russian.
a) there is no parallel name in English:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

b) a parallel name in English is available:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal
Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii
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Articles in collections in Russian:
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Books (monographs and collections) in Russian:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules for the
layout of manuscripts in the LaTex system.
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Обращаем Ваше внимание на то, что указанные ниже правила должны выполняться
абсолютно точно. В случае, если правила оформления рукописи не будут выполнены, Ваша
статья будет возвращена на доработку.

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистрибутив
которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются следующие файлы: файл-преамбула, файл-шаблон,
стилевые пакеты svmo.sty и svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Пра-
вила оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. Текст
рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он включается
командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы и стилевых пакетов изменять нельзя. Определение новых
команд автором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформления
заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды \headerRus
и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Автор(ы)}
{Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со сносками
на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на английском языке} {Ав-
тор(ы) на английском языке}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы: {MSC 2020} {Название статьи} {Ав-
тор(ы)} {Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со
сносками на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова}

Если же статья на английском языке, то для этого используется команда
\headerFirstEn с такими же параметрами, как для команды \headerEn.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вложенно-
сти. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect с одним па-
раметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в Ва-
шей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной и будет
подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение equation. Ну-
меровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте статьи. Для остальных
формул следует использовать окружение equation*.

Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти формулы необходимо ис-
пользовать соответственно команды \label{метка} и \eqref{метка}, где в качестве метки
нужно использовать строку следующего вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Напри-
мер, формулу (14) в статье Иванова нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой
статьи — \label{ivanovt5} и т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отлич-
ные от формул, нужно использовать команду \ref{метка}).

Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний и при-
меров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB и
Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений, их следует окружить
командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказательство.’ и ’Доказательство за-
кончено.’ соответственно).

Для оформления таблиц следует использовать окружение table с вложенным окружением
tabular:
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\begin{table}[h!]
\caption{Название таблицы на русском языке \\ \textbf{Table

\ref{shamanaevtable1}.} Название на английском языке }
\label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
Название первого столбца & Название второго столбца \\
Название первого столбца на английском языке & Название второго столбца

на английском языке \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Оформление рисунков. Для вставки в текст статьи рисунков необходимо пользоваться
следующими командами:

а) вставка занумерованного рисунка с подписью

\insertpicturewcap {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рисунком} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

б) вставка занумерованного рисунка с подписью и с указанием степени сжатости

\insertpicturecapscale{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{подпись} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

в) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками и общей подписью

\inserttwopictures {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рис} {подпись
под_рис_на_английском_языке} {имя файла.eps} {подпись_под_рис}
{подпись_под_рис_на_английском_языке} {общая_подпись} {общая под-
пись_на_английском_языке}

г) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками, с указанием степени сжатия
каждого рисунка и общей подписью.

\inserttwopictureswithcompression {метка}{имя_файла.eps}{подпись_под
рис\\подпись_под_рис_на_английском_языке}{степень сжатия} {имя фай-
ла.eps} {подпись_под_рис\\подпись_на_английском_языке} {степень сжатия}
{общая подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

д) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками.

\inserttwopictureswithonecaptiononly {метка} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

е) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.
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\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {метка} {имя_фай-
ла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps}{степень_сжатия}{общая_под-
пись_под_рисунком} {общая_подпись_на_английском_языке}

ж) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками.

\insertthreepictures{метка}{имя_файла.eps} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

з) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.

\insertthreepictureswithcompression{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжа-тия}
{имя_файла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps} {степень_сжа-тия}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

Все вставляемые картинки должны находиться в файлах в формате EPS (Encapsulated
PostScript).

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на русском и
английском языках следует использовать окружения thebibliography и thebibliographyEn,
соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, реализу-

ющие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой этого паке-
та является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны в инструкции
amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следующие ко-
манды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры см. в файле-
преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографических ссылок нужно
использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных бибилиографических ссылок
– ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.

Примеры оформления библиографических ссылок с помощью команд из сти-
левого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П.А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмущением в
виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
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В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М. С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с нелинейными
ограничениями с использованием метода ортогональной циклической редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
\yr 2016
\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii
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Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П.А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю. Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
\publ Высш. шк.
\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
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\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в перемен-
ной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций (ORM2016):
Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

Please note that the rules below must be strictly followed. In case the rules are not fulfilled, your
manuscript will be returned for revision.

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this package
can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

The following files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmo.sty and svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the
section Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input in
the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands by the
author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that could be defined
in articles of other authors.

Design of article titles. If the article is in Russian, then the following commands should
be used to format the article headings in Russian and English \headerRus and \headerEn,
respectively.

The command \headerRus has the following arguments: {UDC} {Article title} {The
author(s)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords} {Title of the article in English} {Author(s) in
English}

The command \headerEn has the following arguments: {MSC 2010 } {Article title} {The
authors)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords}

If the article is in English, then the title of the article is in English only. To do this, use the
command \headerFirstEn with the same parameters as for the command \headerEn.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any nesting. Top-level
subheadings are entered using the command \sect with one parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection, \subsubsection
and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your article, the
numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double and will be subject
to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only for
those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the equation*
environment.

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors must
use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string must be used
as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14) in Ivanov’s article
should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles — \label{ivanovt5}, etc.
(For references to theorems, lemmas and other objects other than formulas, one need to use the
command \ref{label}).

For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and examples
the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB and
Example. If the article provides evidences of the statements, they should be surrounded by
commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The proof is complete.’
respectively).

To format tables, use the table environment with the nested tabular environment:
\begin{table}[h!]
\caption{Table name \\ \textbf{Table \ref{shamanaevtable1}.} Table name in

English} \label{shamanaevtable1}
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\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
First column name & Second column name \\
First column name in English & Second column name in English \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Design of pictures. To insert pictures into the text of an article, one must use following
commands:

a) insert a numbered picture with the signature

\insertpicturewcap {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure} {caption
of_the_figure_in_English}

b) insert a numbered picture with a caption and indicating compression ratio

\insertpicturecapscale {label} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{caption_of_the_figure} {caption_of_the_figure_in_English}

c) insert two pictures with two captions under the pictures and common caption

\inserttwopictures {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure}
{caption_of_the_figure_in_English} {file name.eps} {caption_of_the
figure} {caption_of_the_figure_in_English} {common_caption} {common
caption_in_English}

d) insert two pictures with two captions under the pictures, the compression ratio of each picture
and common caption

\inserttwopictureswithcompression {label} {file_name.eps} {caption_of_the
figure \\ caption_of_the_figure_in_English} {degree_of_compression} {file
name.eps} {caption_of_the_figure \\ caption_of_the_figure_in_English}
{degree_of_compression} {common_caption} {common caption_in_English}

e) insert two pictures with common caption only

\inserttwopictureswithonecaptiononly {label} {file_name.eps} {file name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

f) insert two pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {label} {file_name.eps}
{degree_of_compression} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{common_caption} {common_caption_in_English}

g) insert of three pictures with common caption only
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\insertthreepictures {label} {file_name.eps} {file_name.eps} {file_name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

h) insert of three pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\insertthreepictureswithcompression {label} {file_name.eps} {degree_of
compression} {file name.eps} {degree_of_compression} {file name.eps}
{degree_of_compression}{common_caption}{common_caption_in_English}

All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
Design of references. For design of references in Russian and in English authors should use

the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.
Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that implement

the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this package is the
amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must
use the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references,
use the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references -
’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the svmobib.sty
package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512
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Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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Алфавитный указатель авторов

Быков А. Н. 419

Вишнякова М. Н. 419

Ветчинников М. В. 452

Дерюгин Ю. Н. 419, 452

Емельянов А. Б. 419

Заботин В. И. 399

Круковский А. Ю. 436

Ладонкина М. Е. 436

Лазарев А. А. 419

Повещенко Ю. А. 436

Полищук С. Н. 419

Попов И. В. 436

Цыганов А. В. 469

Цыганова Ю. В. 469

Черенкова К. В. 419

Чернышевский П. А. 399

Шишканов Д. А. 452

Шугурова М. А. 469
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A. N. Bykov 419

K. V. Cherenkova 419

P. A. Chernyshevskij 399

Yu. N. Deryugin 419, 452

A. B. Emelyanov 419

A. Yu. Krukovsky 436

M. E. Ladonkina 436

A. A. Lazarev 419

S. N. Polishchuk 419

Yu. A. Poveshchenko 436

I. V. Popov 436

D. A. Shishkanov 452

M. A. Shugurova 469

A. V. Tsyganov 469

Yu. V. Tsyganova 469

M. V. Vetchinnikov 452

M. N. Vishnyakova 419
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