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Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Íàó÷íûé æóðíàë

Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè:

ÏÈ � ÔÑ77-71362 îò 17 îêòÿáðÿ 2017 ã.

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è
òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îñíîâíûå ðóáðèêè æóðíàëà:
� ¾Ìàòåìàòèêà¿,
� ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿,
� ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà¿.
Ðóáðèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ:

01.01.00 Ìàòåìàòèêà, 01.02.00 Ìåõàíèêà, 05.13.00 Èíôîðìàòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà
è óïðàâëåíèÿ.

Æóðíàë âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH
(zbMATH), à ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â íåì, ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíè-
ÿõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã. � 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ
ó÷¼íûõ � ÐÈÍÖ.

Ïîäïèñêà íà æóðíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ñâÿçè íà âñåé òåððè-
òîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïîäïèñíîé èíäåêñ èçäàíèÿ â Îáúåäèí¼ííîì êàòàëîãå ¾Ïðåñ-
ñà Ðîññèè¿ � 94016.

Ó×ÐÅÄÈÒÅËÈ: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâà-
òåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68).
ÈÇÄÀÒÅËÜ: ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿
(430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68)

ÐÅÄÀÊÖÈß: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-

ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), òåë.: 8(8342)270-256, e-mail: journal@svmo.ru, web:

http://journal.svmo.ru

c⃝ ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿, 2017
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Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðÿìîóãîëüíèêå

c⃝ Ñ. Ç. Äæàìàëîâ 1

Àííîòàöèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ îä-
íîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ - öåëîå ÷èñëî)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà, íåëîêàëüíàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, åäèíñòâåííîñòü, ñóùåñòâîâàíèå è ãëàäêîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ìåòîä ε -ðåãóëÿðèçàöèè, ìåòîä Ãàëåðêèíà.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q = (0, ℓ) × (0, T ) = {(x, t); 0 < x < ℓ < +∞; 0 < t < T < +∞}
ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Lu = K(t)utt + α (x, t)ut − uxx + c (x, t)u = f(x, t). (1.1)

Ïóñòü K(0) ≤ 0 ≤ K(T ), ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) � äîñòàòî÷-
íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå (1.1) îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî
ðîäà, òàê êàê íà çíàê ôóíêöèè K(t) ïî ïåðåìåííîé t âíóòðè îáëàñòè Q íå íàëàãàåòñÿ
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé [3],[10].

Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W l

2(Q) , ( 2 ≤ l -öåëîå ÷èñëî), óäîâëåòâîðÿþùåå íåëîêàëüíûì êðàåâûì
óñëîâèÿì

γ · u (x, 0) = u (x, T ), (1.2)

η ·Dp
xu|x=0 = Dp

xu|x=ℓ, p = 0, 1, (1.3)

ãäå D p
xu = ∂ pu

∂ x p , p = 0, 1; D 0
x u = u, γ è η � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò

íóëÿ, âåëè÷èíû êîòîðûõ áóäóò óòî÷íåíû íèæå. Ðàçëè÷íûå äðóãèå íåëîêàëüíûå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà (1.1) èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1], [4]-
[8], [12], à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ïåðâîãî ðîäà çàäà÷à òèïà (1.2), (1.3) ïðåäëîæåíà
è èçó÷åíà â ðàáîòå àâòîðà [6].

1Äæàìàëîâ Ñèðîæèääèí Çóõðèääèíîâè÷, äîöåíò, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê îòäåëà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè Àêàäåìèè íàóê Óçáåêèñòàíà (100170, Óçáåêèñòàí, ã. Òàø-
êåíò, óë. Ì.Óëóãáåê, ä. 81.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-
3925-5129; siroj63@mail.ru

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Â äàííîé ðàáîòå â ñëó÷àå, êîãäà K(0) ≤ 0 ≤ K(T ), äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-
ïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà (1.1) âïåðâûå èçó÷àþòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è
ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.3) â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ � öåëîå ÷èñëî).

2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (1.1), êðîìå òîãî, ïóñòü 2α − Kt + λK ≥ δ1 > 0, λ c − ct ≥ δ2 > 0, ãäå
λ = 2

T
ln γ , ïðè÷¼ì γ ∈ (1,∞) , η ∈ [1,∞), c(x, 0) ≤ c(x, T ). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(x, t) ∈ L2(Q) , åñëè ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) â ïðîñòðàíñòâå
W 2

2 (Q) , òî îíî åäèíñòâåííî è äëÿ ôóíêöèè f(x, t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∥u∥1 ≤ m∥f∥0,

ãäå (, )l è ∥·∥l � ñîîòâåòñòâåííî îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà èç ïðîñòðàí-
ñòâà Ñîáîëåâà W l

2(Q) , ( 2 ≤ l � öåëîå ÷èñëî), à ïðè l = 0 , W 0
2(Q ) = L2(Q ) [3], [9]- [11].

×åðåç m çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíû ïîëîæèòåëüíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå ïîñòîÿííûå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3)

èç ïðîñòðàíñòâà W 2
2 (Q), òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2

2 (Q) , èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è
ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè ñ σ [11], ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

∫
Q

Lu · exp(−λ t− µx) · utdxdt ≥
∫
Q

exp(−λ t− µx) {(2a−Kt + λK) · u2t + λ u2x+

+(λ c− ct) · u2} dxdt+
∫
∂Q

exp(−λ t− µx) {Ku 2
t νt − 2 · ux ut νx + u2

x νt + c · u2 νt} ds−

−σ · ∥ux∥20 − µ2 · σ−1 · ∥ut∥20 ,
(2.4)

ãäå 0 < λ = 2
T
ln γ, γ ∈ (1,∞), 0 ≤ µ = 2

ℓ
ln η, η ∈ [1,∞), ν = (νt = cos(ν, t); νx = cos(ν, x))

� åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Q, σ è σ−1− êîýôôèöèåíòû íåðà-
âåíñòâà Êîøè ñ σ [11]. Óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 îáåñïå÷èâàþò íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà
ïî îáëàñòè Q . Ïóñòü u ∈ W 2

2 (Q) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2),(1.3), ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1, ïîëó÷èì, ÷òî ãðàíè÷íûå èíòåãðàëû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû , òî
åñòü ∫

∂Q

exp(−λ t− µx) ·
{
K(t)u 2

t νt − 2 · ux ut νx + u2x νt + c · u2 νt
}
ds =

=

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[K(T )e−λTγ2 −K(0)] · u2t (x, 0) + [e−λTγ2 − 1] · u2x(x, 0)}dx+

−2[exp(−µℓ) · η2 − 1]

T∫
0

exp(−λt) · ux(0, t)ut(0, t)dt+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx ≥

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .



14 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4

≥
ℓ∫

0

exp(−µx) · [K(T )−K(0)]u2t (x, 0)dx+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx ≥ 0.

(2.5)

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, èç íåðàâåíñòâà (2.4),(2.5) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∫
Q

Lu · exp(−λ t− µx) · utdxdt ≥
∫
Q

exp(−λ t− µx) {(2α−Kt + λK ) · u2t + λ u2x+

+(λ c− ct) · u2} dxdt+
ℓ∫

0

exp(−µx) · [K(T )e−λTγ2 −K(0)]u2t (x, 0)dx+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx−

−σ · ∥ux∥20 − µ2 · σ−1 · ∥ut∥20 .

(2.6)

Âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû λ− σ ≥ λ0 > 0, δ1 − µ2σ−1 > δ0 > 0 è îòáðàñûâàÿ ïîëîæè-
òåëüíûé ãðàíè÷íûé èíòåãðàë èç íåðàâåíñòâà (2.6) ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ ïåðâóþ îöåíêó

∥u∥1 ≤ m∥f∥0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàí-
ñòâà W 2

2 (Q) [10], [11].
Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 2.1.

3. Óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3) èñïîëüçóåì ìåòîä ε -
ðåãóëÿðèçàöèè â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà [3], [5]- [7].

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà

Lεuε = −ε ∂
∂t

∆uε + Luε = f(x, t), (3.7)

γ ·Dq
t uε|t=0 = Dq

t uε|t=T , q = 0, 1, 2, (3.8)

η ·Dp
xuε|x=0 = Dp

xuε|x=ℓ, p = 0, 1, (3.9)

ãäå ∆u = ∂2u
∂t2

+ ∂2u
∂2x

� îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïëîñêîñòè, D q
tu = ∂ qu

∂ t q
, q = 0, 1, 2;

D 0
t u = u, ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, η, γ − const ̸= 0 òàêèå, ÷òî

γ ∈ (1,∞); η ∈ [1,∞) . Íèæå èñïîëüçóåì óðàâíåíèå ñîñòàâíîãî òèïà (3.7) â êà÷åñòâå ε �
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) [3], [5]- [7].

Â äàëüíåéøèì ÷åðåç W âñþäó íèæå áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé uε(x, t) ∈
W 2

2 (Q) ,
∂
∂t
∆uε ∈ L2(Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì (3.8),(3.9).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.7)-(3.9) áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèþ uε(x, t) ∈ W, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.7).

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (1.1), êðîìå òîãî, ïóñòü 2α − |Kt| + λK ≥ δ1 > 0, λ c − ct ≥ δ2 > 0, ãäå λ =
2
T
ln γ , ïðè÷åì γ ∈ (1,∞) , η ∈ [1,∞), α(x, 0) = α(x, T ), α(0, t) = α(ℓ, t) c(x, 0) = c(x, T ).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, ft ∈ L2(Q), òàêîé ÷òî γ · f(x, 0) = f(x, T ) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè:

1). ε · (∥uεtt∥20 + ∥uεtx∥20) + ∥uε∥21 ≤ m ∥f∥20 ,

2). ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆uε

∥∥∥∥2
0

+ ∥uε∥22 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ϕj(x, t) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùåé çàäà÷è

−∆ϕj =
∂2ϕj
∂2t

+
∂2ϕj
∂2x

= µ2
jϕj; (3.10)

Dp
t ϕj|t=0 = Dp

t ϕj|t=T , p = 0, 1; (3.11)

Dp
xϕj|x=0 = Dp

xϕj|x=ℓ. (3.12)

Ðåøàÿ çàäà÷è (3.10)-(3.12) èìååì ϕj(x, t) = Tj(t) · Xj(x) , ãäå µ2
j = (ν2j + τ 2j );

τj =
2π j
T
, νj = 2jπ

ℓ
; j ∈ N0 = N ∪ {0}, N−ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè Tj(t) = { 1√
T
,
√

2
T
cos τjt,

√
2
T
sin τjt} , Xj(x) = { 1√

ℓ
,
√

2
ℓ
cos νjx,

√
2
ℓ
sin νjx} ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîå çàäà÷è Øòóðì-Ëèóâèëëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {ϕj(x, t)} ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå
W 2

2 (Q) è â L2(Q) îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ [2], [11].
Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé ïîñòðîèì ðåøåíèå âñïîìîãà-

òåëüíîé çàäà÷è

ℓωj = e
−(λ·t+µ·x)

2
∂ωj
∂t

= ϕj, (3.13)

γ · ωj(x, 0) = ωj(x, T ), (3.14)

ãäå γ − const ̸= 0 òàêîå, ÷òî γ ∈ (1,∞). Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (3.13),(3.14) îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà è å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

ℓ−1ϕj = ωj = e
µ·x
2 · [

t∫
0

exp(
λτ

2
)ϕjdτ+

1

γ − 1

T∫
0

exp (
λt

2
)ϕjdt]. (3.15)

ßñíî, ÷òî ôóíêöèè ωj(x, t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
N∑
j=1

cjωj = 0

äëÿ êàêîãî-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1, ω2, ..., ωN ôóíêöèé, òî, äåéñòâóÿ íà ýòó ñóììó

îïåðàòîðîì ℓ, èìååì
N∑
j=1

cjℓωj =
N∑
j=1

cjϕj = 0 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, N êî-

ýôôèöèåíòû cj = 0 . Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ϕj(x, t) âûòåêàþò ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ íà ôóíêöèè ωj(x, t)

γ ·Dq
t ωj|t=0 = Dq

t ωj|t=T , q = 0, 1, 2, (3.16)

η ·Dp
xωj|x=−1 = Dp

xωj|x=1, p = 0, 1. (3.17)

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Òåïåðü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) èùåì â âèäå w = uNε =
N∑
j=1

cjωj, ãäå

êîýôôèöèåíòû cj äëÿ ëþáîãî j = 1, N îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ∫

Q

Lεu
N
ε · e

−(λ·t+µ·x)
2 ϕj dxdt =

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ϕj dxdt. (3.18)

Äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (3.18). Óìíîæàÿ êàæäîå
óðàâíåíèå èç (3.18) íà êîýôôèöèåíò 2cj è ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó j îò 1 äî N , ó÷èòûâàÿ
çàäà÷è (3.13),(3.14) èç (3.18), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫

Q

Lεw · e−(λ·t+µ·x) · wtdxdt =
∫
Q

f · e−(λ·t+µ·x)·wtdxdt, (3.19)

Èç êîòîðîãî, â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1, èíòåãðèðîâàíèåì òîæäåñòâà (3.19) ïîëó÷èì
äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9) ïåðâîé îöåíêè, ò.å.

ε · (
∥∥uNεtt∥∥20 + ∥∥uNεtx∥∥20) + ∥∥uNε ∥∥21 ≤ m ∥f∥20 . (3.20)

Îòñþäà âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3.18). Â ÷àñòíîñòè, èç îöåíêè (3.20) ïîëó÷èì
ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9) [9]- [11].

Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó.
Áëàãîäàðÿ çàäà÷å (3.10)-(3.14), èç òîæäåñòâà (3.18) ïîëó÷èì

− 1

µ2
j

∫
Q

Lεw · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ℓωj dxdt = − 1

µ2
j

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ℓωj dxdt, (3.21)

ãäå

∆ ℓ ωj = exp [
−(λ t+ µx)

2
] · (∆ωjt − λωjtt − µ ωjxx +

λ 2 + µ 2

4
ωjt ); ∆ωj = ωjtt + ωjxx .

Óìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå èç (3.21) íà 2µ2
jcj è ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó j îò 1 äî N,

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.16),(3.17) èç (3.21), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

−2

∫
Q

Lεw · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ ℓw dxdt = −2

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ ℓw dxdt (3.22)

Èíòåãðèðóÿ (3.22) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 è êðàåâûõ óñëîâèé (3.16),(3.17), ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

m ·
[
∥ft∥20 + ∥f∥20

]
≥ ε

∥∥∥∥ ∂∆w∂ t

∥∥∥∥2
0

+

∫
Q

e−(λ·t+µ·x) {( 2α− |Kt|+ λK )w 2
tt+

+(2α− |Kt|+ λK )w 2
tx + λw 2

xx +λw
2
tx

}
dxdt+

+

∫
∂Q

e−(λ·t+µ·x)[(K w2
tt − 2αwtwtt + w2

xx + 2wxxwtt − w2
xt +Kw2

xt+

+2cw (wtt + wxx)νt + (−2K wttwxt − 2wttwxt + 2αwtwxt) νx]ds− σ ( ∥wxx∥20 + ∥wxt∥20 )−

−µ2σ−1 ∥utt∥20 −m ( ∥f∥20) =
2∑
i=1

Ji,

(3.23)
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ãäå J1 − èíòåãðàë ïî îáëàñòè, J2 � èíòåãðàë ïî ãðàíèöå. Âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû λ−σ ≥
λ0 > 0, δ1−µ2σ−1 > δ0 > 0, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå òåîðåìû 3.1 è êðàåâûå óñëîâèÿ (3.16), (3.17)
ïîëó÷èì, ÷òî J1 > 0 è J2 ≥ 0.

Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (3.23) ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ âòîðóþ îöåíêó

ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆uNε

∥∥∥∥2
0

+
∥∥uNε ∥∥22 ≤ m ·

[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
. (3.24)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå îöåíêè (3.20),(3.24) ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïî N → ∞ è çàêëþ÷èòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
uNk
ε

}
ñõîäèòñÿ

â ñèëó åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.1) â L2(Q) âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ê èñêîìîìó ðåãóëÿðíîìó ðåøåíèþ uε(x, t) çàäà÷è (3.7)-(3.9), îáëàäàþùåìó
ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â òåîðåìå 3.1 [5]- [7], [9]- [12].

Äëÿ uε(x, t) â ñèëó (3.24) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ε

∥∥∥∥ ∂∂t∆uε
∥∥∥∥2
0

+ ∥uε∥22 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
. (3.25)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 3.1.

4. Ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ε � ðåãóëÿðèçàöèè äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1)-
(1.3).

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2

2 (Q) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3)

èç W 2
2 (Q) äîêàçàíà â òåîðåìå 2.1. Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç W 2
2 (Q) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â îáëàñòè óðàâíåíèå (3.7) ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (3.8),(3.9) ïðè ε > 0 . Òàê êàê âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1, òî ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) ïðè ε > 0 è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû
ïåðâàÿ è âòîðàÿ îöåíêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé {uε} , ε > 0 ìîæíî
èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé òàêóþ, ÷òî {uεi} → u ïðè
εi → 0 . Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lu = f.

Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uεi} ñëàáî ñõîäèòñÿ â W 2
2 (Q) è òàê êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { ∂∆u ε i

∂ t
} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â L2(Q) , à îïåðàòîð L � ëèíåéíûé, òî

èìååì

Lu− f = Lu− Lu εi + εi
∂∆u εi
∂ t

= L (u− u εi) + εi
∂∆u εi
∂ t

. (4.26)

Èç ðàâåíñòâà (4.26), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè εi → 0, ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2

2 (Q) [3], [5]- [7].
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

5. Ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Òåïåðü äîêàæåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà l ≥ 3 . Âñþäó íèæå äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â çàìêíóòîé
îáëàñòè Q .

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, êðîìå òîãî, ïóñòü

2(α + pKt)− |Kt|+ λK ≥ δ > 0,

D p
tK |t=0 = D p

tK |t=T , D p
t α|t=0 = D p

t α|t=T ; D p
t c|t=0 = D p

t c|t=T . Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x, t), òàêîé ÷òî f ∈ W p

2(Q), D p+1
t f ∈ L2(Q) , γ D

p
t f |t=0 = D p

t f |t=T , ñóùå-
ñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà
W p+2

2 (Q), ãäå p = 1, 2, 3, ...
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.10)-(3.14) âîçíèêàåò

ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9)
w = u N

ε ∈ C ∞(Q ) ;

γ ·Dq
t w|t=0 = Dq

t w|t=T , q = 0, 1, 2, ........

η ·Dp
xw|x=0 = Dp

xw|x=ℓ, p = 0, 1

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ïðè ε > 0 è íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0, t = T, èç
ðàâåíñòâà

(−
λ t
2 · Lεuε) |t=Tt=0 = (−ε · e

−λ t
2 · ∂

∂t
∆uε + e

−λ t
2 · Luε) |t=Tt=0 = (e

−λ t
2 · f(x, t)) |t=Tt=0

ïîëó÷èì ∥γ · uε ttt(x, 0)− uε ttt(x, T )∥0 ≤ const.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ vε(x, t) = uε t(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó W è óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Pεvε = Lεvε = ft − α t uε t − ct u ε = Fε. (5.27)

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Fε} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Q) , òî åñòü

∥Fε∥0 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
.

Äàëåå èç óñëîâèé òåîðåìû 4.1 ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî îïåðàòîð Pε (ε > 0) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû 5.1, îòñþäà íà îñíîâàíèè îöåíêè (1),(2) òåîðåìû 3.1 äëÿ ôóíêöèè {vε}
ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå îöåíêè

ε · (
∥∥∥∥ ∂2∂t2vε

∥∥∥∥2
0

+

∥∥∥∥ ∂2

∂t∂x
vε

∥∥∥∥2
0

) + ∥vε∥21 ≤ m (∥f∥20 + ∥ft∥20), (5.28)

ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆vε

∥∥∥∥2
0

+ ∥vε∥22 ≤ m
[
∥f∥21 + ∥ftt∥20

]
. (5.29)

Äàëåå, ôóíêöèÿ {uε} óäîâëåòâîðÿåò ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè
(1.2),(1.3)

Pu ε = u ε t − u ε xx = f + ε
∂

∂ t
∆u ε −K(t)uε tt − (α − 1)u ε t − c u ε = Φε , (5.30)

ïðè÷åì Φε ∈ L2(Q) . Â ñèëó âûøåäîêàçàííîãî, ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Φε} ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå W 2

2(Q ) , òî åñòü

∥Φε∥20 ≤ m
[
∥f∥21 + ∥ftt∥20

]
≤ m ∥f∥22 . (5.31)
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Îòñþäà íà îñíîâàíèè àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [11] è íåðà-
âåíñòâà (5.29) ïîëó÷èì

∥uε∥23 ≤ m ∥f∥22 .

Äàëåå àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà [3], [5]- [7], [11]

∥uε∥2p+2 ≤ m ∥f∥2p+1 ,

ãäå p = 2, 3, ....
Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 5.1

6. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå â ñëó÷àå, êîãäà K(0) ≤ 0 ≤ K(T ) , äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-
ïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà (1.1) äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.2),(1.3) â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà
W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ � öåëîå ÷èñëî).
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and of the second order in a rectangle
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Abstract. In the present work for the second order mixed-type equation of the second kind we
study one-valued solvability and smoothness of the generalized solution of nonlocal boundary value
problem with constant coe�cients in Sobolev spaces.
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Óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ñî

ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíûõ

êîýôôèöèåíòîâ

c⃝ Ì. Â. Äîíöîâà 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè äëÿ ñëó÷àÿ
ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èññëåäîâàíèå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè îñíîâàíî íà ìåòî-
äå äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è
Êîøè â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ áåç ïðèâëå÷åíèÿ òåîðåìû îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Äîêàçàíî ñó-
ùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ãëàäêîñòü êîòîðîãî íå íèæå, ÷åì ãëàäêîñòè
íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Îïðåäåëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ
çàäà÷è Êîøè, ïðîäîëæåííîãî êîíå÷íûì ÷èñëîì øàãîâ èç ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äîêàçàòåëü-
ñòâî íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñî ñâîáîäíûìè ÷ëåíàìè äëÿ
ñëó÷àÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ îïèðàåòñÿ íà îðèãèíàëüíûå ãëîáàëüíûå îöåíêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ãëîáàëüíûå îöåíêè, çàäà÷à Êîøè,
óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà{
∂tu (t, x) + (a(t)u(t, x) + b(t)v(t, x))∂xu (t, x) = f1(t, x),
∂tv(t, x) + (c(t)u(t, x) + g(t)v(t, x))∂xv(t, x) = f2(t, x),

(1.1)

ãäå u(t, x), v(t, x) � íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, f1, f2, a(t), b(t), c(t), g(t) � èçâåñòíûå ôóíê-
öèè, a(t) > 0, b(t) > 0, c(t) > 0, g(t) > 0, t ∈ [0, T ].

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.1) îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

u(0, x) = φ1(x), v(0, x) = φ2(x). (1.2)

Çàäà÷à (1.1), (1.2) îïðåäåëåíà íà

ΩT = {(t, x) |0 ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0}.

Ñèñòåìû âèäà (1.1) âñòðå÷àþòñÿ â ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷àõ èç îáëàñòè åñòåñòâåííûõ
íàóê. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì âèäà (1.1) ïðèìåíÿëèñü ñàìûå ðàçíîîáðàçíûå ïîäõîäû. Â
[1] ñîäåðæèòñÿ àíàëèç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì òèïà (1.1) íà îñíîâå êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà
õàðàêòåðèñòèê è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

1Äîíöîâà Ìàðèíà Âëàäèìèðîâíà, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÍÃÒÓ èì. Ð. Å. Àëåêñååâà" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë.
Ìèíèíà, 24), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-2915-0881,
dontsowa.marina2011@yandex.ru
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Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê èññëåäîâàíèå ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ
íåëèíåéíîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ãäå ïðèñóòñòâóåò ñóïåðïîçèöèÿ íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ â õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1.1), (1.2) òðåáóåòñÿ ïåðåéòè îò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïå-
ðåìåííûõ ê ïåðåìåííûì (t, x). Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ òðóäíîðàçðåøèìà,
ïîýòîìó ïðèíèìàþò äîïóñòèìîñòü îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ â êà÷åñòâå óñëî-
âèÿ [1].

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ñèñòåì íåëèíåé-
íûõ è êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ýôôåêòèâíî ðå-
øàåòñÿ â ðàìêàõ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà [2-7]. Â ðàáîòå [2] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà
äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè â
èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ñèñòåìû äâóõ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå
èìååò ìåíüøóþ ãëàäêîñòü, ÷åì íà÷àëüíûå ôóíêöèè φ1(x), φ2(x) è óêàçàíû ãðàíèöû èí-
òåðâàëà ðàçðåøèìîñòè. Â äàííîé ðàáîòå îïðåäåëåíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

2. Ñóùåñòâîâàíèå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà çàïèøåì äëÿ çàäà÷è (1.1), (1.2)
ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó [2-7]:

dη1(s, t, x)

ds
= a(s)w1(s, t, x) + b(s)w3(s, t, x), (2.1)

dη2(s, t, x)

ds
= c(s)w4(s, t, x) + g(s)w2(s, t, x), (2.2)

dw1(s, t, x)

ds
= f1(s, η1), (2.3)

dw2(s, t, x)

ds
= f2(s, η2), (2.4)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2), (2.5)

w1(0, t, x) = φ1(η1(0, t, x)), w2(0, t, x) = φ2(η2(0, t, x)). (2.6)

Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ηi, wj, i = 1, 2, j = 1, 4 çàâèñÿò íå òîëüêî t è x , íî åùå
è îò äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà s. Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.4) ïî àðãóìåíòó s è
ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (2.5), (2.6), ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

η1(s, t, x) = x−
∫ t

s

(a(ν)w1 + b(ν)w3)dν, (2.7)

η2(s, t, x) = x−
∫ t

s

(c(ν)w4 + g(ν)w2)dν, (2.8)

w1(s, t, x) = φ1(η1(0, t, x)) +

∫ s

0

f1(ν, η1)dν, (2.9)

w2(s, t, x) = φ2(η2(0, t, x)) +

∫ s

0

f2(ν, η2)dν, (2.10)

w3(s, t, x) = w2(s, s, η1), w4(s, t, x) = w1(s, s, η2). (2.11)
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Ñèñòåìà (2.7)�(2.11) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

w1(s, t, x) = φ1(x−
∫ t

0

(a(ν)w1+b(ν)w3)dν)+

∫ s

0

f1(ν, x−
∫ t

ν

(a(τ)w1 + b(τ)w3)dτ)dν, (2.12)

w2(s, t, x) = φ2(x−
∫ t

0

(c(ν)w4+g(ν)w2)dν)+

∫ s

0

f2(ν, x−
∫ t

ν

(c(τ)w4 + g(τ)w2)dτ)dν, (2.13)

w3(s, t, x) = w2(s, s, x−
∫ t

s

(a(ν)w1 + b(ν)w3)dν), (2.14)

w4(s, t, x) = w1(s, s, x−
∫ t

s

(c(ν)w4 + g(ν)w2)dν). (2.15)

Îáîçíà÷èì ΓT = {(s, t, x)| 0 ≤ s ≤ t ≤ T, x ∈ (−∞,+∞), T > 0},

Cφ = max{sup
R

∣∣∣φ(l)
i

∣∣∣ ∣∣i = 1, 2, l = 0, 2}, Cf = max{sup
ΩT

|f1| , sup
ΩT

|f2| , sup
ΩT

|∂xf1| , sup
ΩT

|∂xf2|},

l = max{sup
[0,T ]

|a|, sup
[0,T ]

|b|, sup
[0,T

|c|, sup
[0,T ]

|g|}, C̄1,2,2(ΩT ) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îäèí ðàç

äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé t , äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûõ ïî ïåðåìåííîé x , èìå-
þùèõ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà è îãðàíè÷åííûå âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèç-
âîäíûìè íà ΩT , C̄α1,α2,...αn(Ω∗) � ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ, íåïðåðûâíûõ
è îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè äî ïîðÿäêà αm ïî m -ìó àðãóìåíòó,
m = 1, n, íà íåîãðàíè÷åííîì ïîäìíîæåñòâå Ω∗ ⊂ Rn, n = 1, 2...., C2([0, T ]) � ïðîñòðàí-
ñòâî ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ, íåïðåðûâíûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è
âòîðîãî ïîðÿäêà íà îòðåçêå [0, T ].

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè U ââåäåì íîðìó ∥U∥ = sup
ΓT

|U(s, t, x)| áåç óêàçàíèÿ â

ñèìâîëå ∥·∥ îáëàñòè, ïî êîòîðîé íîðìà âû÷èñëÿåòñÿ, òàê êàê êàæäûé ðàç ýòî áóäåò ïî-
íÿòíî èç êîíòåêñòà.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2), êîòîðîå èìååò òàêóþ æå ãëàäêîñòü ïî x ,
êàê è íà÷àëüíûå ôóíêöèè.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü φ1, φ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), a, b, c, g ∈ C2([0, T ]),
ãäå T 6 min( Cφ

4Cf
, 3
40Cφl

), è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

a(t) > 0, b(t) > 0, c(t) > 0, g(t) > 0, t ∈ [0, T ],

φ′
1(x) ≥ 0, φ′

2(x) ≥ 0 íà R, ∂xf1 ≥ 0, ∂xf2 ≥ 0, íà ΩT .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî T 6 min( Cφ

4Cf
, 3
40Cφl

) çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå u(t, x), v(t, x) ∈ C̄1,2,2(ΩT ), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (2.12)�(2.15).

Òåîðåìà ñëåäóåò èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òðåõ ëåìì.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè ôóíêöèè wj, j = 1, 4, óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (2.12)�(2.15) è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè è îãðàíè÷åííû-
ìè âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðîèçâîäíûìè, òî ôóíêöèè u(t, x) = w1(t, t, x), v(t, x) =
w2(t, t, x) áóäóò ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1.1), (1.2) íà ΩT0 , T0 ≤ T , ãäå T0 � êîíñòàíòà,
îïðåäåëÿåìàÿ ÷åðåç èñõîäíûå äàííûå.

Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óòâåðæäåíèþ èç ðàáîò [2-7].
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Ë å ì ì à 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé φ1, φ2 ∈ C̄2(R), f1(t, x), f2(t, x) ∈ C̄2,2(ΩT ),
a, b, c, g ∈ C2([0, T ]), a(t) > 0, b(t) > 0, c(t) > 0, g(t) > 0, t ∈ [0, T ] è

T 6 min(
Cφ
4Cf

,
3

40Cφl
) (2.16)

ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12)�(2.15) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå wj ∈
C1,1,1(ΓT ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé
â [2]. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12)�(2.15)
çàäàäèì ðàâåíñòâàìè w10(s, t, x) = φ1(x), w20(s, t, x) = φ2(x).

Ïåðâîå è ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.12)�(2.15) îïðåäåëèì ïðè
ïîìîùè ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé (n = 1, 2, . . .)

w1n = φ1(x−
t

∫
0
(a(ν)w1n + b(ν)w3n)dν) +

s

∫
0
f1(ν, x−

t

∫
ν
(a(τ)w1n + b(τ)w3n)dτ)dν, (2.17)

w2n = φ2(x−
t

∫
0
(c(ν)w4n + g(ν)w2n)dν) +

s

∫
0
f2(ν, x−

t

∫
ν
(c(τ)w4n + g(τ)w2n)dτ)dν, (2.18)

w3n = w2(n−1)(s, s, x−
t

∫
s
(a(ν)w1n + b(ν)w3n)dν), (2.19)

w4n = w1(n−1)(s, s, x−
t

∫
s
(c(ν)w4n + g(ν)w2n)dν). (2.20)

Òåïåðü ïðè êàæäîì n ñèñòåìó (2.17)�(2.20) ðåøàåì (äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèÿ) ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Íóëåâîå ïðèáëèæåíèå (ïðè
êàæäîì n ) îïðåäåëèì ðàâåíñòâàìè w0

jn = wj(n−1), j = 1, 4. Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(2.17)�(2.20) ïåðâîå è âñå ïîñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ îïðåäåëèì íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé

wk+1
1n = φ1(x−

t

∫
0
(a(ν)wk1n + b(ν)wk3n)dν) +

s

∫
0
f1(ν, x−

t

∫
ν
(a(τ)wk1n + b(τ)wk3n)dτ)dν, (2.21)

wk+1
2n = φ2(x−

t

∫
0
(c(ν)wk4n + g(ν)wk2n)dν) +

s

∫
0
f2(ν, x−

t

∫
ν
(c(τ)wk4n + g(τ)wk2n)dτ)dν, (2.22)

wk+1
3n = w2(n−1)(s, s, x−

t

∫
s
(a(ν)wk1n + b(ν)wk3n)dν), (2.23)

wk+1
4n = w1(n−1)(s, s, x−

t

∫
s
(c(ν)wk4n + g(ν)wk2n)dν). (2.24)

Òàê æå, êàê â [2], óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

T 6 min(
Cφ
2Cf

,
1

12Cφl
) (2.25)

ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.21)�(2.24) ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó è îãðàíè÷åííîìó
ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.17)�(2.20), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥wjn∥ ≤ 2Cφ, j = 1, 4.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ñïðàâåäëèâû îöåíêè

||wk+1
1nx || ≤ 4Cφ, ||wk+1

2nx || ≤ 4Cφ, ||wk+1
3nx || ≤ 8Cφ, ||wk+1

4nx || ≤ 8Cφ.
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ wkjnx, j = 1, 4 ñõîäÿò-

ñÿ ïðè k → ∞, à çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå wjnx, j = 1, 4 è ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥∂xw1n∥ ≤ 4Cφ, ∥∂xw2n∥ ≤ 4Cφ, ∥∂xw3n∥ ≤ 8Cφ, ∥∂xw4n∥ ≤ 8Cφ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.25) ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå èç ñè-
ñòåìû (2.17)�(2.20), ñõîäÿòñÿ ê íåïðåðûâíîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (2.12)�(2.15), äëÿ êîòîðî-
ãî ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∥wj∥ ≤ 2Cφ, j = 1, 4.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.16) wjnx → wjx = ∂xwj, j = 1, 4, ãäå ôóíêöèè ∂xwj
ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî âñåì ñâîèì àðãóìåíòàì íà ΓT . Ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥∂xwi∥ ≤ 4Cφ, i = 1, 2, ∥∂xw3∥ ≤ 8Cφ, ∥∂xw4∥ ≤ 8Cφ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî wj, j = 1, 4, èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðî-
èçâîäíûå ïî ïåðåìåííîé t íà ΓT . Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê â
ñòàòüå [2].

Â íèæåñëåäóþùåé ëåììå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé

a(t) > 0, b(t) > 0, c(t) > 0, g(t) > 0, t ∈ [0, T ],

φ′
1(x) ≥ 0, φ′

2(x) ≥ 0, x ∈ R, ∂xf1 ≥ 0, ∂xf2 ≥ 0, (t, x) ∈ ΩT , (2.26)

ðåøåíèå èìååò òàêóþ æå ãëàäêîñòü ïî x , êàê è íà÷àëüíûå ôóíêöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò
îïðåäåëÿþùåå çíà÷åíèå äëÿ âîçìîæíîñòè ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ.

Ë å ì ì à 2.3. Ïóñòü φ1, φ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), a, b, c, g ∈ C2([0, T ]), òî-
ãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26) ôóíêöèè wj, j = 1, 4, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.12)�(2.15), èìåþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîä-

íûå
∂2wj

∂x2
,

∂2wj

∂x∂t
, j = 1, 4 íà ΓT , ãäå T 6 min( Cφ

4Cf
, 3
40Cφl

).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äâàæäû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ (2.17)�(2.20) ïî x . Îáî-

çíà÷èì ωnj = wjnxx, j = 1, 4, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ωn1 (s, t, x) = −φ′
1(x−

t

∫
0
(a(ν)w1n + b(ν)w3n)dν)

t

∫
0
(a(ν)ωn1 + b(ν)ωn3 )dν −

−
s

∫
0
∂xf1

t

∫
ν
(a(τ)ωn1 + b(τ)ωn3 )dτdν +G1(s, t, x, w1n, w3n, w1nx, w3nx), (2.27)

ωn2 (s, t, x) = −φ′
2(x−

t

∫
0
(c(ν)w4n + g(ν)w2n)dν)

t

∫
0
(c(ν)ωn4 + g(ν)ωn2 )dν −

−
s

∫
0
∂xf2

t

∫
ν
(c(τ)ωn4 + g(τ)ωn2 )dτdν +G2(s, t, x, w2n, w4n, w2nx, w4nx), (2.28)

ωn3 (s, t, x) = ωn−1
2 · (1−

t

∫
s
(a(ν)w1nx + b(ν)w3nx)dν)

2 − w2(n−1)x

t

∫
s
(a(ν)ωn1 + b(ν)ωn3 )dν, (2.29)

ωn4 (s, t, x) = ωn−1
1 · (1−

t

∫
s
(c(ν)w4nx + g(ν)w2nx)dν)

2 − w1(n−1)x

t

∫
s
(c(ν)ωn4 + g(ν)ωn2 )dν, (2.30)

ãäå Gi, i = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.16) ñ ó÷åòîì óñòàíîâëåííûõ âûøå îöåíîê ∥wjn∥ ≤ 2Cφ,

j = 1, 4, ïîëó÷àåì |
t

∫
s
(a(ν)w1n + b(ν)w3n)dν| ≤ 0, 3, |

t

∫
s
(c(ν)w4n + g(ν)w2n)dν| ≤ 0, 3.
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Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0 ∈ R1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ωx0 = {x |x0 − 0.3 ≤ x ≤ x0+0.3}.
Âîçüìåì x1, x2 ∈ Ωx0 .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26) óñòàíîâëåíî, ÷òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
|η1n (s, t, x1) − η1n (s, t, x2) | ≤ |x1 − x2|, |η2n (s, t, x1) − η2n (s, t, x2) | ≤ |x1 − x2|, ãäå
η1n(s, t, x) = x−

∫ t
s
(a(ν)w1n + b(ν)w3n)dν, η2n(s, t, x) = x−

∫ t
s
(c(ν)w4n + g(ν)w2n)dν.

Óñòàíîâëåíà ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn1 , ω
n
2 ïî x ïðè x ∈ Ωx0 , èç

êîòîðîé ñëåäóåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn1 , ω
n
2 ïî x â âûáðàííîé, ïðî-

èçâîëüíîé òî÷êå x0, ò.å. íà R. Ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé ωn1 , ω
n
2 ïî x èñ-

ïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ωnj , j = 1, 4.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

ω̃n1 = −φ′
1(x−

t

∫
0
(a(ν)w1 + b(ν)w3)dν)

t

∫
0
(a(ν)ω̃n1 + b(ν)ω̃n3 )dν −

−
s

∫
0
∂xf1

t

∫
ν
(a(τ)ω̃n1 + b(τ)ω̃n3 )dτdν +G1(s, t, x, w1, w3, w1x, w3x), (2.31)

ω̃n2 = −φ′
2(x−

t

∫
0
(c(ν)w4 + g(ν)w2)dν)

t

∫
0
(c(ν)ω̃n4 + g(ν)ω̃n2 )dν −

−
s

∫
0
∂xf2

t

∫
ν
(c(τ)ω̃n4 + g(τ)ω̃n2 )dτdν +G2(s, t, x, w2, w4, w2x, w4x), (2.32)

ω̃n3 = ω̃n−1
2 · (1−

t

∫
s
(a(ν)w1x + b(ν)w3x)dν)

2 − w2x

t

∫
s
(a(ν)ω̃n1 + b(ν)ω̃n3 )dν, (2.33)

ω̃n4 = ω̃n−1
1 · (1−

t

∫
s
(c(ν)w4x + g(ν)w2x)dν)

2 − w1x

t

∫
s
(c(ν)ω̃n4 + g(ν)ω̃n2 )dν, (2.34)

ãäå Gi, i = 1, 2, � èçâåñòíûå ôóíêöèè. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16),
(2.26) ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé (2.31)�(2.34) ïðè êàæäîì n èìååò ðåøåíèå, ïðè-
÷åì ω̃nj → ω̃j, j = 1, 4, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥ω̃1∥ ≤ 2Cφ, ∥ω̃2∥ ≤ 2Cφ, ∥ω̃3∥ ≤ 4Cφ, ∥ω̃4∥ ≤ 4Cφ.

Äàëåå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ωnj ñõîäÿòñÿ ê ôóíêöèÿì ω̃j,

j = 1, 4 , ïðè n→ ∞.

Ïîëó÷àåì, ÷òî wjnxx → wjxx = ω̃j , ãäå ôóíêöèè
∂2wj

∂x2
, j = 1, 4, íåïðåðûâíû è îãðàíè-

÷åíû íà ΓT ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26).
Àíàëîãè÷íî óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå è îãðàíè÷åííûå ïðîèçâîä-

íûå
∂2wj

∂x∂t
, j = 1, 4 íà ΓT ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.16), (2.26).

3. Ñóùåñòâîâàíèå íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü φ1, φ2 ∈ C̄2(R), f1, f2 ∈ C̄2,2(ΩT ), a, b, c, g ∈ C2([0, T ])
è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.26). Òîãäà äëÿ ëþáîãî T > 0 çàäà÷à Êîøè (1.1), (1.2) èìå-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u(t, x), v(t, x) ∈ C̄1,2,2(ΩT ), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.12)�(2.15).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (1.1) ïî x.
Îáîçíà÷èì p(t, x) = ∂xu(t, x), q(t, x) = ∂xv(t, x), ïîëó÷èì

∂tp+ (a(t)u+ b(t)v)∂xp = −a(t)p2 − b(t)pq + ∂xf1,
∂tq + (c(t)u+ g(t)v)∂xq = −g(t)q2 − c(t)pq + ∂xf2,
p(0, x) = φ′

1(x), q(0, x) = φ′
2(x).

(3.1)
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Äîáàâèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.7)�(2.11) äâà óðàâíåíèÿ{
dγ1(s,t,x)

ds
= −a(s)γ21(s, t, x)− b(s)γ1(s, t, x)γ2(s, s, η1) + ∂xf1(s, η1),

dγ2(s,t,x)
ds

= −g(s)γ22(s, t, x)− c(s)γ1(s, s, η2)γ2(s, t, x) + ∂xf2(s, η2),
(3.2)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

γ1(0, t, x) = φ′
1(η1), γ2(0, t, x) = φ′

2(η2). (3.3)

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.2) â ñëåäóþùåì âèäå
γ1 (s, t, x) = φ′

1(η1) +
s

∫
0
[−a(ν)γ21 − b(ν)γ1γ2(ν, ν, η1) + ∂xf1]dν,

γ2(s, t, x) = φ′
2(η2) +

s

∫
0
[−g(ν)γ22 − c(ν)γ2γ1(ν, ν, η2) + ∂xf2]dν.

(3.4)

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî âûïîëíåíî â [5-7] äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.4). Ñëåäîâàòåëüíî,

γ1(t, t, x) = p(t, x) =
∂u

∂x
, γ2(t, t, x) = q(t, x) =

∂v

∂x
.

Äëÿ âûâîäà ãëîáàëüíûõ îöåíîê îòìåòèì, ÷òî èç (2.7)�(2.11) ñëåäóþò îöåíêè

∥wi∥ 6 Cφ + TCf , i = 1, 2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∥u∥ 6 Cφ + TCf , ∥v∥ 6 Cφ + TCf . (3.5)

Äàëåå, èç (3.2) èìååì:

γ1 (s, t, x) = φ′
1(η1) exp(−

s

∫
0
(a(ν)γ1 + b(ν)γ2) dν)+

+
s

∫
0
∂xf1 exp(−

s

∫
τ
(a(ν)γ1 + b(ν)γ2) dν)dτ,

γ2(s, t, x) = φ′
2(η2) exp(−

s

∫
0
(c(ν)γ1 + g(ν)γ2) dν)+

+
s

∫
0
∂xf2 exp(−

s

∫
τ
(c(ν)γ1 + g(ν)γ2) dν)dτ.

(3.6)

Èç (3.6) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé a(t) > 0, b(t) > 0, c(t) > 0, g(t) > 0, t ∈ [0, T ],
φ′
1(x) ≥ 0, φ′

2(x) ≥ 0, x ∈ R, ∂xf1 ≥ 0, ∂xf2 ≥ 0, (t, x) ∈ ΩT ïîëó÷àåì, ÷òî γ1 > 0, γ2 > 0,
íà ΓT , çíà÷èò, ∥γi∥ 6 Cφ + TCf , i = 1, 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

∥∂xu∥ 6 Cφ + TCf , ∥∂xv∥ 6 Cφ + TCf . (3.7)

Äàëåå, òàê æå, êàê â [5-7], âûâîäèòñÿ, ÷òî ïðè âñåõ t è x ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|∂2x2u| ≤ E11ch
(
t
√
C12C21

)
+
E21C12 + C13√

C12C21

sh
(
t
√
C12C21

)
+ C12C23t

2, (3.8)

|∂2x2v| ≤ E21ch
(
t
√
C12C21

)
+
E11C21 + C23√

C12C21

sh
(
t
√
C12C21

)
+ C21C13t

2, (3.9)

ãäå E11, E21, C12, C13, C21, C23 � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç èñõîäíûå
äàííûå.
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Ïîëó÷åííûå ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ u, v, ∂xu, ∂xv, ∂
2
x2u, ∂

2
x2v ((3.5), (3.7)�(3.9)) äàþò

âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü ðåøåíèå íà ëþáîé çàäàííûé ïðîìåæóòîê [0, T ].
Âçÿâ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé u(T0, x), v(T0, x) , ïðîäëèì ðåøåíèå íà ïðîìåæó-

òîê [T0, T1] , à çàòåì, âûáèðàÿ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ u(T1, x), v(T1, x), ïðîäëèì ðåøåíèå
íà ïðîìåæóòîê [T1, T2]. Äëèíà ïðîìåæóòêà ðàçðåøèìîñòè íå áóäåò óìåíüøàòüñÿ, òàê êàê
îíà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè ∥∂xu∥ , ∥∂xv∥ , à ýòè âåëè÷èíû â ñèëó ãëîáàëüíûõ îöåíîê
(3.7) îãðàíè÷åíû çíà÷åíèåì Cφ+TCf íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ðàçðåøèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè,
íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

u(Tk, x), v(Tk, x) ∈ C̄2(R), |u(Tk, x)| 6 Cφ + TCf , |v(Tk, x)| 6 Cφ + TCf ,

|∂xu(Tk, x)| 6 Cφ + TCf , |∂xv(Tk, x)| 6 Cφ + TCf .

Äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ñïðàâåäëèâû îöåíêè (3.8), (3.9), ãäå â êà÷åñòâå t ìîæíî
âçÿòü T. Â ðåçóëüòàòå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäëåíî íà ëþáîé
çàäàííûé ïðîìåæóòîê [0, T ].

Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïðèìåíåíèåì àíàëîãè÷íûõ îöåíîê, êîòîðûå
ïîçâîëèëè óñòàíîâèòü ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
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Abstract. The Cauchy problem for a system of two quasilinear �rst order partial di�erential
equations with absolute terms for the case of positive coe�cients is considered. The study of
the Cauchy's problem solvability is based on the method of an additional argument, which
allows to determine the solution in the original coordinates without involving the inverse function
theorem. The existence of the Cauchy's problem local solution with smoothness not lower than
the smoothness of the initial conditions, is proven. Paper determines su�cient conditions for the
existence of the Cauchy's problem nonlocal solution continued by a �nite number of steps from
the local solution. The proof of the nonlocal resolvability of the Cauchy's problem for a system of
two quasilinear �rst order partial di�erential equations with absolute terms for the case of positive
coe�cients relies on global estimates.
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ÓÄÊ 514

Ñëîåíûå ìîäåëè äëÿ ãëàäêèõ îðáèôîëäîâ è èõ

ïðèìåíåíèå

c⃝ Í.È. Æóêîâà 1

Àííîòàöèÿ. Äëÿ ëþáîãî îðáèôîëäà ïîñòðîåíà ñëîåíàÿ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ñëî-
åíèå, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ýòèì îðáèôîëäîì, êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ íà
ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé â êàòåãîðèè îðáèôîëäîâ. Äîêàçàíî, ÷òî ãðóïïà âñåõ
äèôôåîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ (â êàòåãîðèè ñëî-
åíèé) ïîñòðîåííîãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ. Íà ÿçûêå ìîäåëüíûõ ñëîåíèé íàéäåíû íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îðáèôîëäû áûëè õîðîøèìè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæå-
íèÿ ïîëó÷åíî, ÷òî ëþáîé îðáèôîëä, äîïóñêàþùèé êàðòàíîâó ãåîìåòðèþ íóëåâîé êðèâèçíû,
ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îðáèôîëä, ñëîåíèå, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, êàðòàíîâà ãåîìåò-
ðèÿ.

1. Ââåäåíèå. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû.

Îðáèôîëäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìíîãîîáðàçèÿ ñ îñîáåííîñòÿìè. Îíè ââåäåíû
Ñàòàêè [1] êàê îáîáùåíèÿ ìíîãîîáðàçèé. Òåðìèí "îðáèôîëä"ïðåäëîæåí Òåðñòîíîì, êîòî-
ðûé ïðèìåíèë êëàññèôèêàöèþ äâóìåðíûõ îðáèôîëäîâ ïðè ïîëó÷åíèè èçâåñòíûõ ðåçóëü-
òàòîâ î ñòðóêòóðå çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé [2].

Îðáèôîëäû øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå: êàê ïðîñòðàí-
ñòâà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñòðóí, â êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ, â òåîðèè äåôîðìàöèîííîãî êâàí-
òîâàíèÿ, îáçîð ìîæíî íàéòè â [3].

Îðáèôîëä ëîêàëüíî ÿâëÿåòñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì Rn ïî êîíå÷íîé ãðóïïå äèôôåî-
ìîðôèçìîâ Γ. Ïðè ýòîì ãðóïïà Γ íå ÿâëÿåòñÿ ôèêñèðîâàííîé è ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðè
ïåðåõîäå îò îäíîé êàðòû îðáèôîëäà ê äðóãîé. Èçîìîðôèçì êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé
ñîîòâåòñòâóåò ñîïðÿæåííûì äåéñòâèÿì îäíîé è òîé æå ãðóïïû Γ íà Rn.

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû èññëåäîâàíèé îðáèôîëäîâ. Â ðÿäå ðàáîò (ñì., íàïðè-
ìåð, [4]) ðàçðàáàòûâàåòñÿ ãðóïïîèäíûé ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè ïðîáëåìû äëÿ îðáè-
ôîëäà ê ïðîáëåìàì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðóïïîèäîâ, òåîðèÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ
àêòèâíî ðàçâèâàåòñÿ. Êàòåãîðèÿ îðáèôîëäîâ ýêâèâàëåíòíà òàêæå êàòåãîðèè ïñåâäîãðóïï
èçîìåòðèé ãëàäêèõ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñâÿçíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé, ïðîñòðàíñòâî îð-
áèò êîòîðûõ õàóñäîðôîâû è ñòàöèîíàðíûå ïîäãðóïïû êîíå÷íû. Èçâåñòíû òàêæå è äðóãèå
ïîäõîäû ê îïðåäåëåíèþ è èçó÷åíèþ îðáèôîëäîâ.

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî îðáèôîëäû òåñíî ñâÿçàíû ñî ñëîåíèÿìè, óñòàíî-
âèòü ýòó ñâÿçü è ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû î ñëîåíèÿõ ê èññëåäîâàíèþ îðáèôîëäîâ.

Âàæíóþ ðîëü ïðè ýòîì èãðàþò ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè
Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèé ââåäåíî Áëþìåíòàëåì è Õåáäîé [6]. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñâÿçíîñòü
Ýðåñìàíà èìååò ãëîáàëüíûé äèôôåðåíöèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð.

1Æóêîâà Íèíà Èâàíîâíà, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èñ-
ñëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè" ( 603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë.
Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12.), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-
4553-559X, nzhukova@hse.ru
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×åðåç Fol îáîçíà÷àåòñÿ êàòåãîðèÿ ñëîåíèé, â êîòîðîé ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî. ×åðåç Diff(M,F ) îáî-
çíà÷àåòñÿ ãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè Fol . Ïîä÷åðêíåì, ÷òî
ïîäãðóïïà DiffL(M,F ) := {f ∈ Diff(M,F ) | f(L) = L,L ∈ F} ãðóïïû Diff(M,F ) , îá-
ðàçîâàííàÿ äèôôåîìîðôèçìàìè ìíîãîîáðàçèÿ M , îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êàæäûé ñëîé
ñëîåíèÿ èíâàðèàíòåí, ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé ïîäãðóïïîé è íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ñëîåâûõ
àâòîìîðôèçìîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ôàêòîð-ãðóïïà

Diffb(M,F ) = Diff(M,F )/DiffL(M,F )

ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ Diff(M,F ) ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ñëîåâûõ àâòîìîð-
ôèçìîâ DiffL(M,F ) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) .

Ìû íàïîìèíàåì, ÷òî ãëàäêèå îðáèôîëäû îáðàçóþò êàòåãîðèþ Orb (Ðàçäåë 1).
Äëÿ ëþáîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ìû ñòîèì ñëîåíóþ ìîäåëü, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñî-

áîé ñëîåíèå (M,F ) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî ãîìåîìîðôíî
N , à ôàêòîð-îòîáðàæåíèå r : M → N ∼= M/F ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé â êàòåãîðèè îðáè-
ôîëäîâ Orb (Îïðåäåëåíèå 1.2.). Ïðè ýòîì ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ìîäåëüíûì èëè
àññîöèèðîâàííûì.

Íàïîìíèì, ÷òî ñëîåíèå íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì, åñëè âñå åãî ñëîè êîìïàêòíû. Äîêà-
çàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ñëî-
åíèÿ ìîäåëü (M,F ) . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå
ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) .

Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ òà èëè èíàÿ ñëîåíàÿ ìîäåëü äëÿ îðáèôîëäà.
Ïðèìåíÿÿ íåêîìïàêòíóþ ìîäåëü, ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ îðáèôîëäà è åãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ãðóïïà Diff(N ) âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîãî îðáèôîëäà N
â êàòåãîðèè Orb èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ Diffb(M,F ) íåêîòîðîãî
ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ (M,F ) .

Òåðñòîíîì [2] ââåäåíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå õîðîøèõ îðáèôîëäîâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Îðáèôîëä íàçûâàåòñÿ õîðîøèì, åñëè åãî óíèâåðñàëü-
íûé íàêðûâàþùèé îðáèôîëä ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì.

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé õîðîøèé îðáèôîëä ïðåäñòàâèì â âèäå ïðîñòðàíñòâà îðáèò M/Ψ ìíî-
ãîîáðàçèÿ M ïî íåêîòîðîé ãðóïïå äèôôåîìîðôèçìîâ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, íàêðûòûì ðàñ-

ñëîåíèåì, åñëè ñóùåñòâóåò íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå k : M̃ → M òàêîå, ÷òî
èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå f ∗F îáðàçîâàííîå ñëîÿìè íåêîòîðîé ñóáìåðñèè s : M̃ → N .
ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ïåðåâîäèò òåðìèí "õîðîøèé îðáèôîëä"íà ÿçûê ìîäåëüíûõ ñëî-
åíèé.
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Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü N � n -ìåðíûé îðáèôîëä è (M,F ) � åãî ìîäåëüíîå
ñëîåíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îðáèôîëä N áûë õîðîøèì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñëîåíèå (M,F ) áûëî íàêðûòî ðàññëîåíèåì.

Äàëåå ìû ðàññìàòðèâàåì îðáèôîëäû, ñíàáæåííûå êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé, êîòîðûå íà-
çûâàåì êàðòàíîâûìè îðáèôîëäàìè. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåíû íåîáõîäèìûå ñâå-
äåíèÿ î êàðòàíîâîé ãåîìåòðèè è î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ (Ðàçäåë 6).

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ Òåîðåìû 1.4. ê êàðòàíîâûì îáèôîëäàì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäó-
þùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ òîãî, ÷òîáû êàðòàíîâ îðáèôîëä áûë õîðîøèì. Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ èç [10].

Ò å î ð å ì à 1.4. Ïóñòü ξ = (P (N , H), ω) � êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ íà îðáèôîëäå
N . Åñëè êðèâèçíà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè ω ðàâíà íóëþ, òî åñòü, dω = 0 , òî îðáèôîëä
N ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Ðèìàíîâû è ïñåâäîðèìàíîâû îðáèôîëäû ïîñòîÿííîé êðèâèç-
íû ÿâëÿþòñÿ õîðîøèìè.

Áëàãîäàðíîñòè
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÍÔ (ãðàíò � 17-11-01041).

2. Êàòåãîðèÿ îðáèôîëäîâ

Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû èç òåîðèè îðáèôîëäîâ ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3].
Âåçäå â ýòîé ðàáîòå ïîä ãëàäêîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ãëàäêîñòü êëàññà C∞.
Åñëè f : M → N � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé, òî ÷åðåç f∗ (ñîîòâåòñòâåííî

f ∗ ) ìû îáîçíà÷àåì äèôôåðåíöèàë (ñîîòâåòñòâåííî, êîäèôôåðåíöèàë) îòîáðàæåíèÿ f .
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî îðáèôîëäà. Ïóñòü N � ñâÿçíîå õàóñäîðôîâî òî-

ïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé, U � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â N , n �
ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Êàðòîé íà N íàçûâàåòñÿ òðîéêà (Ω,Γ, p), ãäå Ω �
ñâÿçíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â n -ìåðíîì àðèôìåòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Rn, Γ � êî-
íå÷íàÿ ãðóïïà äèôôåîìîðôèçìîâ Ω, à p : Ω → N � êîìïîçèöèÿ ôàêòîð-îòîáðàæåíèÿ
r : Ω → Ω/Γ è íåêîòîðîãî ãîìåîìîðôèçìà q : Ω/Γ → U ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà Ω/Γ íà
U. Ïîäìíîæåñòâî U íàçûâàåòñÿ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ êàðòû (Ω,Γ, p) . Îòìåòèì,
÷òî â îòëè÷èå îò Ñàòàêè [1] ìû íå òðåáóåì, ÷òîáû ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ
òî÷åê FixΓ ãðóïïû Γ áûëà ìåíüøå n− 1.

Èíúåêöèåé êàðòû (Ω,Γ, p) â êàðòó (Ω′,Γ′, p′), ñîîòâåòñòâóþùåé âêëþ÷åíèþ êîîð-
äèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé U ⊂ U ′, íàçûâàåòñÿ âëîæåíèå ϕ : Ω → Ω′, óäîâëåòâîðÿþùåå
ðàâåíñòâó p′ ◦ ϕ = p. Êàê èçâåñòíî ([4]), ëþáàÿ èíúåêöèÿ ϕ èíäóöèðóåò (åäèíñòâåííûé)
ìîíîìîðôèçì ãðóïï ψ : Γ → Γ′, äëÿ êîòîðîãî ϕ ◦ γ = ψ(γ) ◦ ϕ, ∀γ ∈ Γ, ïðè ýòîì, åñëè ϕ
� äèôôåîìîðôèçì, òî ψ � èçîìîðôèçì ãðóïï Γ è Γ′.

Äâå êàðòû (Ω1,Γ1, p1) è (Ω2,Γ2, p2) ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè U1 è U2 íà-
çûâàþòñÿ ñîãëàñîâàííûìè, åñëè ïðè U1 ∩ U2 ̸= ∅ äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ U1 ∩ U2 ñóùå-
ñòâóþò: a) êàðòà (Ω,Γ, p) ñ òàêîé êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ U, ÷òî x ∈ U ⊂ U1 ∩ U2,
b) èíúåêöèè êàðò ϕ1 : Ω → Ω1 è ϕ2 : Ω → Ω2, ñîîòâåòñòâóþùèå âêëþ÷åíèÿì U ⊂ U1 è
U ⊂ U2. Ìíîæåñòâî êàðò A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J} íàçûâàåòñÿ àòëàñîì, åñëè ñåìåéñòâî
{Ui := pi(Ωi) | i ∈ J} � îòêðûòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà N è ëþáûå
äâå êàðòû èç A ñîãëàñîâàíû. Àòëàñ A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè A ñîâïàäàåò ñ
ëþáûì àòëàñîì, åãî ñîäåðæàùèì.
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Ìàêñèìàëüíûé àòëàñ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé ñòðóêòóðîé n -ìåðíîãî îðáèôîëäà íà òîïîëî-
ãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå N . Ïàðà (N ,A), ãäå A � ìàêñèìàëüíûé àòëàñ íà N , íàçûâàåòñÿ
ãëàäêèì n -ìåðíûì îðáèôîëäîì. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé àòëàñ ñîäåðæèòñÿ â åäèíñòâåííîì
ìàêñèìàëüíîì àòëàñå è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó ãëàäêîãî îðáèôîëäà.

Âñþäó äàëåå îðáèôîëäû N ïðåäïîëàãàþòñÿ ãëàäêèìè, à ÷åðåç A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J}
îáîçíà÷àåòñÿ ìàêñèìàëüíûé àòëàñ N . Èíúåêöèþ ϕij êàðòû (Ωi,Γi, pi) â êàðòó (Ωj,Γj, pj),
ñîîòâåòñòâóþùóþ âêëþ÷åíèþ êîîðäèíàòíûõ îêðåñòíîñòåé Ui ⊂ Uj, ìû áóäåì íàçûâàòü
èíúåêöèåé êàðò è îáîçíà÷àòü ÷åðåç ϕij : Ωi → Ωj, i, j ∈ J.

Íà ìíîãîîáðàçèè T =
∪
i∈J Ωi âîçíèêàåò ïñåâäîãðóïïà ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

H(N ) , ïîðîæäåííàÿ èíúåêöèÿìè ϕij êàðò àòëàñà A îðáèôîëäà N . Áóäåì íàçûâàòü
H(N ) ïñåâäîãðóïïîé îðáèôîëäà N .

Äëÿ êàðò (Ω,Γ, p) è (Ω′,Γ′, p′) èç A ñ êîîðäèíàòíûìè îêðåñòíîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè
x ∈ N , ïîäãðóïïû èçîòðîïèè Γy è Γ′

z òî÷åê y ∈ p−1(x) è z ∈ p′−1(x), ñîîòâåòñòâåííî,
èçîìîðôíû. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé òî÷êå x îðáèôîëäà N ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ
(ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ãðóïï) àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà Γy , íàçûâàåìàÿ ãðóïïîé îð-
áèôîëäíîñòè òî÷êè x. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå ãðóïïà îðáèôîëäíîñòè
òðèâèàëüíà. Òî÷êà, íå ÿâëÿþùàÿñÿ ðåãóëÿðíîé, íàçûâàåòñÿ îðáèôîëäíîé. Êàê èçâåñòíî,
ìíîæåñòâî ∆n âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñ èíäóöèðîâàííîé òîïî-
ëîãèåé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì îòêðûòûì n -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, âñþäó ïëîòíûì â N .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ N ñóùåñòâóåò òàêàÿ êàðòà (Ω,Γ, p) ∈ A, ÷òî Ω ÿâëÿåòñÿ
n -ìåðíûì àðèôìåòè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Rn, p(0) = x, 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn, à Γ �
êîíå÷íîé ãðóïïîé îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rn. Òàêàÿ êàðòà (Rn,Γ, p) íàçûâàåòñÿ
ëèíåàðèçîâàííîé êàðòîé â òî÷êå x.

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : N → N ′ îðáèôîëäà (N ,A) â îðáèôîëä (N ′,A′) íà-
çûâàåòñÿ ãëàäêèì ([4]), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ N ñóùåñòâóþò: a) êàðòà (Ω,Γ, p) ∈ A
ñ êîîðäèíàòíîé îêðåñòíîñòüþ U ∋ x; b) êàðòà (Ω′,Γ′, p′) ∈ A′ ñ òàêîé êîîðäèíàòíîé
îêðåñòíîñòüþ U ′, ÷òî f(U) ⊂ U ′; c) ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f̃ : Ω → Ω′ ìíîãîîáðàçèÿ Ω â
ìíîãîîáðàçèå Ω′ òàêîå, ÷òî p′ ◦ f̃ = f |U ◦ p. Ïðè ýòîì ãëàäêîå îòîáðàæåíèå f̃ íàçûâàåòñÿ
ëîêàëüíûì ëèôòîì îòîáðàæåíèÿ f.

Êàòåãîðèÿ, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå îðáèôîëäû, ìîðôèçìàìè � ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ îðáèôîëäîâ, à êîìïîçèöèåé ìîðôèçìîâ � êîìïîçèöèÿ ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé
îðáèôîëäîâ, íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé îðáèôîëäîâ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Orb . Êàòåãîðèÿ
ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé, ìîðôèçìàìè â êîòîðîé ñëóæàò ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðà-
çèé, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè Orb .

Äåéñòâèå Φ: G × N → N ãðóïïû Ëè G íà îðáèôîëäå N áóäåì íàçûâàòü ãëàäêèì,
åñëè Φ � ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ïðîèçâåäåíèÿ îðáèôîëäîâ G×N â N .

Ãîâîðÿò, ÷òî îðáèôîëä (N ,A) îðèåíòèðîâàí, åñëè äëÿ êàæäîãî i ∈ J íà ìíîãîîá-
ðàçèè Ωi âûáðàíà îðèåíòàöèÿ, ïðè÷åì ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå γ ∈ Γi è ëþáàÿ èíúåêöèÿ
ϕij : Ωi → Ωj, i, j ∈ J, ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè îðèåíòàöèþ.

Êàê ïîêàçûâàþò ïðèìåðû ([5], ïðèìåð 1), â îòëè÷èå îò ìíîãîîáðàçèé è äâóìåðíûõ îð-
áèôîëäîâ ïðè n ≥ 3 òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà n -ìåðíûõ îðáèôîëäîâ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî åâêëèäîâûìè.

3. Ïîñòðîåíèå ñëîåíîé ìîäåëè

3.1. Ðàññëîåííûå ïðîñòðàíñòâà ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé íàä îðáèôîëäàìè

Ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî íàä îðáèôîëäîì ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé è, â ÷àñòíîñòè, ïðî-
ñòðàíñòâî ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðáèôîëä (ñì., íàïðèìåð, [5]). ×åðåç
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P(N , H) áóäåì îáîçíà÷àòü ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå íàä îðáèôîëäîì N ñ ïðîñòðàíñòâîì
ðàññëîåíèÿ P .

3.2. Ìîäåëüíîå ñëîåíèå äëÿ îðáèôîëäà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êîìïîíåíòó åäèíèöû GLe(n+1, R) îáùåé ëèíåéíîé ãðóïïû GL(n+
1, R) . Òîãäà G � ãðóïïà êâàäðàòíûõ (n+ 1) -ìåðíûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëü-
íûìè îïðåäåëèòåëÿìè. Îïðåäåëèì âëîæåíèå J : GL(n,R) → G, ïîëàãàÿ J(A) :=

(
1 0
0 A

)
,

åñëè detA > 0, è J(A) :=
( −1 0

0 A

)
, êîãäà detA < 0. Ïðè ýòîì J � ìîíîìîðôèçì ãðóïïû

Gl(n,R) â ãðóïïó G.

Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ãëàâ-
íîå G -ðàññëîåíèå M(N , G) íàä N , ãäå G � êîìïîíåíòà åäèíèöû ãðóïïû GL(n+1, R) ,
îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè:

1) ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíèÿ M ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì, à îðáèòû ãðóïïû G
îáðàçóþò ãëàäêîå ñëîåíèå (M,F ) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ îðáèôîëäîì N , à ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ r : M → N = M/G
ÿâëÿåòñÿ ìîðôèçìîì â êàòåãîðèè Orb ;

2) ãðóïïà îðáèôîëäíîñòè ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ N èçîìîðôíà ãðóïïå ãîëîíîìèè
ñëîÿ r−1(x) ;

3) ðàññëîåíèå ëèíåéíûõ ðåïåðîâ S(N , GL(n,R)) íàä îðáèôîëäîì N ÿâëÿåòñÿ ïîäðàñ-
ñëîåíèåì ðàññëîåíèÿ M(N , G) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê èçâåñòíî, íà ãëàäêîì îðáèîáðàçèè N âñåãäà ñóùåñòâóåò
ðèìàíîâà ìåòðèêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðèìàíîâà ìåòðèêà íà N çàôèêñèðîâàíà, òî åñòü
N � ðèìàíîâî îðáèôîëä. Â ëèíåàðèçîâàííîé êàðòå (Ω,Γ, p) ñ öåíòðîì â x êàæäîå ïðå-
îáðàçîâàíèå γ èç Γ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì, òî åñòü Γ ⊂ O(n) ⊂ Gl(n,R). Äëÿ êàðòû
(Ω,Γ, p) ïîëîæèì PΩ := Ω × G , ïóñòü πΩ � ïðîåêöèÿ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü PΩ êàê ïðîñòðàíñòâî ãëàâíîãî G -ðàññëîåíèÿ.

Çàäàäèì àíòèèçîìîðôèçì hΩ ïî ôîðìóëå hΩ(γ)(y, A) := (γ−1(y), J(γ−1)A), ∀(y,A) ∈
Ω×G. Ïóñòü ψ � èíúåêöèÿ êàðòû (Ω,Γ, p) â êàðòó (Ω′,Γ′, p′), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âêëþ-
÷åíèþ U ⊂ U ′ è χ : Γ → Γ′ � ìîíîìîðôèçì ãðóïï, èíäóöèðîâàííûé ψ. Îïðåäåëèì
îòîáðàæåíèå ψ̄ ðàâåíñòâîì ψ̄(z,B) := (ψ−1(z), J(ψ−1

∗ )B), ∀(z,B) ∈ PΩ′|ψ(Ω) ⊂ Ω′ × G,
ãäå ψ∗ � äèôôåðåíöèàë îòîáðàæåíèÿ ψ. Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî N � ðèìàíîâ îðáèôîëä,
ìû èìååì ψ∗ ∈ O(n), ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ψ̄ îïðåäåëåíî êîððåêòíî. Íåïîñðåä-
ñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî ãëàâíîå G -ðàññëîåíèå íàä
îðáèôîëäîì N .

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Γ äåéñòâóåò ñâîáîäíî ïîñðåäñòâîì hΩ íà PΩ ïðîñòðàíñòâî îðáèò
MΩ := PΩ/Γ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ, îò-
íîñèòåëüíî êîòîðîé ïðîåêöèÿ ηΩ : MΩ → PΩ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì íàêðûòèåì ñ ãðóïïîé
íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé hΩ(Γ). Òàê êàê êàæäîå ïðåîáðàçîâàíèå èç hΩ(Γ) ÿâëÿåòñÿ
èçîìîðôèçìîì òðèâèàëüíîãî ñëîåíèÿ F̄Ω := {{y} ×G, y ∈ Ω} íà PΩ, òî íà MΩ èíäóöè-
ðóåòñÿ ñëîåíèå FΩ := η∗ΩF̄Ω, ïðè÷åì èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

p ◦ πΩ = rΩ ◦ ηΩ, (3.1)

ãäå îòîáðàæåíèå rΩ : MΩ → U ïåðåâîäèò îðáèòó (y, A)Γ â òî÷êó p(y) äëÿ ëþáûõ (y,A) ∈
Ω×G. Èç (3.1) âûòåêàåò, ÷òî ãðóïïà ãîëîíîìèè Γ(L, z) ïðîèçâîëüíîãî ñëîÿ L := rΩ(x), x ∈
U, ýòîãî ñëîåíèÿ èçîìîðôíà ñòàöèîíàðíîé ïîäãðóïïå Γy ãðóïïû Γ â òî÷êå y ∈ p−1(x) ⊂
Ω, à ïîòîìó êîíå÷íà. Ïóñòü Mi := MΩi

, ãäå (Ωi, pi,Γi) � êàðòà îðáèôîëäà N , ri :=
rΩi

: Mi → Ui, ηi := ηΩi
.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç S :=
⊔
Mi äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå âñåõ Mi. Äâå òî÷êè zi ∈Mi è

zj ∈ Mj èç S ìû íàçûâàåì σ -ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè: 1) ri(zi) = rj(zj) = x ∈ Ui ∩ Uj; 2)
ñóùåñòâóþò òàêèå òî÷êè z̄i ∈ η−1

i (zi), z̄j ∈ η−1
j (zj) è òàêàÿ êàðòà (Ωk, pk,Γk) ñ öåíòðîì â

x, ÷òî Uk ⊂ Ui è Uk ⊂ Uj è z̄j = ψ̄−1
kj ◦ ψ̄ki(z̄i), ãäå ψ̄ki, ψ̄kj � èçîìîðôèçìû ãëàâíûõ G -

ðàññëîåíèé, èíäóöèðîâàííûå èíúåêöèÿìè ψki è ψkj, ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì âêëþ÷åíè-
ÿì. Çàìåòèì, ÷òî σ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè â S. Îáîçíà÷èì
÷åðåç M ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî S/σ, ïóñòü τ : S → M � ôàêòîð-îòîáðàæåíèå. Òàê êàê
τi := τ |Mi

: Mi → M � ãîìåîìîðôèçì, òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íà M èíäóöèðóåòñÿ
ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé τi � ãëàäêîå âëîæåíèå Mi íà îòêðûòîå ïîäìíî-
ãîîáðàçèå â M. Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè σ íå ðàçðóøàåò ñëîåíèÿ (Mi, Fi),
ãäå Fi := FΩi

, òî íà ìíîãîîáðàçèè M èíäóöèðóåòñÿ òàêîå ñëîåíèå F, ÷òî τ ∗i Fi = F |Mi
.

Äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì τi(Mi) ñ Mi, ïðè ýòîì F |Mi
îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Fi. Ïîëàãàÿ

r|Mi
:= ri ìû îïðåäåëÿåì ïðîåêöèþ r : M → N .
Èç ðàâåíñòâà (3.1) âûòåêàåò, ÷òî r : M → N � ñóáìåðñèÿ íà îðáèôîëä N . Ñëîè

ñëîåíèÿ (M,F ) ñîâïàäàþò ñî ñëîÿìè r−1(x), x ∈ N . Ïîñêîëüêó äëÿ x ∈ Ui ãðóïïà
ãîëîíîìèè ñëîÿ r−1(x) ñëîåíèÿ (M,F ) èçîìîðôíà ãðóïïå ãîëîíîìèè ñëîÿ r−1

i (x) ñëîåíèÿ
(Mi, Fi), òî îíà èçîìîðôíà ãðóïïå îðáèôîëäíîñòè òî÷êè x ∈ N .

Òàê êàê ñòðóêòóðíàÿ ãðóïïà G ðàññëîåíèÿ M(N , G) ñîáñòâåííî ðàçðûâíî äåéñòâóåò
íà ìíîãîîáðàçèè M , òî ýòî äåéñòâèå ñîáñòâåííîå. Ïîýòîìó, íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùå-
ñòâóåò òàêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà g , ÷òî G ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé èçîìåòðèé ðèìàíîâà ìíî-
ãîîáðàçèÿ (M, g) . Èñïîëüçóÿ ýòî, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî n -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M,
îðòîãîíàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) , îáðàçîâàííîìó îðáèòàìè ýòîé ãðóïïû, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíî-
ñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ) . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñâîéñòâ 1) è 2).

Îïðåäåëåííûé âûøå ìîíîìîðôèçì ãðóïï Ëè J : GL(n,R) → G èíäóöèðóåò âëîæåíèå
ðàññëîåíèÿ ðåïåðîâ S(N , GL(n,R)) íàä îðáèôîëäîì N â ðàññëîåíèå M(N , G) . Ïîýòîìó
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü S(N , GL(n,R)) êàê ïîäðàññëîåíèå ðàññëîåíèÿ M(N , G) . Òàêèì
îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî 3).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Åñëè â êà÷åñòâå ãðóïïû G âçÿòü ãðóïïó SO(n + 1, R) , à
ãðóïïó GL(n,R) çàìåíèòü ãðóïïîé O(n) , òî òàê æå êàê â Òåîðåìå 3.1. ñòðîèòñÿ êîì-
ïàêòíîå ñëîåíèå (M,F ) , àññîöèèðîâàííîå ñ îðáèôîëäîì N .

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Ôàêòè÷åñêè â ñòàòüå À.Â. Áàãàåâà è àâòîðà [5] èñïîëü-
çîâàíî ìîäåëüíîå ñëîåíèå äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ îðáèôîëäîâ N . Èññëåäîâàíèå íåîðèåí-
òèðóåìûõ ðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ ñâåäåíî ê îðèåíòèðîâàííûì ñ ïîìîùüþ äâóëèñòíîãî
íàêðûòèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.3. Ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè êàæäîãî ñëîåíèÿ, àññîöèèðîâàííî-
ãî ñ îðáèôîëäîì N , ñîâïàäàåò ñ ïñåâäîãðóïïîé H(N ) ýòîãî îðáèôîëäà.

4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2.

Ïóñòü N � ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé n -ìåðíûé îðáèôîëä è M(N , G) , G = GLe(n+1, R) ,
� åãî ìîäåëüíîå ñëîåíèå, ïîñòðîåííîå âûøå ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1.1.. Îáîçíà÷èì
÷åðåç j : S →M âëîæåíèå ðåäóöèðîâàííîãî ðàññëîåíèÿ S(N , GL(n,R)) â M(N , G) . Äëÿ
ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, îòîæäåñòâèì ïîñðåäñòâîì j ïîäìíîæåñòâî j(SΩ) ñ SΩ äëÿ ëþáîé
êàðòû (Ω,Γ, p) îðáèôîëäà N . Ïðè ýòîì SΩ � ðåäóêöèÿ G -ðàññëîåíèÿ MΩ ê ïîäãðóïïå
GL(n,R) íàä N .
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ââåäåííûå âûøå îáîçíà÷åíèÿ. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x ∈ N . Ðàñ-
ñìîòðèì êàðòû (Ω,Γ, p) è (Ω′,Γ′, p′) îðáèôîëäà N â òî÷êàõ x è y = f(x) , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f(U) = f ′(U ′), ãäå U = Ω/Γ è U ′ = Ω′/Γ′.
Ïóñòü f : Ω → Ω′ � íåêîòîðûé ïðåäñòàâèòåëü f .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈M íàéäåòñÿ îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî MΩ , ñîäåðæàùåå z òàêîå,
÷òî rΩ(z) = x.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü z ∈ SΩ. Âîçüìåì z ∈ η−1
Ω (z). Òîãäà z � ðåïåð â òî÷êå 0 ∈ Ω. Ïîýòîìó

z′ = f ∗0(z) � ðåïåð â òî÷êå 0 ∈ Ω′ è z′ := ηΩ′(z′) ∈ SΩ′ .

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ f̂ : MΩ → M ′
Ω : z 7→ z′. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî f ∈ Diff(N ) , ìû

âèäèì, ÷òî f : Ω → Ω′ ñîïðÿãàåò äåéñòâèÿ ãðóïï Γ íà Ω è Γ′ íà Ω′ . Èñïîëüçóÿ ýòî,
íåòðóäíî ïðîâåðèòü êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f̂ .

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü òåïåðü z � ëþáàÿ òî÷êà èç MΩ . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà z0 ∈ SΩ,
ïðèíàäëåæàùàÿ òîìó æå ñëîþ ñëîåíèÿ (M,F ) , ÷òî è z . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò a ∈ G , äëÿ

êîòîðîãî z = z0a. Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ: f̂(z) = f̂(z0)a.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâó-

åò äðóãîé ýëåìåíò b ∈ G , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ z = z0b . Òîãäà Ra−1 ◦ Rb(z0) =

Rba−1(z0) = z0, òî åñòü ba
−1 ∈ Gz0 . Ïîýòîìó èìååò ìåñòî öåïî÷êà ðàâåíñòâ: f̂(z) = f̂(z0)b =

f̂(zb) = f̂(z0b(a
−1a)) = f̂(z0(ba

−1)a) = f̂(z0a), ÷òî çàâåðøàåò íàøó ïðîâåðêó.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íåçàâèñèìîñòü îò âûáîðà êàðò îðáèôîëäà N â òî÷êàõ x è y =

f(x) ïðîâåðÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f̂ : M → M
äèôôåðåíöèðóåìîå.

Àíàëîãè÷íî, äèôôåîìîðôèçì f−1 ∈ Diff(N ) îïðåäåëÿò äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðà-

æåíèå f̂−1 :M →M. Èç îïðåäåëåíèÿ f̂ è f̂−1 ñëåäóåò, ÷òî f̂ è f̂−1 äèôôåðåíöèðóåìû è
ñëåäîâàòåëüíî, îíè �äèôôåîìîðôèçìû ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîõðàíÿþùèå ñëîåíèå (M,F ) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ïîñòðîåíî ìîäåëüíîå
ñëîåíèå (M,F ) , ãäå G = GLe(n + 1, R) b M = M(N , G) , äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå

Θ : Diff(N ) → Diff(M,F ) : f 7→ f̂ ,

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå äèôôåîìîðôèçìó f îðáèôîëäà N èíäóöèðîâàííûé óêàçàííûì
âûøå ñïîñîáîì äèôôåîìîðôèçì f̂ ìíîãîîáðàçèÿ M , ïðè÷åì Θ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèç-
ìîì ãðóïïû Diff(N ) â Diff(M) .

Îòîáðàæåíèå
χ : Diff(M,F ) → Diff(N ),

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå ëþáîìó äèôôåîìîðôèçìó ìíîãîîáðàçèÿ M , ñîõðàíÿþùåìó ñëî-
åíèå, åãî ïðîåêöèþ íà îðáèôîëä, ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðóïï. Èç äîêàçàííîãî âûøå
âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîãî ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ (M,F ) ýòîò ãîìîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ
ýïèìîðôèçìîì. Ïîñêîëüêó åãî ÿäðî ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî
ñëîåíèÿ, òî åñòü, Ker(χ) = DiffL(M,F ) , òî ãðóïïà Diff(N ) èçîìîðôíà ãðóïïå áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ Diffb(M,F ) ñëîåíèÿ (M,F ) è Òåîðåìà 1.2. äîêàçàíà. �

5. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.3.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ n -ìåðíîãî îðáèôîëäà N ñóùåñòâóåò ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) ,
íàêðûòîå ðàññëîåíèåì. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå íàêðûâàþùå-
ãî îòîáðàæåíèÿ k : M̃ → M òàêîãî, ÷òî èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå F̃ = f ∗F îáðàçîâàííîå
ñëîÿìè íåêîòîðîé ñóáìåðñèè s : M̃ → B ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Áëàãîäàðÿ ñóùåñòâîâà-
íèþ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ýòîé ñóáìåðñèè îïðåäåëåíî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå
ñ ïðîåêöèåé s : M̃ → B .
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Çàìåòèì, ÷òî B = M̃/F̃ , ïðè÷åì ôàêòîð-îòîáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ s : M̃ →
B îòîáðàæàåò ñëîé L̃ ∈ F̃ â òî÷êó [L̃] ∈ M̃/F̃ . Îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå q : B → N ,

q([L̃]) := [L] , ãäå k(L̃) = L � ñëîé ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ, íàêðûòûé ñëîåì L̃ , óäîâëåòâîðÿ-
þùåå ðàâåíñòâó

q ◦ s = r ◦ k. (5.1)

Èç âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (5.1) âûòåêàåò, ÷òî q : B → N � íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå
äëÿ îðáèôîëäà N , ñëåäîâàòåëüíî, N � õîðîøèé îðáèôîëä.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî N � õîðîøèé îðáèôîëä. Òîãäà ñóùåñòâóþò ãëàäêîå ìíî-
ãîîáðàçèå è ãëàäêîå íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå q : P → N . Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.1. ñóùå-
ñòâóåò ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) äëÿ N . Ïóñòü, êàê è âûøå, r :M → N � ïðîåêöèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîîáðàç M̂ = r∗P íàêðûòèÿ q : P → N ïðè îòîáðàæåíèè r. Òîãäà
M̂ := {(z, v) ∈M × P | r(z) = k(v)} . Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèå ïðîåêöèè

r̂ : M̂ → P : (z, v) 7→ v

è
q̂ : M̂ →M : (z, v) 7→ z.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî k ◦ r̂ = r ◦ ĥ . Èñïîëüçóÿ ýòî ðàâåíñòâî íåòðóäíî äîêà-
çàòü, ÷òî M̂ � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, à ïðîåêöèÿ q̂ : M̂ → M � ãëàäêîå íàêðûâàþùåå
îòîáðàæåíèå. Êðîìå òîãî, ïðîåêöèÿ r̂ : M̂ → P � ñóáìåðñèÿ, à åå ñëîè ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè
èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ F̂ := q̂∗F .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ, ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M äëÿ
ñëîåíèÿ (M,F ) . Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå M̂ =

q̂∗M íà M̂ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M̂, F̂ ). Êàê èçâåñòíî [6], ñâÿç-
íîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, îáðàçîâàííîãî ñëîÿìè ñóáìåðñèè, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðå-
ñìàíà äëÿ ýòîé ñóáìåðñèè. Òàêèì îáðàçîì, èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå (M̂, F̂ ) îáðàçîâàíî
ñëîÿìè ñóáìåðñèè ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà. Ñîãëàñíî Îïðåäåëåíèþ 1.3. ñëîåíèå (M,F )
íàêðûòî ðàññëîåíèåì è Òåîðåìà 1.3. äîêàçàíà. �

6. Ïðèìåíåíèå ê êàðòàíîâûì îðáèôîëäàì

6.1. Kàðòàíîâû ãåîìåòðèè

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå êàðòàíîâûõ ãåîìåòðèé ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèè ×àïà è Ñëîâàêà
[7].

Ïóñòü p : P → N � ãëàâíîå ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé H. Áó-
äåì îáîçíà÷àòü ýòî ðàññëîåííîå ïðîñòðàíñòâî ÷åðåç P (N,H) è íàçûâàòü H -ðàññëîåíèåì.
Ïóñòü R : P ×H → P � ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîå ñâîáîäíîå äåéñòâèå H íà P. Îáîçíà÷èì
÷åðåç X(P ) ìîäóëü ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè P íàä àëãåáðîé ãëàäêèõ
ôóíêöèé F(P ). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü X(P ) êàê áåñêîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó Ëè îòíîñè-
òåëüíî ñêîáêè Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé. Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî H � çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà
Ëè ãðóïïû Ëè G, èìåþùåé àëãåáðó Ëè g, à h � ïîäàëãåáðà Ëè àëãåáðû Ëè g, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîäãðóïïå H. Ïóñòü çàäàíà 1 -ôîðìà ω ∈ Ω1(P, g) ñî çíà÷åíèÿìè â àëãåáðå Ëè
g, ÿâëÿþùàÿñÿ íåâûðîæäåííîé, ò. å. ωu : TuP → g � èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
äëÿ ëþáîãî u ∈ P. Òîãäà îïðåäåëåíî îáðàòíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ζ : g → X(P ), ãäå
ζB(u) := ω−1

u (B), B ∈ g.
Íåâûðîæäåííàÿ 1 -ôîðìà ω ∈ Ω1(P, g) íàçûâàåòñÿ êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòüþ â ðàññëî-

åíèè P (T,H) , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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(s1) äëÿ ëþáîãî A ∈ h èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ζA = A∗, ãäå A∗ � ôóíäàìåíòàëüíîå
âåêòîðíîå ïîëå íà P, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó A ;

(s2) ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ H -ýêâèâàðèàíòíîé, ò. å. R∗
aω = AdG(a

−1)ω äëÿ ëþáîãî a ∈ H,
ãäå AdG � ïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Ëè G â åå àëãåáðå Ëè g.

Ðàññëîåíèå ñ êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòüþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ξ = (P (N,H), ω) è íàçû-
âàòü êàðòàíîâûì ðàññëîåíèåì èëè êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé òèïà (G,H) . Ìíîãîîáðàçèå
N, ÿâëÿþùååñÿ áàçîé ãëàâíîãî H -ðàññëîåíèÿ p : P → N, íà ïðîñòðàíñòâå êîòîðîãî çàäà-
íà êàðòàíîâà ñâÿçíîñòü ω ∈ Ω1(P, g), áóäåì íàçûâàòü êàðòàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì òèïà
(G,H) , è îáîçíà÷àòü ÷åðåç (N, ξ).

g -Çíà÷íàÿ 2 -ôîðìà Ω := dω+ 1
2
[ω, ω] íàçûâàåòñÿ ôîðìîé êðèâèçíû êàðòàíîâîé ñâÿç-

íîñòè ω. Â ñëó÷àå, êîãäà Ω = 0, ãîâîðÿò, ÷òî (N, ξ) � êàðòàíîâî ìíîãîîáðàçèå íóëåâîé
êðèâèçíû.

Ïóñòü ξ = (P (N,H), ω) è ξ′ = (P ′(N ′, H ′), ω′) � äâà êàðòàíîâûõ ðàññëîåíèÿ, ïðè÷åì
H ′ = H . Èçîìîðôèçìîì ξ è ξ′ íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Γ: P → P ′, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé ñëåäóþùèì äâóì óñëîâèÿì:

1) Γ∗ω′ = ω è

2) Γ ◦Ra = R′
a ◦ Γ ∀a ∈ H, ãäå Ra(u) := u · a ∀u ∈ P è R′

a(u
′) := u′ · a ∀u′ ∈ P ′.

Èç îïðåäåëåíèÿ èçîìîðôèçìà êàðòàíîâûõ ðàññëîåíèé Γ: ξ → ξ′ ñëåäóåò, ÷òî îïðå-
äåëåíî îòîáðàæåíèå γ : N → N ′, óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó γ ◦ π = π′ ◦ Γ, êîòîðîå
íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé êàðòàíîâà èçîìîðôèçìà Γ. Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ïðîåê-
öèÿ γ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì áàç N è N ′. Ïðîåêöèÿ γ íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì
êàðòàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé (N, ξ) è (N ′, ξ′).

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå êàðòàíîâû ãåîìåòðèè òèïà (G,H)
ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè, òî åñòü, ãðóïïà Ëè G äåéñòâóåò ëåâûìè ñäâèãàìè íà îäíîðîä-
íîì ïðîñòðàíñòâå G/H ýôôåêòèâíî.

6.2. Kàðòàíîâû ñëîåíèÿ

Ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î êàðòàíîâûõ ñëîåíèÿõ ñîäåðæèòñÿ â [8] è [9].
Ïóñòü T � n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðè÷åì ñâÿçíîñòü åãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. Ïóñòü ξ = (P (T,H), ω) � êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ òèïà (G,H) ñ
ïðîåêöèåé p : P → N. Äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ïîäìíîæåñòâà V â T èíäóöèðóåòñÿ êàð-
òàíîâà ñòðóêòóðà ξV = (PV (V,H), ωV ) òîãî æå òèïà, ãäå PV := p−1(V ), à ωV � ñóæåíèå
ω íà PV . Ïóñòü M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå. (T, ξ) -Êîöèêëîì èëè
(T, ξ) -àòëàñîì íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâî {Ui, fi, {Γij}}i,j∈J , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) {Ui, i ∈ J} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M, à fi : Ui → T � ñóáìåðñèè ñî
ñâÿçíûìè ñëîÿìè;

2) åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, i, j ∈ J, òî îïðåäåëåí èçîìîðôèçì γij èíäóöèðîâííûõ êàðòà-
íîâûõ ãåîìåòðèé (fj(Ui ∩ Uj), ξfj(Ui∩Uj)) è (fi(Ui ∩ Uj), ξfi(Ui∩Uj)) óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâó fi = γij ◦ fj.

Äâà (T, ξ) -àòëàñà íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ îáúåäèíåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ
(T, ξ) -àòëàñîì. Êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ (T, ξ) -àòëàñîâ çàäàåò êàðòàíîâî ñëîåíèå íà ìíîãî-
îáðàçèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü Σ � ìíîæåñòâî ñëîåâ ñóáìåðñèé fi èç êëàññà ýêâè-
âàëåíòíîñòè [{Ui, fi, {γij}}i,j∈J ]. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Σ � áàçà íåêîòîðîé òîïîëîãèè
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τ â M. Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M, τ) îáðàçóþò
ðàçáèåíèå F := {Lα |α ∈ J } ìíîãîîáðàçèÿ M, íàçûâàåìîå íàìè êàðòàíîâûì ñëîåíèåì
òèïà (G,H) ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé ξ, à Lα � åãî ñëîÿìè.

Ãîâîðÿò, ÷òî êàðòàíîâî ñëîåíèå èìååò íóëåâóþ òðàíñâåðñàëüíóþ êðèâèçíó, åñëè åãî
òðàíñâåðñàëüíàÿ êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ ξ, èìåå íóëåâóþ êðèâèçíó.

6.3. Kàðòàíîâû îðáèôîëäû

Ïóñòü N � ãëàäêèé n -ìåðíûé îðáèôîëä ñ àòëàñîì A = {(Ωi,Γi, pi) | i ∈ J}. Ïóñòü G �
ãðóïïà Ëè, H � åå çàìêíóòàÿ ïîäãðóïïà Ëè, è g è h � àëãåáðû Ëè ãðóïï G è H. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî íàä îðáèôîëäîì N çàäàíî ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) â êàæäîì ãëàâíîì H -ðàññëîåíèè πi : Pi → Ωi çàäàíà êàðòàíîâà ñâÿçíîñòü ωi òèïà
(G.H);

2) hi ÿâëÿåòñÿ àíòèèçîìîðôèçìîì ãðóïïû Γi â ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êàðòàíîâà ðàñ-
ñëîåíèÿ ξi = (Pi(H,Ωi), ωi);

3) äëÿ èíúåêöèè êàðò ψij : Ωi → Ωj îïðåäåëåí èçîìîðôèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ êàðòàíî-
âûõ ãåîìåòðèé ψ̄ij : Pj|ψij(Ωi) → Pi ñ ïðîåêöèåé ψij ;

4) åñëè Ωi ⊂ Ωj è ψij : Ωi → Ωj � âêëþ÷åíèå, òî ψ̄ij � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
Èç îïðåäåëåíèÿ êàðòàíîâîé ñòðóêòóðû íà îðáèôîëäå è ïîñòðîåíèÿ ìîäåëüíîãî ñëîåíèÿ

âûòåêàåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 6.1. Ãëàäêèé îðáèôîëä N � êàðòàíîâ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ëþáîå åãî ìîäåëüíîå ñëîåíèå (M,F ) � êàðòàíîâî.

6.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4.

Ïóñòü (M,F ) � êàðòàíîâî ñëîåíèå, çàäàííîå (N, ξ) -êîöèêëîì, ãäå ξ = (P (N,H), ω) �
êàðòàíîâà ãåîìåòðèÿ òèïà (G,H) , ïðè÷åì êðèâèçíà êàðòàíîâîé ñâÿçíîñòè ω ðàâíà íóëþ.
Êàê èçâåñòíî, â ýòîì ñëó÷àå (N, ξ) ëîêàëüíî èçîìîðôíî ñòàíäàðòíîé êàðòàíîâîé ãåîìåò-
ðèè ξ0 = (G(G/H,H), ωG) , ãäå ωG � ôîðìà Ìàóðåðà-Êàðòàíà íà ãðóïïå Ëè G . Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûì èëè (G,G/H) -ñëîåíèåì.
Êðîìå òîãî, îíî äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà. Êàê äîêàçàíî íàìè â ([10], Òåîðåìà 2),
ñëîåíèå (M,F ) íàêðûòî ðàññëîåíèåì. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.3., îðáèôîëä N �
õîðîøèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. I. Satake, �On a generalization of the notion of manifold�, Proc. of the Nat. Ac. of Sciences,
42:6 (1956), 359�363.

2. W.P. Thurston, The geometry and topology of 3-manifolds, Princeton University Press,
Princeton, 1978.

3. A. Adem, J. Leida, Y. Ruan, Orbifolds and stringy topology, Cambridge University Press,
New York, 2007.

4. I. Moerdijk, D. Pronk, “Orbifolds, sheaves and groupoids”, K-Theory, 12:12 (1997), 3–21.

Í.È. Æóêîâà. Ñëîåíûå ìîäåëè äëÿ ãëàäêèõ îðáèôîëäîâ è èõ ïðèìåíåíèå



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4 43

5. À.Â. Áàãàåâ, H.È. Æóêîâà, �Ãðóïïû èçîìåòðèé ðèìàíîâûõ îðáèôîëäîâ�, Ñèá. Ìàò.
Æóðíàë, 48:4 (2007), 725�741.

6. R.A. Blumenthal, J.J. Hebda, “Ehresmann connections for foliations”, Indiana Univ.
Math. J, 33:4 (1984), 597–611.

7. A. Cap, J. Slovak, Parabolic Geometries I: Background and General Theory, American
Mathematical Society: Publishing House, 2009.

8. R.A. Blumenthal, “Cartan submersions and Cartan foliations”, Illinois J. Math., 256
(1987), 327–343.

9. Í.È. Æóêîâà, �Ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà êàðòàíîâûõ ñëîåíèé�, Òð. ÌÈÀÍ, 256
(2012), 115�147.

10. H.È. Æóêîâà, �Ãëîáàëüíûå àòòðàêòîðû ïîëíûõ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé�, Ìàòåì. ñá.,
203:3 (2012), 79�106.

Ïîñòóïèëà 27.10.2017

Í.È. Æóêîâà. Ñëîåíûå ìîäåëè äëÿ ãëàäêèõ îðáèôîëäîâ è èõ ïðèìåíåíèå



44 Zhurnal SVMO. 2017. Vol. 19, No. 4

MSC2010 53C12, 54H15, 57R18

Foliated models for orbifolds and their applications

c⃝ N. I. Zhukova 2

Abstract. A foliated model is constructed for every orbifold. Such model is a foliation with the leaf
space coinciding with the orbifold. The canonical projection onto the leaf space is a submersion
in the category of orbifolds. We prove that the group of all di�eomorphisms of an orbifold is
isomorphic to the group of basic automorphisms (in the category of foliations) of the constructed
model foliation. In terms of the model foliations necessary and su�cient conditions are found for
orbifold to be good. As the application we obtain that every orbifold admitting Cartan geometry
of zero curvature is good.

Key Words: orbifold, foliation, Ehresmann connection for a foliation, Cartan geometry.
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Ìîäåëü äèíàìèêè ñàìîäâèæóùåéñÿ öåïî÷êè ÷àñòèö â

âÿçêîé æèäêîñòè

c⃝ Ñ. È. Ìàðòûíîâ 1, Ë. Þ. Òêà÷2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé èç ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, øàðíèðíî
ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè, ïåðåìåùàþùåéñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè çà ñ÷åò ôîðìèðî-
âàíèÿ âîêðóã ñåáÿ òàêîãî âèõðåâîãî òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè, êîòîðîå ñîçäàåò ãèäðîäèíàìè-
÷åñêóþ ñèëó, äâèãàþùóþ öåïî÷êó â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Âèõðåâîå òå÷åíèå æèäêîñòè îá-
ðàçóåòñÿ âðàùåíèåì ÷àñòèö öåïî÷êè â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë, ñóììà
êîòîðûõ ðàâíà íóëþ. Äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè öåïî÷êè ñîâìåñòíî ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
òå÷åíèÿ âÿçêîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
è äèíàìèêè ÷àñòèö. Ó÷èòûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòèö â öåïî÷êå.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ñòåðæíè ñ æèäêîñòüþ íå âçàèìîäåéñòâóþò, à èõ ðîëü ñâîäèòñÿ ê óäåðæàíèþ
ñîåäèíåííûì ñòåðæíåì ÷àñòèö íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè. Ïðîâåäåíî êîìïüþòåðíîå ìî-
äåëèðîâàíèå äèíàìèêè òðåõ öåïî÷åê, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ðàçìåðàìè ÷àñòèö. Ðàññ÷èòàíû
óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ è ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ äëÿ êàæäîé ìîäåëüíîé öåïî÷êè. Íàéäåíî, ÷òî
îäíà èç ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ïåðåìåùàåòñÿ áûñòðåå. Íà îñíîâå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà
ìîæíî ñîçäàâàòü ìîäåëè ñàìîäâèæóùèõñÿ öåïî÷åê ÷àñòèö ðàçíîé äëèíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, âÿçêàÿ æèäêîñòü, ñàìîäâèæóùèåñÿ öåïî÷êè
÷àñòèö, ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå, âíóòðåííèå ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ìèíèàòþðíûõ ñàìîäâèæóùèõñÿ óñòðîéñòâ, îñíîâàííîå íà
ïðèìåíåíèè â èõ ðàáîòå ïðèíöèïîâ äâèæåíèÿ æèâûõ îðãàíèçìîâ â ïðèðîäå, àêòèâíî ðàç-
âèâàåòñÿ â ïîñëåäíèå ãîäû. Ýòî ñâÿçàíî ñ êîíñòðóèðîâàíèåì íîâûõ òèïîâ ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèõ äâèæèòåëåé è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ íàñîñîâ, ìèêðîàïïàðàòîâ äëÿ îáñëåäîâàíèÿ ñî-
ñóäîâ è îðãàíîâ ÷åëîâåêà è ò.ï., îñíîâàííûì íà èñïîëüçîâàíèè ïðèðîäíûõ àíàëîãîâ. Ïðè
ýòîì è ñàìà ïðîáëåìà ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïëàâàíèÿ ðàçëè÷íûõ æèâûõ îðãàíèç-
ìîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé êàê äëÿ ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ
ðàçðàáîòêàõ, òàê è äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ ñîçäàâàòü
ðàçëè÷íûå ìèíèàòþðíûå óñòðîéñòâà.

Èìåþùèåñÿ îáçîðû ïî ðåçóëüòàòàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïëàâàíèÿ ìàêðî- è ìèêðîîðãàíèç-
ìîâ [1]-[3] ñîäåðæàò, ãëàâíûì îáðàçîì, ìîäåëè äâèæåíèÿ òåëà íà îñíîâå åãî äåôîðìàöèé,

1Ìàðòûíîâ Ñåðãåé Èâàíîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîð-
ñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà, ä.16), äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: https://orcid.org/0000-0001-6420-3315, martynovsi@mail.ru

2 Òêà÷ Ëåîíèëëà Þðüåâíà, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ñòðîèòåëüíûõ è òðàíñïîðòíûõ êîì-
ïëåêñîâ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Þãîðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò " (628000 ã. Õàíòû-Ìàíñèéñê, óë. ×åõîâà,
ä.16), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8814-9285, leonilla7777@mail.ru
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èìèòèðóþùèõ ðåàëüíûå äâèæåíèÿ ïðèðîäíîãî îðãàíèçìà, êîòîðûå â ðåçóëüòàòå äàþò ïå-
ðåìåùåíèå òåëà â çàäàííîì íàïðàâëåíèè. Îäíàêî ïðîáëåìà òàêîãî ìîäåëèðîâàíèè çàêëþ-
÷àåòñÿ â ðàçëè÷èè ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ìîäåëè è æèâûõ îðãàíèçìîâ. Ýòî ñâîäèò çàäà÷ó
ìîäåëèðîâàíèÿ íà îñíîâå àíàëîãîâûõ äåôîðìàöèé ê òðóäíîðàçðåøèìîé ïðîáëåìå. Àâòîðà-
ìè ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà àíàëèçå òå÷åíèé â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, êîòîðîå
ñîçäàåò ïëàâàþùèé îðãàíèçì, è ìîäåëèðîâàíèè ïîäîáíîãî òå÷åíèÿ áîëåå ïðîñòûìè ñïî-
ñîáàìè, ÷åì äåôîðìàöèè, èìèòèðóþùèå ðåàëüíûé ïëàâàþùèé îðãàíèçì. Íà îñíîâå ýòîãî
ïîäõîäà, àâòîðàìè áûëè ïðåäëîæåíû [4, 5] äâå ìîäåëè ñàìîäâèæóùèõñÿ àãðåãàòîâ ÷àñòèö,
â êîòîðûõ äâèæåíèå òåëà ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò âðàùåíèÿ ÷àñòèö, ñîçäàþùèõ âèõðåâîå òå-
÷åíèå â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, ïîäîáíîå òîìó, ÷òî ó æèâûõ îðãàíèçìîâ (ðèñ. 1) ïðè èõ
ïëàâàíèè. Òàêîãî ðîäà âèõðåâûå òå÷åíèÿ ôîðìèðóþòñÿ ïðè ïëàâàíèè ðàçëè÷íûõ îðãà-
íèçìîâ â ðåçóëüòàòå äâèæåíèÿ êàêèõ-ëèáî èõ ÷àñòåé, ÷òî ñëåäóåò èç àíàëèçà ìàòåðèàëîâ,
ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [1, 6].

Ðèñ. 1: Âèõðåâûå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå âîêðóã ïëûâóùåãî â æèäêîñòè ïèíãâèíà

Îäíà ìîäåëü ñàìîäâèæóùåãîñÿ àãðåãàòà ñ äâóìÿ è áîëåå âðàùàþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè è
ìåõàíèçì èõ âðàùåíèÿ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì ðàññìîòðåíà â [5]. Ìîäåëü ñàìîäâèæó-
ùåéñÿ öåïî÷êè ÷àñòèö, êàê ïðèìåð ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö
ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ïðèâåäåíà â [4]. Ïðè ýòîì âîïðîñ îïòèìèçàöèè âðàùåíèé ÷àñòèö
è èõ ðàçìåðîâ, ïðèâîäÿùèõ ê áîëåå áûñòðîìó ïåðåìåùåíèþ öåïî÷êè â çàäàííîì íàïðàâ-
ëåíèè, îñòàëñÿ íåðàññìîòðåííûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèçèðóþòñÿ ìîäåëè òðåõ öåïî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè ðàçìåðàìè
÷àñòèö ñ öåëüþ îïòèìèçàöèè èõ âðàùåíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëüøåé ñêîðîñòè ïåðåìå-
ùåíèÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü àãðåãàòà, ñîñòîÿùåãî èç 3 òâåðäûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, ïî-
ìåùåííûõ â íåñæèìàåìóþ æèäêîñòü ïëîòíîñòè ρ è âÿçêîñòè η . ×àñòèöû ìîãóò áûòü ðàç-
íîãî ðàäèóñà, ðàçíîé ïëîòíîñòè, íàõîäèòüñÿ âáëèçè èëè âäàëè îò ïëîñêîé ñòåíêè, âäîëü
êîòîðîé ìîæåò çàäàâàòüñÿ òå÷åíèå ñ çàäàííûì ïðîôèëåì ñêîðîñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
÷àñòèöû ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé òîíêèìè íåðàñòÿæèìûìè ñòåðæíÿìè, âçàèìîäåéñòâèåì êî-
òîðûõ ñ æèäêîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîçâîëÿþùèìè ÷àñòèöàì ñîâåðøàòü ïîñòóïàòåëü-
íîå è âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå èëè äâèæåíèå áåç âðàùåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè ðîëü ýòèõ ñòåðæ-
íåé ñâîäèòñÿ ê ñîõðàíåíèþ íåèçìåííûì ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîåäèíåííûõ ýòèì ñòåðæíåì
÷àñòèöàìè. Ïðèâåäåííîå ÷èñëî ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì, ïîçâîëÿþùèì ðàññìàòðè-
âàòü èõ êàê öåïî÷êó è ìîäåëèðîâàòü åå äèíàìèêó â ðåçóëüòàòå âðàùåíèé ÷àñòèö çà ñ÷åò
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âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ.
Ñ÷èòàåì, ÷òî ê ÷àñòèöàì ïðèëîæåíû ìîìåíòû ñèë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà íóëþ, êàê

è ñëåäóåò èç îáùèõ ñâîéñòâ ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë ñèñòåìû. Ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòîâ
âíóòðåííèõ ñèë ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ ñ óãëîâûìè ñêîðîñòÿìè, ÷òî ñîçäàåò âèõðåâîå òå÷åíèå
â îêðóæàþùåé æèäêîñòè, çàñòàâëÿþùåå öåïî÷êó ÷àñòèö èçãèáàòüñÿ. Ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå
ïðèëîæåííûõ ìîìåíòîâ è èõ âåëè÷èíó, ìîæíî èçìåíÿòü âèõðåâîå òå÷åíèå æèäêîñòè âî-
êðóã öåïî÷êè ÷àñòèö è òåì ñàìûì äîáèâàòüñÿ òàêèõ åå äåôîðìàöèé â âèäå èçãèáàíèé, ÷òî
â èòîãå ïîëó÷àåì ïåðåìåùåíèå âñåé öåïî÷êè â íàïðàâëåíèè ïåðâîíà÷àëüíîé åå îðèåíòà-
öèè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîëó÷åííûå äåôîðìàöèè öåïî÷êè äîëæíû áûòü ïîõîæèìè íà òå,
÷òî ó çìåè ïðè åå äâèæåíèè â âîäå.

Äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèÿ æèäêîñòè âîêðóã ðàññìàòðèâàåìîé ñòðóêòóðû çàïèñûâàþòñÿ
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè è êàæäîé ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì âñåõ ñèë è ìîìåíòîâ, ñâÿ-
çàííûõ ñ ãèäðîäèíàìè÷åñêèì âçàèìîäåéñòâèåì âñåõ ÷àñòèö è ñèë ðåàêöèè ñòåðæíåâûõ
ñâÿçåé. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ñêîðîñòè u è äàâëåíèÿ p â æèäêîñòè â ñëó÷àå ìàëûõ
÷èñåë Ðåéíîëüäñà èìååò âèä

∇u = 0, (2.1)

−∇p+ η∆u = 0. (2.2)

Óñëîâèÿ äëÿ ñêîðîñòè íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû ñ íîìåðîì k :

ui = V k
i + Γkijx

k
j , | Xk |= a. (2.3)

Çäåñü V k
i � êîìïîíåíòû àáñîëþòíîé ëèíåéíîé ñêîðîñòè, Γkij � òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè,

Xk � ðàäèóñ-âåêòîð ïîëîæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè æèäêîñòè îòíîñèòåëüíî öåíòðà ÷à-
ñòèöû ñ íîìåðîì k .

Óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ âîçìóùåíèé ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ äàëåêî îò ÷àñòèö:

ui → 0, p→ p0 ïðè | X |→ ∞, (2.4)

ãäå p0 � íåâîçìóùåííîå äàâëåíèå â æèäêîñòè.
Äèíàìèêà öåïî÷êè ìîäåëèðóåòñÿ êàê äèíàìèêà ñèñòåìû ÷àñòèö ñî ñâÿçÿìè. Â áåçûíåð-

öèîííîì ïðèáëèæåíèè çàïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ êàæäîé ÷àñòèöû ñ ó÷åòîì äåéñòâóþùèõ íà íåå ñèë ðåàêöèè ñòåðæíåé, ñèë ãèäðîäè-
íàìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæå èõ ìîìåíòîâ:

Fi
k + Fe

k + Fh
k = 0, Ti

k +Te
k +Th

k = 0. (2.5)

Çäåñü Fh
k � ñèëû, Th

k � ìîìåíòû ñèë ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, Fi
k , T

i
k � âíóòðåííèå, Fe

k ,
Te
k � âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû ñèë, äåéñòâóþùèå íà ÷àñòèöó ñ íîìåðîì k .
Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå èç ðàáîòû [4]. Èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé äèíàìèêè æèäêîñòè (2.1)-(2.4) íàõîäèòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ â
æèäêîñòè âîêðóã öåïî÷êè, à çàòåì ñèëû Fh

k è ìîìåíòû ñèë Th
k , äåéñòâóþùèå ñî ñòîðîíû

æèäêîñòè íà ÷àñòèöû â öåïî÷êå. Ïîñòóïàòåëüíàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö öåïî÷êè îïðå-
äåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (2.5). Â òîì ÷èñëå, óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ ñîñòàâëÿþùåé îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè äâóõ ÷àñòèö âäîëü ñîåäèíÿþùåãî èõ ñòåðæíÿ ïîçâîëÿåò íàéòè óñèëèå
â íåì. Òàê êàê ÷èñëî ÷àñòèö â öåïî÷êå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü áîëüøèì è âûðàæå-
íèÿ äëÿ ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, èìåþò ñëîæíûå
âûðàæåíèÿ, òî íàõîæäåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëîæíóþ çàäà÷ó. Ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøàëàñü ÷èñëåííî.
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Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëñÿ ñïåöèàëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðàçðàáîòàííûé äëÿ ïåðñî-
íàëüíîãî êîìïüþòåðà, êîòîðûé â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ïîëó÷àåò òîëüêî æåëàåìóþ
òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé, êîîðäèíàòû è ðàäèóñû ÷àñòèö, âÿçêîñòü è ñêîðîñòü æèäêîñòè, à òàê
æå ïðèëîæåííûå ê ÷àñòèöàì âíåøíèå ñèëû è ìîìåíòû. Ïðè ýòîì ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïîäî-
áèÿ, àíàëîãè÷íûé ðàáîòå [4]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ðåàëüíûõ ñèñòåì ðàçìåðû ÷àñòèö
äîñòàòî÷íî ìàëû, ÷òî çàòðóäíÿåò íàõîæäåíèå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé è
âèçóàëèçàöèþ ðåçóëüòàòîâ. Ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè öåïî÷åê çàäà-
þòñÿ ðàçìåðû ÷àñòèö â , âÿçêîñòü íåñóùåé æèäêîñòè η̂ , âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå âíåøíåé

ñèëû
⃗̂
Fk , äåéñòâóþùåé íà êàæäóþ ÷àñòèöó, à òàê æå ñêîðîñòü âíåøíåãî ìîäåëüíîãî ïî-

òîêà. Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü æèäêîñòè ÿâíûì îáðàçîì íå âõîäèò â óðàâíåíèÿ (2.1), òî îíà
ñ÷èòàåòñÿ îäèíàêîâîé äëÿ ìîäåëüíîé è ðåàëüíîé æèäêîñòåé.

Ñâÿçü ìåæäó ðåàëüíûìè è ìîäåëüíûìè ïàðàìåòðàìè çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè [4]

V =
F âη̂V̂

F̂ ηa
, (2.6)

η̂2 = η2
F̂

F
. (2.7)

Ñ ó÷åòîì (2.7) âûðàæåíèå (2.6) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

V =
âηV̂

η̂a
. (2.8)

Äðóãèìè ñëîâàìè, çíàÿ ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìîæíî çà-
äàâàòü çíà÷åíèÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ, à çíà÷åíèå òðåòüåãî íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ïîäîáèÿ.
Ìîæíî ðàññìîòðåòü è îáðàòíóþ çàäà÷ó. Çàäàâàÿ çíà÷åíèÿ âñåõ òðåõ ìîäåëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ, ìîæíî íàéòè îäèí èç òðåõ ðåàëüíûõ ïàðàìåòðîâ, çíàÿ çíà÷åíèÿ äâóõ èç íèõ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè â ïðîãðàììå èñïîëüçóåòñÿ òàêîé ïàðàìåòð, êàê
ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè ñâÿçü ìåæäó òàêèìè ïàðàìåòðàìè â
ðåàëüíîì ïðîöåññå äâèæåíèÿ t = a/V è ïðè ìîäåëèðîâàíèè t̂ = â/V̂ . Èñïîëüçóÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (2.8), ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè:

t =
a2η̂t̂

â2η
. (2.9)

Òàêîé ïàðàìåòð çàäà÷è, êàê ñèëà ðåàêöèÿ ñòåðæíåé S äëÿ ðåàëüíîé öåïî÷êè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèåì ìîäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñèë ðåàêöèé Ŝ ïî ôîðìóëå

S = Ŝ
F

F̂
. (2.10)

Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö Ω îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïîäîáèÿ ìîäåëüíîãî è ðåàëüíîãî
òå÷åíèÿ. Ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå:

Ω =
Ω̂â2η

a2η̂
.

Â ñëó÷àå, êîãäà èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà öåïî÷êè ÷àñòèö â ïîòîêå â îòñóòñòâèè âíåøíèõ
ñèë, òî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìîäåëüíîé è ðåàëüíîé ñêîðîñòüþ íàõîäèòñÿ èç ïîäîáèÿ òå÷å-
íèé è èìååò âèä

u =
ûâη

aη̂
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Çäåñü u � ñêîðîñòü ÷àñòèöû â àãðåãàòå. Ðåàêöèÿ ñòåðæíåé â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèòñÿ
òàêæå èç ñîîòíîøåíèÿ (2.10) â êîòîðîì ïîä ñèëîé F ïîíèìàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ñèëà,
äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó â àãðåãàòå ñ ó÷åòîì åå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè
â àãðåãàòå. Ìîäåëüíîå çíà÷åíèå F̂ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) òàê æå, êàê è
çíà÷åíèå Ŝ .

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì âàðèàíòû öåïî÷êè èç òðåõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö A , B è C , ñîåäèíåííûõ
ìåæäó ñîáîé ñòåðæíÿìè. Ñèñòåìà ÷àñòèö ïîìåùåíà â âÿçêóþ æèäêîñòü. Ê ÷àñòèöàì ïðè-
ëîæåíû ìîìåíòû TA , TB è TC , ïîä äåéñòâèåì êîòîðûõ ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ è ñîçäàþò
âèõðåâîå òå÷åíèå â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Òå÷åíèå æèäêîñòè ñîçäàåò ñèëû, äåéñòâóþùèå
íà ÷àñòèöû ñî ñòîðîíû æèäêîñòè è ïðèâîäÿùèå ê äåôîðìàöèè öåïî÷êè â âèäå åå èçãèáà.
×åðåç îïðåäåëåííûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè âåëè÷èíà è íàïðàâëåíèå ìîìåíòîâ èçìåíÿþòñÿ
òàê, ÷òîáû èçãèá öåïî÷êè áûë ïîäîáåí äåôîðìàöèÿì òåëà ïëûâóùåé â âîäå çìåè.

à) á)

â) ã)

ä) å)
Ð è ñ ó í î ê 3.1

Äèíàìèêà ïåðâîé ìîäåëè öåïî÷êè ñ ÷àñòèöàìè îäíîãî ðàçìåðà
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Íà ðèñ. 3.1à - 3.1á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ïåðâîé
öåïî÷êè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 20 ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: çíà÷åíèÿ
ðàäèóñîâ âñåõ ÷àñòèö â = 1 ; ìîìåíòû âíóòðåííèõ ñèë T̂B = −5 , T̂A = 0 , T̂C = 5 ; ìîäåëü-
íàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòè ñ÷èòàëàñü ðàâíîé η̂ = 1 . Â ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè íàïðàâëåíèå
è çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà ÷àñòèöû, ìåíÿåòñÿ T̂B = −5 , T̂A = 10 ,
T̂C = −5 è âíîâü ðàññ÷èòûâàåòñÿ äèíàìèêà öåïî÷êè. Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 18, 5
öåïî÷êà ïðèíèìàåò êîíôèãóðàöèþ ðèñ. 2â. Â ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè öåïî÷êè íàïðàâëå-
íèå è âåëè÷èíà ìîìåíòîâ âíîâü ìåíÿþòñÿ íà T̂B = 5 , T̂A = 0 , T̂C = −5 è çà ïðîìåæóòîê
âðåìåíè t̂ = 49 îíà ïåðåìåùàåòñÿ â ïîëîæåíèå ðèñ. 2ã. Â ýòîì ïîëîæåíèè âíîâü ìåíÿåòñÿ
íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíà âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ, T̂B = 5 , T̂A = −10 , T̂C = 5 , è çà ïðîìåæó-
òîê âðåìåíè t̂ = 47 öåïî÷êà ïåðåìåùàåòñÿ è ïðèíèìàåò êîíôèãóðàöèþ ðèñ. 2ä. È âíîâü
ïðîöåäóðà èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ è çíà÷åíèé ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ
ïîñëåäíåé êîíôèãóðàöèè è âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ñèòóàöèè: T̂B = −5 , T̂A = 0 ,
T̂C = 5 . Çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè t̂ = 60 öåïî÷êà ïðèíèìàåò ïîëîæåíèå ðèñ. 2å. Äàëåå
öèêë âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ áûëè ïðîäåëàíû äëÿ åùå äâóõ öåïî÷åê. Íà ðèñ. 3.2 ïðåä-
ñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ öåïî÷êè ó êîòîðîé ðàäèóñ ÷àñòèöû A óâåëè÷åí
äî â = 1, 5 , îñòàëüíûå ÷àñòèöû èìåþò åäèíè÷íûé ðàäèóñ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Äèíàìèêà âòîðîé ìîäåëè öåïî÷êè ñ áîëüøîé öåíòðàëüíîé ÷àñòèöåé
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Ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûå ìîìåíòû âíóòðåííèõ ñèë ìåíÿëè çíà÷åíèÿ è íà-
ïðàâëåíèÿ, âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ðåçóëüòàòå èõ äåéñòâèÿ öåïî÷êà ïðèíè-
ìàëà êîíôèãóðàöèþ, ïîäîáíóþ ïåðâîé öåïî÷êå. Ïîýòîìó èìååì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: íà
ïåðâîì ïðîìåæóòêå t̂ = 20 , íà âòîðîì � t̂ = 20 , íà òðåòüåì � t̂ = 50 , íà ÷åòâåðòîì �
t̂ = 52, 5 , íà ïÿòîì � t̂ = 60 .

Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè ó êîòîðîé ðàäèóñ ÷àñòèö B è C óâå-
ëè÷åí äî â = 1, 5 , à ÷àñòèöà A èìååò åäèíè÷íûé ðàäèóñ, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3.3.
Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ âûáèðàëèñü ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ÷åðåç êîòîðûå ìî-
ìåíòû âíóòðåííèõ ñèë ìåíÿëè çíà÷åíèÿ è íàïðàâëåíèÿ: íà ïåðâîì ïðîìåæóòêå t̂ = 20 ,
íà âòîðîì � t̂ = 19 , íà òðåòüåì � t̂ = 57, 8 , íà ÷åòâåðòîì � t̂ = 49, 3 , íà ïÿòîì � t̂ = 75, 6 .

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Äèíàìèêà òðåòüåé ìîäåëè öåïî÷êè ñ êðàéíèìè ÷àñòèöàìè áîëüøîãî ðàçìåðà

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ öåïî÷åê ïðåäñòàâëåíû â òàá. 1. Êàê
âèäíî èç òàáëèöû, áûñòðåå ïåðåìåùàåòñÿ âòîðàÿ öåïî÷êà, à ïåðâàÿ öåïî÷êà � ñàìàÿ ìåä-
ëåííàÿ èç òðåõ. Îáúÿñíåíèå òàêîé äèíàìèêè öåïî÷åê ëåæèò â ãèäðîäèíàìèêå òå÷åíèÿ,
îáðàçóåìîãî âîêðóã êàæäîé öåïî÷êè âðàùåíèåì èõ ÷àñòèö è ñîçäàâàåìîé ýòèì òå÷åíèåì
ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, ïåðåìåùàþùåé öåïî÷êó.
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Òàáëèöà 1: Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè öåïî÷êè ÷àñòèö

Ïàðàìåòðû Ïåðâàÿ Âòîðàÿ Òðåòüÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ öåïî÷êà öåïî÷êà öåïî÷êà

Âðåìÿ äâèæåíèÿ t̂ 194, 5 202, 5 221, 7
Ïåðåìåùåíèå öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû X1 3, 24 3, 85 3, 724

Ñêîðîñòü öåíòðàëüíîé ÷àñòèöû V̂1 0, 016658 0, 01901 0, 016797

Òàêæå ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü óñèëèÿ â ñòåðæíÿõ â ðåçóëüòàòå
äåôîðìàöèè öåïî÷êè ÷àñòèö â ïîòîêå âÿçêîé æèäêîñòè.

Ïðåäëîæåííûé âûøå ïîäõîä ïîçâîëÿåò êîíñòðóèðîâàòü öåïî÷êè ÷àñòèö ðàçëè÷íîé
äëèíû, ñàìîäâèæóùèåñÿ â âÿçêîé æèäêîñòè.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíû ìîäåëè öåïî÷åê ÷àñòèö, ïëàâàþùèõ çà ñ÷åò ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë, êî-
òîðûå ôîðìèðóþò âèõðåâóþ ñòðóêòóðó òå÷åíèÿ â îêðóæàþùåé æèäêîñòè. Òàêîå òå÷åíèå
ñîçäàåò ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà öåïî÷êó è ïðèâîäÿùàÿ ê åãî ïåðåìå-
ùåíèþ. Ó÷èòûâàåòñÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå âñåõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòîèò
öåïî÷êà. Äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåìåùåíèé òàêîãî ðîäà àãðåãàòîâ â âÿç-
êîé æèäêîñòè èñïîëüçîâàí ñïåöèàëüíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ðàçðàáîòàííûé ðàíåå.
Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äèíàìèêè 3 ìîäåëüíûõ ñòðóêòóð, îáðàçîâàííûõ, èç 3 ÷àñòèö
ðàçíîãî ðàçìåðà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíà èç ìîäåëåé
ïëàâàþùèõ öåïî÷åê ÷àñòèö ïåðåìåùàåòñÿ ñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ, ÷åì äâå äðóãèå. Íàéäåíû
óñèëèÿ ðåàêöèé ñòåðæíåâûõ ñâÿçåé, íàëîæåííûõ íà ÷àñòèöû öåïî÷êè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 15-41-0007).
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Model of dynamics of a self-moving chain of particles in a

viscous �uid

c⃝ S. I. Martynov3, L.U. Tkach4

Abstract.We consider a model of a chain consisting of spherical particles interconnected by rods.
This chain moves in a viscous �uid by forming around itself such a vortex �ow that creates a
hydrodynamic force that propels the chain in a given direction. The vortex �ow of a �uid is formed
by the rotation of chain particles under the action of moments of internal forces; their sum is zero.
To calculate the dynamics of the chain, the system of equations is solved that includes equations
of creeping �ow, boundary conditions and equations of particle dynamics. The hydrodynamic
interaction of all particles is taken into account. It is assumed that the rods don't interact with the
�uid, and their role is to keep the connected particles at the same distance. Computer simulation
of the dynamics of three chains is carried out. These chains di�er in the particle size. The forces
in the rods and the movement speed for each chain are calculated. It is found that one of the
models considered moves faster. Basing on the proposed approach, it is possible to create models
of self-propelled chains of di�erent length.

Key Words: numerical modeling, viscous �uid, self-propelled chains of particles, hydrodynamic
interaction, internal forces of interaction.
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Ìîäèôèöèðîâàííûå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì

ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè
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Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçè-
ñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè ïðè êðàåâîì óñëîâèè ìàãíèòíîãî òèïà. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ñëó÷àé íåîäíîðîäíûõ ñðåä, ñîäåðæàùèõ ïðîâîäÿùèå è íåïðîâîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ. Ïðè-
âîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è â òåðìèíàõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî è ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëîâ. Èñïîëüçóþòñÿ ñïåöèàëüíûå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ (ìîäèôèöèðîâàí-
íûå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Êóëîíà è Ëîðåíöà), ïîçâîëÿþùèå ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è
íåçàâèñèìîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Äîêàçûâàåòñÿ êîððåêòíîñòü
ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ ïðè îáùèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû. Âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðè
ýòîì òåîðåìû Ëèîíñà îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíîê äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåê-
òîðíûõ ïîëåé. Èçó÷àåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðåøåíèÿìè çàäà÷ ïðè ðàçíûõ êàëèáðîâî÷íûõ
ñîîòíîøåíèÿõ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó ïîñòàíîâêàìè çàäà÷ äëÿ âåêòîðíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîòåíöèàëà è èñõîäíîé çàäà÷åé äëÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà è ñêàëÿðíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êâàçèñòàöèîíàðíîå ìàãíèòíîå ïðèáëè-
æåíèå, íåîäíîðîäíûå ñðåäû, âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè íàõîäèò
ïðèìåíåíèå ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ [1]. Îñíîâíûå çàäà÷è äëÿ ýòîé ñè-

ñòåìû äîïóñêàþò ðàçíîîáðàçíûå ôîðìóëèðîâêè â òåðìèíàõ ïîëåé ( H⃗ è E⃗ -ôîðìóëèðîâêè

[2], [3]) è â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ( A⃗ − ϕ -ôîðìóëèðîâêè ïðè ðàçëè÷íûõ êàëèáðîâî÷íûõ

ñîîòíîøåíèÿõ [4], [5], T⃗ − ψ -ôîðìóëèðîâêè [6]).
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Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàã-
íèòíîì ïðèáëèæåíèè â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêè íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñè-
òóàöèÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ îáëàñòü ñîäåðæèò ïðîâîäÿùèå è íåïðî-
âîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ [1-3]. Â ýòîì ñëó÷àå ñôîðìóëèðîâàííûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è îò-
íîñÿòñÿ ê ýëëèïòèêî-ïàðàáîëè÷åñêîìó òèïó [3] . Ðàññìîòðåíèå òàêèõ çàäà÷ òðåáóåò èçó-
÷åíèÿ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ èùåòñÿ ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè,
âàæíóþ ðîëü èãðàþò íåðàâåíñòâà, ïîçâîëÿþùèå ïðè äîêàçàòåëüñòâå êîððåêòíîñòè îáîá-
ù¼ííûõ ïîñòàíîâîê îáîñíîâûâàòü êîýðöèòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ áèëèíåéíûõ ôîðì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ êâàçèñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû Ìàêñâåëëà â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ (âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà A⃗ è
ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ϕ ) äëÿ íåîäíîðîäíûõ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ ïðî-
âîäÿùèå è íåïðîâîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóþòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûå êàëèá-
ðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ Êóëîíà è Ëîðåíöà, ïðèâîäÿùèå ê îáîáùåííûì ïîñòàíîâêàì çà-
äà÷ íåçàâèñèìîãî îïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïî
âðåìåíè ðåøåíèé êâàçèñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìîäèôèöèðîâàííûå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøå-
íèÿ Ëîðåíöà îáñóæäàëèñü, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [5], [7]. Â ðàáîòàõ [8], [9] èññëåäîâàëèñü
ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàã-
íèòíîì ïðèáëèæåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííûõ êàëèáðîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé
Êóëîíà è Ëîðåíöà â ïðîâîäÿùèõ îáëàñòÿõ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [7]�[9] íà ñëó÷àé
îãðàíè÷åííûõ îáëàñòåé, ñîäåðæàùèõ ïðîâîäÿùèå è íåïðîâîäÿùèå âêëþ÷åíèÿ.

Âñå ïîëó÷àåìûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ
íà êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû è îïèðàþòñÿ íà îöåíêè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðíûõ
ïîëåé, äîêàçàííûå â [10], [11].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â òåðìèíàõ âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà A⃗ è ñêàëÿðíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà ϕ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêâåëëà â êâàçèñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïðèáëèæåíèè [12]
ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

∂

∂t
σA⃗(x, t) + rotµ−1rotA⃗(x, t) = −σgradϕ(x, t) + J⃗ñò(x, t), (2.1)

ãäå (x, t) ∈ Q = Ω× (0, T ) , Ω ⊂ R3 , T > 0 .
Â ðàáîòå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ω � îòêðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ

øàðó, ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé Γ , ν⃗(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè â òî÷êå
x ∈ Γ . Äëÿ ôóíêöèé u⃗ : Ω̄ → R3 ÷åðåç u⃗ν , u⃗τ îáîçíà÷àþòñÿ íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ
êîìïîíåíòû ôóíêöèè íà ãðàíèöå îáëàñòè. ×åðåç ∥ · ∥2,Ω è (·, ·)2,Ω îáîçíà÷àþòñÿ íîðìà è
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â {L2(Ω)}3 .

Óðàâíåíèå (2.1) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîðîäíîìó
óñëîâèþ ìàãíèòíîãî òèïà [1]

(µ−1rotA⃗)τ (x, t) = 0, x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), (2.2)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì
A⃗(x, 0) = a⃗(x), x ∈ ΩC , (2.3)

ãäå a⃗ ∈ {L2(ΩC)}3 � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
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Ðàññìàòðèâàåìàÿ îáëàñòü ñîñòîèò èç ïðîâîäíèêà, çàíèìàþùåãî ïîäîáëàñòü ΩC è îêðó-
æåííîãî äèýëåêòðèêîì (íåïðîâîäÿùèì ñëîåì) ΩI = Ω \ Ω̄C . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ΩC � îò-
êðûòàÿ îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü, ãîìåîìîðôíàÿ øàðó, ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé ΓC , Ω̄C ⊂ Ω ,
òàê ÷òî ∂ΩI = Γ∪ΓC . ×åðåç ν⃗C(x) , ν⃗I(x) îáîçíà÷àþòñÿ åäèíè÷íûå âåêòîðà âíåøíåé íîð-
ìàëè â òî÷êå x⃗ ∈ ΓC ê îáëàñòÿì ΩC è ΩI ñîîòâåòñòâåííî, ν⃗C + ν⃗I = 0 . Äëÿ ôóíêöèé
u⃗ : Ω → R3 , u : Ω → R1 ÷åðåç u⃗C , uC îáîçíà÷àþòñÿ èõ ñóæåíèÿ íà îáëàñòü ΩC , ÷åðåç
u⃗I , uI � ñóæåíèÿ íà ΩI .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî µ , ϵ , σ � ñèììåòðè÷íûå (3 × 3) ìàòðèöû èçìåðèìûõ íà Ω
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ϵ1|ξ|2 ≤ (ϵ(x)ξ, ξ) ≤ ϵ2|ξ|2, µ1|ξ|2 ≤ (µ(x)ξ, ξ) ≤ µ2|ξ|2

ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω è âñåõ ξ ∈ R3 ,

σij(x) = 0, i, j = 1, 2, 3, ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ ΩI ,

σ1|ξ|2 ≤ (σ(x)ξ, ξ) ≤ σ2|ξ|2 ïðè ïî÷òè âñåõ x ∈ ΩC è âñåõ ξ ∈ R3,

ãäå µi , σi , ϵi , ( i = 1, 2 ) � çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.

J⃗ñò : Q→ R3 � çàäàííàÿ ñóììèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì ôóíêöèÿ,

divJ⃗ñò(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΩI × (0, T ), (J⃗ñò)ν(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ). (2.4)

Îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè [13], [14]:

H(div; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : div u⃗ ∈ L2(Ω)}, K(div; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : div u⃗ = 0},

(u⃗, v⃗)div,Ω =

∫
Ω

(u⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(div u⃗div v⃗)dx,

H(rot; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : rot u⃗ ∈ {L2(Ω)}3}, K(rot; Ω) = {u⃗ ∈ {L2(Ω)}3 : rot u⃗ = 0⃗},

(u⃗, v⃗)rot,Ω =

∫
Ω

(u⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(rot u⃗ · rot v⃗)dx.

×åðåç H0(rot; Ω) , H0(div; Ω) îáîçíà÷àåòñÿ çàìûêàíèå ìíîæåñòâà ïðîáíûõ âåêòîð-
ôóíêöèé {D(Ω)}3 â H(rot; Ω) è H(div; Ω) ñîîòâåòñòâåííî, K0(div; Ω) = K(div; Ω) ∩
H0(div; Ω) .

Ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèè A⃗ ∈ L2(0, T,H(rot; Ω)) , ϕ ∈
L2(0, T,H

1(Ω)) òàêèå, ÷òî µ−1rotA⃗ ∈ L2(0, T,H0(rot; Ω)) è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (2.1)
è (2.3).

Ïðåäïîëîæèì, â ðåøåíèè çàäà÷è (2.1)�(2.3) A⃗ ∈ C1(0, T,H(rot; Ω)) . Òîãäà èç (2.1)
ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ H(rot; Ω)

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rotA⃗ · rotv⃗)dx = −
∫
ΩC

(σgradϕ · v⃗)dx+
∫
Ω

(J⃗ñò · v⃗)dx. (2.5)

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ A⃗ , φ óðàâ-
íåíèå (2.1) òðàäèöèîííî äîïîëíÿåòñÿ êàëèáðîâî÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè (íàïðèìåð, ñîîò-

íîøåíèåì Êóëîíà div A⃗ = 0 èëè Ëîðåíöà div A⃗ + ∂ϕ/∂t = 0 ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ A⃗ è ϕ
ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ñâÿçíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé [3], [4].
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Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäèôèöèðîâàííûå êàëèáðîâî÷íûå ñîîòíîøåíèÿ

div σA⃗(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΩC × (0, T ), (σA⃗)νC (x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓC × (0, T ), (2.6)

div A⃗(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΩI × (0, T ), A⃗ν(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ).

è

φ(x, t) = −κ div σA⃗(x, t), (x, t) ∈ ΩC × (0, T ), (σA⃗)νC (x, t) = 0, (x, t) ∈ ΓC × (0, T ), (2.7)

div A⃗(x, t) = 0, (x, t) ∈ ΩI × (0, T ), A⃗ν(x, t) = 0, (x, t) ∈ Γ× (0, T ),

êîòîðûå, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, ïðèâîäÿò ê âîçìîæíîñòè íåçàâèñèìîãî îïðåäåëåíèÿ
âåêòîðíîãî ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëà. Ïîäîáíûå ïîäõîäû äëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ çàäà÷ îáñóæ-
äàëèñü â ðàáîòå [5].

Ââåäåì â {L2(ΩC)}3 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñîîòíîøåíèåì (u⃗, v⃗)σ =
∫
ΩC

(σu⃗ · v⃗)dx .
Ïîëó÷èâøååñÿ ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àåòñÿ {L2(σ; ΩC)}3 . Äëÿ ïîñòàíîâêè
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â âèäå èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå ñëåäóþ-
ùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

H0(div σ; ΩC) = {u⃗ ∈ {L(σ; ΩC)}3 : σu⃗ ∈ H0(div; ΩC)},

K0(div σ; ΩC) = {u⃗ ∈ H0(div σ; ΩC) : div σ u⃗ = 0},
(u⃗, v⃗)H(div σ;Ω) = (u⃗, v⃗)σ + (div σ u⃗, div σ v⃗)2,ΩC

,

W (σ; ΩC) = H(rot; ΩC) ∩H0(div σ; ΩC), V (σ; ΩC) = H(rot; ΩC) ∩K0(div σ; ΩC),

(u⃗, v⃗)W (σ;ΩC) =

∫
ΩC

(u⃗ · v⃗)dx+
∫
ΩC

(rot u⃗ · rot v⃗)dx+
∫
ΩC

div σ u⃗ div σ v⃗ dx,

W = {u⃗ ∈ H(rot; Ω) : u⃗C ∈ H0(div σ; ΩC), div u⃗I = 0, (uI)ν(x) = 0, x ∈ Γ},
V = {u⃗ ∈ W : div σ u⃗C = 0},

(u⃗, v⃗)W =

∫
Ω

(u⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(rot u⃗ · rot v⃗)dx+
∫
ΩC

(div σ u⃗ div σ v⃗)dx.

Ïðîñòðàíñòâî W (σ; ΩC) íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî â {L2(σ; ΩC)}3 , ïðîñòðàíñòâî
V (σ; ΩC) íåïðåðûâíî è ïëîòíî âëîæåíî â K(divσ; ΩC) [8].

Çàäà÷à (2.1)�(2.3), (2.6) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ òàêîé ôóíêöèè A⃗ ∈ L2(0, T, V ) , óäîâ-
ëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.3), ÷òî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ V ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rot A⃗ · rot v⃗)dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · v⃗)dx. (2.8)

Çàäà÷à ïðè èñïîëüçîâàíèè êàëèáðîâî÷íûõ ñîîòíîøåíèé (2.7) ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ

òàêîé ôóíêöèè A⃗ ∈ L2(0, T,W ) , óäîâëåòâîðÿþùåé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.3), ÷òî äëÿ
âñåõ v⃗ ∈ W ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · v⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rot A⃗ · rot v⃗)dx+ κ
∫
ΩC

div σ A⃗div σ v⃗ dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · v⃗)dx. (2.9)

Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáûõ a⃗ ∈ K0(div σ; ΩC) è J⃗ñò ∈ {L2(Q)}3 , óäîâëåòâîðÿ-
þùåé (2.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå A⃗ ∈ L2(0, T, V ) çàäà÷è (2.8), (2.3). Ïðè

ýòîì A⃗C ∈ C(0, T,K0(div σ; ΩC)) . Åñëè a⃗ ∈ V (σ; ΩC) , òî A⃗′
C ∈ L2(0, T,K0(div σ; ΩC)) .
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Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáûõ a⃗ ∈ {L2(σ; ΩC)}3 è J⃗ñò ∈ {L2(Q)}3 , óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé (2.4), ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå A⃗ ∈ L2(0, T,W ) çàäà÷è (2.9), (2.3). Ïðè

ýòîì A⃗C ∈ C(0, T, {L(σ; ΩC)}3) . Åñëè a⃗ ∈ W (σ; ΩC) , òî A⃗′
C ∈ L2(0, T, {L2(σ; ΩC)}3) .

Ò å î ð å ì à 2.3. Ïóñòü A⃗ � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8), (2.3), A⃗κ � ðåøåíèå çàäà÷è

(2.9) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì A⃗κC(0) = a⃗ + q⃗ , ãäå q⃗ ∈ K(rot; ΩC) . Òîãäà rot A⃗ = rot A⃗κ .

Ïðè κ → ∞ A⃗κ → A⃗ â L2(0, T,W ) . Åñëè q⃗ = 0 , (A⃗κ)C → A⃗C â C(0, T, {L2(σ; ΩC)}3) .

Ò å î ð å ì à 2.4. Ïóñòü A⃗ ∈ L2(0, T, V ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8), (2.3), ãäå a⃗ ∈
V (σ; ΩC) . Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(0, T,H

1(Ω)) òàêàÿ, ÷òî A⃗ , ϕ � ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Ò å î ð å ì à 2.5. Ïóñòü A⃗ ∈ L2(0, T,W ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.7), (2.3), ãäå a⃗ ∈
W (σ; ΩC) . Òîãäà íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ L2(0, T,H

1(Ω)) òàêàÿ, ÷òî A⃗ , ϕ � ðåøåíèå

çàäà÷è (2.1)�(2.3), ïðè÷¼ì ϕC = −κ div σ A⃗C .

3. Ïðåäâàðèòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèðàþòñÿ íà ñëåäóþùèå îöåíêè, óñòàíîâëåííûå â [11].

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü G ⊂ R3 � îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ ëèï-
øèöåâîé ãðàíèöåé, ãîìåîìîðôíîå øàðó. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(G) > 0 , çàâèñÿùàÿ
òîëüêî îò îáëàñòè G òàêàÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî

|(u⃗, v⃗)2,G| ≤ C(G) (∥u⃗∥2,G∥div v⃗∥2,G + ∥v⃗∥2,G∥rot u⃗∥2,G + ∥rot u⃗∥2,G∥div v⃗∥2,G) (3.10)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáûõ u⃗ ∈ H0(rot;G) , v⃗ ∈ H(div;G) , à òàêæå äëÿ ëþáûõ u⃗ ∈
H(rot;G) , v⃗ ∈ H0(div;G) .

Äàëåå â ýòîé ãëàâå ñ÷èòàåì, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ R3 óäîâëåòâîðÿåò óëîâèÿì, ñôîðìóëèðî-
âàííûì ïðè ïîñòàíîâêå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷.

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü K0,I(div; ΩI) = {w⃗ ∈ K(div; ΩI) : ⟨w⃗ν , 1⟩ΓC
= 0} . Ñóùåñòâó-

åò ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ Ediv : K0,I(div; ΩI) → K(div; Ω) . Åñëè
ïðè ýòîì w⃗ν(x) = 0 , x ∈ Γ , òî Edivw⃗ ∈ K0(div; Ω) .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â [11].

Ë å ì ì à 3.2. Íàéä¼òñÿ òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C(ΩC ,Ω) , ÷òî äëÿ
âñåõ u⃗ ∈ W ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥u⃗∥2,Ω ≤ C(ΩC ,Ω) (∥rotu⃗∥2,Ω + ∥divσu⃗∥2,ΩC
) . (3.11)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u⃗ ∈ W . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.10) ê ôóíêöèÿì
u⃗C ∈ H(rot; ΩC) , σu⃗C ∈ K0(div; ΩC) , ïîëó÷àåì

∥u⃗∥2,ΩC
≤ C1(∥rotu⃗∥2,ΩC

+ ∥divσu⃗∥2,ΩC
),

ãäå C1 = σ−1
1 (C(ΩC)max{1, σ2}+ 1/4) .

À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, Î.À. Èçîñèìîâà. Ìîäèôèöèðîâàííûå . . .



60 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4

Ñîãëàñíî ëåììå 3.1., íàéä¼òñÿ ôóíêöèÿ v⃗ ∈ K0(div; Ω) òàêàÿ, ÷òî v⃗I = u⃗I , ∥v⃗∥2,Ω ≤
C∥u⃗I∥2,ΩI

, ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè ΩC .
Ïðèìåíÿÿ (3.10) ê ôóíêöèÿì u⃗ , v⃗ , ïîëó÷àåì

|(u⃗, v⃗)2,Ω| ≤ C(Ω)∥v⃗∥2,Ω∥rot u⃗∥2,Ω ≤ C(Ω)C∥u⃗∥2,ΩI
∥rot u⃗∥2,Ω.

Òàê êàê (u⃗, v⃗)2,Ω = ∥u⃗I∥22,ΩI
+ (u⃗C , v⃗)2,ΩC

,

∥u⃗∥2,ΩI
≤ C∥u⃗∥2,ΩC

+ C(Ω)C∥rot u⃗∥2,Ω ≤ C(C(Ω) + C1)∥rot u⃗∥2,Ω + C1C∥div σ u⃗∥2,ΩC
.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.11), ãäå C(ΩC ,Ω) = (C2
1 + C2(C(Ω) + C1)

2)1/2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ââåä¼ì â ïðîñòðàíñòâå W çàìêíóòûå ïîäïðîñòðàíñòâà

W0 = {u⃗ ∈ W : rotµ−1rot u⃗I = 0, (µ−1rot u⃗)τ (x) = 0, x ∈ Γ}, W1 = {u⃗ ∈ W : u⃗C = 0}.

Îáîçíà÷èì V0 =W0 ∩ V . Ïóñòü

HI = {ξ ∈ H1(ΩI) : ξ(x) = 0, x ∈ Γ}, HC = {ξ ∈ H1(ΩI) : ξ(x) = 0, x ∈ ΓC}.

Ë å ì ì à 3.3. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà w⃗ ∈ W îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû
w⃗0 ∈ W0 , w⃗1 ∈ W1 òàêèå, ÷òî w⃗ = w⃗0 + w⃗1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ u⃗ ∈ W1 íåðàâåíñòâî (3.11) ïðèíèìàåò âèä
∥u⃗I∥2,ΩI

≤ C(ΩC ,Ω)∥rot u⃗I∥2,ΩI
. Èç ëåììû Ëàêñà-Ìèëüãðàìà ñëåäóåò, ÷òî íàéä¼òñÿ åäèí-

ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ w⃗1 ∈ W1 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ v⃗ ∈ W1∫
ΩI

(µ−1rot w⃗1 · rot v⃗)dx =

∫
ΩI

(µ−1rot w⃗ · rot v⃗)dx.

Ïîëîæèì w⃗0 = w⃗ − w⃗1 .
Ïóñòü ψ⃗ ∈ H3

C . Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ôðèäðèõñà [15], íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
p ∈ HC òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ξ ∈ HC∫

ΩI

(grad p · grad ξ)dx =

∫
ΩI

(ψ⃗ · grad ξ)dx.

Ïðîäîëæèì ôóíêöèè ψ⃗ , p íóë¼ì â ΩC è ïîëîæèì v⃗ = ψ⃗ − grad p . Òîãäà v⃗ ∈ H(rot; Ω) ,

v⃗C = 0 , div v⃗I = 0 è v⃗ν = 0 . Òàêèì îáðàçîì, v⃗ ∈ W1 , rot v⃗ = rot ψ⃗ , ïîýòîìó
∫
ΩI
(µ−1rot w⃗0 ·

rot ψ⃗)dx = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, rotµ−1 rot w⃗0I = 0 , (µ−1rot w⃗0)τ (x) = 0 , x ∈ Γ , òî åñòü
w⃗0 ∈ W0 .

Äëÿ âñåõ u⃗ ∈ W0 , v⃗ ∈ W1

∫
Ω
(µ−1rot u⃗ · rot v⃗)dx = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ââèäó îöåíêè

(3.11), W0 ∩W1 = {0} . Îòñþäà âûòåêàåò åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.4. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè v⃗ ∈ W (σ; ΩC) íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ
w⃗ ∈ W0 òàêàÿ, ÷òî w⃗C = v⃗ . Ïðè ýòîì ∥w⃗∥W ≤ C∥v⃗∥W (σ;ΩC) , ãäå ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå
çàâèñèò îò v⃗ .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà âûòåêàåò, ÷òî íàéä¼òñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ ôóíêöèÿ p ∈ HI , ïðè âñåõ ξ ∈ HI óäîâëåâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó∫

ΩI

(µ grad p · grad ξ)dx = −⟨(rot v⃗)νC , ξ⟩ΓC
,

div µ grad p = 0, (µ grad p)νI (x) = −(rot v⃗)νC (x), x ∈ ΓC , ∥grad p∥2,ΩI
≤ C1∥rot v⃗∥2,ΩC

.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ F⃗ ∈ K(div; Ω) : F⃗C = rot v⃗ , F⃗I = µ grad p . Ïî ïîñòðîåíèþ,

rotµ−1F⃗I = 0, (µ−1F⃗ )τ (x) = 0, x ∈ Γ, ∥F⃗∥2,Ω ≤ C2∥rot v⃗∥2,ΩC
,

ãäå C2 = (µ2
2C

2
1 + 1)1/2 .

Íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ u⃗ ∈ K0(div; Ω)∩H(rot; Ω) òàêàÿ, ÷òî rot u⃗ = F⃗ . Òîãäà
v⃗ − u⃗C = grad q , q ∈ H1(ΩC) ,

∫
ΩC
q dx = 0 .

Ïóñòü q1 ∈ H1(ΩI) � ðåøåíèå çàäà÷è

∆q1 = 0, q1(x) = q(x), x ∈ ΓC , q1(x) = 0, x ∈ Γ,

ôóíêöèÿ q2 ∈ HC óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ ξ ∈ HC ðàâåíñòâó∫
ΩI

(grad q2 · grad ξ)dx = −⟨(grad q1)ν , ξ⟩Γ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ w⃗ ∈ H(rot; Ω) ñîîòíîøåíèÿìè

w⃗C = u⃗C + grad q = v⃗, w⃗I = u⃗I + grad(q1 + q2).

Ïî ïîñòðîåíèþ, w⃗ ∈ W0 ,

∥w⃗∥W ≤ C(ΩC ,Ω)
(
∥F⃗∥2,Ω + ∥div σ v⃗ ∥,ΩC

)
≤ C∥v⃗∥W (σ;ΩC),

ãäå ìîæíî âçÿòü C = C(ΩC ,Ω)(C2 + 1) .
Ïðåäïîëîæèì, íàéäóòñÿ ôóíêöèè w⃗1 , w⃗2 ∈ W0 òàêèå, ÷òî w⃗iC = v⃗ , i = 1, 2 . Òîãäà

w⃗2 − w⃗1 ∈ W0 ∩W1 , è åäèíñòâåííîñòü ïðîäîëæåíèÿ äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 3.5. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè w⃗ ∈ H(rot; Ω) íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ v⃗ ∈ V òàêàÿ, ÷òî w⃗−v⃗ ∈ K(rot; Ω) , ∥v⃗∥rot,Ω+∥w⃗−v⃗∥2,Ω ≤ C∥w⃗∥rot,Ω , ãäå ïîñòîÿííàÿ
C > 0 íå çàâèñèò îò w⃗ . Ïðè ýòîì, åñëè w⃗ ∈ W , w⃗ − v⃗ ∈ K(rot; Ω) ∩W .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü w⃗ ∈ H(rot; Ω) . Òîãäà [10] w⃗ = w⃗1 + g⃗ , ãäå w⃗1 ∈
K0(div; Ω) , g⃗ ∈ K(rot; Ω) , (w⃗1)C = v⃗c + grad p , ãäå σv⃗c ∈ K0(div; ΩC) , p ∈ H1(ΩC) ,∫
ΩC
p dx = 0 ,

∥w⃗∥22,Ω = ∥w⃗1∥22,Ω + ∥g⃗∥22,Ω, ∥w⃗1∥2σ = ∥v⃗c∥2σ + ∥g⃗∥2σ.
Ïóñòü p1 ∈ H1(ΩI) � ðåøåíèå çàäà÷è

∆p1 = 0, p1(x) = p(x), x ∈ Γ1, p1(x) = 0, x ∈ Γ.

Îáîçíà÷èì f = −(grad p1)ν ∈ H−1/2(Γ) . Ïóñòü ôóíêöèÿ p2 ∈ HC óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ
q ∈ HC ðàâåíñòâó ∫

Ω

(grad p2 · grad q)dx = ⟨f, q⟩Γ.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ ∈ H1(Ω) : ψC = p , ψI = p1 + p2 . Ïîëîæèì v⃗ = w⃗1 − gradψ =
w⃗ − g⃗ − gradψ . Ïî ïîñòðîåíèþ, v⃗C = w⃗1 − grad p = v⃗c ∈ K0(div σ; ΩC) , v⃗ν = 0 , div v⃗I =
div w⃗I = 0 . Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ âûòåêàåò èç îöåíêè (3.11).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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4. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì 2.1., 2.2.
Äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ A⃗1(t) ∈ W1 , ïðè âñåõ

v⃗ ∈ W1 óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó∫
ΩI

(µ−1rot A⃗1(t) · rot v⃗)dx =

∫
ΩI

(J⃗ñò(t) · v⃗)dx.

Èç îöåíêè (3.11) ñëåäóåò, ÷òî ∥rot A⃗1(t)∥2,ΩI
≤ µ2C(ΩC ; Ω)∥J⃗ñò∥2,Ω , òî åñòü A⃗1 ∈

L2(0, T,W1) .

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.9), (2.3) áóäåì èñêàòü â âèäå A⃗ = A⃗0 + A⃗1 , ãäå ôóíêöèÿ A⃗0 ∈
L2(0, T,W0) ïðè âñåõ v⃗ ∈ W0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗0 · v⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rot A⃗0 · rot v⃗)dx+ κ
∫
ΩC

div σ A⃗0 div σ v⃗dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · v⃗)dx. (4.1)

Ïóñòü F : W (σ; ΩC) → W0 � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, îïðåäåë¼ííûé â ëåììå 3.4.. Îïåðà-
òîð G : W (σ; ΩC) → W ∗(σ; ΩC) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå u⃗ ∈ W (σ; ΩC) ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà
W ∗(σ; ΩC) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ W (σ; ΩC)

⟨Gu⃗, v⃗⟩ =
∫
Ω

(µ−1rotF u⃗ · rotF v⃗)dx+ κ
∫
ΩC

div σ u⃗ div σ v⃗ dx.

Áèëèíåéíàÿ ôîðìà ⟨Gu⃗, v⃗⟩ , î÷åâèäíî, ñèììåòðè÷íà, íåïðåðûâíà è êîýðöèòèâíà íà
W (σ; ΩC) è Gu⃗ ∈ L2(0, T,W

∗(σ; ΩC)) äëÿ u⃗ ∈ L2(0, T,W (σ; ΩC)) .
Îïðåäåëèì ýëåìåíò l ∈ L2(0, T,W

∗(σ; ΩC)) òàêîé, ÷òî äëÿ v⃗ ∈ W (σ; ΩC) ⟨l, v⃗⟩ =∫
Ω
(J⃗ñò(t) · F v⃗)dx . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ v⃗ ∈ W (σ; ΩC) èç (4.1) ñëåäóåò ðàâåíñòâî

d

dt
⟨A⃗0C , v⃗⟩+ ⟨GA⃗0C , v⃗⟩ = l(v⃗). (4.2)

Èç òåîðåìû Ëèîíñà [15] âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ A⃗0C ∈
L2(0, T,W (σ; ΩC)) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (4.2) ïðè âñåõ v⃗ ∈ W (σ; ΩC) è íà÷àëü-

íîìó óñëîâèþ A⃗0C(0) = a⃗ . Ïðè ýòîì A⃗0C ∈ C(0, T, {L2(σ; ΩC)}3) , è åñëè a⃗ ∈ W (σ; ΩC) ,

òî A⃗′
0C ∈ L2(0, T, {L2(σ; ΩC)}3) .

Ïîëàãàåì A⃗0 = FA⃗0C , A⃗ = A⃗0 + A⃗1 , A⃗C = A⃗0C .
Ïóñòü A⃗ � ðàçíîñòü äâóõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.9), (2.3), A⃗C(0) = 0 . Òîãäà

1

2

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · A⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rot A⃗ · rot A⃗)dx+ κ
∫
ΩC

(div σ A⃗)2dx = 0,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî A⃗ = 0 , òî åñòü ðåøåíèå åäèíñòâåííîå.
Òåîðåìà 2.1. äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.3. Ïóñòü A⃗ ∈ L2(0, T, V ) � ðåøåíèå çàäà÷è

(2.8), (2.3), A⃗κ ∈ L2(0, T,W ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.9), A⃗κC(0) = A⃗C(0)+ q⃗ , q⃗ ∈ K(rot; ΩC) .

Ïîëîæèì u⃗ = A⃗κ − A⃗ , u⃗ = u⃗1 + u⃗2 , ãäå u⃗1 ∈ L2(0, T, V ) , u⃗2 ∈ L2(0, T,K(rot; Ω) ∩W ) .

Ïðè ýòîì div σ u⃗C = div(σu⃗2)C = div(σA⃗κ)C è äëÿ âñåõ g⃗ ∈ K(rot; Ω)∩W (σu⃗C , g⃗C)2,ΩC
=

((σu⃗2)C , g⃗C)2,ΩC
= ((σA⃗κ)C , g⃗C)2,ΩC

, rot u⃗ = rot u⃗1 è (σu⃗C , v⃗C)2,ΩC
= ((σu⃗1)C , v⃗C)2,ΩC

äëÿ
âñåõ v⃗ ∈ V , u⃗1C(0) = 0 .
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Èç (2.8), (2.9) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ v⃗ ∈ V

d

dt

∫
ΩC

(σu⃗1 · v⃗)dx+
∫
Ω

(µ−1rot u⃗1 · rot v⃗)dx = 0,

u⃗ = u⃗2 ∈ L2(0, T,K(rot; Ω) ∩W ) , òî åñòü rotA⃗κ = rotA⃗ .
Äëÿ âñåõ g⃗ ∈ K(rot; Ω) ∩W

d

dt

∫
ΩC

(σu⃗ · g⃗)dx+ κ
∫
ΩC

div σ u⃗ div σ g⃗ dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · g⃗)dx.

Ïîëó÷àåì [15], ÷òî u⃗C ∈ C(0, T,K(rot; ΩC)) è

1

2

d

dt

∫
ΩC

(σu⃗ · u⃗)dx+ κ
∫
ΩC

(div σ u⃗)2dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · u⃗)dx.

Èíòåãðèðóÿ îò 0 äî t ≤ T è ïðèìåíÿÿ îöåíêó (3.11), ïîëó÷àåì

∥u⃗(t)∥2σ + κ∥div σ u⃗∥22,ΩC×(0,t) ≤ C2(ΩC ,Ω)κ−1∥J⃗ñò∥22,Q + ∥q⃗∥2σ.

Òàêèì îáðàçîì,

∥A⃗κ − A⃗∥W ≤ (C2(ΩC ; Ω) + 1)1/2∥div σ u⃗∥2,Q ≤

≤ (C2(ΩC ; Ω) + 1)1/2κ−1/2(C2(ΩC ,Ω)κ−1∥J⃗ñò∥22,Q + ∥q⃗∥2σ)1/2.

Åñëè q⃗ = 0 , äëÿ t ∈ (0, T )

∥A⃗κ(t)− A⃗(t)∥σ ≤ C(ΩC ,Ω)κ−1/2∥J⃗ñò∥2,Q.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.4.

Ïóñòü A⃗ ∈ L2(0, T, V ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.8), (2.3), ãäå a⃗ ∈ V (σ; ΩC) , w⃗ ∈ H(rot; Ω)
� ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ñîãëàñíî ëåììå 3.5., w⃗ = v⃗ + g⃗ , ãäå v⃗ ∈ V , g⃗ ∈ K(rot; Ω) . Èç
(2.8) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T )∫

Ω

(µ−1rot A⃗ · rot w⃗)dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · w⃗)dx−
∫
Ω

(J⃗ñò · g⃗)dx− d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · w⃗)dx.

Ïîëîæèì, â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 3.1., J⃗1 = EdivJ⃗
ñò

I ∈ L2(0, T,K0(div; Ω)) , J⃗2 =

J⃗ñò − J⃗1 . Òîãäà J⃗2I = 0 , ∫
Ω

(J⃗ñò · g⃗)dx =

∫
ΩC

(J⃗2 · g⃗)dx.

Ïîëó÷àåì σ−1J⃗2C = v⃗1 + gradϕ0 , ãäå v⃗1 ∈ L2(0, T,K0(div σ; ΩC)) , ϕ0 ∈ L2(0, T,H
1(ΩC)) ,∫

ΩC
ϕ0dx = 0 . Òàêèì îáðàçîì,∫

ΩC

(J⃗2 · g⃗)dx =

∫
ΩC

(σ(v⃗1 + gradϕ0) · g⃗)dx =

∫
ΩC

(σ gradϕ0 · g⃗)dx,

∫
Ω

(µ−1rot A⃗ · rot w⃗)dx =

∫
Ω

(J⃗ñò · w⃗)dx−
∫
ΩC

(σ gradϕ0 · w⃗)dx−
d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · w⃗)dx.

À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, Î.À. Èçîñèìîâà. Ìîäèôèöèðîâàííûå . . .



64 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4

Ïðîäîëæèì ôóíêöèè σ gradϕ0 , σ ∂A⃗/∂t íóë¼ì â ΩI . Òîãäà µ−1rot A⃗ ∈ H0(rot; Ω) , òî
åñòü âûïîëíåíî óñëîâèå (2.2), ïðè÷¼ì

rotµ−1 rot A⃗C = J⃗ñò

C − σ gradϕ0 −
∂

∂t
σA⃗C , rotµ

−1 rot A⃗I = J⃗ñò

I .

Ïóñòü ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, T ) ôóíêöèÿ ϕ1(t) ∈ H1(ΩI) � ðåøåíèå çàäà÷è

div ϵ gradϕ1(t) = 0, ϕ1(t)|ΓC
= ϕ0(t)|ΓC

, ϕ1(t)|Γ = 0.

Òîãäà ϕ1 ∈ L2(0, T,H
1(ΩI)) . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ ∈ L2(0, T,H

1(Ω)) ñîîòíîøåíèÿìè

ϕC = ϕ0 , ϕI = ϕ1 . Ïî ïîñòðîåíèþ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (2.1), òî åñòü A⃗ , ϕ � ðåøåíèå
çàäà÷è (2.1)�(2.3).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 2.5.
Ïóñòü A⃗ ∈ L2(0, T,W ) � ðåøåíèå çàäà÷è (2.9), (2.3). Ââèäó òåîðåìû 2.3., èç äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû 2.4. âûòåêàåò, ÷òî

µ−1 rot A⃗ ∈ H0(rot; Ω), rotµ
−1 rot A⃗I = J⃗ñò

I .

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ϕ0 ∈ L2(0, T, L2(ΩC)) ñîîòíîøåíèåì

ϕ0 = −κ div σA⃗C .

Ïóñòü ψ⃗ ∈ {D(ΩC)}3 . Òîãäà σ−1ψ⃗ = v⃗+ g⃗ , ãäå v⃗ ∈ K0(divσ; ΩC) , g⃗ ∈ K(rot; ΩC) . Òàê êàê

div ψ⃗ = div σ g⃗ , g⃗ ∈ K0(div σ; ΩC) , òî åñòü g⃗ ∈ W (σ; ΩC) .
Ïóñòü F : W (σ; ΩC) → W � îïåðàòîð ïðîäîëæåíèÿ, îïðåäåë¼ííûé ëåììîé 3.3. Òîãäà

F g⃗ ∈ K(rot; Ω) ∩W è èç ðàâåíñòâà (2.9) ïîëó÷àåì∫
ΩC

ϕ0 div ψ⃗ dx =

∫
ΩC

ϕ0 div σ g⃗ dx = −
∫
Ω

(J⃗ñò · F g⃗)dx+ d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · g⃗)dx.

Äëÿ âñåõ v⃗ ∈ V (σ; ΩC) èç (2.9) ïîëó÷àåì

d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · v⃗)dx =

∫
ΩC

(J⃗ñò · v⃗)dx−
∫
ΩC

(rotµ−1rot A⃗ · v⃗)dx.

Ïóñòü, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.4., J⃗ñò = J⃗1+ J⃗2 , ãäå J⃗1 ∈ L2(0, T,K0(div; Ω))

è J⃗2I = 0 . Ââèäó ïëîòíîñòè V (σ; ΩC) â K0(div σ; ΩC) èìååì

∫
ΩC

ϕ0 div ψ⃗ dx = −
∫
ΩC

(J⃗ñò · g⃗)dx−
∫
ΩI

(J⃗1 · F g⃗)dx+
d

dt

∫
ΩC

(A⃗ · ψ⃗)dx− d

dt

∫
ΩC

(σA⃗ · v⃗)dx =

= −
∫
ΩC

(σ−1J⃗ñò · ψ⃗)dx+ d

dt

∫
ΩC

(A⃗ · ψ⃗)dx+
∫
ΩC

(σ−1 rotµ−1 rot A⃗ · ψ⃗)dx.

Òàêèì îáðàçîì,

gradϕ0 = σ−1J⃗ñò

C − ∂

∂t
A⃗C − σ−1 rotµ−1 rot A⃗C .

Ïðîäîëæàÿ ϕ0 äî ôóíêöèè ϕ ∈ L2(0, T,H
1(Ω)) òàê æå, êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðå-

ìû 2.4., ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, Î.À. Èçîñèìîâà. Ìîäèôèöèðîâàííûå . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 4 65

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. A. Alonso Rodriguez, A. Valli, Eddy current approximation of Maxwell equations,
Springer-Verlag Italia, Milano, 2010, 347 p.

2. S. Meddahi, V. Selgas, “An H -based FEM-BEM formulation for a time dependent eddy
current problem”, App. Num. Math., 58 (2008), 1061–1083.

3. L. Arnold, B. Harrach, “A unified variational formulation for the parabolic-elliptic eddy
current equations”, SIAM J. Appl. Math., 72 (2012), 558–576.

4. O. Biro, A. Valli, “The Coulimb gauged vector potential formulation for the eddy-current
problem in general geometry: Well-posedness and numerical approximation”, Comput.
Meth. Appl. Mech. Engrg., 196 (2007), 890–904.

5. A. Bossavit, “On the Lorenz gauge”, COMPEL, 18 (1999), 323–336.

6. T. Chen, T. Kang, G. Lu, L. Wu, “A (T, ψ)−ψe decoupled scheme for a time-dependent
multiply-connected eddy current problem”, Math. Meth. Appl. Sci., 37 (2014), 343–359.

7. A.V. Kalinin, A.A. Tiukhtina, S. R. Lavrova, “Modified Coulomb and Lorenz gauges in
the modeling of low-frequency electromagnetic processes”, IOP Conf. Ser.: Mater. Sci.
Eng., 158 (2016), 012046.

8. À.Â. Êàëèíèí, À.À. Êàëèíêèíà, �Êâàçèñòàöèîíàðíûå íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà�, Âåñòíèê Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èì.
Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî. Ñåðèÿ Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è îïòèìàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå, 2003, �1, 21�38.

9. A.V. Kalinin, M. I. Sumin, A.A. Tyukhtina, “On the inverse problems of final observation
for the system of Maxwell equations in the quasistationary magnetic approximation and
stable sequential Lagrange principles of its solution”, Comput. Math. Math. Phys., 57:2
(2017), 18–40.

10. À.Â. Êàëèíèí, À.À. Êàëèíêèíà, �Lp-îöåíêè âåêòîðíûõ ïîëåé�, Èçâåñòèÿ Âóçîâ.
Ìàòåìàòèêà, 2004, �3, 26�35.

11. À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, �Êâàçèñòàöèîíàðíûå ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ â íåîä-
íîðîäíûõ ñðåäàõ ñ íåïðîâîäÿùèìè è ñëàáîïðîâîäÿùèìè âêëþ÷åíèÿìè�, Æóðíàë
ÑÂÌÎ, 18:4 (2016), 119�133.

12. Ë.Ä. Ëàíäàó, Å.Ì. Ëèôøèö, Òåîðåòè÷åñêàÿ ôèçèêà. Ò. 8: Ýëåêòðîäèíàìèêà ñïëîø-
íûõ ñðåä, Íàóêà, Ãë. ðåä. ôèç.-ìàò. ëèò., Ì., 1982, 621 ñ.

13. V. Girault, P. Raviart, Finite element methods for Navier–Stokes equations, Springler-
Verlag, N.Y., 1986, 374 p.

14. M. Cessenat, Mathematical methods in electromagnetism: linear theory and applications,
World Scientific, Singapore, 1996, 396 p.

15. R. Dautray, J.-L. Lions, Mathematical Analysis and Numerical Methods for Science and
Technoogy. V. 5: Evolution Problems I, Springer-Verlag, Berlin, 2000, 739 p.

Ïîñòóïèëà 8.09.2017

À.Â. Êàëèíèí, À.À. Òþõòèíà, Î.À. Èçîñèìîâà. Ìîäèôèöèðîâàííûå . . .



66 Zhurnal SVMO. 2017. Vol. 19, No. 4

MSC2010 35Q61

Modi�ed gauge conditions for Maxwell equations in

quasi-stationary magnetic approximation

c⃝ A.B. Kalinin4, A.A. Tyukhtina5, O.A. Izosimova6

Abstract. The initial-boundary value problem for the Maxwell equations in the quasi-stationary
magnetic approximation with magnetic boundary conditions is studied. The case of heterogeneous
media containing conductive and non-conductive inclusions is considered. The problem is
formulated in terms of vector magnetic and scalar electric potentials. The special gauge conditions
(modi�ed Coulomb and Lorenz gauges) that allow to formulate problems of independent
determination of vector magnetic potential are proposed. The correctness of the problem statement
under general conditions on coe�cients is proved. The possibility of Lions' theorem application is
proved using estimates for scalar products of vector �elds. The relation between solutions of the
problems with di�erent gauges is studied. The correspondence between the problem formulation
for magnetic vector potential and the initial problem formulation for the vector magnetic potential
and scalar electric potential is considered.

Key Words: Maxwell equations, quasi-stationary magnetic approximation, heterogeneous media,
vector potential, gauge conditions
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ

äëÿ âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ðåçêèìè

îñîáåííîñòÿìè

c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ 1, Ì. À. Âàñþòèí2, Å. À. Ëàïøèíà 3, Ä. À. Øèëêèí 4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ,
âîçíèêàþùèõ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè ïðè ïðîïóñ-
êàíèè ÷åðåç íèõ ïåðåìåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî òîêà. Â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè âîëüòàìïåðíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è ÷àñòî èìåþò ðåçêèå îñîáåííî-
ñòè, âûçâàííûå íåóñòîé÷èâîñòüþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîëüòàìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðî-
âîäíèêîâ, ïîëó÷åííûå íà ïåðåìåííîì è ïîñòîÿííîì òîêàõ, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Ïîëó÷åíû
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè äëÿ øèðîêèõ ïëåíîê
ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà ñ ðåçêèìè îñîáåííîñòÿìè òèïà ñêà÷êà è èçëîìà â òîêîâîé çà-
âèñèìîñòè âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê. ×èñëåííî ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóä 1, 2,
3 è 5-îé ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî è àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî òîêà. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé íà òîêîâûõ çàâèñèìîñòÿõ àìïëèòóä ãàðìîíèê íàïðÿæå-
íèÿ îïðåäåëÿþò âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàññìîòðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà YBCO. Íà îñíîâàíèè âûïîëíåííîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òîêàõ âûøå êðèòè÷åñêîãî èç-çà ïëîõîãî òåïëîîáìåíà
ïðîèñõîäèò ïåðåãðåâ ìîíîêðèñòàëëà. Ñîïðîòèâëåíèå ìîíîêðèñòàëëà çàâèñèò îò òåìïåðàòó-
ðû, ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó è âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò ïàðàáîëè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀÕ) ñâåðõïðîâîäíèêà, ðåçêèå îñîáåí-
íîñòè ÂÀÕ, àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ ãàðìîíèê, ÂÀÕ ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ, êðèòè÷åñêèé òîê.

1. Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàêèõ-ëèáî ìàòåðèàëîâ ïðè
ïåðåìåííîì âîçäåéñòâèè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïðè ñòàòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè [1 � 5].
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðåìåííûå ñèãíàëû ëåã÷å óñèëèâàòü è àïïàðàòóðà äëÿ èõ èçìå-
ðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíåå. Êðîìå òîãî, åñëè çàâèñèìîñòü èçó÷àåìîé õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà èìååò òàêèå îñîáåííîñòè, êàê ñêà÷îê, èçëîì èëè äðóãèå ðåçêèå èçìåíåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ñâîéñòâ, òî äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè ñòàòè÷åñêîì è ïåðåìåííîì âîçäåéñòâèè,
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü âîëüòàìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè (ÂÀÕ)

1Êóçüìè÷åâ Íèêîëàé Äìèòðèåâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû êîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêîé èíôîð-
ìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë.
Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-6707-
4950, kuzmichevnd@yandex.ru.

2 Âàñþòèí Ìèõàèë Àëåêñàíäðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû êîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêîé èíôîðìà-
òèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë.
Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-4856-7407, vasyutinm@mail.ru.

3Ëàïøèíà Åëåíà Àíàòîëüåâíà, äîöåíò êàôåäðû êîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêîé èíôîðìàòèêè,
ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøå-
âèñòñêàÿ, ä. 68), ORCID: http://orcid.org/0000-0002-8828-273X, e.lapshina2010@yandex.ru.

4Øèëêèí Äìèòðèé Àëåêñååâè÷, èíæåíåð êàôåäðû êîíñòðóêòîðñêî-òåõíîëîãè÷åñêîé èíôîðìà-
òèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë.
Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ORCID: http://orcid.org/0000-0001-9061-3174, dwi8hi@outlook.com.
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ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ïîëó÷åííûå íà ïåðåìåííîì è ïîñòîÿííîì òîêå [6 � 8]. Åñëè ÷åðåç ñðå-
äó, èìåþùóþ íåëèíåéíóþ ïðîâîäèìîñòü ïðîïóñòèòü ãàðìîíè÷åñêèé ýëåêòðè÷åñêèé òîê,
òî íàïðÿæåíèå, âîçíèêàþùåå â ñðåäå, áóäåò íåãàðìîíè÷åñêèì (â åãî ñîñòàâå áóäóò âûñ-
øèå ãàðìîíèêè). Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé âûñøèõ ãàðìîíèê îò àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî
òîêà (ÂÀÕ ãàðìîíèê) ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ îá îñîáåííîñòÿõ ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå,
÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà, òàêèå êàê êðèòè÷åñêèé òîê,
òîê ïåðåãðåâà è ò. ä. [1 � 8]. Ïåðåõîä ñâåðõïðîâîäíèêà èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì â ðÿ-
äå ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèìåð, ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà èñïûòûâàåò ñêà÷îê ïðè
ïðîïóñêàíèè òîêà, ðàâíîãî êðèòè÷åñêîìó òîêó Ic , è ïðè òîêàõ I , âûøå êðèòè÷åñêîãî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé â èäåàëüíîì ñëó÷àå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ó ¾ïîäíîæèÿ¿ è ¾âåðøèíû¿
ñêà÷êà ÂÀÕ èìååòñÿ íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ âèõðÿìè Àáðèêîñîâà, ôëóêòóàöèÿìè
è äð.[1, 6, 7, 9, 10]. Â ýêñïåðèìåíòå è ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèå ìàòåðèàëû â âèäå òîíêèõ ïëåíîê. Â ïëåíêàõ ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç
øèðîêîå ðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå è ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è íåóñòîé÷èâûì, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ñêà÷êàì, èçëîìàì è íåëèíåéíûì çàâèñèìîñòÿì ÂÀÕ [9, 10]. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ïðîñòûõ ñëó÷àÿ: 1 � ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ è 2 � ÂÀÕ ñ èçëîìîì.

2. Ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ

Ïåðåõîä ñâåðõïðîâîäíèêà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, êàê áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè,
ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì â ÂÀÕ. Â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå ÂÀÕ èìååò ñëåäóþùèé âèä (2.1):

V (I) =

{
0, |I| ≤ Ic;
R · I, |I| > Ic.

(2.1)

Çäåñü R ñîïðîòèâëåíèå íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, Ic � êðèòè÷åñêèé òîê.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà

Ïðè ïðîïóñêàíèè ÷åðåç îáðàçåö ñâåðõïðîâîäíèêà ïåðåìåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî òîêà
àìïëèòóäîé i , ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíó Ic (ò. å. i · cos(t) , çäåñü t = ω τ , ω � ÷àñòîòà
è τ � âðåìÿ), íàïðÿæåíèå, âîçíèêàþùåå íà îáðàçöå, ñòàíîâèòñÿ íåãàðìîíè÷åñêèì è â
ñâîåì ñîñòàâå áóäåò èìåòü ïåðâóþ è âûñøèå ãàðìîíèêè. Íàïðÿæåíèÿ ãàðìîíèê çàâèñÿò
îò àìïëèòóäû òîêà i íåëèíåéíî. Íà ðèñóíêàõ (2.2) è (2.3) ïðèâåäåíû ÂÀÕ ïåðâîé V 1 ,
òðåòüåé V 3 è ïÿòîé V 5 ãàðìîíèê. Çàâèñèìîñòè V 1 , V 3 è V 5 îïðåäåëÿëèñü ÷èñëåííî ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Mathcad ïî ôîðìóëå

V n(i) =
1

π

∫ 2π

0

V (i, t) cos (nt) dt. (2.2)
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Çäåñü n = 1,2,3,... .
Íàïðÿæåíèÿ ÷åòíûõ ãàðìîíèê â ñèëó íå÷åòíîé ñèììåòðèè ÂÀÕ îòñóòñòâîâàëè. Àíà-

ëèòè÷åñêè íàéäåííàÿ ïåðâàÿ ãàðìîíèêà íàïðÿæåíèÿ äëÿ ÂÀÕ (2.1) èìååò âèä

V 1(i) =

{
0, i ≤ Ic;
R·i
π
[(π + t1 − t2) + cos (t1 + t2) · sin(t1 − t2)] , i > Ic.

(2.3)

Çäåñü t1 = arccos
(
Ic
i

)
, t2 = arccos

(
− Ic

i

)
.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè V 1(i) , âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì (2.2) è (2.3). Íà ãðàôèêå, êðîìå

çàâèñèìîñòè V 1(i) , ïðèâåäåíà ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå V (i) = Ri

Èç ðèñóíêà (2.2) âèäíî, ÷òî V 1(i) íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ ïðè i = Ic è àñèìïòîòè÷åñêè
ñòðåìèòñÿ ê V (i) . Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2.3) çàâèñèìîñòü V 1(i) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëè-
íåéíîãî è íåëèíåéíîãî ÷ëåíîâ. Íåëèíåéíûé ÷ëåí ïðè i → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å.
V 1(i) → Ri . Çàâèñèìîñòè V 3(i) è V 5(i) (2.3) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíûìè è îòëè÷íû
îò íóëÿ ïðè i > Ic , âáëèçè Ic èìåþò ìàêñèìóì è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè i .
Êðîìå òîãî, ïðè i ≈ 0.27 Ic ôàçà V 5(i) ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó π , V 5(i)
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìóì. Áîëåå âûñîêèå ãàðìîíèêè îêîëî Ic
èìåþò óçêèå ìàêñèìóìû, ïîýòîìó ïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ âûñøèõ ãàðìîíèê ìîæåò ñëó-
æèòü êðèòåðèåì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ Ic .

Ð è ñ ó í î ê 2.3

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê

Åñëè ÷åðåç îáðàçåö ñâåðõïðîâîäíèêà ïðîïóñòèòü îäíîâðåìåííî ïîñòîÿííûé òîê I è
ïåðåìåííûé òîê àìïëèòóäîé i (ò. å. J = I + i · cos(t) ), òî àìïëèòóäû ãàðìîíèê áóäóò
ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ I è i ò. å. V n = V n(I, i) . Äëÿ ïðàêòèêè áîëüøîå çíà÷åíèå
èìåþò ôóíêöèè V n(I, i = const) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ i , òàê êàê V n(I) êà÷åñòâåííî
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ïîäîáíû ïðîèçâîäíûì âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê dn V (I)/dIn . Ðàññìîòðèì çàâèñè-
ìîñòü V 1(I) ïðè àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè i = 0.125Ic (2.4).

Ð è ñ ó í î ê 2.4

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû 1-îé ãàðìîíèêè V 1(I) îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè àìïëèòóäå

ìîäóëÿöèè òîêà i = (1/8)Ic

Çàâèñèìîñòü V 1(I) ïîëó÷åíà ÷èñëåííî. Âèäíî, ÷òî V 1(I) âáëèçè Ic èìååò êîëîêî-
ëîîáðàçíûé âèä ñ øèðèíîé ó îñíîâàíèÿ, ðàâíîé 2i . Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì Ic è áóäåò îïðåäåëÿòü êðèòåðèé åãî íàõîæäåíèÿ. Ïðè ñòðåìëåíèè i ê íóëþ
øèðèíà ìàêñèìóìà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âûñîòà ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-
öèÿ V 1(I) ïðè i → 0 ñòðåìèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(I) , ò. å. ê îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè (2.4).

Íà ðèñóíêå (2.5) ïðèâåäåíû ÷èñëåííî îïðåäåëåííûå çàâèñèìîñòè òðåõ ãàðìîíèê íàïðÿ-
æåíèÿ îò ïîñòîÿííîãî òîêà I : 1, 2 è 3-åé. Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà ïðèâåäåíà äëÿ ñðàâíåíèÿ. ×åò-
íûå ãàðìîíèêè, â ÷àñòíîñòè 2-àÿ, ïîÿâëÿþòñÿ ïðè I ̸= 0 âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ íå÷åòíîé
ñèììåòðèè ÂÀÕ ïðè åå ñìåùåíèè çàäàííûì òîêîì I . Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü
V 2(I) ïîõîæà íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ d2V (I)/dI2 , à V 3(I) êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ òðå-
òüåé ïðîèçâîäíîé d3V (I)/dI3 . Ïðè óìåíüøåíèè àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè ôóíêöèè V n(I)
ñòðåìÿòñÿ ê dnV (I)/dIn [4,5,11 � 13].

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå çàâèñèìîñòåé âûñøèõ ãàðìîíèê îò âåëè-
÷èí ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî òîêîâ ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî îïðåäåëÿòü è ðàññ÷èòûâàòü
ÂÀÕ è íàõîäèòü çíà÷åíèå Ic .

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä 1-îé, 2-îé è 3-åé ãàðìîíèê V 1(I) îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè

àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè òîêà i = (1/8)Ic
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3. ÂÀÕ ñ èçëîìîì

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò ñâåðõïðîâî-
äÿùèå ïëåíêè. Ïåðåõîä â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå â ïëåíêàõ ïðîèñõîäèò ÷åðåç øèðîêîå òàê
íàçûâàåìîå ðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå. Ñîïðîòèâëåíèå ïëåíêè â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè îò-
ëè÷íî îò íóëÿ, íî ìåíüøå ñîïðîòèâëåíèÿ íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèè. Ïðè äîñòèæåíèè òîêîì
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Ic ó êðàåâ ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêè çàðîæäàþòñÿ öåïî÷êè âèõðåé
Àáðèêîñîâà ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ïîïåðåê ïëåíêå íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó è âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ ïîñðåäè ïëåíêè. Äâèæåíèå âèõðåé ÿâëÿåòñÿ âÿçêèì
è ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ íàïðÿæåíèÿ V íà ïëåíêå, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíî çà-
âèñèò îò òîêà. Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü òîêà j = I/b îïèñûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííûì
íåëèíåéíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ [9]:

8π
λeff
b

dj

dx
+ 2

∫ +1

−1

j(x′)dx′

x′ − x
=

(
ηE

jϕ0

)
sign (x) . (3.1)

Çäåñü b � øèðèíà ïëåíêè, λ eff � ýôôåêòèâíàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
x � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñåðåäèíû ïëåíêè â åäèíèöàõ b , η � êîýôôèöèåíò
âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé, ϕ 0 � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà è E (V ∼ E ) � íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Êîãäà I � Ic < < Ic , òî ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ãðàäèåíòíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (3.1) è
óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðè x = ±1 ïóòåì çàìåíû 1 � x2 ∼ λeff/b ïîëó÷èì ëèíåéíóþ
ÂÀÕ ñ èçëîìîì âèäà E ∼ I � Ic . Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ ãàðìîíèê
íàïðÿæåíèÿ íå÷åòíî ñèììåòðè÷íóþ ÂÀÕ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âûðàçèì ôîðìóëîé [9,10]:

V (I) =

{
0, |I| ≤ Ic;
R · [I − Ic · sign (I)] , |I| > Ic.

(3.2)

Çäåñü R ÿâëÿåòñÿ ñîïðîòèâëåíèåì âÿçêîãî òå÷åíèÿ âèõðåé. Ãðàôèê ÂÀÕ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
èçîáðàæåí íà ðèñóíêå (3.1). Âèäíî, ÷òî ÂÀÕ ïðè I = Ic èìååò èçëîì.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

ÂÀÕ äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé Àáðèêîñîâà, ïîðîæäåííûõ òðàíñïîðòíûì òîêîì,

ïðîòåêàþùèì âäîëü ïëåíêè (3.2)

Íàïðÿæåíèå ïåðâîé ãàðìîíèêè, ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêè èç ôîðìóëû (2.2), èìååò âèä

V 1(i) =

{
0, i ≤ Ic;
R·i
π

[
(π + t1 − t2) +

1
2
(sin(2t1)− sin(2t2))

]
− 2RIc

π
[sin(2t1) + sin(2t2)] , i > Ic.

(3.3)
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Íà ðèñóíêå (3.2) ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè V 1(i) , íàéäåííûé ÷èñëåííî (2.2) è
àíàëèòè÷åñêè (3.3). Êðîìå òîãî, äëÿ ñðàâíåíèÿ íà äàííîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà ÂÀÕ ïëåíêè
íà ïîñòîÿííîì òîêå (3.2). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü V 1(i) îêîëî Ic ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíîé è àñèìïòîòè÷åñêè íå ñòðåìèòñÿ ê V (I) , ñòàíîâÿñü ëèíåéíîé.

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (3.3). Âèäíî, ÷òî V 3(i) è V 5(i)
îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè i > Ic è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ïðè i → ∞ âåëè÷èíû V 3 è
V 5 ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì, îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè V 1(i) . Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Çàâèñèìîñòü V 1(I) äëÿ ÂÀÕ (3.1) ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè i
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Íà ðèñóíêàõ (3.4) è (3.5) ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóä íàïðÿæåíèé 1, 2 è 3-åé
ãàðìîíèê îò ïîñòîÿííîãî òîêà I , îïðåäåëåííûå ÷èñëåííî äëÿ âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè (3.2) ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè. Âèäíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ÂÀÕ
(2.1), ïðè i → 0 ãàðìîíèêè íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîèçâîäíûå
ÂÀÕ (3.2) íà ïîñòîÿííîì òîêå.

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Çàâèñèìîñòè V 2(I) è V 3(I) äëÿ ÂÀÕ (3.1) ïðè i = const

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÂÀÕ

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà
YBa 2Cu 3O 6.9 (YBCO) â ìàãíèòíîì ïîëå ïðèâåäåííóþ íà ðèñóíêå (4.1). Èç ðèñóí-
êà âèäíî, ÷òî äàííàÿ çàâèñèìîñòü êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ V 1(I) ïðèâåäåííîé íà
ðèñóíêå (3.4), çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ñïðàâà îò ñêà÷êà, îáóñëîâëåííîãî
ïðåâûøåíèåì ñóììàðíîãî òîêà (âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî è àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî òîêà)
çíà÷åíèÿ Ic = 0.24A è ïåðåõîäîì â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîé îáëàñòè ÂÀÕ ïåðâîé
ãàðìîíèêè èçìåíÿåòñÿ îò I ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì
òîêå V (I) èìååò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü ò. å. V ∼ I2 .

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà YBa 2 Cu 3O 6.9 â ìàãíèòíîì ïîëå

íàïðÿæåííîñòüþ 323 Oe ïðè òåìïåðàòóðå 84 Ê. Àìïëèòóäà ìîäóëÿöèè òîêà ñîñòàâëÿëà

i = 18.3mA , ÷àñòîòà � 1Hz

Çàâèñèìîñòè ïîäîáíîãî ðîäà íàáëþäàþòñÿ â ñëó÷àå ïåðåãðåâà îáðàçöà. Ò. å. â îáðàç-
öå âûäåëÿåòñÿ äæîóëåâî òåïëî, ïðèâîäÿùåå ê íàãðåâó îáðàçöà. Ñîïðîòèâëåíèå îáðàçöà
çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó. Â èòîãå ÂÀÕ áóäåò èìåòü ïàðà-
áîëè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àìïëèòóä íàïðÿæåíèé ïåðâîé è âûñ-
øèõ ãàðìîíèê äëÿ âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñî ñêà÷êîì è èçëîìîì
ïîêàçàëî, ÷òî ïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé íà çàâèñèìîñòÿõ àìïëèòóä ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ
îïðåäåëÿþò âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà. Êðîìå òîãî, ïî âèäó çàâèñèìîñòåé
ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà.
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Mathematical modeling of voltage harmonicsfor

current-voltage characteristics with singularities
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Abstract. In the paper mathematical modeling of the voltage harmonics occurring in
superconductor is performed. It is assumed that the superconductoris in the resistive state
when an alternating harmonic current passes through them. In such the I-V characteristics
of a superconductor are nonlinear and often have singularities caused by instability. For this
reason, the I-V characteristics of superconductors obtained for alternating and direct currents
are very di�erent. Analytical expressions for the voltage amplitude of the �rst harmonic for wide
�lms of type-II superconductors with singularitiesof jump-type and break-type in the current
dependence of the I-V characteristics are obtained. The dependences of the amplitudes of the
1st, 2nd, 3rd and the 5th voltage harmonics on the value of the constant current and on the
amplitude of the alternating current are calculated numerically. It is shown that the positions of
the current dependencies' singularities determine important characteristics of the superconductor.
The experimental I-V characteristic of the �rst harmonic of YBCO single crystal is considered.
Basing on the mathematical modeling performed, it is shown that at currents above the critical
one, the single crystal overheats because of poor heat transfer. The resistance of a single crystal
depends on the temperature and increases in proportion to the current; the I-V characteristic has
a parabolic relationship.

Key Words: current-voltage characteristic of superconductors, singularities of the current-
voltage characteristic, amplitude voltage of harmonic, current-voltage characteristic of the voltage
harmonics, critical current.
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×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ â íåëèíåéíûõ

ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ ìîäåëÿõ

c⃝ À. Í. Òûíäà 1, Í. Þ. Êóäðÿøîâà 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ èíòåãðàëüíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñïåöèàëüíîãî
âèäà. Ïåðâàÿ ãðóïïà çàäà÷ ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé Âîëüòåððà ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé â íèæíèõ ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåíî
äâà ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäà � ïðÿìîé è èòåðàöèîííûé, îñíîâàííûé íà ëèíåàðèçà-
öèè èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ñõåìå Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à. Âòîðàÿ
ãðóïïà ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ ñâÿçàíà ñ ïîñòðîåíèåì îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â ìàêðîýêîíî-
ìè÷åñêèõ ìîäåëÿõ êëàññà VCM. Ïðåäëîæåíî äâà îðèãèíàëüíûõ ïîäõîäà ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ÷èñëåííî îïðåäåëèòü ýêñòðåìàëè â ïåðâîì ïðèáëè-
æåíèè. Ïðåäëîæåííàÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü è áîëåå
òî÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ àïïðîêñèìàöèé. Â çàêëþ÷åíèè
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ðÿäà ìîäåëüíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèå ñóäèòü îá ýôôåêòèâíî-
ñòè ïðåäëîæåííûõ ïîäõîäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîäåëè VCM, ìåòîä
Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à, íåëèíåéíûå çàäåðæêè, ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà, àïïðîêñèìàöèÿ èí-
òåãðàëîâ.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ è ïðîèçâîäñòâåííûõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîãî ñðîêà ñëóæáû ïðîèçâîäñòâåííîãî îáîðóäîâàíèÿ è åãî
çàìåíû â ïðîèçâîäñòâå, ïðèìåíÿþòñÿ èíòåãðàëüíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Òàêæå îíè
èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîëîãèè [1]�[4].

Òàêèå ñèñòåìû îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè
Âîëüòåððà è èõ ñèñòåìàìè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ïîëíûå ìîäåëè òàêî-
ãî êëàññà ñîäåðæàò ðàçíîãî âèäà âðåìåííûå çàäåðæêè. Â îòëè÷èè îò õîðîøî èçó÷åííûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ñ
çàäåðæêàìè, ìîäåëè, îñíîâàííûå íà èíòåãðàëüíûõ è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèÿõ ñ çàäåðæêàìè, îñòàþòñÿ íåäîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàííûìè. Íàïðèìåð, â òåîðèè àâòîìà-
òè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ ìàëî èññëåäîâàíà èíòåãðàëüíàÿ ìîäåëü íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñ íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè çàäåðæêè. Â ðàáîòå [5] ïðåäëàãàåòñÿ ðÿä ÷èñëåí-
íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè â
ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ, èãðàþùèìè ðîëü âðåìåííûõ çàäåðæåê.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ òàêæå âîçðîñ èíòåðåñ ê îäíîìó èç ïðèìåíåíèé òàêîãî ðîäà ìîäå-
ëåé, à èìåííî ê ìîäåëèðîâàíèþ îïòèìàëüíîãî ñðîêà ñëóæáû îñíîâíîãî îáîðóäîâàíèÿ, êàê
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ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-6023-9847, tyndaan@mail.ru
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ïðàâèëî, ñ ó÷åòîì òåõíîëîãè÷åñêèõ èçìåíåíèé. Â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè òàêèå ìîäåëè èç-
âåñòíû êàê Vintage Capital Models (VCM) [4]. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè VCM îïèñûâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà ñ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé â
ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèå ìîäåëè èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè èçó÷åíèè ýêîíîìèêî-
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ê ìîäåëÿì VCM,
èõ îïòèìàëüíàÿ äèíàìèêà ïîëíîñòüþ íå èçó÷åíà [4],[6] è [7].

2. Ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà

x(t) =
t∫

y(t)

H(t, τ, x(τ))dτ,

t∫
y(t)

K(t, τ, x(τ))dτ = f(t),

c(t) =
t∫

y(t)

L(t, τ, x(τ))dτ,

t ∈ [t0, T ), t0 < T 6 ∞, (2.1)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé x(t), y(t) è c(t) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

y(t0) = Y0 < t0, x(τ) ≡ φ0(τ), τ ∈ (−∞, t0],

ãäå f(t) � ïðèðîñò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè â åäèíèöó âðåìåíè íîâûõ ðàáî÷èõ ìåñò, ñîçäàâàå-
ìûõ â ìîìåíò t ; x(t) � êîëè÷åñòâî íîâûõ ðàáî÷èõ ìåñò, ñîçäàâàåìûõ çà åäèíèöó âðåìåíè
â ìîìåíò t ; y(t) � âðåìåííûå ãðàíèöû ëèêâèäàöèè óñòàðåâøèõ ðàáî÷èõ ìåñò; c(t) � îáú-
åì âûïóñêà ïðåäìåòîâ ïîòðåáëåíèÿ çà åäèíèöó âðåìåíè â ìîìåíò t . Òàêæå çäåñü ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàííûå ôóíêöèè H(t, τ, x), K(t, τ, x), L(t, τ, x), f(t), φ0(t) íåïðåðûâíû,
íåîòðèöàòåëüíû ïðè τ ∈ (−∞, T ), t ∈ [t0, T ), x ∈ [0,∞) è óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì
ñèñòåìû (2.1) â òî÷êå t = t0.

Â ðàáîòå Þ. Ï. ßöåíêî [8] ïðèâåäåíà è äîêàçàíà òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1).

2.1. Èòåðàöèîííûé ìåòîä

Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ c(t) íå ñîäåðæèòñÿ â ïåðâûõ äâóõ óðàâíå-
íèÿõ ñèñòåìû (2.1), öåëåñîîáðàçíî ðåøàòü ïîäñèñòåìó âèäà

x(t) =
t∫

y(t)

H(t, τ, x(τ))dτ,

t∫
y(t)

K(t, τ, x(τ))dτ = f(t),

t ∈ [t0, T ), t0 < T 6 ∞. (2.2)

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèé
(
x(t), y(t)

)
, ïîäñòàâèâ èõ â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1),

íàõîäèì çíà÷åíèå c(t).
Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) íà îòðåçêå [t0, T ] . Ïåðåïèøåì

ñèñòåìó â âèäå
P1(x(t), y(t)) ≡ x(t)−

t∫
y(t)

H(t, τ, x(τ))dτ = 0,

P2(x(t), y(t)) ≡ f(t)−
t∫

y(t)

K(t, τ, x(τ))dτ = 0,

0 < t0 6 t 6 T, (2.3)
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èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìå

P (X) =
(
P1(X), P2(X)

)
= 0, X = (x(t), y(t)). (2.4)

Óðàâíåíèå (2.4) áóäåì ðåøàòü ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à.
Ïðåäëîæåííûé íèæå àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì èòåðàöèîííî-ïðîåêöèîííîãî ìåòî-
äà, ïîñòðîåííîãî â [9] è [10], íà ñëó÷àé íåëèíåéíîñòè ïî ïåðåìåííîé x ÿäåð H(t, τ, x) è
K(t, τ, x) èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.1).

Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïðèìåò âèä

Xm+1 = Xm − [P ′(X0)]
−1(P (Xm)), m = 0, 1, . . . ., (2.5)

ãäå X0 = (x0(t), y0(t)) � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ P ′(X0) íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà P (X) â òî÷êå X0

îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé èç ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂P1

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

∂P1

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

∂P2

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

∂P2

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî ïîïðàâêè íà ïåðâîé èòåðàöèè èìååò âèä
∂P1

∂x(t)

∣∣∣
(x0,y0)

(∆x(t)) + ∂P1

∂y(t)

∣∣∣
(x0,y0)

(∆y(t)) = −P1(x0(t), y0(t)),

∂P2

∂x(t)

∣∣∣
(x0,y0)

(∆x(t)) + ∂P2

∂y(t)

∣∣∣
(x0,y0)

(∆y(t)) = −P2(x0(t), y0(t)),
(2.6)

ãäå ∆x(t) = x1(t)− x0(t), ∆y(t) = y1(t)− y0(t) ;

∂P1

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= lim
s→0

P1(x0 + sx, y0)− P1(x0, y0)

s
= x(t)−

t∫
y0(t)

H3(t, τ, x0(τ))x(τ)dτ ;

∂P1

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= H
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
y(t);

∂P2

∂x

∣∣∣
(x0,y0)

= −
t∫

y0(t)

K3(t, τ, x0(τ))x(τ)dτ ;

∂P2

∂y

∣∣∣
(x0,y0)

= K
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
y(t);

H3(t, τ, x0) =
∂H(t, τ, x)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

, K3(t, τ, x0) =
∂K(t, τ, x)

∂x

∣∣∣∣
x=x0

.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÿäðà H è K äèôôåðåíöèðóåìû ïî ïåðåìåííîé x â òî÷êå x0 .
Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (2.6) ïðèíèìàåò âèä

∆x(t)−
t∫

y0(t)

H3(t, τ, x0(τ))∆x(τ)dτ +H
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
∆y(t) =

=
t∫

y0(t)

H(t, τ, x0(τ))dτ − x0(t),

−
t∫

y0(t)

K3(t, τ, x0(τ))∆x(τ)dτ +K
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
∆y(t) =

=
t∫

y0(t)

K(t, τ, x0(τ))dτ − f(t).

(2.7)
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Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.7) � ëèíåéíà, ðåøàÿ åå îòíîñèòåëüíî ∆x(t) è
∆y(t) , íàõîäèì

(
x1(t), y1(t)

)
. Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ

(
x1(t), y1(t)

)
â òðåòüå

óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.1), íàõîäèì çíà÷åíèå c1(t). Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

(
xm(t), ym(t), cm(t)

)
, îïðåäåëÿåìûõ èç ñèñòåì

∆xm(t)−
t∫

y0(t)

H3(t, τ, x0(τ))∆xm(τ)dτ +H
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
∆ym(t) =

=
t∫

ym−1(t)

H(t, τ, xm−1(τ))dτ − xm−1(t),

−
t∫

y0(t)

K3(t, τ, x0(τ))∆xm(τ)dτ +K
(
t, y0(t), x0(y0(t))

)
∆ym(t) =

=
t∫

ym−1(t)

K(t, τ, xm−1(τ))dτ − f(t),

(2.8)

ãäå ∆xm(t) = xm(t)− xm−1(t), ∆ym(t) = ym(t)− ym−1(t), m = 2, 3, . . . .
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ êàæäîãî ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå

ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà. Ïðè ýòîì ÿäðà óðàâíåíèé â
ëåâûõ ÷àñòÿõ íà êàæäîì øàãó îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2.2. Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà ñ ïåðåìåííîé çàäåðæêîé

Íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.8) âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ ëè-
íåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñëåäóþùåãî âèäà

x(t)−
t∫

y(t)

h(t, τ)x(τ)dτ = F (t), t ∈ [t0, T ], (2.9)

ãäå y(t) < t � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, y(t0) = Y0 < t0 , x(t) = φ0(t) ïðè t 6 t0.
Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.9) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé:

xn+1(t) = F (t) +

t∫
y(t)

h(t, τ)xn(τ)dτ, t ∈ [t0, T ], x0(t) = F (t). (2.10)

Ââåäåì íà îòðåçêå [t0, T ] ðàâíîìåðíóþ ñåòêó (w) , ñîñòîÿùóþ èç òî÷åê ti = t0 + (T −
t0)

i
N
, i = 1, N. Êàæäûé èç èíòåðâàëîâ [tk−1, tk], k = 1, N, ðàçîáüåì â ñâîþ î÷åðåäü

òî÷êàìè

tjk =
tk + tk−1

2
+
tk − tk−1

2
ξj, t0k = tk−1 j = 1, r − 2, k = 1, N,

ãäå ξj � íóëè ìíîãî÷ëåíà Ëåæàíäðà ñòåïåíè (r− 2), à ïàðàìåòð r çàâèñèò îò ãëàäêîñòè
âõîäÿùèõ â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.9) ôóíêöèé.

Çíà÷åíèÿ î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ â òî÷êàõ tjk áóäåì îïðåäåëÿòü èç ðàâåíñòâ

xn+1(t
j
k) = F (tjk) +

tjk∫
y(tjk)

h(tjk, τ)xn(τ)dτ, j = 0, r − 2, k = 1, N. (2.11)
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íà êàæäîé èòåðàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíûé ïî-
ëèíîìèàëüíûé ñïëàéí x̃n(t) , ñîñòàâëåííûé èç N èíòåðïîëÿöèîííûõ ïîëèíîìîâ ñòå-
ïåíè (r − 1) , ïîñòðîåííûõ ïî óçëàì tjk è tk, j = 0, r − 2, äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà
[tk−1, tk], k = 1, N.

Ââåäåì íà ñåòêå (w) öåëî÷èñëåííóþ ôóíêöèþ

Vw(t) =

{
l, ïðè t ∈ (tl−1, tl], l = 1, N,
0, ïðè t /∈ (t0, T ],

è îáîçíà÷èì Vk,j = Vw(y(t
j
k)). Òîãäà ðàâåíñòâà (2.11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

xn+1(t
j
k) = F (tjk) +

tVk,j∫
y(tjk)

h(tjk, τ)φ0(τ)dτ+

+
k−1∑

i=Vk,j+1

ti∫
ti−1

h(tjk, τ)xn(τ)dτ +

tjk∫
tk−1

h(tjk, τ)x̃n(τ)dτ, j = 0, r − 2, k = 1, N.

(2.12)

Ïåðâûé èíòåãðàë ïî îòðåçêó [y(tjk), tVk,j ] â ôîðìóëå (2.12) âû÷èñëÿåì ïî êâàäðàòóðíîé

ôîðìóëå Ãàóññà ñ (r− 2) óçëàìè, à â ñëó÷àå åñëè tVk,j − y(tjk) >
T−t0
N

� ïî ñîñòàâíîé ôîð-

ìóëå Ãàóññà ñ øàãîì, íå áîëüøèì T−t0
N

. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñòàëüíûõ èíòåãðàëîâ â (2.12)
òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà Ãàóññà ñ (r − 2) óçëàìè, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷-
íûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåíèÿ xn(t) ïðè àïïðîêñèìàöèè ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà èñïîëüçóþòñÿ
çíà÷åíèÿ ñïëàéíà x̃n(t) .

2.3. Ïðÿìîé ìåòîä

Ñèñòåìó (2.2) òàêæå ìîæíî ðåøèòü, îáîáùàÿ ïðÿìîé ÷èñëåííûé ìåòîä ïåðâîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè, ïðåäëîæåííûé â [11]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ïðèìåíåíèè èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ âàæíóþ ðîëü èãðàåò âûáîð äîñòàòî÷íî õîðîøåãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, îáåñ-
ïå÷èâàþùåãî ñõîäèìîñòü ïðîöåññà.

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ñèñòåìû (2.2) ëåæèò â àïïðîê-
ñèìàöèè èíòåãðàëîâ êâàäðàòóðíûìè ñóììàìè. Òàê êàê îäíà èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñî-
äåðæèòñÿ â ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ, äëèíà èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ îñòàåòñÿ íåèçâåñò-
íîé, äàæå ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ t = tk .

Îïèøåì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2), îñíîâàííûé íà êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
àïïðîêñèìàöèè òî÷íîãî ðåøåíèÿ

(
x(t), y(t)

)
ñ òî÷íîñòüþ O( 1

N
) .

Ðàçäåëèì èíòåðâàë ïëàíèðîâàíèÿ [t0, T ] íà N ÷àñòåé óçëàìè

tk = t0 + (T − t0)
k

N
, k = 0, N.

Ðåøåíèÿ x(t) è y(t) áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè xN(t)
è yN(t) , ïîñòðîåííûìè íà çíà÷åíèÿõ x(tk) è y(tk), k = 0, N .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû â òî÷êàõ t = tk óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.1) îáðàùàëèñü â ðàâåíñòâà
x(tk) =

tk∫
y(tk)

H(tk, τ, x(τ))dτ,

tk∫
y(tk)

K(tk, τ, x(τ))dτ = f(tk),

k = 1, N. (2.13)
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Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé x(t) è y(t) ïðè 0 < t 6 t0 ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè
(çàäàííàÿ ïðåäûñòîðèÿ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç vk íîìåð ñåãìåíòà, íà êîòîðûé ïîïàäàåò çíà÷åíèå yk = y(tk) , ò.å. yk ∈
[tvk−1, tvk ] .

Äàëåå ïðåäñòàâèì ñèñòåìó (2.13) â âèäåx0 =
t0∫
Y0

H(t0, τ, ϕ0(τ))dτ,

y0 = Y0.
xk =

tvk∫
yk

H(tk, τ, x(τ))dτ +
k−1∑
j=vk

tj+1∫
tj

H(tk, τ, x(τ))dτ,

fk =
tvk∫
yk

K(tk, τ, x(τ))dτ +
k−1∑
j=vk

tj+1∫
tj

H(tk, τ, x(τ))dτ,

k = 0, N,

(2.14)

ãäå xk = x(tk), yk = y(tk), fk = f(tk), k = 0, N.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ äëÿ êàæäîãî k
Ñëó÷àé I. vk = k .
Èñïîëüçóÿ íà ìàëûõ ó÷àñòêàõ äëÿ èíòåãðàëîâ êâàäðàòóðíóþ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíè-

êîâ, èìååì {
xk = (tk − yk)H(tk, tk, xk),

fk = (tk − yk)K(tk, tk, xk), k = 1, N.
(2.15)

Îòñþäà {
xkK(tk, tk, xk) = fk(tk − yk)H(tk, tk, xk),

yk = tk − fk
K(tk,tk,xk)

k = 1, N.
(2.16)

Èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèè äëÿ H è K , ïîëó÷àåì
[
K(tk, tk, xk−1) +K ′

x(tk, tk, xk−1)(xk − xk−1) +K ′′
xx(tk, tk, xk−1)(xk − xk−1)

2
]
xk =

= fk

[
H(tk, tk, xk−1) +H ′

x(tk, tk, xk−1)(xk − xk−1) +H ′′
xx(tk, tk, xk−1)(xk − xk−1)

2
]
,

yk = tk − fk
K(tk,tk,xk)

k = 1, N.

(2.17)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.17) îïðåäåëèì xk . Çàòåì íåèçâåñòíàÿ yk ìîæåò áûòü
íàéäåíà èç ðåøåíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå âûáèðà-
åòñÿ èç óñëîâèÿ yk ∈ [tk−1, tk] .

Ñëó÷àé II. vk < k .
Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëàì â (2.14) ôîðìóëó ñðåäíèõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, èìååì

xk = (tvk − yk)H(tk, tvk , xvk)+

+(tk − tk−1)H(tk, tk−0.5, xk) + SH(vk),

fk = (tvk − yk)K(tk, tvk , xvk)+

+(tk − tk−1)K(tk, tk−0.5, xk) + SK(vk),

(2.18)

ãäå

SH(vk) =
T − t0
N

k−2∑
j=vk

H(tk, tj+0.5, xj+1),
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SK(vk) =
T − t0
N

k−2∑
j=vk

K(tk, tj+0.5, xj+1),

tk−0.5 =
tk−1 + tk

2
, tk+0.5 =

tk + tk+1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

xk = (tvk − yk)H(tk, tvk , xvk) + SH(vk)+

+(tk − tk−1)
[
H(tk, tk−0.5, xk−1) +H ′

x(tk, tk−0.5, xk−1)(xk − xk−1)

+H ′′
xx(tk, tk−0.5, xk−1)

(xk−xk−1)
2

2

]
,

fk = (tvk − yk)K(tk, tvk , xvk) + SK(vk)+

+(tk − tk−1)
[
K(tk, tk−0.5, xk−1) +K ′

x(tk, tk−0.5, xk−1)(xk − xk−1)

+K ′′
xx(tk, tk−0.5, xk−1)

(xk−xk−1)
2

2

]
.

(2.19)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çíàíèè íîìåðîâ vk, k = 1, N, ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ xk è yk
èñêîìûõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ñåòêè ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëàì (2.18), (2.19).

Èäåÿ îïðåäåëåíèÿ íîìåðîâ vk ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì äëÿ êàæäîãî íîìåðà óçëà
k = 1, 2, . . . , N, ïåðåáîðå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé vk : vk = 1, vk = 2, . . . , vk = k, è íàõîæ-
äåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé xk è yk ïî ôîðìóëàì (2.15), (2.17). Ïåðåáîð ïðåêðà-
ùàåòñÿ â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ yk ∈ [tvk−1, tvk ], ïîäòâåðæäàþùåãî ïðåäïîëîæåíèå î
ïðèíàäëåæíîñòè yk óêàçàííîìó èíòåðâàëó.

3. Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è

Ðàññìîòðèì, ñëåäóÿ ðàáîòàì [4], [6], [7] è [12], ñëåäóþùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó,
ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè ôóíêöèé a(t) è m(t) , t ∈ [t0, T ) , T <∞ , êîòîðûå ìàêñèìèçè-
ðóþò ôóíêöèîíàë

I(a(t),m(t)) =

t∫
t0

ρ(τ)

 t∫
a(t)

β(τ, t)m(τ)dτ − λ(t)m(t)

 dt −→ max
a,m

(3.1)

ïðè óñëîâèÿõ

P (t) =

t∫
a(t)

m(τ)d(τ), (3.2)

mmin(t) 6 m(t) 6M(t), (3.3)

ãäå mmin(t) = max {0, P ′(t)} ,
a(t0) = a0 6 t0, m(τ) = m0(τ), τ ∈ [a0, t0]. (3.4)

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (3.1)�(3.4) îïèñûâàåò ìàêñèìèçàöèþ ÷èñòîãî äîõîäà ýêîíî-
ìè÷åñêîé ñèñòåìû â ýòîé ìîäåëè. Òîãäà a(t) � äàòà ñïèñûâàíèÿ óñòàðåâøåãî êàïèòà-
ëà (âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà ââîäà â ýêñïëóàòàöèþ ñòàðåéøåãî îáîðóäîâàíèÿ), m(t)
� íîâûé êàïèòàë, β(τ, t) � óäåëüíàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, λ(t) � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü
íîâîãî îáîðóäîâàíèÿ, P (t) � ðàáî÷èé ðåñóðñ, ρ(t) � êîýôôèöèåíò äèñêîíòèðîâàíèÿ,
0 < ρ(t) 6 1 , ρ′(t) 6 0 . Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü β(τ, t) âîçðàñòàåò ïî ïåðåìåííîé τ , ò.ê.
ó÷èòûâàåòñÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé ïðîãðåññ. Òàêæå çàâèñèìîñòü β(τ, t) îò òåêóùåãî âðå-
ìåíè t ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü èçíîñ êàïèòàëà, àâòîíîìíûé ïðîãðåññ è êîëåáàíèÿ âíåøíèõ
ðûíî÷íûõ öåí.
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3.1. Ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå

Êàê èçâåñòíî [13], îò îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (3.1)�(3.4) ìû ìîæåì ïåðåéòè ê ýêâè-
âàëåíòíîé çàäà÷å:

I ′(t) =

b(t)∫
t

ρ(τ)[β(t, τ)− β(a(τ), τ)]dτ − λ(t)ρ(t) = 0, t ∈ [t0, T ), (3.5)

ãäå I ′(t) � ãðàäèåíò ôóíêöèîíàëà (3.1),

b(t) =

{
a−1(t), t ∈ [t0, a(T )],

T, t ∈ (a(t), T ).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû m∗(t) , t ∈ [t0, T ) áûëà ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (3.1)�(3.4)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî [6], ÷òîáû

I ′(a∗; t) < 0, m∗(t) = mmin(t),

I ′(a∗; t) > 0, m∗(t) =M(t),

I ′(a∗; t) ≡ 0, mmin(t) 6 m∗(t) 6M(t), t ∈ [t0, T ).

(3.6)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ ñïåöèàëüíîãî âèäà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè a(t))

b(t)∫
t

ρ(τ)[β(t, τ)− β(a(τ), τ)]dτ = λ(t)ρ(t), t ∈ [t0, T ). (3.7)

Ïðè ýòîì ñ ó÷åòîì ýêîíîìè÷åñêîãî êîíòåêñòà ìîäåëè, ïîëàãàåì, ÷òî a(t) < t � íåóáû-
âàþùàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ çà óïðàâëåíèå çàìåíîé îáîðóäîâàíèÿ è ñïèñàííûå ìîùíî-
ñòè íèêîãäà íå èñïîëüçóþòñÿ âíîâü.

3.2. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.7)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3.7) â îáîáùåííîì âèäå

b(t)∫
t

H(t, s, a(s))ds = f(t), t ∈ [t0, T ]. (3.8)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.8) ñîäåðæèò ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè a(t) , â âåðõíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ýòî âûçûâàåò çíà÷èòåëüíûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå òðóäíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè ëþáîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, ñâÿçàííîãî ñ àïïðîê-
ñèìàöèåé èíòåãðàëîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì âûäåëÿòü êëàññû ôóíêöèé, àïïðîêñèìèðó-
þùèõ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ a(t) ñ ó÷åòîì åãî ñïåöèôèêè ( a(t) < t, a′(t) > 0 è ò. ä.) À
èìåííî, ðåøåíèå áóäåì èñêàòü â âèäå

ãn(t) = Φ(t, C1, C2, . . . , Cn), (3.9)

ãäå C1, C2, . . . , Cn � ïàðàìåòðû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ (n � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî), à ôóíêöèÿ Φ òàêîâà, ÷òî äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå îáðàòíîé ôóíêöèè
Φ−1 .
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Ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò â ýòîì ñëó÷àå âèä

b̃n(t)∫
t

H(t, s, ãn(s))ds = f(t), (3.10)

ãäå

b̃n(t) =

{
Φ−1(t), t ∈ [t0, ãn(T )],

T, t ∈ (ãn(t), T ].

Ïóñòü ÿäðî H(t, s, ãn(s)) óðàâíåíèÿ (3.10) èìååò ïåðâîîáðàçíóþ ïî ïåðåìåííîé s , âû-
ðàæàþùóþñÿ â ýëåìåíòàðíûõ èëè êëàññè÷åñêèõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèÿõ. Äëÿ àíàëèòè÷å-
ñêîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (3.10) â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü îäèí èç ñîâðåìåííûõ
ïàêåòîâ ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê íåëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé
çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ C1, C2, . . . , Cn ñëåäóþùåãî âèäà:

Ψ(t, C1, C2, . . . , Cn) = f(t). (3.11)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò C1, C2, . . . , Cn ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (3.11) â

òî÷êàõ tk = t0 +
(T−t0)k

n
, k = 1, n :

Ψ(tk, C1, C2, . . . , Cn) = f(tk), k = 1, n. (3.12)

Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.12) ìîæåò èìåòü âåñüìà ñëîæíûé âèä, ò. ê. âåðõ-
íèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ â (3.10) ÿâëÿëñÿ ôóíêöèåé, çàäàííîé êóñî÷íî. Îäíàêî ïðè
íåáîëüøèõ n ñèñòåìà ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ âñòðîåííûõ ñðåäñòâ ïàêå-
òîâ ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè.

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ìîæåò ñîñòîÿòü, â ÷àñòíîñòè, â ñïåöè-
ôèêàöèè âèäà ôóíêöèè H ñ ó÷åòîì åå ðîëè â ìîäåëÿõ VCM. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî áóäåò
ñòðîèòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3.12), ó÷èòûâàþùèå åå îñî-
áåííîñòè.

3.3. Íåïîñðåäñòâåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäëîæèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çà-
äà÷è (3.1)�(3.4) â èñõîäíîé ôîðìå. Ìåòîä îñíîâàí íà àïïðîêñèìàöèè èñêîìûõ ôóíêöèé
îòðåçêàìè ðÿäîâ ïî ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ïîëíûì ñèñòåìàì áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ñ ó÷å-
òîì ñëîæíîñòè ôóíêöèîíàëà (3.1) â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé ðàçóìíî èñïîëüçîâàòü
ñèñòåìó ñòåïåííûõ ôóíêöèé {tk}∞k=0 .

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ã(t) è m̃(t) çàäà÷è (3.1)�(3.4) áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

ã(t) =
Na∑
i=0

Ait
i, (3.13)

m̃(t) =
Nm∑
i=0

Mit
i, (3.14)

ãäå Ai è Mi � êîýôôèöèåíòû, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ. Óñëîâèå (3.2), òàêèì îáðàçîì,
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì

P (t) =

t∫
ã(t)

m̃(τ)d(τ). (3.15)
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.13) è (3.14) â óñëîâèå (3.15), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñâÿçè:

Nm∑
i=0

Mi

i+ 1

ti+1 −

(
Na∑
k=0

Akt
k

)i
 = P (t). (3.16)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåíèå Ĩ èñõîäíîãî ôóíêöèîíàëà (3.1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

Ĩ =

t∫
t0

ρ(t)


t∫

Na∑
i=0

Aiti

(
β(τ, t)

Nm∑
i=0

Mit
idτ

)
− λ(t)

Nm∑
k=0

Mkt
k

 dt =
= Φ(A0, A1, ..., ANa ,M0,M1, ...,MNm).

(3.17)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëåé ôóíêöèîíàëà (3.17) ñ óñëîâèåì ñâÿçè (3.16) âîñïîëü-
çóåìñÿ ìåòîäîì íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî ñîñòàâèì ôóíêöèþ
Ëàãðàíæà

L(A0, A1, ..., ANa ,M0,M1, ...,MNm) = Φ + λΨ, (3.18)

ãäå

Ψ(A0, ..., ANa ,M0, ...,MNm) =
Nm∑
i=0

Mi

i+ 1

ti+1 −

(
Na∑
k=0

Akt
k

)i
− P (t).

Ïðè ýòîì îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ñïåöèôèêà ìîäåëè ïîäðàçóìåâàåò âîçìîæíîñòü èñ-
ïîëüçîâàíèÿ äëÿ ôóíêöèé ρ(t), λ(t) è β(τ, t) ñòåïåííûõ è ïîêàçàòåëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé,
òî ïðè ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèè Φ èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî âûïîëíÿòü àíàëèòè÷åñêè.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ((Na + 1) × (Nm + 1) + 1)
óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùåé íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëà
(3.17) 

∂(Φ+λΨ)
∂Ai

= 0, i = 0, Na,
∂(Φ+λΨ)
∂Mk

= 0, k = 0, Nm,

Ψ(A0, A1, ..., ANa ,M0,M1, ...,MNm) = 0.

(3.19)

Ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (3.19) ìîæåò èìåòü âåñüìà ñëîæíûé âèä. Îäíàêî, ïî
êðàéíåé ìåðå ïðè íåáîëüøèõ âåëè÷èíàõ Na è Nm , ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî ñ ïîìî-
ùüþ âñòðîåííûõ ñðåäñòâ ïàêåòîâ ñèìâîëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ðåøàÿ ñèñòåìó (3.19), îïðåäåëèì ñòàöèîíàðíûå òî÷êè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ïðîâåðèì
îòðèöàòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû Ãåññå

∂2(Φ+λΨ)

∂A2
0

∂2(Φ+λΨ)
∂A0∂A1

· · · ∂2(Φ+λΨ)
∂A0∂MNm

∂2(Φ+λΨ)
∂A1∂A0

∂2(Φ+λΨ)

∂A2
1

· · · ∂2(Φ+λΨ)
∂A1∂MNm

...
...

. . .
...

∂2(Φ+λΨ)
∂MNm∂M0

∂2(Φ+λΨ)
∂MNm∂M1

· · · ∂2(Φ+λΨ)

∂M2
Nm

 . (3.20)

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëèðó-
åòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ òîãî, ÷òîáû ìàòðèöà (3.20) áûëà îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû çíàêè åå óãëîâûõ ìèíîðîâ ÷åðåäîâàëèñü, íà÷èíàÿ ñ ¾− ¿.
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Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëèâ íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {A0, A1, ..., ANa ,M0,M1, ...,MNm} ,
óäîâëåòâîðÿþùèé êðèòåðèÿì ýêñòðåìàëüíîñòè, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïòèìè-
çàöèîííîé çàäà÷è (3.1)-(3.4) â ôîðìå (3.13)-(3.14).

Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ìîæåò ñîñòîÿòü, â ÷àñòíîñòè, â ñïåöè-
ôèêàöèè âèäà ôóíêöèé ρ(t), λ(t) è β(τ, t) ñ ó÷åòîì èõ ðîëè â ìîäåëÿõ VCM. Â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî áóäåò ñòðîèòü ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû (3.19),
ó÷èòûâàþùèå âèä åå óðàâíåíèé.

4. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

4.1. Èòåðàöèîííûé ìåòîä

Äëÿ ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2) áûëî ñîçäàíî ïðèëîæåíèå
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäû ðàçðàáîòêè Embarcadero C++ Builder XE5 è ÿçûêà ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ Ñ++. Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ (GUI) áûëà èñ-
ïîëüçîâàíà áèáëèîòåêà áûñòðîãî ïðîòîòèïèðîâàíèÿ ïðèëîæåíèé ñ GUI Visual Component
Library (VCL), êîòîðàÿ âõîäèò â ïîñòàâêó èñïîëüçóåìîé ñðåäû ðàçðàáîòêè.

Ðàáîòó ïðåäëîæåííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ïðîèëëþñòðèðóåì íà ñëåäóþùèõ ìîäåëü-
íûõ çàäà÷àõ.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1:

x(t)−
t∫

y(t)

tτx2(τ)dτ = 0,

t∫
y(t)

τ
√
x(τ)dτ = 2

5

(
t5/2 − (t4 − 4)5/8

)
,

c(t) =
t∫

y(t)

t2(τ − x3(τ))dτ,

t ∈ [3, 5]. (4.1)

Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) èìååò âèä

x∗(t) = t, y∗(t) = t, c∗(t) =
t2

2

(
t2 −

√
t4 − 4 + 2

)
.

Çäåñü è äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: N � ÷èñëî óçëîâ ðàçáèåíèÿ, m
� ÷èñëî èòåðàöèé; εx = max

i
|XN

m (ti)−x∗(ti)|, εy = max
i

|Y N
m (ti)−y∗(ti)|, εc = max

i
|CN

m (ti)−
c∗(ti)| � ïîãðåøíîñòü â óçëàõ ñåòêè.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2: Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.1)

N m εx εy εc
100 1 6.1 · 10−5 0.55 0.37
100 2 3.21 · 10−7 2.44 · 10−3 2.44 · 10−2

100 3 7.91 · 10−11 9.6 · 10−4 1.27 · 10−3

100 5 7.11 · 10−15 1.46 · 10−6 3.17 · 10−6

100 10 7.11 · 10−15 6.19 · 10−11 9.1 · 10−11

100 20 7.11 · 10−15 6.17 · 10−11 7.21 · 10−11
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Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2:

x(t)−
t∫

y(t)

etτx3(τ)dτ = 0,

t∫
y(t)

√
x(τ)dτ = et −

(
e2t
[
et

2+6t − t− 6
]) 1

t+6
,

c(t) =
t∫

y(t)

1
tx(τ)

dτ,

t ∈ [3, 4]. (4.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.2) èìååò âûðîæäåííîå áûñòðîðàñòóùåå ÿä-
ðî.

Òî÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (4.2) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè

x∗(t) = e2t, y∗(t) =
ln(et

2+6t − e2tt− 6e2t)

t+ 6
, c∗(t) =

[
e2t(et

2+4t − t− 6)
]− 2

t+6 − e−2t

2
.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü ôóíêöèè x0(t) = 10t, y0(t) =
0.8t .

Â òàáëèöå 3 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è (4.2).

Òàáëèöà 3: Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.2)

N m εx εy εc

100 1 0.049 0.00015 0.0025
100 2 0.0092 1.10 · 10−6 3.15 · 10−4

100 3 0.0014 1.18 · 10−6 2.43 · 10−5

100 5 0.0012 9.07 · 10−10 1.11 · 10−9

100 10 1.1 · 10−4 3.76 · 10−10 7.16 · 10−10

200 10 2.86 · 10−5 1.97 · 10−10 8.43 · 10−10

500 10 4.31 · 10−6 7.92 · 10−11 2.21 · 10−10

1000 10 5.72 · 10−7 9.18 · 10−13 8.02 · 10−12

4.2. Ïðÿìîé ìåòîä

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà íà ñëåäóþùåé ìîäåëüíîé çàäà-
÷å.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 3:

x(t)−
t∫

y(t)

tex(τ)dτ = 0,

25
2
t2 − ln (e5t − 25t) =

t∫
y(t)

x2(τ)
τ
dτ,

c(t) =
t∫

y(t)

(3τx(τ))3dτ,

t ∈ [3, 4]. (4.3)
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Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4.3) èìååò âèä

x∗(t) = 5t, y∗(t) =
ln (e5t − 25t)

5
, c∗(t) =

27

20
t3
(
625t4 − 4 ln (e5t − 25t)

)
.

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.3) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 4.

Òàáëèöà 4: Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4.3)

N εx εy εc
10 1.99 · 10−2 7.37 · 10−9 1.11 · 10−2

20 2.77 · 10−3 1.32 · 10−9 1.80 · 10−3

50 1.57 · 10−4 1.04 · 10−10 1.44 · 10−4

100 2.35 · 10−5 1.04 · 10−11 2.50 · 10−5

300 1.22 · 10−5 3.96 · 10−12 7.72 · 10−6

500 1.30 · 10−5 4.46 · 10−12 7.24 · 10−6

4.3. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.7)

Ïðåäëîæåííûé â ïàðàãðàôå 3.2. ìåòîä áûë ðåàëèçîâàí â ñðåäå Maple. Ïðîèëëþñòðè-
ðóåì åãî ðàáîòó íà ñëåäóþùåì ìîäåëüíîì óðàâíåíèè

b(t)∫
t

(t+ s)2a(s)ds =

{
−31

30
t5 + 1

5
t
5
2 + 1

2
t3 + 1

3
t
7
2 , t ∈ [0.2, 0.81],

−31
30
t5 + 59049

500000
+ 6561

20000
t+ 243

1000
t2, t ∈ (0.81, 0.9],

(4.4)

òî÷íûì ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ a(t) = t2, t ∈ [0.2, 0.9] .
Åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñêàòü â âèäå ã2(t) = C1t

C2 , òî ïðîãðàììà âûäàåò ðå-
çóëüòàò C1 = 1, 000000000, C2 = 2, 000000000, ò.å. ïàðàìåòðû ðåøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñ
òî÷íîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ÷èñëîì çíà÷àùèõ öèôð ïîñëå çàïÿòîé ïðè âûïîëíåíèè àðèô-
ìåòè÷åñêèõ äåéñòâèé (â äàííîì ñëó÷àå 10 öèôð).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå

b(t)∫
t

(t+ s)2a(s)ds = f(t), t ∈ [0.2, 1], (4.5)

â êîòîðîì ïðàâàÿ ÷àñòü f(t) ïîäîáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òî÷íûì ðåøåíèåì áûëà
ôóíêöèÿ a(t) = sin(0, 9t) . Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò C1 = 0, 8007050861,
C2 = 0, 9273393370 . Ïðè ýòîì àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ñîñòàâëÿåò ε =
0, 0173781765 .
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Numerical methods for the problems of nonlinear

macroeconomic integral models
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Abstract. In this paper we suggest several methods for numerical treatment of integral dynamical
systems described by nonlinear integral equations of the special form. The �rst group of problems
is connected with solution of nonlinear integral Volterra-type equations' system with unknown
function placed at the lower limits of integration. Two e�ective methods for solution of such
systems are suggested. The �rst method is direct. The second method is iterative; it is based
on the linearization of the integral operators using modi�ed Newton-Kantorovich scheme. The
second group of problems is connected with the optimal control problems in macroeconomical
VCM models. We suggest two original approaches to these problems' solution; these approaches
allow to determine the extremals of functionals in the �rst approximation. Proposed algorithms also
allow to obtain more accurate approximations. In the conclusion several numerical results for model
problems are stated. These results allow to judge the e�ectiveness of the proposed approaches.

KeyWords: Systems of nonlinear integral equations, VCMmodels, Newton-Kantorovich method,
nonlinear delays, extremal of functional, approximation of integrals.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Ê 80-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ ïðîôåññîðà

Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à Âîñêðåñåíñêîãî

Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ Âîñêðåñåíñêèé

(29.11.1937 - 31.07.2008)

29 íîÿáðÿ 2017 ãîäà èñïîëíèëîñü 80 ëåò ñî äíÿ ðîæäåíèÿ çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè
Ðåñïóáëèêè Ìîðäîâèÿ, èçâåñòíîãî ó÷¼íîãî è òàëàíòëèâîãî îðãàíèçàòîðà äîêòîðà ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðà Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à Âîñêðåñåíñêîãî.

Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ ðîäèëñÿ 29 íîÿáðÿ 1937 ãîäà â ñ. Ïóøêèíî Ðóçàåâñêîãî ðàéî-
íà ÌÀÑÑÐ. Åãî îòåö Âèêòîð Íèêîëàåâè÷ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ïåäèíñòèòóòà â ã. Ñàðàíñêå
ïðåïîäàâàë ìàòåìàòèêó è áûë äèðåêòîðîì øêîëû, åãî ïåðâîå îáðàçîâàíèå � ñåìèíàðèÿ
â Ïîäìîñêîâüå. Ìàòü Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à � Åêàòåðèíà Ìèõàéëîâíà áûëà ó÷èòåëåì íà-
÷àëüíûõ êëàññîâ. Åù¼ â øêîëå áóäóùèé ó÷åíûé ïðîÿâëÿë ñïîñîáíîñòè ê òî÷íûì íàó-
êàì, ïîýòîìó ïîñëå îêîí÷àíèÿ ñðåäíåé øêîëû â 1954 ãîäó Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé ïîñòóïèë
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íà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.
Í. Ï. Îãàð¼âà. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà â 1959 ãîäó åãî íàïðàâèëè ïî ðàñïðåäåëå-
íèþ â Áåëîçåðñêèé ðàéîí Êóðãàíñêîé îáëàñòè, ãäå îí ãîä ïðîðàáîòàë çàâåäóþùèì ó÷åáíîé
÷àñòüþ Çåðíîñîâõîçñêîé ñðåäíåé øêîëû. Ïîçæå, â 1960-1962 ãã. åãî íàçíà÷èëè çàâó÷åì è
ïðåïîäàâàòåëåì ìàòåìàòèêè Êóðàêèíñêîé ñðåäíåé øêîëû Àðäàòîâñêîãî ðàéîíà ÌÀÑÑÐ.
Æåíà Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à � Âåðà Âëàäèìèðîâíà òîæå áûëà ó÷èòåëåì ìàòåìàòèêè. Äâå
åãî äî÷åðè, Åëåíà è Åêàòåðèíà, îêîí÷èëè Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò.

Ñ 1962 ãîäà îí ðàáîòàë àññèñòåíòîì, ñòàðøèì ïðåïîäàâàòåëåì, ñ 1970 ãîäà ïî 1989 ãîä
Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé çàâåäîâàë êàôåäðîé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè.

Ñ ñàìîãî íà÷àëà ñâîåé ïðåïîäàâàòåëüñêîé äåÿòåëüíîñòè Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ àêòèâíî
çàíèìàëñÿ íàóêîé. Ïåðâîíà÷àëüíàÿ òåìàòèêà íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé áûëà òåñíî ñâÿçàíà
ñ èññëåäîâàíèÿìè ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòèêîâ Â.È. Çóáîâà, Í.Å. Êèðèíà è äðóãèõ. Ñòàëè
èçäàâàòüñÿ ñîâìåñòíûå ñáîðíèêè íàó÷íûõ òðóäîâ. Íàïðèìåð, ðåãóëÿðíî âûõîäèëà ñåðèÿ
¾Óïðàâëåíèå, íàäåæíîñòü, íàâèãàöèÿ¿.

Â 1970 ãîäó Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé îêîí÷èë àñïèðàíòóðó Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà
ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÀÍ ÑÑÑÐ Â.È. Çóáîâà. Â 1972 ãîäó â Êóéáûøåâ-
ñêîì ïåäàãîãè÷åñêîì èíñòèòóòå Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ
�Ëîêàëüíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé�. Â
1973 ãîäó åìó ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå äîöåíòà.

Â 1970-80-å ãîäû êàôåäðà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ïðîõîäèëà ïåðèîä ñòàíîâëåíèÿ.
Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé ñòàë øèðîêî ïðèìåíÿòü â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ íîâûå êà÷åñòâåííûå
ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé óïðàâëÿåìîãî äâèæåíèÿ. Èìåííî ýòîé òåìàòèêå áûëà ïî-
ñâÿùåíà ñåðèÿ íàó÷íûõ ñáîðíèêîâ ¾Íåêîòîðûå âîïðîñû êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì¿. Êàôåäðà ñòàëà ïðîâîäèòü êîëëî-
êâèóìû è ñåìèíàðû ïî äàííûì íàïðàâëåíèÿì, íà êîòîðûõ ñ äîêëàäàìè âûñòóïàëè ìíîãèå
èçâåñòíûå ìàòåìàòèêè ñòðàíû: Í.Ô. Îòðîêîâ, Á.Ï. Äåìèäîâè÷, È.Ï. Ìàêàðîâ, Ë.Ý. Ðåé-
çèíü, Í.Ì. Ìàòâååâ, Ì.Â. Äîëîâ è ìíîãèå äðóãèå. Â ýòî æå âðåìÿ áûëè óñòàíîâëåíû
òåñíûå êîíòàêòû ñ Ïåíçåíñêèì íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèì èíñòèòóòîì ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìàøèí. Âûïîëíÿëèñü ñîâìåñòíûå íàó÷íûå èññëåäîâàíèÿ. Ïîçäíåå íà áàçå ýòîãî èíñòèòóòà
â óíèâåðñèòåòå áûë îðãàíèçîâàí ìàòåìàòè÷åñêèé îòäåë, êîòîðûé çàíèìàëñÿ ðàçðàáîòêîé
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ðóêîâîäèë ýòèì ïîäðàçäåëåíèåì äîöåíò Â.È. Ñàôîíêèí.

Ñ 1989 ãîäà êàôåäðà ìåíÿåò ñâîå íàçâàíèå. Òåïåðü ýòî êàôåäðà ïðèêëàäíîé ìàòåìà-
òèêè. Çàâåäóþùèì êàôåäðîé âíîâü âûáðàí Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé. Áëàãîäàðÿ åãî óñèëèÿì,
è ïðè ïîääåðæêå àêàäåìèêîâ À.Í. Òèõîíîâà è Í.Ñ. Áàõâàëîâà íà ìàòåìàòè÷åñêîì ôà-
êóëüòåòå îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ ñïåöèàëüíîñòü � ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ñòàâøàÿ, áåç
ïðåóâåëè÷åíèÿ, îäíèì èç áðåíäîâ Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåãîäíÿ
ýòî íàïðàâëåíèå ïîäãîòîâêè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿. Ñ ýòîãî ìîìåíòà
íà÷èíàåòñÿ íîâûé ïåðèîä â ðàçâèòèè êàôåäðû. Îíà ñòàíîâèòñÿ âûïóñêàþùåé ïî íîâîé
ñïåöèàëüíîñòè ñî ñïåöèàëèçàöèåé ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ìàøèí¿. Ïîçäíåå ê íåé äîáàâëÿþòñÿ ñïåöèàëèçàöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå è èí-
ôîðìàöèîííîå îáåñïå÷åíèå ýêîíîìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè¿ è ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû è
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå çàùèòû èíôîðìàöèè¿.

Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ óäåëÿë áîëüøîå âíèìàíèå ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîé ðàáîòå. Èì ðàçðà-
áîòàíû ïëàíû ñïåöèàëèçàöèé ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ¾Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìà-
òèêà è ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå ÀÑÓ¿, ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿, ñïåöèàëüíûå êóð-
ñû � ¾Ìîäåëèðîâàíèå è ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ óïðàâëÿåìûõ ïðîöåññîâ¿, ¾Âû÷èñëèòåëü-
íûå ìåòîäû ëèíåéíîé àëãåáðû¿, ¾Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óïðàâëÿåìûõ äâèæåíèé¿. Ñòóäåí-
òàì ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ ÷èòàë
ôóíäàìåíòàëüíûå êóðñû ¾Ìåòîäû îïòèìèçàöèè¿ è ¾Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå¿.
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Íà÷èíàåò êà÷åñòâåííî ìåíÿòüñÿ ñîñòàâ êàôåäðû. Å.Â. Âîñêðåñåíñêèì óäåëÿåòñÿ áîëü-
øîå âíèìàíèå ïîäãîòîâêå íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì ïîäãîòîâ-
ëåíî 17 êàíäèäàòîâ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê: Ñ.Ì. Ìóðþìèí (ã. Ëåíèíãðàä, ËÃÓ,
1981); Äæ. Áîëòàåâ (ã. Àëìà-Àòà, 1982); Å.Í. Àðòåìüåâà (ã. Ãîðüêèé, ÃÃÓ, 1984); Â.À. Áå-
ëîãëàçîâ (ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 1988); Å.À. ×åðíîèâàíîâà (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì.
Í.Ï. Îãàð¼âà, 1990); Ò.Ô. Ìàìåäîâà (ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 1993); Ç.ß. ßêóïîâ (ã.
Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 1994); À.Þ. Ïàâëîâ (Ñ.-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ, 1995); È.Ï. Íèêè-
òèí (ã. Ñ.-Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ, 1996); Ï.À. Øàìàíàåâ (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà,
1997); Ò.À. Êîêèíà (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 1998); Ä.Â. Ïàøóòêèí (ã. Ñàðàíñê,
ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 1998); Ñ.À. Êàðïóøêèíà (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 1999),
Ì.À. Áîðèñîâ (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 2000); Â.À. Ñâÿòñêîâ (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ
èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 2000); Ë.À. Ñóõàðåâ (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 2003); Ä.Ê.
Åãîðîâà (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 2005).

Äâîå ó÷åíèêîâ Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî � Î.Å. Êàëåäèí (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãà-
ð¼âà, 2011 ã.) è Å.Â. Äåñÿåâ (ã. Ñàðàíñê, ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, 2012 ã.) çàùèòèëè êàí-
äèäàòñêèå äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïîä
ðóêîâîäñòâîì Ò.Ô. Ìàìåäîâîé.

Åùå ñî âðåìåí ðàáîòû â øêîëå åãî íåèñòîùèìàÿ ýíåðãèÿ âîîäóøåâëÿëà ìîëîäåæü, åãî
áåñåäû î ìàòåìàòèêå è å¼ èñòîðèè ïðèîáùàëè ñòóäåíòîâ ê ìàòåìàòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì.
Âîêðóã íåãî ïîñòîÿííî êîíöåíòðèðîâàëàñü ìîëîäåæü. ×åðåç ñâÿçü íàó÷íûõ èäåé ñ èäåÿìè
Â.È. Çóáîâà, Í.Ï. Åðóãèíà, Â.È. Ñìèðíîâà è Í.Ì. Ãþíòåðà èñòîêè ìàòåìàòè÷åñêîé øêî-
ëû Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî âîñõîäÿò ê Ï.Ë. ×åáûøåâó, Ì.Â. Îñòðîãðàäñêîìó, Í.È. Ôóññó è
Ëåîíàðäó Ýéëåðó.

Ê îñíîâíûì íàïðàâëåíèÿì íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî îòíîñÿòñÿ êà÷å-
ñòâåííûå, àñèìïòîòè÷åñêèå è ÷èñëåííûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè è òåîðèÿ óïðàâëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëè-
ðîâàíèå â ýêîíîìèêå, áèîëîãèè è ýêîëîãèè, òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêå.

Â 1992 ã. â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷
óñïåøíî çàùèòèë äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ íà òåìó �Ìåòîäû ñðàâíåíèÿ â íåëèíåéíîì àíà-
ëèçå�, â êà÷åñòâå äèññåðòàöèè áûëà ïðåäñòàâëåíà ìîíîãðàôèÿ ñ îäíîèìåííûì íàçâàíèåì.
Â 1993 ãîäó Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé ïîëó÷èë çâàíèå ïðîôåññîðà.

Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé � àâòîð áîëåå äâóõñîò íàó÷íûõ è íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ ðàáîò, îïóá-
ëèêîâàííûõ â îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ è òðóäàõ êîíôåðåíöèé, ïîñâÿùåí-
íûõ ìíîãèì àñïåêòàì òåîðèè è ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèêëàäíîé è
âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Èì îïóáëèêîâàíû ÷åòûðå ìîíîãðàôèè, íàó÷íûå èäåè, ïðåä-
ñòàâëåííûå â íèõ, â îñîáåííîñòè â äâóõ ïîñëåäíèõ, ¾Ìåòîäû ñðàâíåíèÿ â íåëèíåéíîì
àíàëèçå¿ (1990) è ¾Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ¿ (2002), ïîëó÷èëè
ñâîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ.

Ñ 1995 ãîäà îí âîçãëàâëÿë äèññåðòàöèîííûé Ñîâåò ïî çàùèòå êàíäèäàòñêèõ, à ñ 2007
ãîäà � ïî çàùèòå êàíäèäàòñêèõ è äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèé ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ ïðè Ìîðäîâñêîì ãîñó-
äàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå. Òàêæå Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì Äèññåðòàöèîííîãî
ñîâåòà ïðè Ñàìàðñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ¿ è ÷ëåíîì ó÷¼íîãî ñîâåòà ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà.

Êàôåäðà íà÷èíàåò àêòèâíî ñîòðóäíè÷àòü ñî ñëåäóþùèìè âåäóùèìè íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèìè èíñòèòóòàìè è âóçàìè ÐÔ: Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èìå-
íè Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ (ã. Ìîñêâà), Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ (ã. Ñàðîâ), Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò (ã.
Óëüÿíîâñê). Äëÿ ÷òåíèÿ ñïåöèàëüíûõ è ïðàêòè÷åñêèõ êóðñîâ, ðóêîâîäñòâîì äèïëîìíûìè,
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ìàãèñòåðñêèìè è êàíäèäàòñêèìè äèññåðòàöèÿìè ïðèãëàøàþòñÿ âûñîêîêâàëèôèöèðîâàí-
íûå ó÷åíûå ðàçëè÷íûõ âóçîâ Ðîññèè: ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð, Â.Ô. Òèøêèí (ñ 2016 ãîäà
÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ, Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ,
ã. Ìîñêâà), ä.ô.-ì.í., ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê èíñòèòóòà òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè Þ.Í. Äåðþãèí (ÐÔßÖ-ÂÍÈÈÝÔ, ã. Ñàðîâ), ä.ô.-ì.í., ïðîôåññîð Á.Â.
Ëîãèíîâ (Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê).

Â 1998 ã. îí îðãàíèçîâàë è âîçãëàâèë ÍÈÈ ìàòåìàòèêè ïðè Ìîðäîâñêîì ãîñóäàðñòâåí-
íîì óíèâåðñèòåòå, ÷òî ñïîñîáñòâîâàëî óêðåïëåíèþ íàó÷íûõ ñâÿçåé ñ ïðåäïðèÿòèÿìè ã.
Ñàðàíñêà.

Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé áûë íå òîëüêî èçâåñòíûì ó÷¼íûì, íî è òàëàíòëèâûì îðãàíèçàòî-
ðîì. Îí ÿâëÿëñÿ îñíîâàòåëåì è èäåéíûì âäîõíîâèòåëåì Ñðåäíå-Âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà (1997 ãîä), íàó÷íîãî æóðíàëà ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿ (1997 ãîä), ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé (ïðîâîäÿòñÿ ñ 1994 ãîäà) è
ìîëîäåæíûõ øêîë-ñåìèíàðîâ (ïðîâîäÿòñÿ ñ 2003 ãîäà).

Ñîçäàíèå Ñðåäíå-Âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà ñòàëî âàæíûì èíñòðóìåíòîì
â îðãàíèçàöèîííîé äåÿòåëüíîñòè ïî êîîðäèíàöèè è îáúåäèíåíèþ óñèëèé, íàïðàâëåííûõ
íà ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðà-
çîâàíèÿ è ïðîñâåùåíèÿ â Ðåñïóáëèêå Ìîðäîâèÿ, îáúåäèíåíèÿ âåäóùèõ ó÷åíûõ ãîðîäîâ
Ïðèâîëæñêîãî ôåäåðàëüíîãî îêðóãà (ãã. Í. Íîâãîðîä, Êàçàíü, Ñàìàðà, Ñàðîâ, Óëüÿíîâñê,
Óôà, Ïåíçà), ïîääåðæàíèÿ òåñíûõ íàó÷íûõ êîíòàêòîâ ñ ó÷åíûìè äðóãèõ ãîðîäîâ Ðîññèè
(ãã. Ìîñêâà, Ðÿçàíü, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Èðêóòñê, Âîëãîãðàä, Àñòðàõàíü, Àðõàíãåëüñê) è
óñòàíîâëåíèÿ ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷íîãî ñîòðóäíè÷åñòâà ñ ó÷åíûìè äàëüíåãî è áëèæíåãî
çàðóáåæüÿ (Ðóìûíèÿ, Áåëàðóñü, Êàçàõñòàí, Óçáåêèñòàí).

Ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå êîíôåðåíöèè ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì è èõ ïðè-
ëîæåíèÿì â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, îðãàíèçîâàííûå Å.Â. Âîñêðåñåíñêèì, ñòàëè
ïðîâîäèòüñÿ â Ìîðäîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå èì. Í.Ï. Îãàð¼âà ðåãóëÿðíî,
íà÷èíàÿ ñ 1994 ãîäà. Ñ 1998 ãîäà êîíôåðåíöèè ïðîâîäÿòñÿ ïîä ýãèäîé Ìîðäîâñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, Èíñòèòóòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ÐÀÍ (ñ 2011 ãîäà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ) è Ñðåäíå-
Âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. Ñ 2009 ãîäà ïðåäñåäàòåëåì êîíôåðåíöèé ÿâëÿåòñÿ
÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ, ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîð Â.Ô. Òèøêèí (çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî
íàó÷íîé ðàáîòå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà,
ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê).

Äëÿ ïðèâëå÷åíèÿ áîëåå øèðîêèõ êðóãîâ ìîëîä¼æè ê íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ
2003 ãîäà, Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé îðãàíèçîâàë ìåæäóíàðîäíûå íàó÷íûå ìîëîä¼æíûå øêîëû-
ñåìèíàðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ÷èñëåííûì ìåòîäàì è êîìïëåêñàì ïðî-
ãðàìì. Îíè ñòàëè ïðîâîäèòñÿ ðàç â äâà ãîäà, ÷åðåäóÿñü ñ íàó÷íûìè êîíôåðåíöèÿìè. Ïåð-
âûå øêîëû-ñåìèíàðû, ïðîâîäèëèñü â çàïîâåäíîì ëåñèñòîì ìåñòå Ðåñïóáëèêè Ìîðäîâèÿ �
òóðáàçå �Ñóðà� � íà æèâîïèñíîì áåðåãó îäíîèìåííîé ðåêè.

Âî âðåìÿ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé è â îñîáåííîñòè øêîë-ñåìèíàðîâ ïðîâîäÿòñÿ àïðîáà-
öèè è ïðåäñòàâëåíèÿ ê çàùèòå êàíäèäàòñêèõ è äîêòîðñêèõ äèññåðòàöèé, çàùèùàåìûõ â
ðîññèéñêèõ äèññåðòàöèîííûõ ñîâåòàõ. Ïðàêòè÷åñêè âñå íàó÷íûå øêîëû-ñåìèíàðû è êîí-
ôåðåíöèè ïîñòîÿííî ïîëó÷àþò ïîääåðæêó Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé.

Ãåîãðàôèÿ ó÷àñòíèêîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé è ìîëîä¼æíûõ øêîë-ñåìèíàðîâ äîñòà-
òî÷íà îáøèðíà, â íåé ïðåäñòàâëåíû íàó÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå øêîëû Ðîññèè èç òàêèõ
ãîðîäîâ, êàê Âîðîíåæ, Èðêóòñê, Êàçàíü, Êðàñíîÿðñê, Ìîñêâà, Íåôòåêàìñê, Í. Íîâãîðîä,
Ïåíçà, Ïåðìü, Ðÿçàíü, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ñàìàðà, Ñàðàíñê, Ñàðîâ, Ñòåðëèòàìàê, Ñûçðàíü,
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Óëüÿíîâñê, Óôà, à òàê æå ñòðàí áëèæíåãî è äàëüíåãî çàðóáåæüÿ (Àçåéðáàäæàí, Áîëãàðèÿ,
Èðàê, Êàçàõñòàí, Ïîëüøà, Ðóìûíèÿ, Óçáåêèñòàí, Øâåéöàðèÿ).

Ñ 1998 ãîäà ñòàë âûõîäèòü íàó÷íûé æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿, îñíîâàòåëåì è ãëàâíûì ðåäàêòîðîì êîòîðîãî ÿâëÿëñÿ Å.Â. Âîñêðåñåí-
ñêèé. Ñ 2004 ãîäà æóðíàë èíäåêñèðóþòñÿ â ìåæäóíàðîäíîé ðåôåðàòèâíîé áàçå äàííûõ
Zentralblatt MATH (zbMATH). Â 2008 ãîäó íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ïîëó÷èë Çíàê îòëè÷èÿ ¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìè-
íàöèè ¾ÍÀÓÊÀ, ÒÅÕÍÈÊÀ, ÍÀÓ×ÍÎ-ÏÎÏÓËßÐÍÀß ÏÐÅÑÑÀ¿. Ñ 2009 ãîäà æóðíàë
íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿, ãëàâíûé ðåäàê-
òîð æóðíàëà � ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÐÀÍ, ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîð Â.Ô. Òèøêèí. Ñ äåêàáðÿ
2015 ãîäà æóðíàë âõîäèò â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ.

Òåìàòèêà æóðíàëà îõâàòûâàåò íå òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ñàìîì øè-
ðîêîì ñìûñëå, íî è ðàçëè÷íûå îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âû÷èñëèòåëüíîé
è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè.

Ïðîôåññîð Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé ÿâëÿëñÿ ÷ëåíîì ðåäêîëëåãèè æóðíàëîâ ¾Âåñòíèê Ìîð-
äîâñêîãî óíèâåðñèòåòà¿ (ã. Ñàðàíñê) è ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (ã. Ðÿçàíü).

Îáùåñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à øèðîêî èçâåñòíà ñðåäè ó÷åíûõ Ïî-
âîëæüÿ, Ðîññèè è çà ðóáåæîì è îòìå÷åíà ãîñóäàðñòâåííûìè íàãðàäàìè. Îí áûë íàãðàæäåí
ìåäàëÿìè ¾Ça îñâîåíèå öåëèííûõ è çàëåæíûõ çåìåëü¿ (1957 ã.), ¾3à òðóäîâóþ äîáëåñòü¿
(1992 ã.), ïî÷åòíîé ãðàìîòîé Ïðàâèòåëüñòâà ÐÌ (1997 ã.). Â 1997 ãîäó åìó ïðèñâîåíî çâàíèå
Ñîðîñîâñêîãî ïðîôåññîðà. Å.Â. Âîñêðåñåíñêèé ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷ëåíîì Ìåæäó-
íàðîäíîé àêàäåìèè èíôîðìàòèçàöèè (1996).

Çà áîëüøîé âêëàä â ñîçäàíèå ýíöèêëîïåäèè �Ìîðäîâèÿ�, ðàçâèòèå Ìîðäîâñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Í.Ï. Îãàð¼âà, ïîäãîòîâêó âûñîêîêâàëèôèöèðîâàííûõ
ñïåöèàëèñòîâ äëÿ íàðîäíîãî õîçÿéñòâà è äîñòèæåíèÿ â íàóêå îí ïîëó÷èë ïî÷åòíûå çâà-
íèÿ ëàóðåàòà Ãîñóäàðñòâåííîé ïðåìèè Ìîðäîâèè (2006 ãîä) è çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè
Ðåñïóáëèêè Ìîðäîâèÿ (1994 ãîä).

Èíòåðåñû Åâãåíèÿ Âèêòîðîâè÷à íå îãðàíè÷èâàëèñü ìàòåìàòèêîé, äî ïîñëåäíèõ äíåé îí
íå ïðåêðàùàë çàíÿòèé ëþáèòåëüñêèì ñïîðòîì, îáùåèçâåñòíî åãî óâëå÷åíèå êëàññè÷åñêîé
ìóçûêîé, ðîññèéñêîé è ìèðîâîé èñòîðèåé, â ÷àñòíîñòè èñòîðèåé íàóêè.

Íåèñòîùèìàÿ ýíåðãèÿ ïðîôåññîðà Âîñêðåñåíñêîãî âäîõíîâëÿëà íàñ âñåõ. Äî ïîñëåäíèõ
äíåé îí íå ïðåêðàùàë çàíÿòèé ñïîðòîì. Áåñåäû î ìàòåìàòèêå è èñòîðèè íàóêè, íàñòàâëå-
íèÿ ñâîèì ó÷åíèêàì íèêîãî íå îñòàâëÿëè ðàâíîäóøíûìè.

Ñêîðîïîñòèæíûé óõîä èç æèçíè Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî ñòàëî íåâîñïîëíèìîé ïîòåðåé íå
òîëüêî äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé øêîëû Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, íî è äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîé îáùåñòâåííîñòè Ïîâîëæüÿ è äðóãèõ ðåãèîíîâ Ðîññèè.

Âñþ ñâîþ æèçíü Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷ ïîñâÿòèë ðàáîòå íà áëàãî Ðîññèéñêîé íàóêè
è îáðàçîâàíèÿ, åãî èìÿ ñîõðàíèòñÿ â èñòîðèè ìàòåìàòèêè. Ñâåòëàÿ ïàìÿòü î Åâãåíèè
Âèêòîðîâè÷å áóäåò æèòü â íàøèõ ñåðäöàõ äîëãèå ãîäû.

Å.Í. Àðòåìüåâà, È.Â. Áîéêîâ, Ì.À. Áîðèñîâ, Ä.È. Áîÿðêèí, Ï.À. Âåëüìèñîâ,
Â.Ê. Ãîðáóíîâ, Ò.À. Ãîðøóíîâà Â.Ç. Ãðèíåñ, Þ.Í. Äåðþãèí, Å.Â. Äåñÿåâ,

Ä.Ê. Åãîðîâà, Ð.Â. Æàëíèí, Î.Å. Êàëåäèí, Â.Í. Êðèçñêèé, Å.Á. Êóçíåöîâ,
Á.Â. Ëîãèíîâ, Ò.Ô. Ìàìåäîâà, Ñ.È. Ìàðòûíîâ, Í.Ä. Ìîðîçêèí, Ñ.Ì. Ìóðþìèí,

È.Ï. Íèêèòèí, Î.Â. Ïî÷èíêà, Ä.Â. Ïàøóòêèí, À.Þ. Ïàâëîâ, Å.Å. Ïåñêîâà,
È.Ï. Ðÿçàíöåâà, Â.È. Ñàôîíêèí, Ã.À. Ñìîëêèí, Ñ.È. Ñïèâàê, Ë.À. Ñóõàðåâ,

À.Î. Ñûðîìÿñîâ, Ì.Ò. Òåðåõèí, Â.Ô. Òèøêèí, Ñ.À. Ôèðñîâà, Å.À. ×åðíîèâàíîâà,
È.È. ×ó÷àåâ, Ï.À. Øàìàíàåâ, Î.Ñ. ßçîâöåâà, Ç.ß. ßêóïîâ
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;
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� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñ ýòîãî íîìåðà â ñòàòüþ âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû èìååò çàãîëîâîê Referenñes è ðàñïî-
ëàãàåòñÿ ïîñëå êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
ðåàëèçîâàííûé â ñòèëåâîì ïàêåòå svmobib.sty.

Äëÿ òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà ëàòèíèöåé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó
BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà â ëàòèíèöó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà, ðàñïî-
ëàãàòüñÿ çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå è äîëæåí áûòü çàêîì-
ìåíòèðîâàí. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåêòðîííîé
âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru. ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûë-

êà ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé ñîäåðæàòñÿ â ìàòåðè-
àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ áóäåò âîçâðàùåíà íà äîðàáîòêó.

Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MiKTeX, äèñòðèáóòèâ
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå � http://www.miktex.org.

Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè èñïîëüçóþòñÿ äâà ôàéëà: ôàéë-ïðåàìáóëà è ôàéë-øàáëîí. Èõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå æóðíàëà â ðàçäåëå Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé. Àäðåñ
äîñòóïà: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.

Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí â ôàéë-øàáëîí ñ èìåíåì <Ôàìèëèÿ-
ÈÎ>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ôàéë-ïðåàìáóëó). Íàïðèìåð,
\input{shamanaev.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Îôîðìëåíèå çàãîëîâêîâ ñòàòüè. Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêîâ ñòàòüè íà ðóññêîì
è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \headerRus è \headerEn, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ýòè êîìàíäû èìåþò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

{ÓÄÊ èëè MSC 2010} {íàçâàíèå ñòàòüè} {àâòîð(û)} {Àâòîð1\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ
Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.},
Àâòîð2\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè,
ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííîòàöèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Îôîðìëåíèå òåêñòà ñòàòüè. Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåí-
íîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,
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\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Îôîðìëåíèå ðèñóíêîâ. Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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