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Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà

Íàó÷íûé æóðíàë

Ñâèäåòåëüñòâî î ðåãèñòðàöèè ñðåäñòâà ìàññîâîé èíôîðìàöèè:

ÏÈ � ÔÑ77-71362 îò 17 îêòÿáðÿ 2017 ã.

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùå-
ñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è
òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îòðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ
â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è çà ðóáåæîì.

Îñíîâíûå ðóáðèêè æóðíàëà:
� ¾Ìàòåìàòèêà¿,
� ¾Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà¿,
� ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà¿.
Ðóáðèêè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäóþùèì ãðóïïàì ñïåöèàëüíîñòåé íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ:

01.01.00 Ìàòåìàòèêà, 01.02.00 Ìåõàíèêà, 05.13.00 Èíôîðìàòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà
è óïðàâëåíèÿ.

Æóðíàë âõîäèò â ìåæäóíàðîäíóþ ðåôåðàòèâíóþ áàçó äàííûõ Zentralblatt MATH
(zbMATH), à ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â íåì, ïðèðàâíèâàþòñÿ ê ïóáëèêàöèÿì â èçäàíè-
ÿõ, âõîäÿùèõ â Ïåðå÷åíü ÂÀÊ (çàêëþ÷åíèå ïðåçèäèóìà ÂÀÊ îò 29 ìàÿ 2015 ã. � 15/348).

Æóðíàë âêëþ÷åí â áèáëèîãðàôè÷åñêóþ áàçó äàííûõ íàó÷íûõ ïóáëèêàöèé ðîññèéñêèõ
ó÷¼íûõ � ÐÈÍÖ.

Ïîäïèñêà íà æóðíàë îñóùåñòâëÿåòñÿ â ëþáîì ïî÷òîâîì îòäåëåíèè ñâÿçè íà âñåé òåððè-
òîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè. Ïîäïèñíîé èíäåêñ èçäàíèÿ â Îáúåäèí¼ííîì êàòàëîãå ¾Ïðåñ-
ñà Ðîññèè¿ � 94016.

Ó×ÐÅÄÈÒÅËÈ: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-
ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâà-
òåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâàíèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68).
ÈÇÄÀÒÅËÜ: ôåäåðàëüíîå ãîñóäàðñòâåííîå áþäæåòíîå îáðàçîâàòåëüíîå ó÷ðåæäåíèå âûñøåãî îáðàçîâà-
íèÿ ¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà¿
(430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68)

ÐÅÄÀÊÖÈß: ìåæðåãèîíàëüíàÿ îáùåñòâåííàÿ îðãàíèçàöèÿ ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùå-

ñòâî¿ (430005, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68), òåë.: 8(8342)270-256, e-mail: journal@svmo.ru, web:

http://journal.svmo.ru

c⃝ ÔÃÁÎÓ ÂÎ ¾ÌÃÓ èì. Í.Ï. Îãàð¼âà¿, 2017
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Èäåíòèôèêàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé íà îäíîì èç êîíöîâ

îòðåçêà

c⃝ À.Ì. Àõòÿìîâ 1, Ð.Þ. Ãàëèìîâ 2 À.Â. Ìóôòàõîâ 3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à íà îòðåçêå äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Êðàåâûå óñëîâèÿ íà îäíîì èç êîíöîâ îòðåçêà èçâåñòíû, à íà äðóãîì
íåèçâåñòíû. Èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Òðåáóåòñÿ ïî ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèÿì ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è âîññòàíîâèòü íåèçâåñòíûå êðàåâûå óñëîâèÿ íà îäíîì èç êîíöîâ
îòðåçêà. Â ðàáîòå äîêàçàíî ÷åòûðå òåîðåìû. Ïåðâûå äâå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè.
Â íèõ ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé ñòðîê ïî ñâîèì ìèíîðàì ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì äëÿ ìèíîðîâ äîëæíû
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ïëþêêåðà. Â äâóõ
äðóãèõ òåîðåìàõ íà îñíîâå ïåðâûõ äâóõ òåîðåì äîêàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîñòü âîññòàíîâëå-
íèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Òðåòüÿ òåîðåìà ïîñâÿùåíà èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî âñåìó
ñïåêòðó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ÷åòâåðòàÿ � èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî êîíå÷íîìó
÷èñëó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàíèÿ ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòè-
ôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðàåâûå óñëîâèÿ, îáðàòíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ äâóõòî÷å÷íóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ñ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèåì

y(4)(x) = λ y(x) = s4 y(x), x ∈ [0, 1], (1.1)

ïîðÿäêà 4 è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

Uj(y) =
4∑

k=1

ajk y
(k−1)(0) = 0, j = 1, 2, (1.2)

1Àõòÿìîâ Àçàìàò Ìóõòàðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ôàêóëüòåò
ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (450074, Ðîññèÿ,
Ðåñïóáëèêà Áàøêîðòîñòàí, ã. Óôà, óë. Çàêè Âàëèäè, ä. 32), ãëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ
ìåõàíèêè òâåðäîãî òåëà, Èíñòèòóò ìåõàíèêè Óôèìñêîãî ÍÖ ÐÀÍ (450054, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëèêà Áàøêîðòî-
ñòàí, ã. Óôà, Ïðîñïåêò Îêòÿáðÿ, 71), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-
0002-2080-6648, akhtyamovam@mail.ru

2 Ãàëèìîâ Ðóñòàì Þìàäèëîâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ôàêóëüòåò
ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò (450074, Ðîññèÿ,
Ðåñïóáëèêà Áàøêîðòîñòàí, ã. Óôà, óë. Çàêè Âàëèäè, ä. 32), ORCID: http://orcid.org/0000-0003-0772-184X,
GalimovRY@mail.ru

3Ìóôòàõîâ Àðòóð Âèëüåâè÷, ëåêòîð êàôåäðû ìàòåìàòèêè Èíæåíåðíîãî àêàäåìè÷åñêîãî êîë-
ëåäæà èì. Ñàìè Øàìóíà (77245, Èçðàèëü, ã. Àøäîä, óë. Æàáîòèíñêè, ä. 84), Ph.D., ORCID:
http://orcid.org/0000-0002-6557-7201, muftahov@yahoo.com
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U3(y) = y(1) = 0, U4(y) = y′(1) = 1. (1.3)

Ìàòðèöó èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (1.2) îáîçíà÷èì ÷åðåç A :

A =

∥∥∥∥ a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

∥∥∥∥ . (1.4)

×åðåç Aij áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîðû ìàòðèöû A , ñîñòàâëåííûå èç åå i -ãî è j -ãî ñòîëá-
öîâ:

Aij =

∣∣∣∣ a1i a1j
a2i a2j

∣∣∣∣ .
Âåçäå äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí äâóì:

rankA = 2.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà âîññòàíîâëåíèþ êðàåâûõ óñëîâèé (1.2) ïî ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèÿì çàäà÷è (1.1)�(1.3). Áëèçêèå îáðàòíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â [1-17]. Òàê, â
ðàáîòàõ [1, 2] îáñóæäàëèñü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ïðóæèííî-ìàññîâûõ ñèñòåì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì èõ êîëåáàíèé. Â òåîðèè îáðàòíûõ ñïåê-
òðàëüíûõ çàäà÷ [3-5] âîññòàíàâëèâàëèñü êàê êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, òàê è êðàåâûõ óñëîâèé. Â êà÷åñòâå äàííûõ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
èñïîëüçîâàëèñü, êàê ïðàâèëî, íå îäèí òîëüêî ñïåêòð èëè åãî ÷àñòü (êàê â ïðåäëàãàåìîé
âíèìàíèþ ñòàòüå), à íåñêîëüêî ñïåêòðîâ èëè æå äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå
äàííûå (íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Âåéëÿ èëè òàê íàçûâàåìûå âåñîâûå
÷èñëà). Ê òîìó æå, îñíîâíîé öåëüþ ýòèõ ðàáîò ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â
óðàâíåíèè, à íå â êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Â [1], [2], [6-11] âîññòàíàâëèâàëàñü ÷àñòü êîýôôèöè-
åíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé èëè óñëîâèé ñîïðÿæåíèÿ. Ïåðâûå ñèñòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ
ïî èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé íà÷àë â 90-õ ãîäàõ 20 âåêà Ç.Á. Îãàíèñÿí [12-14].
Ç. Á. Îãàíåñÿíîì èññëåäîâàëèñü íåñêîëüêî çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ
ðàñïðåäåëåííûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì: çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé íà îáî-
èõ êîíöàõ ñòåðæíÿ [13], çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé êðóãîâîé ïëàñòèíû [12],
çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû [14]. Îäíàêî, èì âîñ-
ñòàíàâëèâàëèñü ëèøü êîýôôèöèåíòû êàíîíè÷åñêèõ óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ. Ñëó÷àé, êîãäà
íåèçâåñòåí âèä êàíîíè÷åñêèõ óñëîâèé (ò.å., êîãäà íåèçâåñòíû âñå êîýôôèöèåíòû êðàåâûõ
óñëîâèé), èì ðàññìîòðåí íå áûë.

Â [15-17] èçó÷àëàñü èäåíòèôèêàöèÿ êðàåâûõ óñëîâèé, â êîòîðûõ íåèçâåñòíû âñå èõ
êîýôôèöåíòû. Ïîäîáíûå çàäà÷è âïåðâûå íà÷àëè èçó÷àòüñÿ àâòîðàìè äàííîé ñòàòüè è
ñâîäÿòñÿ ê èäåíòèôèêàöèè (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèèé ñòðîê) ìàòðèöû
èç êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé ïî åå ìèíîðàì. Â [15-17] âîññòàíàâëèâàëàñü íå ñàìà
îáùàÿ ìàòðèöà êðàåâûõ óñëîâèé, à ìàòðèöà, ïðî êîòîðóþ çàðàíåå èçâåñòíî, ÷òî íåêîòîðûå
åå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ (íàïðèìåð, ýëåìåíòû a12 , a13 , a21 , a24 äëÿ ìàòðèöû (1.4)). Ê
òîìó æå, âñå ýòè ðàáîòû èìåëè ïðåèìóùåñòâåííî ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Îñíîâíîé öåëüþ
ýòèõ ðàáîò áûëî âîññòàíîâëåíèå âèäîâ çàêðåïëåíèé ñòåðæíåé, ïëàñòèí è òðóáîïðîâîäîâ
ïî èõ çâó÷àíèþ èëè æå ñîçäàíèå òàêèõ çàêðåïëåíèé, êîòîðûå áû îáåñïå÷èâàëè íóæíûé
(áåçîïàñíûé) ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé.

Öåëè íàñòîÿùåé ñòàòüè íîñÿò áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Ïåðâàÿ öåëü � äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåì âîññòàíîâëåíèÿ îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé (íåîáÿçàòåëüíî èìåþùèõ ìåõà-
íè÷åñêèé ñìûñë). Âòîðàÿ öåëü � äåìîíñòðàöèÿ ñâÿçè çàäà÷ àëãåáðû è àíàëèçà, à èìåííî
çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè
ìàòðèö ïî åå ìèíîðàì.
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2. Äâîéñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî âñåì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíà äâîéñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.2) ïî âñåì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è (1.1)�(1.3). Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó Àäàìà-
ðà î öåëûõ ôóíêöèÿõ, èç êîòîðîé ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè äâå öåëûå ôóíêöèè
ïîðÿäêà ìåíüøå åäèíèöû èìåþò îäèíàêîâûå íóëè, òî îíè îòëè÷àþòñÿ ëèøü íåíóëåâûì
ìíîæèòåëåì. Îòñþäà áóäåò âûòåêàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò òîëüêî äâà íàáîðà ìèíîðîâ, êîòî-
ðûå îòëè÷àþòñÿ ëèøü íåíóëåâûì ìíîæèòåëåì, íå çàâèñÿùèì îò èíäåêñîâ. Äëÿ êàæäîãî
èç ýòèõ äâóõ íàáîðîâ ìèíîðîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ñóùåñòâóåò
òîëüêî îäíà ìàòðèöà, èìåþùàÿ òàêîé íàáîð ìèíîðîâ. Ïîñëåäíåå äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 2.1, ïðèâîäèìîé íèæå.

Ò å î ð å ì à 2.1. [18] Ïóñòü ðàíã ó ìàòðèö A , Ã ðàçìåðà (2×4) , ìàêñèìàëüíûé,

òî åñòü rankA = rank Ã = 2 .
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ìàòðèöó Ã ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû A ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîãî ëèíåé-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê;
2) ìèíîðû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà ìàòðèö A , Ã ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî íåíó-

ëåâîãî ìíîæèòåëÿ, íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Èíòåðåñíî, ÷òî íå ëþáîé íàáîð ÷èñåë Aij, 1 ≤ i < j ≤ 4 , ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ

âòîðîãî ïîðÿäêà íåêîòîðîé ìàòðèöû A ðàçìåðà ( 2× 4 ) è ðàíãà 2. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî
âûïîëíåíèå òàê íàçûâàåìîãî ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà.

Ò å î ð å ì à 2.2. [18] (ñîîòíîøåíèå Ïëþêêåðà) Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáîð ÷èñåë
Aij, 1 ≤ i < j ≤ 4 , íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, ÿâëÿëñÿ íàáîðîì ìèíîðîâ âòîðîãî
ïîðÿäêà íåêîòîðîé ìàòðèöû A ðàçìåðà (2 × 4) è ðàíãà 2, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå, íàçûâàåìîå ñîîòíîøåíèåì Ïëþêêåðà:

A12A34 − A13A24 + A14A23 = 0. (2.1)

Ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.2) òàêæå è êðàåâûå óñëîâèÿ

Ũj(y) =
4∑

k=1

ãjk y
(k−1)(0) = 0, j = 1, 2. (2.2)

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2.2) îáîçíà÷èì ÷åðåç Ã :

Ã =

∥∥∥∥ ã11 ã12 ã13 ã14
ã21 ã22 ã23 ã24

∥∥∥∥ . (2.3)

×åðåç Ãij áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîðû ìàòðèöû Ã , ñîñòàâëåííûå èç åå i -ãî è j -ãî ñòîëá-
öîâ:

Ãij =

∣∣∣∣ ã1i ã1j
ã2i ã2j

∣∣∣∣ .
Ðàññìîòðèì òàêæå è êðàåâûå óñëîâèÿ

Ũj(y) =
4∑

k=1

b̃jk y
(k−1)(0) = 0, j = 1, 2. (2.4)
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Ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (2.4) îáîçíà÷èì ÷åðåç B̃ :

B̃ =

∥∥∥∥∥ b̃11 b̃12 b̃13 b̃14
b̃21 b̃22 b̃23 b̃24

∥∥∥∥∥ . (2.5)

×åðåç B̃ij áóäåì îáîçíà÷àòü ìèíîðû ìàòðèöû B̃ , ñîñòàâëåííûå èç åå i -ãî è j -ãî
ñòîëáöîâ:

B̃ij =

∣∣∣∣∣ b̃1i b̃1j
b̃2i b̃2j

∣∣∣∣∣ .
Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êðàåâûå óñëîâèÿ (2.2) è (2.4), à òàêæå èõ ìàòðèöû

(2.3) è (2.5) áóäåì íàçûâàòü ñìåæíûìè äðóã äðóãó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ̸= 0 ,
÷òî

Ã12 = kB̃12, Ã13 = kB̃13, Ã24 = kB̃24, Ã34 = kB̃34,

Ã14 = kB̃23, Ã23 = kB̃14.
(2.6)

Ò å î ð å ì à 2.3. (î äâîéñòâåííîñòè ðåøåíèÿ) . Ïóñòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

êðàåâûõ çàäà÷ (1.1)�(1.3) è (1.1), (2.2), (1.3) ñîâïàäàþò: λk = λ̃k , à òàêæå âûïîëíåíî

óñëîâèå rankA = rank Ã = 2 . Òîãäà ëèáî êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) ñîâïàäàþò c êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (2.2), ò.å. ìàòðèöû A è Ã ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñòðîê, ëèáî êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) ñîâïàäàþò cî ñìåæíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

(2.4), ò.å. ìàòðèöû A è B̃ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê

ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ B̃ è Ã âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.6).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (1.1)�(1.3) èìååò ñëåäóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü

∆(λ) :

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
U3(y1) U3(y2) U3(y3) U3(y4)
U4(y1) U4(y2) U4(y3) U4(y4)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2) U1(y3) U1(y4)
U2(y1) U2(y2) U2(y3) U2(y4)
y1(1) y2(1) y3(1) y4(1)
y′1(1) y′2(1) y′3(1) y′4(1)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(2.7)

ãäå
y1 =

1
2
(ch(s x) + cos(s x)), y2 =

1
2 s

(sh(s x) + sin(s x)),
y3 =

1
2 s2

(ch(s x)− cos(s x)), y4 =
1

2 s3
(sh(s x)− sin(s x))

åñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

y
(r−1)
j (0, λ) =

{
0 ïðè j ̸= r,
1 ïðè j = r,

j, r = 1, 2, 3, 4.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 è Z ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà:

A1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 a13 a14 0 0 0 0
a21 a22 a23 a24 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

Z =

∥∥∥∥∥∥∥∥
y1(0) y′1(0) y′′1(0) y′′′1 (0) y1(1) y′1(1) y′′1(1) y′′′1 (1)
y2(0) y′2(0) y′′2(0) y′′′2 (0) y2(1) y′2(1) y′′2(1) y′′′2 (1)
y3(0) y′3(0) y′′3(0) y′′′3 (0) y3(1) y′3(1) y′′3(1) y′′′3 (1)
y4(0) y′4(0) y′′4(0) y′′′4 (0) y4(1) y′4(1) y′′4(1) y′′′4 (1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 0 y1(1) y′1(1) y′′1(1) y′′′1 (1)
0 1 0 0 y2(1) y′2(1) y′′2(1) y′′′2 (1)
0 0 1 0 y3(1) y′3(1) y′′3(1) y′′′3 (1)
0 0 0 1 y4(1) y′4(1) y′′4(1) y′′′4 (1)

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
ãäå

y1(1) =
1
2

(
ch(s) + cos(s)

)
, y′1(1) =

1
2
s
(
sh(s)− sin(s)

)
,

y′′1(1) =
1
2
s2
(
ch(s)− cos(s)

)
, y′′′1 (1) =

1
2
s3
(
sh(s) + sin(s)

)
,

y2(1) =
1
2 s

(
sh(s) + sin(s)

)
, y′2(1) =

1
2

(
ch(s) + cos(s)

)
,

y′′2(1) =
1
2
s
(
sh(s)− sin(s)

)
, y′′′2 (1) =

1
2
s2
(
sh(s)− cos(s)

)
,

y3(1) =
1

2 s2

(
sh(s)− cos(s)

)
, y′3(1) =

1
2 s

(
sh(s) + sin(s)

)
,

y′′3(1) =
1
2

(
ch(s) + cos(s)

)
, y′′′3 (1) =

1
2
s
(
sh(s)− sin(s)

)
,

y4(1) =
1

2 s3

(
sh(s)− sin(s)

)
, y′4(1) =

1
2 s2

(
ch(s)− cos(s)

)
,

y′′4(1) =
1
2 s

(
sh(s) + sin(s)

)
, y′′′4 (1) =

1
2

(
ch(s) + cos(s)

)
.

Ñ ïîìîùüþ ìàòðèö A1 è Z îïðåäåëèòåëü (2.7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

∆(λ) ≡ det(A1 · ZT ).

Ðàçëîæèâ ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Áèíå-Êîøè [19], ïîëó÷èì

∆(λ) =
∑

1≤i1<i2<i3<i4≤4

Mi1,i2,i3,i4 Zi1,i2,i3,i4(λ) = 0. (2.8)

Çäåñü ÷åðåç Mi1,i2,i3,i4 îáîçíà÷åíû ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i1 -ãî, i2 -ãî, i3 -ãî, i4 -ãî
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A1 ñîîòâåòñòâåííî, à ÷åðåç Zi1,i2,i3,i4 îáîçíà÷åíû ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå
èç i1 -ãî, i2 -ãî, i3 -ãî, i4 -ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Z , èëè ÷òî òî æå ñàìîå, ñòðîê òðàíñïîíè-
ðîâàííîé ìàòðèöû ZT .

Ñ ïîìîùüþ ìèíîðîâ Aij îïðåäåëèòåëü (2.8) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∆(λ) =
∑

1≤i1<i2≤4

Ai1,i2 Si1,i2(λ), (2.9)

ãäå ôóíêöèè Si1,i2(λ) îò λ (îò s ) ïðè λ ̸= 0 èìåþò ñëåäóþùèé âèä
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S12(λ) =
1

2 s4

(
1− ch(s) cos(s)

)
,

S13(λ) =
1

2 s3

(
sh(s) cos(s) − ch(s) sin(s)

)
,

S14(λ) =
1

2 s2
sh(s) sin(s),

S23(λ) =
1

2 s2
sh(s) sin(s),

S24(λ) =
1
2 s

(
− sh(s) cos(s) − ch(s) sin(s)

)
,

S34(λ) =
1
2 s

(
1 + ch(s) cos(s)

)
.

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1.1)�(1.3) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðîå èìååò âèä (2.9), ïðè÷åì àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíîñòü ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ
ñîâïàäàåò ñ êðàòíîñòüþ êîðíÿ ôóíêöèè ∆(λ) [3].

Àíàëîãè÷íî, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ çàäà÷è (1.1),(2.2),(1.3) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè

∆̃(λ) =
∑

1≤i1<i2≤4

Ãi1,i2 Si1,i2(λ). (2.10)

Äëÿ îïðåäåëèòåëÿ ∆(λ) èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå äâå âîçìîæíîñòè [3]:
1) ∆(λ) ≡ 0 , òîãäà êàæäîå ÷èñëî λ åñòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå;
2) ∆(λ) ̸≡ 0 , òîãäà ñóùåñòâóåò íå áîëåå ñ÷åòíîãî ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íå

èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê.
Ïåðâûé ñëó÷àé äëÿ çàäà÷è (1.1)�(1.3) íåâîçìîæåí. Ýòî ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ (2.9). Èç (2.9) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî çàäà÷à (1.1)�(1.3) íå
ìîæåò èìåòü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Èç âèäà ôóíêöèé Si1,i2(λ) â ðàçëîæåíèè (2.9) ñëåäóåò, ÷òî ∆(λ) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíê-
öèåé ïîðÿäêà 1/4. Ïîýòîìó èç òåîðåìû Àäàìàðà î ïðåäñòàâëåíèè öåëîé ôóíêöèè ñ ïîìî-
ùüþ ñâîèõ êîðíåé ñëåäóåò, ÷òî

∆(λ) ≡ C ∆̃(λ),

ãäå C � íåêîòîðàÿ íåíóëåâàÿ êîíñòàíòà. Îòñþäà, à òàêæå èç (2.9) è (2.10) ïîëó÷àåì∑
1≤i1<i2≤4

(
Ai1,i2 − C Ãi1,i2

)
Si1,i2(λ) ≡ 0. (2.11)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïÿòü ôóíêöèé S12(λ) , S13(λ) , S14(λ) = S23(λ) , S24(λ) è S34(λ)
èç ðàçëîæåíèÿ (2.9) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè. Îòñþäà è èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

A12 = C Ã12, A13 = C Ã13, A14 + A23 = C (Ã14 + Ã23),

A24 = C Ã24, A34 = C Ã34.
(2.12)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíîðîâ A14 è A23 âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà íå
ìîãóò áûòü ìèíîðàìè ìàòðèöû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëà A12 , A13 , A14 , A23 , A24 , A34

áûëè ìèíîðàìè ìàòðèöû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü òàê íàçûâàåìûå
ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà (ñì. òåîðåìó 2.2):

A12A34 − A13A24 + A14A23 = 0, (2.13)

Ã12 Ã34 − Ã13 Ã24 + Ã14 Ã23 = 0. (2.14)

Èç (2.12), (2.13) è (2.14) ïîëó÷àåì äâà íàáîðà ðàâåíñòâ

A12 = C Ã12, A13 = C Ã13, A24 = C Ã24, A34 = C Ã34,

A14 = C Ã14, A23 = C Ã23.
(2.15)
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A12 = C Ã12, A13 = C Ã13, A24 = C Ã24, A34 = C Ã34,

A14 = C Ã23, A23 = C Ã14.
(2.16)

Îòêóäà ëèáî êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2) ñîâïàäàþò c êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.2), ò.å. ìàòðèöû

A è Ã ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, ëèáî êðàåâûå óñëîâèÿ
(1.2) ñîâïàäàþò cî ñìåæíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè (2.4), ò.å. ìàòðèöû A è B̃ ñîâïàäàþò ñ

òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ B̃ è Ã âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ (2.6).

Âûïèøåì ìàòðèöû Ã è ñìåæíóþ åé B̃ ïî ìèíîðàì A â ÿâíîì âèäå.
1) Åñëè A12 ̸= 0 , òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü ìàòðèöó Ã â âèäå∥∥∥∥ 1 0 ã13 ã14

0 1 ã23 ã24

∥∥∥∥ .
Òîãäà Ã12 = 1 è ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.15) ïîëó÷åì C = 1

A12
. Îòñþäà ã13 = −Ã23 =

−A23

A12
, ã14 = −Ã24 = −A24

A12
, ã23 = Ã13 =

A13

A12
, ã24 = Ã14 =

A14

A12
.

Òî åñòü ∥∥∥∥ 1 0 −A23

A12
−A24

A12

0 1 A13

A12

A14

A12

∥∥∥∥ .
Íî òàê êàê ìû èùåì ìàòðèöó Ã ñ òî÷íîñòüþ äî íåâûðîæäåííîãî ëèíåéíîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ ñòðîê, òî, óìíîæèâ îáå ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû íà íåíóëåâîé ìíîæèòåëü A12,
èìååì

Ã =

∥∥∥∥ A12 0 −A23 −A24

0 A12 A13 A14

∥∥∥∥ .
À ïîìåíÿâ ìåñòàìè A14 è A23 , íàéäåì ñìåæíóþ ìàòðèöó

B̃ =

∥∥∥∥ A12 0 −A14 −A24

0 A12 A13 A23

∥∥∥∥ .
Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè ïîëó÷èì, ÷òî

Ã12 = A12A12, Ã13 = A12A13, Ã24 = A12A24, Ã34 = A12A34,

Ã14 = A12A14, Ã23 = A12A23,

à òàêæå
B̃12 = A12A12, B̃13 = A12A13, B̃24 = A12A24, B̃34 = A12A34,

B̃14 = A12A23, B̃23 = A12A14.

Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ôîðìóëàì (2.15),(2.16), åñëè âìåñòî ïåðâîãî ìíîæèòåëÿ A12 ïîäñòà-
âèòü 1

C
.

Îñòàëüíûå ñëó÷àè çàïèñûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
2) Åñëè A13 ̸= 0 , òî

Ã =

∥∥∥∥ A13 A23 0 −A34

0 A12 A13 A14

∥∥∥∥ , B̃ =

∥∥∥∥ A13 A14 0 −A34

0 A12 A13 A23

∥∥∥∥ .
3) Åñëè A24 ̸= 0 , òî

Ã =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
−A12 0 A23 A24

∥∥∥∥ , B̃ =

∥∥∥∥ A23 A24 A34 0
−A12 0 A14 A24

∥∥∥∥ .
4) Åñëè A34 ̸= 0 , òî

Ã =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
−A13 −A23 0 A34

∥∥∥∥ , B̃ =

∥∥∥∥ A23 A24 A34 0
−A13 −A14 0 A34

∥∥∥∥ .
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5) Åñëè A14 ̸= 0 , òî

Ã =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
0 A12 A13 A14

∥∥∥∥ , B̃ =

∥∥∥∥ A13 A14 0 −A34

−A12 0 A14 A24

∥∥∥∥ .
6) Åñëè A23 ̸= 0 , òî

Ã =

∥∥∥∥ A13 A23 0 −A34

−A12 0 A23 A24

∥∥∥∥ , B̃ =

∥∥∥∥ A23 A24 A34 0
0 A12 A13 A23

∥∥∥∥ .
3. Äâîéñòâåííîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ÷åòûðåì

ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü rankA = 2 , ÷åòûðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λj (j =
1, 2, 3, 4) çàäà÷è (1.1)�(1.3) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ rankF = 4 , ãäå

F = ∥S12(λj), S13(λj), S24(λj), S34(λj), S14(λj)∥j=1,2,3,4,

òîãäà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé ïî ýòèì ÷åòûðåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
èìååò äâà ðåøåíèÿ. Ïðè÷åì ìèíîðû ìàòðèöû A íàõîäÿòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì

A12 = F2345,
A13 = −F1345,
A24 = F1245,
A34 = −F1235,

A14 =
1
2
(F1234 ∓

√
F1234F1234 − 4F2345F1235 + 4F1345F1245),

A23 =
1
2
(F1234 ±

√
F1234F1234 − 4F2345F1235 + 4F1345F1245),

(3.1)

ãäå Fijkl � ìèíîðû ìàòðèöû F , ñîñòàâëåííûå èç åå i -ãî, j -ãî, k -ãî è l -ãî ñòîëáöîâ;
à ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû A íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòèõ ìèíîðîâ ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì:

1) åñëè A12 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A12 0 −A23 −A24

0 A12 A13 A14;

∥∥∥∥ ;
2) åñëè A13 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A13 A23 0 −A34

0 A12 A13 A14;

∥∥∥∥ ;
3) åñëè A24 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
−A12 0 A23 A24;

∥∥∥∥ ;
4) åñëè A34 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
−A13 −A23 0 A34;

∥∥∥∥ ;
5) åñëè A14 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A14 A24 A34 0
0 A12 A13 A14;

∥∥∥∥ ;
6) åñëè A23 ̸= 0 , òî A =

∥∥∥∥ A13 A23 0 −A34

−A12 0 A23 A24;

∥∥∥∥ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
×åòûðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λj (j = 1, 2, 3, 4) çàäà÷è L ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ôóíêöèè

(2.11). Ñëåäîâàòåëüíî, îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:

∆(λj) = A12 S12(λj) + A13 S13(λj) + A24 S24(λj)+
+A34 S34(λj) + (A14 + A23)S14(λj) = 0.

Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ ðåøåíèå:

A12 = F2345t, A13 = −F1345t, A24 = F1245t,
A34 = −F1235t, (A14 + A23) = F1234t.
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Ïóñòü A23 = c , òîãäà

A12 = F2345 t, A13 = −F1345 t, A24 = F1245 t,
A34 = −F1235 t A14 = F1234 t− c. A23 = c

(3.2)

Èç ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà èìååì

0 = A12A34 − A13A24 + A14A23 = −F2345F1235t
2 + F1345F1245t

2 + F1234t · c− c2.

Ðåøàÿ êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé c , èìååì

c =
1

2
(F5 ±

√
F1234F1234 − 4F2345F1235 + 4F1345F1245)t.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå c , à òàêæå t = 1 â (3.2), ïîëó÷èì (3.1). Îòñþäà è èç ïðåäñòàâëåíèé

äëÿ ìàòðèö Ã è B̃ (ñì. âûøå) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ï ð è ì å ð 3.1. Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó (1.1)�(1.3). Ïóñòü ÷åòûðå åå
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1 = 1, 997223 , λ2 = 5, 147641 , λ3 = 8, 211375 , λ4 =
11, 29144 . Èìååì

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0, 08019321 −0, 3082798 −0, 4807437 −0, 2759807 0, 4127170
−0, 02511372 0, 4188344 4, 0533856 18, 63372 −1, 471618
0, 07095227 −2, 139469 −65, 81141 −321, 5744 12, 79132
−0, 3592985 17, 36832 1179, 806 5841, 537 −150, 3001

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ò.ê. rankF = 4 , òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4 è íàéòè ìàòðèöó A . Âû÷èñ-

ëèì ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ìèíîðû ìàòðèöû F :

F2345 = −416, 6869, F1345 = −83, 33738, F1245 = −138, 8956,
F1235 = −27, 77913, F1234 = 3, 3179 10−10.

Ò.ê. F2345 ̸= 0 , òî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

A =

∥∥∥∥ 1 0 0, 0000010 −0, 3333333
0 1 −0, 2000000 0, 0000010

∥∥∥∥ .
Âòîðîå ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî 0, 0000010 ≈ 0 è

0, 3333333 ≈ 1
3
, òî èñêîìûå êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2), (1.3) èìåþò âèä:

y′′′(0)− 3 y(0) = 0, y′′(0)− 5 y′(0) = 0.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ óñëîâèé � óïðóãîå çàêðåïëåíèå ñ âåðòèêàëüíîé è âðàùàòåëü-
íîé ïðóæèíàìè (ñì. âòîðîå óïðóãîå çàêðåïëåíèå [20], ñ. 153).

Çàìåòèì, ÷òî â [17] âîññòàíàâëèâàëàñü ìàòðèöà êðàåâûõ óñëîâèé âèäà

A0 =

∥∥∥∥ a11 0 0 a14
0 a22 a23 0

∥∥∥∥ ,
ò.å. çàðàíåå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çàðàíåå èçâåñòíî ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëåé A14 è
A23 . Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A0 âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ïî òðåì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 = 1, 997223 , λ2 = 5, 147641 , λ3 = 8, 211375 .
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Ï ð è ì å ð 3.2. Ïóñòü ÷åòûðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.1)�
(1.3). ðàâíû λ1 = 2, 119313 , λ2 = 4, 918095 , λ3 = 7, 988934 , λ4 = 11, 09140 . Èìååì

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0, 07935780 −0, 3016374 −0, 3454111 −0, 6009212 0, 3897136
−0, 01108129 0, 3400282 5, 385060 7, 483029 −1, 383472
0, 02446689 −1, 6268584 −79, 00599 −98, 66302 11, 44314
−0, 1036594 13, 11523 1330, 458 1569.751 −132, 7102

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ò.ê. rankF = 4 , òî ìû ìîæåì ïðèìåíèòü òåîðåìó 4 è íàéòè ìàòðèöó A . Âû÷èñ-

ëèì ñîãëàñíî òåîðåìå 4 ìèíîðû ìàòðèöû F :

F2345 = 25, 00860, F1345 = −50, 01719, F1245 = −25, 00860,
F1235 = 25, 00860, F1234 = 50, 01719.

Ò.ê. F2345 ̸= 0 , òî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé èìååì

A =

∥∥∥∥ 1 0 1 1
0 1 2 3

∥∥∥∥ èëè A =

∥∥∥∥ 1 0 −3 1
0 1 2 −1

∥∥∥∥ .
Âòîðîå ðåøåíèå íå ñîâïàäàåò ñ ïåðâûì. Â äàííîì ïðèìåðå çàäà÷à îòûñêàíèÿ êðàåâûõ

óñëîâèé (1.2), (1.3) èìååò äâà ðåøåíèÿ:

y(0) + y′′(0) + y′′′(0) = 0, y′(0) + 2 y′′(0) + 3 y′′′(0) = 0

èëè
y(0) + y′′(0)− 3 y′′′(0) = 0, y′(0) + 2 y′′(0)− y′′′(0) = 0.
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Identi�cation of boundary conditions at one of the ends of

a segment

c⃝ A.M. Akhtyamov 4, R.Y. Galimov5, A.V. Mouftakhov6

Abstract. We consider a boundary value problem on an interval for a fourth-order di�erential
equation. The boundary conditions at one end of the segment are known, but at the other end of
the segment they are unknown. The eigenvalues of the boundary value problem are known as well.
The problem is to reconstruct the unknown boundary conditions at one of the ends of the segment.
Four theorems are proved in the paper. The �rst two theorems are algebraic. They show that
the matrix can be reconstructed accurate within linear transformations of rows with respect to
its minors of maximal order. In this case, the matching conditions (so called Plucker relations)
must be satis�ed for the minors. In two other theorems, on the basis of the �rst two theorems, we
prove the duality of the reconstruction of boundary conditions. The third theorem is devoted to
the identi�cation of boundary conditions by the entire spectrum of eigenvalues, and the fourth is
to identify boundary conditions with respect to a �nite number of eigenvalues. It is shown that it is
su�cient to use four eigenvalues to identify the boundary conditions. Examples of the identi�cation
problem's solution are given.

KeyWords: boundary conditions, inverse problem, eigenvalues, di�erential equation of the fourth
order, Plucker relations
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Î öåëûõ òî÷êàõ ïîëèýäðîâ äâóõ òèïîâ

c⃝ Ñ. È. Âåñåëîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ âûïóêëûå îáîëî÷êè öåëûõ òî÷åê ïîëèýäðîâ äâóõ òèïîâ:
âûïóêëûõ êîíóñîâ, ñîñòîÿùèõ èç ðåøåíèé îäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ñ óíè-
ìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ, è ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ ñ
áèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè êîýôôèöèåíòîâ ïðè íåèçâåñòíûõ. Äëÿ ïîëèýäðîâ ïåðâîãî òèïà
óñòàíîâëåíî, ÷òî èõ áàçèñ Ãèëüáåðòà ñîñòîèò èç îñòîâíûõ âåêòîðîâ êîíóñà è èìååò óíèìîäó-
ëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò ôàñåò âûïóêëîé
îáîëî÷êè íåíóëåâûõ öåëûõ òî÷åê ýòîãî êîíóñà äî åãî âåðøèíû ðàâíî 1. Îòñþäà âûâîäèòñÿ
ðàâåíñòâî åäèíèöå ðàíãà Õâàòàëà äëÿ ïîëèýäðîâ, ïîëó÷åííûõ èç êîíóñà óäàëåíèåì åãî âåð-
øèíû. Â êëàññå ïîëèýäðîâ âòîðîãî òèïà íàéäåíî îãðàíè÷åíèå íà ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ
ïðè íåèçâåñòíûõ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ðàíã Õâàòàëà ðàâåí åäèíèöå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàçèñ Ãèëüáåðòà, óíèìîäóëÿðíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà öå-
ëûõ òî÷åê, ôàñåòû öåëî÷èñëåííîãî ïîëèýäðà, ðàíã Õâàòàëà.

1. Ââåäåíèå

Òåðìèíîëîãèÿ ýòîé ñòàòüè ñîîòâåòñòâóåò ïðèíÿòîé â ìîíîãðàôèÿõ [1],[2].
Ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ìàòðèöó, áóäåò îáîçíà÷àòü òàêæå ìíîæåñòâî åå ñòîëáöîâ. AT

- òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà.
Ìàòðèöà A ∈ Zm×n íàçûâàåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:
1. rank A = n è ìîäóëü ëþáîãî áàçèñíîãî ìèíîðà ðàâåí 1
2. rank A = m è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü áàçèñíûõ ìèíîðîâ ðàâåí 1.
Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì n - ìåðíûõ âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ a1, a2, ..., an−1 íàçûâàåòñÿ

âåêòîð (α1,−α2, .., (−1)k−1αk, ..., (−1)n−1αn)
T , ãäå αi - îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ïîëó÷åííîé

èç (a1, a2, ..., an−1) óäàëåíèåì i - é ñòðîêè.
conv(M) = {tm1 + (1 − t)m2|m1,m2 ∈ M, 0 ≤ t ≤ 1} - âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà

M ⊂ Rn .
Ãèïåðïëîñêîñòü aTx = a0 íàçûâàåòñÿ îïîðíîé ê âûïóêëîìó ìíîæåñòâó M, åñëè âñå

åãî òî÷êè ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó îò ãèïåðïëîñêîñòè è M ∩ {x| aTx = 1} ̸= ∅.
Ïîñëåäíåå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ M . Ãðàíü íàèáîëüøåé ðàçìåðíîñòè íàçûâàåòñÿ
ôàñåòîé.

Âûïóêëûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, çàìêíóòîå îòíîñèòåëüíî ñëîæå-
íèÿ âåêòîðîâ è óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Ñ êàæäûì íàáîðîì âåêòîðîâ
u1, ..., um ∈ Rn ñâÿçàíà ïàðà äâîéñòâåííûõ äðóã äðóãó ïîëèýäðàëüíûõ âûïóêëûõ êîíó-
ñîâ (u1, ..., um)

∗ = {x ∈ Rn|uTi x ≥ 0 i = 1, ...,m} è cone(u1, ..., um) = {t1u1 + ...tmum| ti ≥
0, ti ∈ R(i = 1, ...,m)} . Âåêòîðû u1, ..., um íàçûâàþòñÿ ïîðîæäàþùèìè äëÿ âòîðîãî êîíó-
ñà. Îñòîâîì íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ âåêòîðîâ. Êîíóñ íàçûâà-
åòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì, åñëè ÷èñëî âåêòîðîâ â îñòîâå ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà.

1 Âåñåëîâ Ñåðãåé Èâàíîâè÷, äîöåíò êàôåäðû àëãåáðû, ãåîìåòðèè è äèñêðåòíîé ìàòåìàòè-
êè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî" (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãà-
ðèíà, ä. 23.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http:// orcid.org/0000-0003-2737-5876,
sergey.veselov@itmm.unn.ru
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Êîíóñ coneU , ïîðîæäåííûé ñòîëáöàìè óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû U, íàçîâåì óíèìî-
äóëÿðíûì.

Äëÿ âûïóêëîãî ïîëèýäðàëüíîãî êîíóñà K ⊂ Rn ïîëèýäðîì Êëåéíà íàçûâàåòñÿ KZ =
conv(K ∩ Zn \ 0) (ñì., íàïðèìåð, [3],[4]). Ïàðóñîì íàçûâàåòñÿ ãðàíèöà KZ . Ïðèâåäåííûì
ïàðóñîì íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå ãðàíåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíÿìè äëÿ K .

Öåëî÷èñëåííûì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè y ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè äî ãèïåðïëîñêîñòè,
çàäàííîé óðàâíåíèåì aTx = a0 ñ íåñîêðàòèìûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñîäåðæàùåé
öåëóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà |aTy − a0|. Öåëî÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî
ôàñåòû ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî ðàññòîÿíèþ äî ãèïåðïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ôàñåòó.

Áàçèñîì Ãèëüáåðòà êîíóñà K íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî àä-
äèòèâíîé ïîëóãðóïïû K ∩ Zn.

Â [3] äîêàçàíî, ÷òî áàçèñ Ãèëüáåðòà ñèìïëèöèàëüíîãî êîíóñà â R3 ñîñòîèò èç âñåõ
öåëûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ åãî ïðèâåäåííîìó ïàðóñó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåëî-
÷èñëåííîå ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî êàæäîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà ðàâíî
1.

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî åñëè áàçèñ Ãèëüáåðòà ñèìïëèöèàëüíîãî êîíóñà â R4 ñîñòîèò èç
âñåõ öåëûõ òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ åãî ïðèâåäåííîìó ïàðóñó, òî ðàâíî 1 öåëî÷èñëåííîå
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî êàæäîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà, à îáðàòíîå, âîîáùå
ãîâîðÿ, íåâåðíî. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî â R5 ïðåäëîæåíèå âåðíî íå äëÿ êàæäîãî êîíóñà.

Â [5] ïîêàçàíî ÷òî Ãèëüáåðòîâ áàçèñ êîíóñà, ïîðîæäåííîãî âåêòîðàìè

a1 = (1, 0, 0, 0)T , a2 = (0, 1, 0, 0)T , a3 = (0, 0, 1, 0)T , a4 = (1, 3, 4, 7)T ,

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ

a1, a2, a3, a4, (1, 1, 1, 1)
T , (1, 1, 2, 2)T , (1, 3, 3, 5)T , (1, 3, 4, 6)T

è íå èìååò óíèìîäóëÿðíîé òðèàíãóëÿöèè.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ êîíóñà K äâîéñòâåííîãî ê óíèìîäóëÿðíîìó äîêàçàíî, ÷òî åãî

áàçèñ Ãèëüáåðòà èìååò óíèìîäóëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ, ÿâëÿåòñÿ îñòîâîì è öåëî÷èñëåííîå
ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû êîíóñà äî ëþáîé ôàñåòû ïðèâåäåííîãî ïàðóñà ïîëèýäðà KZ ðàâíî
1.

Ïóñòü P - ïîëèýäð, PZ = conv(P ∩ Zn) , c ∈ Zn è ãèïåðïëîñêîñòü cTx = c′ , íå ñîäåð-
æàùàÿ òî÷åê èç PZ , ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé ê ïîëèýäðó P . Íåðàâåíñòâî cTx ≤ ⌊c′⌋ íàçûâàåòñÿ
ïðàâèëüíûì îòñå÷åíèåì èëè îòñå÷åíèåì Ãîìîðè-Õâàòàëà.

Îêðóãëåíèåì ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ åãî ïîäìíîæåñòâî P ′ , ñîñòîÿùåå èç òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ êàæäîìó ïðàâèëüíîìó îòñå÷åíèþ äëÿ P. Ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ
P (1) = P ′, P (k) = (P (k−1))′) (k ≥ 2).

Ìèíèìàëüíîå k , ïðè êîòîðîì P (k) = PZ íàçûâàåòñÿ ðàíãîì Õâàòàëà ïîëèýäðà P.
Ìàêñèìóì ñðåäè ðàíãîâ Õâàòàëà ïîëèýäðîâ {x : Ax ≥ b} , ïðè âñåâîçìîæíûõ b íàçûâà-
åòñÿ ðàíãîì Õâàòàëà ìàòðèöû A.

Ðàíã Õâàòàëà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé íåÿâíî çàäàííûõ öåëûõ ïîëèýäðîâ,
ò.å. âûïóêëûõ îáîëî÷åê òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè, ñîäåðæàùèõñÿ âíóòðè äðóãèõ ïî-
ëèýäðîâ, çàäàííûõ èçâåñòíûìè ñèñòåìàìè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Èçó÷åíèþ ðàíãà Õâàòàëà
ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ñòàòüè [6],[7],[8],[9], [10]. Öåëü èññëåäîâàíèé â ýòîì íàïðàâëåíèè -
âû÷èñëåíèå èëè ïîëó÷åíèå âåðõíèõ è íèæíèõ îöåíîê ðàíãà Õâàòàëà äëÿ ïîëèýäðîâ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïèñàí ïîäêëàññ êëàññà áèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö, äëÿ êîòîðûõ ðàíã
Õâàòàëà ðàâåí 1.
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2. Ñâîéñòâà êîíóñà äâîéñòâåííîãî ê óíèìîäóëÿðíîìó

Ïóñòü U ∈ Zn×m - óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ïðèíàäëåæèò
îñòîâó êîíóñà coneU . Îòìåòèì, ÷òî U∗ íå îáÿçàòåëüíî óíèìîäóëÿðåí. Íàïðèìåð, ïðè
n ≥ 4 íå ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûì êîíóñ

{(x1, x2...., xn)T ∈ Rn| xi ≥ 0, −xi + xn ≥ 0, i = 1, 2, .., n− 1},

ïîñêîëüêó îñòîâ ýòîãî êîíóñà ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà {0, 1}n , ó êîòîðûõ
ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1 è îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû èç âåêòîðîâ

(1, 0, 0, .., 0)T , (1, 0, 1, 1, .., 1, 1)T , (1, 1, 0, 1, ..1, 1)T , ..., (1, 1, 1, 1, ..1, 0)T

ðàâåí (−1)n(n− 2).
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îñòîâ êîíóñà U∗ ìîæíî âûáðàòü ñðåäè âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé

ñòîëáöîâ ìàòðèöû U . Îáîçíà÷èì îñòîâ ñèìâîëîì V . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî UTv ∈ {0, 1}m
äëÿ âñÿêîãî v ∈ V .

Ò å î ð å ì à 2.1. V èìååò óíèìîäóëÿðíóþ òðèàíãóëÿöèþ è ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
Ãèëüáåðòà êîíóñà U∗ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü v ∈ V è F1, F2, ..., Fs - ïîëíûé ñïèñîê ôàñåò, íå
ñîäåðæàùèõ v . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

U∗ =
∪
i

cone(Fi, v).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð h ∈ U∗
Z . Íàéäåòñÿ i òàêîå, ÷òî h ∈ cone(Fi, v). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî ôàñåòà Fi ñîäåðæèòñÿ â ãèïåðïëîñêîñòè uTx = 0 , ãäå u ñòîëáåö ìàòðèöû U .
Òàê êàê uTv = 1 , òî Zn ïîêðûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì ãèïåðïëîñêîñòåé Fi, Fi ± v, Fi ± 2v..... .
Òàêèì îáðàçîì, h = kv+h′ , ãäå k íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî è h′ ∈ Fi . Äàëåå
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïóñòü P (U) = conv{x ∈ Zn|UTx ≥ 0, UTx ̸= 0} è ãèïåðïëîñêîñòü πTx = π0 ñîäåðæèò
ôàñåòó f ïîëèýäðà M . Òàê êàê ëèíåéíàÿ ôîðìà πTx îãðàíè÷åíà ñíèçó íà P (U) , òî,
ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî-Ôàðêàøà, πTx ≥ 0, ñëåäîâàòåëüíî, π0 ≥ 0. Åñëè π0 = 0 ,
òî f ÿâëÿåòñÿ òàêæå ôàñåòîé U∗ , ïîýòîìó îïðåäåëÿåòñÿ îäíèì èç íåðàâåíñòâ ñèñòåìû
Ux ≥ 0 . Åñëè π0 > 0 , òî ìîæíî ïîäåëèòü íåðàâåíñòâî íà π0 , ïîýòîìó ñ÷èòàåì, ÷òî f
ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè πTx ≥ 1.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè πTx = 1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü íåêîòîðîé ôàñåòû äëÿ
P (U) , òî ñóùåñòâóåò U ′ ⊆ U òàêîå, ÷òî π =

∑
u∈U ′ u .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. rank U = m. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà

T ∈ Zn×n òàêàÿ, ÷òî UT = (Em|O) , ãäå O ∈ Zm×(n−m) ìàòðèöà èç íóëåé, à ó ìàòðèöû
Em ∈ Zm×m ðàâíû íóëþ âñå ýëåìåíòû, êðîìå åäèíèö íà ãëàâíîé äèàãîíàëè. Åñëè m = n ,
òî UT = Em , ò.å. T = U−1. Ôîðìóëà x = Ty óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì ìåæäó P (U)
è P (Em) . Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì 1m ñòðîêó èç m åäèíèö. Î÷åâèäíî, ÷òî 1m(Em|O)y =
1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííîé ôàñåòû äëÿ P (E) , ñëåäîâàòåëüíî, 1m(E|O)T−1x =
1mUx = 1 îïîðíàÿ ïëîñêîñòü åäèíñòâåííîé ôàñåòû äëÿ P (U) , ò.å. U ′ = U.
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Ñëó÷àé 2. rank U = n < m. Ïóñòü u ïðîèçâîëüíûé ñòîëáåö â U , V ⊆ vert(P (U)) ïîä-
ìíîæåñòâî èç n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ πTx = 1 . Î÷åâèäíî, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Vu ⊂ V âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ ïëîñêîñòè uTx = 1.
Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî min{πTx|uTx ≥ 1, UTx ≥ 0} = 1. Ñîãëàñíî òåîðåìå äâîéñòâåííîñòè
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, èìååì max{tu| π =

∑
w∈U tww, tw ≥ 0(w ∈ U)} = 1.

Òàêèì îáðàçîì, π = u+
∑

w∈W tww, tw > 0(w ∈ W ) , ãäå W ⊆ U .
Ïóñòü U1 ìíîæåñòâî âñåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû U , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå

V T
u y = 0 , è ïóñòü U2 = U \ U1. Î÷åâèäíî, ÷òî W ⊆ U1.
Ïîëîæèì π′ = π − u è ðàññìîòðèì ïîëèýäð

F = conv{x| uTx = 0, UT
1 x ≥ 0, UT

1 x ̸= 0}Z .

Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâî π′Tx ≥ 1 âåðíî äëÿ F.
Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì el âåêòîð, ó êîòîðîãî l � ÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1 , à îñòàëüíûå

êîîðäèíàòû ðàâíû 0 . Â ñèëó óíèìîäóëÿðíîñòè ìàòðèöû U ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

min{π′Tx|uTx = 0, UTx ≥ 0, UTx ̸= 0} = min{π′Tx|uTx = 0, UTx ≥ el}
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò x′ ∈ F ∩ Zn òàêîé, ÷òî π′Tx′ < 1 . Òîãäà â çàäà÷å

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min{π′Tx| uTx = 0, UTx ≥ el}

îïòèìàëüíàÿ áàçèñíàÿ ïîäìàòðèöà ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí ñòîëáåö u′ èç ìàòðèöû U2 ,
ïðè÷åì â ðàçëîæåíèå âåêòîðà π′ ïî áàçèñíûì ñòîëáöàì ñòîëáåö u′ âõîäèò ñ ïîëîæèòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì. Òåïåðü èç ðàâåíñòâà V T

u π
′ = 0 âûâîäèì V T

u u
′ = 0 , ò.å. u′ ∈ U1 -

ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîñêîëüêó rank U1 ≤ n− rank Vu , òî ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîäåð-

æàùåãî F , òàêæå íå ïðåâûøàåò n−rank Vu è ìû ïîëó÷èëè ïðîáëåìó àíàëîãè÷íóþ èñõîä-
íîé, ò.å. òðåáóåòñÿ äîêàçàòü ñôîðìóëèðîâàííîå â óñëîâèè òåîðåìû ñâîéñòâî äëÿ ïëîñêîñòè
π′x = 1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïîðíîé äëÿ ôàñåòû â ïðîñòðàíñòâå ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

Òåïåðü ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè, òàê êàê ïðè n = 1 óòâåð-
æäåíèå î÷åâèäíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïîäìíîæåñòâî ñòîëáöîâ U ′ ìàòðèöû U íàçîâåì íóëü-ñèñòåìîé, åñëè ñèñòåìå îãðà-
íè÷åíèé UTx ≥ 0, (

∑
u∈U ′ u)Tx = 0 óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî íóëåâîé âåêòîð. Íóëü-ñèñòåìà

íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé, åñëè åå ëþáîå ñîáñòâåííîå ïîäìíîæåñòâî íå ÿâëÿåòñÿ íóëü-
ñèñòåìîé. Ñåìåéñòâî âñåõ íåïðèâîäèìûõ íóëü-ñèñòåì äëÿ U îáîçíà÷èì U

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. P(U) çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Ux ≥ 0

(
∑
u∈U ′

u)Tx ≥ 1, (U ′ ∈ U)

3. Ðàíã Õâàòàëà áèìîäóëÿðíûõ ìàòðèö

Ìàòðèöà A ∈ Zm×n íàçûâàåòñÿ áèìîäóëÿðíîé, åñëè ìîäóëè åå áàçèñíûõ ìèíîðîâ íå
ïðåâûøàþò 2. Ïîëèýäð P = P (A, b) = {x ∈ Rn|Ax ≥ b} íàçûâàåòñÿ áèìîäóëÿðíûì.
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Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì vert(P ) ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèýäðà P , à ñèìâîëîì P (v) - ïîëèýäð,
îãðàíè÷åííûé ëèøü òåìè ôàñåòàìè ïîëèýäðà P , êîòîðûå ñîäåðæàò âåðøèíó v ∈ vert(P ) .

Ïóñòü rank A = n è P̄ = {x ∈ Rn| b− 1m ≤ Ax ≤ b}. Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â
ðàáîòå [11].

Ò å î ð å ì à 3.1. [11]

1. Åñëè dimP = n , òî P ∩ Zn ̸= ∅.

2. vert(conv(P ∩ Zn)) =
∪

v∈vert(P )

vert(conv(P (v) ∩ Zn)) .

3. vert(conv(P (v) ∩ Zn)) ⊆ vert(conv(P̄ (v) ∩ Zn)).

Òàêèì îáðàçîì, áèìîäóëÿðíûé ïîëèýäð P ðàñïàäàåòñÿ íà óãëîâûå áèìîäóëÿðíûå ïîëè-
ýäðû P (v), (v ∈ vert(P )) , òàê, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà è ëþáàÿ ôàñåòà ïîëèýäðà P ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé è ôàñåòîé ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç óãëîâûõ ïîëèýäðîâ. Êðîìå òîãî, â òåîðåìå
óñòàíîâëåíî, ÷òî âåðøèíû ïîëèýäðîâ conv(P (v)∩Zn) ðàñïîëîæåíû íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ
èç òî÷êè v .

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàíã Õâàòàëà ïîëèýäðà P ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó èç ðàíãîâ Õâàòàëà óã-
ëîâûõ ïîëèýäðîâ è ðàâåí íóëþ â ñëó÷àå óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå P (v) = conv(P (v) ∩ Zn) .

Ðàññìîòðèì áèìîäóëÿðíûé óãëîâîé ïîëèýäð P (v) = {x ∈ Rn|Ax ≥ Av ∈ Zm} , ó
êîòîðîãî áàçèñíûå ìèíîðû ìàòðèöû A ðàâíû ±2 è v /∈ Zn. Ïóñòü B ëþáàÿ áàçèñíàÿ
ïîäìàòðèöà â A , òàê ÷òî ìàòðèöà U = AB−1 óíèìîäóëÿðíà.

Ðàññìîòðèì ïîëèýäðû P (U) = conv{y ∈ Zn|Uy ≥ 0, Uy ̸= 0} è F = conv{y ∈ Zn|Uy ≥
0, 2B−1y ≡ 1mod 2} . Î÷åâèäíî, ÷òî vert F ⊆ vert P (U) è â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ýòèõ ìíî-
æåñòâ F è P (U) èçîìîðôíû, ñëåäîâàòåëüíî, èçîìîðôíû P (U) è conv(P (A, b) ∩ Zn) .
Òàêèì îáðàçîì èç òåîðåìû 2.2. âûòåêàåò ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Ïóñòü U ∈ Zm×n óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, B ∈
Zn×n, detB = 2, A = UB . Åñëè 2B−1v ≡ 1mod 2 äëÿ âñÿêîãî v ∈ vert(P (U)) , òî

1) ðàíã Õâàòàëà ïîëèýäðà P (A, b) ðàâåí 1,
2) conv(P (A, b) ∩ Zn) îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

Ax ≥ b,

1

2
αA ≥ ⌈1

2
αb⌉, ∀α ∈ {t ∈ {0, 1}m| tA ≡ 0mod 2.}

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà
(ïðîåêò �17-11-01336).
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Î ïîâåðõíîñòÿõ, ñêëååííûõ èç 2n -óãîëüíèêîâ
c⃝ Â.Å. Êðóãëîâ1, Ã.Í. Òàëàíîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ 2n -óãîëüíèêè è ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþò-
ñÿ ïðè îòîæäåñòâëåíèè ñòîðîí ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïîïàðíî, òî åñòü ïðè ñêëåéêå 2n -
óãîëüíèêà. Êàê èçâåñòíî, ñêëåéêîé íåêîòîðîãî 2n -óãîëüíèêà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîâåðõíîñòü
ëþáîãî ðîäà è îðèåíòèðóåìîñòè, îäíàêî óçíàòü ðîä ýòîé ïîâåðõíîñòè ïî ìíîãîóãîëüíèêó è
õàðàêòåðó ñêëåéêè î÷åíü íåïðîñòî, âåäü äëÿ ýòîãî íàäî ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âåðøèí, îá-
ðàçîâàâøèõñÿ ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ, à óæå ïðè ìàëûõ n ýòî ïðàêòè÷åñêè íåâûïîëíèìàÿ
çàäà÷à, åñëè äåëàòü ýòî íàïðÿìóþ. Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ýòîé çàäà÷å. Õîðîøî èçâå-
ñòåí êàíîíè÷åñêèé âàðèàíò ñêëåéêè 4q -óãîëüíèêà ( 2q -óãîëüíèêà), äàþùèé îðèåíòèðóåìóþ
(íåîðèåíòèðóåìóþ) ïîâåðõíîñòü ðîäà q . Èçâåñòíû òàêæå ÷èñëà Õàðåðà-Öàãèðà � ÷èñëà ñêëå-
åê 2n -óãîëüíèêà â îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà q . Â ðàáîòå ìû ïðåäëàãàåì íîâûé ñïîñîá
âû÷èñëåíèÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî, ðîäà) âíå
çàâèñèìîñòè îò å¼ îðèåíòèðóåìîñòè ñ ïîìîùüþ òð¼õöâåòíîãî ãðàôà è ñâåäåíèé î òîïîëîãè-
÷åñêîé êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: 2n -óãîëüíèê, ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà, îðèåíòèðóåìîñòü, ñêëåéêà.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãîóãîëüíèêè ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì ñòîðîí è �ñêëååííûå�
èç íèõ ïîâåðõíîñòè. Â ñòàòüå Ã. Øàáàòà è À. Ñãèáíåâà [1] ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê
ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè çàäàíèåì ìèíèìàëüíîãî îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíò-
íîñòè, îòîæäåñòâëÿþùåãî ïîïàðíî ñòîðîíû 2n -óãîëüíèêîâ. Â íåé ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
êëàññè÷åñêîé ðàáîòû Äæ. Õàðåðà è Ä. Öàãèðà [2] î ÷èñëå ñêëååê 2n -óãîëüíèêà â îðèåí-
òèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà q (÷èñëà Õàðåðà-Öàãèðà).

Õîðîøî èçâåñòåí êàíîíè÷åñêèé âàðèàíò ñêëåéêè 4q -óãîëüíèêà ( 2q -óãîëüíèêà), äàþ-
ùèé îðèåíòèðóåìóþ (íåîðèåíòèðóåìóþ) ïîâåðõíîñòü ðîäà q , ñìîòðè Ðèñ. 1.1 (a) (Ðèñ.
1.1 (b)). Çäåñü è íà âñåõ ðèñóíêàõ íèæå áóêâû è ñòðåëêè îêîëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà
îçíà÷àþò ñëåäóþùåå: ó ìíîãîóãîëüíèêà ñêëåèâàþòñÿ ãðàíè÷íûå ñòîðîíû, îáîçíà÷åííûå
îäèíàêîâîé áóêâîé, ïðè ýòîì ñòðåëêè íà ñòîðîíàõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå îòîæäåñòâëå-
íèÿ ñòîðîí. Êîðîòêî îïèñàòü òàêóþ ñêëåéêó ìîæíî òàê íàçûâàåìûì �ñëîâîì�, ñîñòîÿùèì
èç âñåõ áóêâ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè îáõîäå ãðàíèöû ìíîãîóãîëüíèêà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ïðè
ýòîì ê áóêâå äîáàâëÿåòñÿ −1 â âåðõíåì èíäåêñå, åñëè ñòðåëêà íà ñîîòâåòñâóþùåé ñòîðîíå
íàïðàâëåíà â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ îáõîäó. Òàê ñêëåéêà íà Ðèñóíêå 1.1 (a) (1.1 (b))
çàïèñûâàåòñÿ ñëîâîì a1b1a

−1
1 b−1

1 . . . aqbqa
−1
q b−1

q ( a1a1a2a2 . . . aqaq ).

1Êðóãëîâ Âëàäèñëàâ Åâãåíüåâè÷, ñòàæ¼ð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè Òîïîëîãè÷åñêèõ Ìåòîäîâ â
Äèíàìèêå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ñòóäåíò
èíñòèòóòà ÈÒÌÌ, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî (603950, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, ä. 23),
ORCID: http://orcid.org/ 0000-0003-4661-0288, kruglovslava21@mail.ru

2 Òàëàíîâà Ãàëèíà Íèêîëàåâíà, ñòóäåíò ôàêóëüòåòà èíôîðìàòèêè, ìàòåìàòèêè è êîìïüþòåðíûõ
íàóê ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷¼ðñêàÿ, ä. 25/12), ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-4743-4055, Glntalanova@gmail.com
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Êàíîíè÷åñêèå ñêëåéêè 2n -óãîëüíèêîâ

Îäíàêî, ýòî íå åäèíñòâåííûé âàðèàíò ñêëåéêè, è äëÿ ðàçíûõ ñêëååê îäíîãî è òîãî æå
ìíîãîóãîëüíèêà ðîä ïîâåðõíîñòè ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ðàçëè÷íûé. Ê ïðèìåðó, èç êâàäðàòà
ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òîð (ñì. Ðèñ. 1.2), ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü (ñì. Ðèñ. 1.3), ñôåðà (ñì. Ðèñ.
1.4), áóòûëêà Êëåéíà (ñì. Ðèñ. 1.5).

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Òîð è åãî ðàçâ¼ðòêà

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è å¼ ðàçâ¼ðòêà
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Ð è ñ ó í î ê 1.4

Ñôåðà è å¼ ðàçâ¼ðòêà

Ð è ñ ó í î ê 1.5

Áóòûëêà Êëåéíà è å¼ ðàçâ¼ðòêà

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî íàëè÷èå â ñëîâå õîòÿ áû äâóõ îäèíàêîâûõ áóêâ aa , a−1a−1 ,
íå îáÿçàòåëüíî ñòîÿùèõ ïîäðÿä, ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ïëåíêè Ì¼áèóñà íà òàêîé
ïîâåðõíîñòè è, ñëåäîâàòåëüíî, ê íåîðèåíòèðóåìîñòè òàêîé ïîâåðõíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
îðèåíòèðóåìîñòü ïîâåðõíîñòè ïî ñêëåéêå îïðåäåëÿåòñÿ äîâîëüíî áûñòðî. Ïî ôîðìóëå Ýé-
ëåðà ðîä ïîâåðõíîñòè q ñâÿçàí ñ ÷èñëîì âåðøèí B , ðåáåð P è ãðàíåé Γ ñëåäóþùåé
ôîðìóëîé

B − P + Γ = 2− 2q

äëÿ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè è

B − P + Γ = 2− q

äëÿ íåîðèåíòèðóåìîé, â ýòèõ ôîðìóëàõ ÷èñëî 2− 2q è 2− q , ñîîòâåòñòâåííî, � ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ôîðìóëû ïðèíèìàþò âèä B−n+1 = 2−2q ,

Â.Å. Êðóãëîâ, Ã.Í. Òàëàíîâà. Î ïîâåðõíîñòÿõ, ñêëååííûõ èç 2n -óãîëüíèêîâ
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B − n + 1 = 2 − q ñîîòâåòñòâåííî è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ðîäà ïîâåðõíî-
ñòè ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè. Îäíàêî ñäåëàòü
ýòî íå òàê ïðîñòî, îñîáåííî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ñòîðîí. Íàïðèìåð, óæå äëÿ âîñüìèóãîëü-
íèêà ñóùåñòâóåò 105 ðàçëè÷íûõ ñêëååê åãî ñòîðîí è íóæíî õîðîøåå ïðîñòðàíñòâåííîå
âîîáðàæåíèå, ÷òîáû ïðè êàæäîì ñêëåèâàíèè ñòîðîí ñëåäèòü, êàêèå âåðøèíû ñêëåÿòñÿ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü ÷èñëî ñêëååííûõ âåðøèí ñ ïîìîùüþ
öâåòíûõ ãðàôîâ.

Áîëåå äåòàëüíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç M íàø 2n -óãîëüíèê è ÷åðåç S ïîâåðõíîñòü, ïîëó÷àþùóþñÿ ïîñëå

ñêëåéêè åãî ñòîðîí. Ñîåäèíèì åãî öåíòð ñî âñåìè âåðøèíàìè, à ñîåäèíÿþùèå îòðåçêè
íàçîâ¼ì t -êðèâûìè. Çàòåì ñîåäèíèì öåíòð æå ñ ñåðåäèíàìè âñåõ ñòîðîí, à ñîåäèíÿþùèå
îòðåçêè íàçîâ¼ì u -êðèâûìè. Êàæäóþ ïîëîâèíó ñòîðîíû, îòäåë¼ííóþ âåðøèíîé ìíîãî-
óãîëüíèêà è ñåðåäèíîé ñòîðîíû, íàçîâ¼ì s -êðèâîé.

Çàìåòèì, ÷òî ìû òîëüêî ÷òî òðèàíãóëèðîâàëè ìíîãîóãîëüíèê è, ñîîòâåòñòâåííî, ïî-
âåðõíîñòü, èëè ðàçäåëèëè íà òðåóãîëüíûå îáëàñòè. Ñòîðîíû òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé áóäåì
íàçûâàòü öâåòíûìè êðèâûìè, êàæäàÿ îäíîãî èç òð¼õ öâåòîâ � s , u èëè t (ñì. Ðèñ. 1.6).

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîñòðîèòü òð¼õöâåòíûé ãðàô Υ . Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëü-
íûì îáëàñòÿì âåðøèíû ãðàôà, à öâåòíûì êðèâûì � öâåòíûå ð¼áðà, ïðè÷¼ì ðåáðî, ñîîò-
âåòñòâóþùåå öâåòíîé êðèâîé, èìååò òàêîé æå öâåò ÷òî è ñòîðîíà è ñîåäèíÿåò âåðøèíû,
ñîîòâåòñòâóþùèå òðåóãîëüíûì îáëàñòÿì, ãðàíèöàì êîòîðûõ îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæèò
öâåòíàÿ êðèâàÿ (ñì. Ðèñ. 1.6).
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Ð è ñ ó í î ê 1.6

Òðèàíãóëÿöèÿ öâåòíûìè êðèâûìè è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Íàçîâ¼ì st -öèêëîì, tu -öèêëîì, su -öèêëîì öèêë íà ãðàôå, ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ð¼áåð
öâåòîâ s è t , t è u , s è u ñîîòâåòñòâåííî (ñì. Ðèñ. 1.7, 1.8, 1.9).
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Ð è ñ ó í î ê 1.7

Ðàçâ¼ðòêà òîðà è åãî òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ð è ñ ó í î ê 1.8

Ðàçâ¼ðòêà áóòûëêè Êëåéíà è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ð è ñ ó í î ê 1.9
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Ðàçâ¼ðòêà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è å¼ òð¼õöâåòíûé ãðàô

Ò å î ð å ì à 1.1.

1. Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(S) ïîâåðõíîñòè S âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

χ(S) = ν − n+ 1, (1.1)

ãäå ν � êîëè÷åñòâî st -öèêëîâ ãðàôà Γ .

2. Ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â ñîîòâåòñòâóþùåì
åé ãðàôå Υ íå ñîäåðæèòñÿ öèêëîâ íå÷åòíîé äëèíû.

2. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1.

1. Ïîñòðîåíèå ïîòîêà Ìîðñà íà ìíîãîóãîëüíèêå. Çàäàäèì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé ïî-
òîê èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ïîòîê Ìîðñà f t : S×R → S òàêèì îáðàçîì, ÷òî â öåíòðå ëåæèò
ñòîê ω , â êàæäîé âåðøèíå � èñòî÷íèê α , â öåíòðå êàæäîé ñòîðîíû � ñåäëîâàÿ òî÷êà σ ñ
íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé, ëåæàùåé íà ðàäèóñå îïèñàííîé îêðóæíîñòè, è óñòîé÷èâûìè
ñåïàðàòðèñàìè, ëåæàùèìè íà ñòîðîíàõ M (Ðèñ. 2.1); ïðè òàêîì ðàñïîëîæåíèè îñîáûõ
òðàåêòîðèé íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ òî÷åê ñîâïàäóò ñ u -êðèâûìè, óñòîé÷è-
âûå � ñ s -êðèâûìè, à ñ t -êðèâûìè ñîâïàäóò îáû÷íûå òðàåêòîðèè, èäóùèå èç èñòî÷íèêà
â ñòîê. Ñäåëàåì ìû ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì (îñíîâàííûì íà ñïîñîáå, îïèñàííîì â [4]).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîòîê f t

Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå v0 íà ïëîñêîñòè, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé v0 =
(sinπx, sinπy) . Ýòî ïîëå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì Ìîðñà. Åãî îñîáûå òî÷êè � ýòî âñå òî÷êè öå-
ëî÷èñëåííîé ðåø¼òêè (x, y) , èç íèõ òî÷êè ñ äâóìÿ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè � èñòî÷íèêè,
ñ äâóìÿ íå÷¼òíûìè � ñòîêè, à ñ êîîðäèíàòàìè ðàçíîé ÷¼òíîñòè � ñåäëîâûå òî÷êè ïîòîêà,
îïðåäåëÿåìîãî ïîëåì v0 . Ñåïàðàòðèñû ïàðàëëåëüíû îñÿì êîîðäèíàò, â êà÷åñòâå t -êðèâûõ
âîçüì¼ì äèàãîíàëè êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíàìè, ëåæàùèìè íà ñåïàðàòðèñàõ. Ïîëó÷èëè ðàç-
áèåíèå íà �ñòàíäàðòíûå� òðåóãîëüíèêè.
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Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì p : R2 → R2 ôîðìóëîé p(x, y) = (x, y) = (x + 1, y + 1) è
ïîäåéñòâóåì èì íà ïîëå v0 , ÷òîáû ñòîê îêàçàëñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ïîëó÷èëè ïîëå
ṽ0 = p(v0) .

-1

-1

0

x

y

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Âåêòîðíîå ïîëå ṽ0

Åäèíñòâåííûé ñòîê â íàøåì ìíîãîóãîëüíèêå M ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé 4n òðåóãîëüíè-
êîâ. Ïîëîæèì T � ñòàíäàðòíûé òðåóãîëüíèê â ïðîñòðàíñòâå (x̄, ȳ) ñ âåðøèíàìè (0, 0) ,
(−1, 0) , (−1,−1) . Ðàñïîëîæèì íàø ìíîãîóãîëüíèê M òàê, ÷òîáû åãî öåíòð ëåæàë â íà-
÷àëå êîîðäèíàò, à îäíà èç u -êðèâûõ ëåæàëà íà îñè Ox . Îáîçíà÷èì êàæäóþ òðåóãîëüíóþ
îáëàñòü ìíîãîóãîëüíèêà M ÷åðåç δi , i = 1, 4n òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû δ1 ëåæàëà â ïåð-
âîì êâàäðàíòå è å¼ u -êðèâàÿ ëåæàëà íà îñè Ox . Îïðåäåëèì ãîìåîìîðôèçì ψi : T → δi
ôîðìóëîé

ψi(x̄, ȳ) = ψi(r cos θ, r sin θ) = ψi(ri(r, θ) cos θi(r, θ), ri(r, θ) sin θi(r, θ)),

ãäå

ri(r, θ) =
r√
2
· θ − π

π
4

+ r · tg π
2n

· sin π

2n
·

5
4
π − θ
π
4

,

θi(θ) =

(
i− 2

(
i

2
(mod1)

))
· π
2n

+ (−1)i−1 θ − π
π
4

· π
2n
.

Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ãîìåîìîðôèçìû ψi ìåíÿþò âåëè÷èíó óãëà ïðè íà÷àëå êîîðäè-
íàò äî âåëè÷èíû óãëà ìåæäó u -êðèâîé è t -êðèâîé, ðàçâîðà÷èâàþò òðåóãîëüíèê íà i -å
ìåñòî è ìåíÿþò âåëè÷èíû ñòîðîí, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ èìåííî 2n -óãîëüíèê, ñîîòâåòñòâåííî
ìåíÿÿ è çíà÷åíèÿ ïîëÿ ṽ0 . Òàêèì îáðàçîì, ìû çàäàëè â òðåóãîëüíîé îáëàñòè δi âåêòîðíîå
ïîëå vi = ψi(ṽ0) = ψi(p(v0)) . Ïîëîæèì, ÷òî îáùåå ïîëå V , îïðåäåëÿþùåå ïîòîê f t íà
M , ðàâíî vi íà âñåõ åãî òðåóãîëüíûõ îáëàñòÿõ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïîòîê Ìîðñà f t íà çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó òåîðå-
ìû Ïóàíêàðå-Õîïôà [5], â ýòîì ñëó÷àå ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü
âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

χ(S) = µ0 − µ1 + µ2,

ãäå µ0 � ÷èñëî ñòîêîâ, µ1 � ÷èñëî ñåäëîâûõ òî÷åê, µ2 � ÷èñëî èñòî÷íèêîâ.
2. Îïðåäåëåíèå ÷èñëà ñòîêîâ, èñòî÷íèêîâ è ñ¼äåë ïî ãðàôó. Ìíîæåñòâà st , tu

è su -öèêëîâ ãðàôà Υ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ìíîæåñòâó èñòî÷íèêîâ, ìíî-
æåñòâó ñòîêîâ, ìíîæåñòâó ñåäëîâûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åì ÷èñëî st -öèêëîâ ν
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÷¼òíîå. Âñ¼ ýòî âèäíî, åñëè ñïðîåêòèðîâàòü ãðàô Υ íà ïîâåðõíîñòü S , âåäü òîãäà êàæ-
äûé èç ýòèõ öèêëîâ ñòàíåò îêðóæíîñòüþ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò òðàåêòîðèè, ïðè÷¼ì êàæäîå
ðåáðî ïåðåñåêàåò åäèíñòâåííûé ðàç òðàåêòîðèþ ñâîåãî öâåòà. Êðèâûå öâåòîâ s è t ìî-
ãóò ëåæàòü ëèøü â áàññåéíå èñòî÷íèêà è ÷åðåäóþòñÿ, ïîýòîìó öèêë èìååò ÷¼òíóþ äëèíó.
Êðèâûå öâåòîâ u è t ìîãóò ëåæàòü ëèøü â áàññåéíå ñòîêà. À êðèâûå s è u ìîãóò ïå-
ðåñåêàòü ëèøü ñåäëîâûå ñåïàðàòðèñû. Áîëåå ïîäðîáíûå ðàññóæäåíèÿ ñìîòðèòå [4], ãäå,
â ÷àñòíîñòè, ïîñòðîåíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà ñ ïîìîùüþ òð¼õ-
öâåòíûõ ãðàôîâ êàê òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è ïðèâåäåíà è äîêàçàíà îáùàÿ ôîðìóëà
ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ ïî òð¼õöâåòíîìó ãðàôó ïîòîêà (äàííàÿ
êëàññèôèêàöèÿ îñóùåñòâëÿëàñü ìåòîäàìè, ðàçðàáîòàííûìè ðàíåå â [6], [7], [8]).

Èç ñîîòâåòñòâèÿ öèêëîâ íåïîäâèæíûì òî÷êàì ñëåäóåò, ÷òî ôîðìóëà 1.1 ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ïîòîêà f t , ÷òî âëå÷¼ò èñòèííîñòü äîêàçûâàåìîãî
óòâåðæäåíèÿ. À ÷èñëî âåðøèí, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ñêëåéêè, òåïåðü ïðîñòî ðàâíî
÷èñëó st -öèêëîâ íà ãðàôå.

3. Îïðåäåëåíèå îðèåíòèðóåìîñòè ïîâåðõíîñòè ïî ãðàôó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆
ìíîæåñòâî òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé ïîâåðõíîñòè S , ÷åðåç B � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà
Υ , à ÷åðåç π : ∆ → B ôóíêöèþ, îñóùåñòâëÿþùóþ ñîîòâåòñòâèå òðåóãîëüíûõ îáëàñòåé è
âåðøèí ãðàôà.

Ïóñòü ïîâåðõíîñòü S îðèåíòèðóåìà. Îðèåíòèðóåì ãðàíèöó êàæäîé òðåóãîëüíîé îá-
ëàñòè, âûáðàâ îäèí èç ïîðÿäêîâ îáõîäà å¼ âåðøèí; åñëè ïðè îáõîäå â ïîëîæèòåëüíîì
íàïðàâëåíèè îáëàñòü îñòà¼òñÿ ñëåâà, òî ïðèñâîèì åé ìåòêó +1 , åñëè ñïðàâà � òî −1 .
Íàçîâ¼ì ôóíêöèþ θ : ∆ → {−1, 1} ñîãëàñîâàííîé îðèåíòàöèåé, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå
ìíîãîóãîëüíûå îáëàñòè èìåþò ðàçëè÷íûå ìåòêè. Òî åñòü θ(δ1)θ(δ2) = −1 äëÿ ðàçëè÷-
íûõ δ1, δ2 ∈ ∆ òàêèõ, ÷òî cl(δ1) ∩ cl(δ2) ̸= ∅ . Ìû ïîëàãàåì S îðèåíòèðóåìûì, ïîýòîìó
ñîãëàñîâàííàÿ îðèåíòàöèÿ ñóùåñòâóåò.

Ïîêàæåì, ÷òî â ãðàôå Υ âñå öèêëû èìåþò ÷åòíóþ äëèíó. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå: ñóùåñòâóåò öèêë C = {b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, bk, ))} íå÷¼ò-
íîé äëèíû k , ãäå δk = δ0 . Ïîëîæèì δi = π−1(bi), i = 0, k − 1 . Òîãäà èç óñëîâèÿ
θ(δ1) · θ(δ2) = −1 ñëåäóåò, ÷òî θ(δi) · θ(δi+1) = −1 . Îòñþäà θ(δ0) = −θ(δ1) = −(−θ(δ2)) =
· · · = (−1)k−1θ(δk−1) = (−1)kθ(δk) . Òàêèì îáðàçîì, θ(δ0) = −θ(δ0) : ïðèøëè ê ïðîòèâîðå-
÷èþ.

Îáðàòíî, ïóñòü âñå öèêëû ãðàôà Υ èìåþò ÷¼òíóþ äëèíó. Ââåä¼ì ñîãëàñîâàííóþ îðè-
åíòàöèþ θ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü δ0 ∈ ∆ � ïðîèçâîëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ îáëàñòü. Ïî-
ëîæèì θ(δ0) = +1 è b0 = π(δ0) . Äëÿ ëþáîé îáëàñòè δ ∈ ∆ ïîëîæèì b = π(δ) . Ïîñêîëüêó
ãðàô ñâÿçåí, òî â í¼ì ñóùåñòâóåò ïóòü b0, (b0, b1), b1, . . . , bi−1, (bi−1, bi), bi, . . . , bk−1, (bk−1, b)
äëèíû k . Ïîëîæèì θ(δ) = (−1)k . Òàê êàê âñå öèêëû ãðàôà èìåþò ÷åòíóþ äëèíó, òî äëèíû
âñåõ ïóòåé, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû b0 è b èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå θ êîððåêòíî îïðåäåëåíî.

Áëàãîäàðíîñòè. Ïîñòðîåíèå ïîòîêà íà ìíîãîóãîëüíèêå âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïðîåêòà
� 17-11-01041 ÐÍÔ, ôîðìóëà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõíîñòè íàéäåíà â ðàìêàõ
ïðîåêòà ÒÇ-90 ÖÔÈ ÂØÝ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ïî÷èíêó Î.Â. çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è, âíè-
ìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè è öåííûå ñîâåòû.
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On surfaces glued of 2n -gons
c⃝ V.E. Kruglov3, G.N. Talanova4

Abstract. In this paper 2n -gons and surfaces obtained through identi�cation of 2n -gon's sides
in pairs (i.e. through sewing) are considered. As well-known, one can get surface of any genus
and orientability through sewing but it's very uneasy to calculate by only the polygon and the
way of sewing, because to do this one need to calculate the number of vertices appearing after
identi�cation; even for small n the problem is almost impossible if one want to do this directly.
There are di�erent ways to solve the task. The canonical variant of 4q -gon sewing ( 2q -gon sewing)
giving an orientable (unorientable) surface of genus q is well-known, as the Harer-Zagier' numbers,
that are the numbers of variants of sewing a 2n -gon to an orientable surface of gunes q . In this
paper we o�er a new way of Euler characteristic's of obtained surface calculation (and, hence, its
genus) undepending on its orientability by means of three-colour graph and information about
closed surfaces topological classi�cation.

Key Words: 2n -gon, Ejler characteristic, orientability, sewing
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Òî÷íîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ íåîãðàíè÷åííîé

íåëèíåéíîñòüþ

c⃝ Ô.Â. Ëóáûøåâ1, Ì.Ý. Ôàéðóçîâ2, À. Ð. Ìàíàïîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðâàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè è íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Ñòðîèòñÿ è èññëåäóåòñÿ
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ è ðåàëèçóþùèé åå èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.
Ïðîâåäåíî ñòðîãîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû, àïïðîê-
ñèìèðóþùåé èñõîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ çàäà÷ó. Óñòàíîâëåíû ñîãëàñîâàííûå ñ ãëàäêîñòüþ
èñêîìîãî ðåøåíèÿ îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì, àïïðîêñèìèðóþùèõ íåëè-
íåéíîå óðàâíåíèå ñ íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ, òî÷-
íîñòü ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè (ÓÌÔ) ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î òî÷íîñòè [1, 2]. Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ðåøåíèå èñõîäíîé
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è äîñòàòî÷íî ãëàäêîå, â òåîðèè ìåòîäà ñåòîê ïðîâåäåíî äîñòà-
òî÷íî ïîëíîå èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì è ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè â
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòðèêàõ [1-2]. Ïðè ïîíèæåíèè òðåáîâàíèé ê äèôôåðåíöèàëüíûì ñâîé-
ñòâàì èñêîìîãî ðåøåíèÿ àíàëèç ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ
[3-11].

Â ðàáîòàõ [3, 4] ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê òî÷íîñòè ìåòîäà
ñåòîê äëÿ ÓÌÔ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè, â êîòîðûõ ïîðÿäîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñî-
ãëàñîâàí ñ ãëàäêîñòüþ ðåøåíèÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è:

∥y(x)− u(x)∥W s
2 (ω)

≤M |h|m−s∥u∥Wm
2 (Ω), s < m,

ãäå u ∈ Wm
2 (Ω) � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è, à y = y(x) , x ∈ ω � ðåøåíèå àï-

ïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è, ∥·∥W s
2 (ω)

è ∥·∥Wm
2 (Ω) � íîðìû ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà äèñêðåòíîãî

è íåïðåðûâíîãî àðãóìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ëèíåéíûõ çàäà÷ óñòàíîâëåíû ñîãëàñîâàí-
íûå îöåíêè òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì. Íî, êàê ïðàâèëî, áîëüøèíñòâî ðåàëüíûõ çàäà÷
íåëèíåéíû, ïðè÷åì ïðèðîäà íåëèíåéíîñòåé ðàçëè÷íà. Äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè â ñëó÷àå íàëè÷èÿ îãðàíè÷åííûõ íåëèíåéíîñòåé ñî-
ãëàñîâàííûå îöåíêè òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [3, 4].

Òåîðèÿ ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ ÓÌÔ ñ íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ñëîæíûõ è àêòóàëüíûõ îáëàñòåé âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
[9-11]. Èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ ïîêàçàëè,
÷òî äàæå íà ãëàäêèõ ðåøåíèÿõ ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò äîâîëüíî ñëîæíóþ òåõíè-
÷åñêóþ ïðîáëåìó. Ïðîáëåìà ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì ìåíåå èçó÷åíà äëÿ
íåëèíåéíûõ ÓÌÔ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè è íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Â ðàáî-
òàõ [10, 11] âïåðâûå (äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ) èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ðàçíîñòíûõ ñõåì ê
îáîáùåííûì ðåøåíèÿì îäíîìåðíûõ àíàëîãîâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî
òèïà ñ íåëèíåéíîñòüþ íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà è ïîëó÷åíû ñîãëàñîâàííûå îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè. Èç ïóáëèêàöèé çà ïîñëåäíèå ãîäû ñëåäóåò, ïðåæäå âñåãî, âûäåëèòü ðàáîòû
[12-16]. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì ìîíîãðàôèþ [12] è îáçîðíóþ ðàáîòó [13].

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè ðàç-
íîñòíûõ ñõåì äëÿ íåëèíåéíûõ ÓÌÔ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè
è íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Óñòàíîâëåíû àïðèîðíûå ñîãëàñîâàííûå îöåíêè ñêîðî-
ñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì â ñåòî÷íîé íîðìå W 2

2,0(ω) , àïïðîêñèìèðóþùèõ íåëè-
íåéíóþ çàäà÷ó ñ íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ
ñõåì ïðîâîäèòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñàìî òî÷íîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò
â êëàññå Wm

2,0(Ω) , 3 < m ≤ 4 è ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Du è
òîëüêî â ýòîé îáëàñòè ôóíêöèè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå, óäîâëåòâîðÿþò òðåáóåìûì ñâîé-
ñòâàì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíà øêàëà àïðèîðíûõ îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ñåòî÷íîé
W 2

2,0(ω) -íîðìå äëÿ ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ. Óñëîâèÿ, íàëàãàåìûå íà êîýôôèöèåíòû óðàâíå-
íèÿ, âûïîëíåíû â íàñòîÿùåé ðàáîòå ëèøü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè çíà÷åíèé òî÷íîãî ðå-
øåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è, ÷òî ãîâîðèò êàê î íàëè÷èè íåëèíåéíîñòåé íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà,
òàê è çíà÷èòåëüíî ðàñøèðÿåò êëàññ äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ, íàïðèìåð,
óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé ýëëèïòè÷íîñòè íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà äîïîëíÿåò è ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû, óñòàíîâëåííûå â ðàáîòàõ [10, 11],
äëÿ îäíîìåðíûõ àíàëîãîâ êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ íåîãðàíè-
÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Â îòëè÷èè îò [10, 11] ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåé ðàáîòû óñòàíîâëåíû
äëÿ íåëèíåéíûõ äâóìåðíûõ ÓÌÔ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñî ñìåøàííûìè ïðîèçâîäíûìè è
íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áóäóò ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàíû â äàëü-
íåéøåì ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ðàçðàáîòêîé è èññëåäîâàíèåì ðàçíîñòíûõ
àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè
ÓÌÔ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè (ñîñòîÿíèÿìè) è íåîãðàíè÷åííîé íåëèíåéíîñòüþ. Èññëå-
äîâàíèþ ýòèõ ïðîáëåì (ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ, ôóíêöèîíàëó, óïðàâ-
ëåíèþ, ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé [17, 18]) äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ áóäåò ïîñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ðàáîòà.

2. Ïîñòàíîâêà äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è

Ïóñòü Ω =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < xα < lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2 ñ ãðàíèöåé

Γ = ∂Ω . Ðàññìîòðèì ïåðâóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà: òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u = u(x) , x ∈ Ω̄ , óäîâëåòâîðÿþùóþ
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óñëîâèÿì

Lu(x) = −
2∑

α,β=1

kαβ(u)
∂2u(x)

∂xα∂xβ
= f(u), x ∈ Ω, (2.1)

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ, (2.2)

ãäå kαβ(η) = kβα(η) , α, β = 1, 2 , f(η) � çàäàííûå ôóíêöèè η .
Àïðèîðè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (2.1)-(2.2) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â êëàññå

Wm
2,0(Ω) = Wm

2 (Ω)∩
◦
W 1

2 (Ω) , 3 < m ≤ 4 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mu

Mu = {u :M1 ≤ u(x) ≤M2, x ∈ Ω} (2.3)

� îáëàñòü çíà÷åíèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)-(2.2) (êîòîðàÿ, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ
î ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì ìíîæåñòâîì). Îïðåäåëèì
îêðåñòíîñòü Du ( δ -îêðåñòíîñòü) îáëàñòè çíà÷åíèé òî÷íîãî ðåøåíèÿ Mu :

Du =
{
ū : M̄1 =M1 − δ ≤ ū(x) ≤M2 + δ = M̄2, x ∈ K ⊆ Ω̄, δ > 0

}
, (2.4)

çäåñü δ > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ìàëîé.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ kαβ(η) , α, β = 1, 2 , óðàâíåíèÿ

(2.1) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ íà ðåøåíèè çàäà÷è (2.1)-(2.2):

ν

2∑
α=1

ξ2α ≤
2∑

α,β=1

kαβ(η)ξαξβ ≤ µ

2∑
α=1

ξ2α, kαβ(η) = kβα(η), α, β = 1, 2, (2.5)

äëÿ ëþáûõ η ∈ Du , ∀ξ ∈ R2 , è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ïàðàìåòðîâ ξ1 , ξ2 , ãäå ν è µ �
ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ïóñòü, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè íà êîýôôèöèåíòû
kαβ(η) , α, β = 1, 2 , f(η) óðàâíåíèÿ (2.1) íà ðåøåíèè çàäà÷è (2.1)-(2.2)

|kαβ(η1)− kαβ(η2)| ≤ L|η1 − η2|, ∀η1, η2 ∈ Du, α, β = 1, 2; (2.6)

|f(η)| ≤ f0, ∀η ∈ Du; (2.7)

|f(η1)− f(η2)| ≤ Lf |η1 − η2|,∀η1, η2 ∈ Du; (2.8)

2µ(max lα)
2

ν2

{
Lf +

µf0[2(2 +
√
2)L]

ν2

}
= q∗0, (2.9)

q∗1 =
q∗0
2
< 1. (2.10)

Èñõîäíîå óðàâíåíèå (2.1) â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä

−
2∑

α=1

kαα(u)
∂2u

∂x2α
− 2k12(u)

∂2u

∂x1∂x2
= f(u), x ∈ Ω,

k12(u) = k21(u).

(2.11)
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3. Ïîñòàíîâêà ñåòî÷íîé çàäà÷è (ðàçíîñòíîé ñõåìû)

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è (2.1)-(2.2) è èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîê-

ñèìàöèé íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2 è â Ω̄ : ω̄α = {xα = x
(iα)
α = iαhα ∈ [0, lα] :

iα = 0, Nα, Nαhα = lα} , α = 1, 2 ; ωα = ω̄α ∩ (0, lα) ; ω
+
α = ω̄α ∩ (0, lα] , ω

−
α = ω̄α ∩ [0, lα) ,

α = 1, 2 ; ω̄ = ω̄1 × ω̄2 ; ω
(±1) = ω±

1 × ω2 , ω
(±2) = ω1 × ω±

2 ; γ = ω̄ \ ω ; |h|2 = h21 + h22 .

Ïóñòü V � ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêå ω̄ = ω̄1 × ω̄2 , à
◦
V � åãî

ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ = ω̄ \ω . Äëÿ
ñåòî÷íûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà

◦
V ââåäåì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû è ïîëóíîðìû

[1-3]:

(y, v)L2(ω) =
∑
ω

h1h2y(x)v(x), ∥y∥2L2(ω)
= (y, y)L2(ω) =

∑
ω

h1h2y
2(x),

∥y∥2◦
W 1

2 (ω)
= ∥yx̄1∥2L2(ω

+
1 ×ω2)

+ ∥yx̄2∥2L2(ω1×ω+
2 )

= |y|2W 1
2 (ω)

=
2∑

α=1

∑
ω(+α)

h1h2y
2
x̄α

= ∥∇y∥2L2(ω)
,

∥y∥2W 2
2,0(ω)

= ∥yx̄1x1∥2L2(ω)
+ ∥yx̄2x2∥2L2(ω)

+ 2∥yx̄1x̄2∥2L2(ω
+
1 ×ω+

2 )
=

=
2∑

α=1

∑
ω

h1h2y
2
x̄αxα

+ 2
∑

ω+
1 ×ω+

2

h1h2y
2
x̄1x̄2

= |y|2W 2
2 (ω)

,

∥y∥C(ω̄) = ∥y∥L∞(ω̄) = max
ω̄

|y(x)|.

Çäåñü ñèìâîëàìè | · |W 1
2 (ω)

è | · |W 2
2 (ω)

îáîçíà÷åíû ïîëóíîðìû â W 1
2 (ω) è W 2

2 (ω) ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 3.1. Äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè y(x) , x ∈ ω̄ , çàäàííîé íà ñåòêå ω̄ =
ω̄1 × ω̄2 ⊂ Ω̄ è îáðàùàþùåéñÿ â íóëü íà ãðàíèöå γ = ∂ω : y(x) = 0 , x ∈ γ , ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå ðàçíîñòíûå àíàëîãè òåîðåì âëîæåíèÿ:

∥y∥L2(ω) ≤ C1∥y∥ ◦
W 1

2 (ω)
, C2

1 =
(l1l2)

2

8(l21 + l22)
; (3.12)

∥y∥C(ω̄) ≤ C2∥y∥W 2
2,0(ω)

, C2 =
(max lα)

2

2(l1l2)1/2
; (3.13)

∥y∥L2(ω) ≤ C3∥y∥W 2
2,0(ω)

, C3 = C2(l1l2)
1/2 =

(max lα)
2

2
; (3.14)

∥y∥ ◦
W 1

2 (ω)
≤ C4∥y∥W 2

2,0(ω)
, C4 =

(
l21 + l22
32

)1/2

. (3.15)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (2.1)-(2.2) ñëåäóþùóþ ðàçíîñòíóþ
ñõåìó: òðåáóåòñÿ íàéòè ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ y(x) , x ∈ ω̄h , çàäàííóþ íà ñåòêå ω̄h = ω̄1× ω̄2 ,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñåòî÷íîé çàäà÷è

−
2∑

α=1

kαα(y)yx̄αxα − 2k12(y)Q(y) = f(y), x ∈ ωh, (3.16)

y(x) = 0, x ∈ γh, (3.17)
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ãäå

Q(y)(x) =
yx1x2(x) + yx̄1x2(x) + yx1x̄2(x) + yx̄1x̄2

4
(x) =

=
y(x1 + h1, x2 + h2)− y(x1 − h1, x2 + h2)− y(x1 + h1, x2 − h2) + y(x1 − h1, x2 − h2)

4h1h2
=

= y ◦
x1

◦
x2
(x1, x2). (3.18)

4. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ íåëèíåéíîé ñåòî÷íîé çàäà÷è

Çàäà÷à (3.16)-(3.18) � ýòî ñèñòåìà íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ñåòî÷íîé ôóíê-
öèè y = y(x) , x ∈ ω̄ = ω̄1× ω̄2 . Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñóùåñòâî-
âàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Êàê èçâåñòíî, îäíèìè èç îñíîâíûõ
ìåòîäîâ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ èòåðàöèîííûå ìåòîäû.
Îíè æå ïîçâîëÿþò â ðÿäå ñëó÷àåâ èññëåäîâàòü ïðîáëåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ íåîáõîäèìîñòü â
ïðèâëå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ê èññëåäîâàíèþ ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.16)-(3.18), à òàêæå åå ÷èñëåííîé
ðåàëèçàöèè. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûáîð òîãî èëè èíîãî ìåòîäà èòåðàöèé ñóùåñòâåííûì
îáðàçîì âëèÿåò è íà óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ñàìîé íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé ñõåìû ê ðåøåíèþ
äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.1)-(2.2). Êðîìå òîãî, ïðîáëåìà ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ ñõî-
äèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ â ñëó÷àå íàëè÷èÿ íåëèíåéíîñòåé íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà
èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ è ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé [10, 11].

Â äàëüíåéøåì ÷åðåç A(θ)v áóäåì îáîçíà÷àòü ñåòî÷íûé îïåðàòîð (çàâèñÿùèé îò ïàðà-
ìåòðà θ = θ(x) ), çàäàâàåìûé ñîîòíîøåíèåì

A(θ)v = −
2∑

α=1

kαα(θ)vx̄αxα(x)− 2k12(θ)Q(v)(x), x ∈ ωh, (4.19)

íà ìíîæåñòâå ñåòî÷íûõ ôóíêöèé v(x) , x ∈ ω̄h ; v(x) = 0 , x ∈ γh , ãäå θ(x) , x ∈ ω̄ �
ïðîèçâîëüíàÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ñåòêå ω̄ , èãðàþùàÿ ðîëü ôóíêöèîíàëüíîãî
ïàðàìåòðà, à ïîä A(θ)v ïîíèìàåòñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà A(θ) ê
ýëåìåíòó v .

Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü θ(x) , x ∈ ω̄ � ïðîèçâîëüíàÿ ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íà
ñåòêå ω̄ , òàêàÿ ÷òî θ(x) ∈ Du , ∀x ∈ ω̄ . Òîãäà îïåðàòîð A(θ) , çàäàâàåìûé ñîîòíîøå-
íèåì (4.19) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

ν2

2µ
∥v∥W 2

2,0(ω̄)
≤ ∥A(θ)v∥L2(ω̄), (4.20)

∥A(θ)v∥W 2
2,0(ω̄)

≤ (1 + C2
3)

1/26µ2∥v∥W 2
2,0(ω̄))

, (4.21)

∥v∥W 2
2,0(ω̄)

≤ C0∥A(θ)v∥L2(ω̄), (4.22)

ïðè ëþáûõ v(x) , x ∈ ω̄h , v(x) = 0 , x ∈ γ ; θ(x) ∈ Du , x ∈ ω̄ , ãäå

C0 =
2µ

ν2
, (4.23)

à êîíñòàíòà C3 îïðåäåëåíà â ëåììå 3.1..
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé (3.16)-
(3.18) ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñâÿçàííûé ñ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè
ïî íåëèíåéíîñòÿì, êîãäà êîýôôèöèåíòû ñåòî÷íîãî îïåðàòîðà A(y) áåðóòñÿ èç ïðåäû-
äóùåé èòåðàöèè, òàê ÷òî íîâîå ïðèáëèæåíèå y(s+1)(x) , x ∈ ω̄h , íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ
ëèíåéíîé çàäà÷è:

A(y(s))y(s+1) = −
2∑

α=1

kαα(y
(s))y

(s+1)
x̄αxα

− 2k12(y
(s))Q(y(s+1)) = f(y(s)), x ∈ ω, (4.24)

y(s+1)(x) = 0, x ∈ γh. (4.25)

Ë å ì ì à 4.2. Ïóñòü y(s) ∈ Du , x ∈ ω̄ . Òîãäà ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(s+1)(x) , x ∈
ω̄h , îïðåäåëÿåìàÿ èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.24)-(4.25), îãðàíè÷åíà â ñåòî÷íîé íîðìå
∥ · ∥W 2

2,0(ω)
:

∥y(s+1)∥W 2
2,0(ω)

≤ C5, C5 = C0f0(l1, l2)
1/2. (4.26)

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà íàì ïîíàäîáèòñÿ îöåíêà ïî-
ãðåøíîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ z(1)(x) = y(1)(x)− u(x) , x ∈ ω̄ , â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû î ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðàöèé îãðàíè÷å-
íèé íà çíà÷åíèå ïåðâîé èòåðàöèè y(1) , x ∈ ω̄ , îòäåëüíî èçó÷èì çàäà÷ó äëÿ ïîãðåøíîñòè
ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ z(1) , x ∈ ω̄ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ψ(x) , x ∈ ω � íåâÿçêó ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.16) (ïîãðåøíîñòü
àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.16) íà ðåøåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (2.1)):

ψ(x) = f(u)−

[
−

2∑
α=1

kαα(u)ux̄αxα − 2k12(u)Q(u)

]
= f(u)− A(u)u, x ∈ ω. (4.27)

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (4.24) ïðè s = 0 è ñëîæèì ñ íåâÿçêîé ψ(x) , x ∈ ω . Òîãäà ïîñëå
íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîãðåøíîñòè z(1)(x) = y(1)(x) − u(x) , x ∈ ω̄ , ïîëó÷èì
ñëåäóþùóþ çàäà÷ó

A(u)z(1) = −
2∑

α=1

[
kαα(u)− kαα(y

(0))
]
y
(1)
x̄αxα

− 2
[
k12(u)− k12(y

(0))
]
Q(y(1))+

+
[
f(y(0))− f(u)

]
+ ψ(x), x ∈ ω,

(4.28)

z(1) = 0, x ∈ γ, (4.29)

ãäå

A(u)z(1) = −
2∑

α=1

kααz
(1)
x̄αxα

− 2k12(u)Q(z
(1)), x ∈ ω, (4.30)

à ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ψ(x) , x ∈ ω , èìååò âèä (4.27).
Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ z(1)(x) = y(1)(x) − u(x) , x ∈ ω̄ ⊂ Ω̄ , â

ìåòðèêå W 2
2,0(ω) è â ðàâíîìåðíîé ìåòðèêå C(ω̄) óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Ë å ì ì à 4.3. Ïóñòü y(0)(x) , x ∈ ω̄ � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà (4.24)-(4.25), à u(ξ) � òî÷íîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.1)-(2.2). Òî-
ãäà ïðè y(0)(x) ∈ Du èìåþò ìåñòî îöåíêè

∥y(1)(x)− u(x)∥W 2
2,0(ω)

= ∥z(1)∥W 2
2,0(ω)

≤ C0C8∥z(0)(x)∥C(ω̄) + C0∥ψ(x)∥L2(ω), (4.31)
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∥y(1)(x)− u(x)∥C(ω̄) = ∥z(1)∥C(ω̄) ≤ C0C2C8∥z(0)∥C(ω̄) + C0C2∥ψ∥L2(ω) =

=
q∗0
2
∥z(0)∥C(ω̄) + C0C2∥ψ(x)∥L2(ω) ≤

(
1 +

q∗0
2

)
∥z(0)∥C(ω̄) + C0C2∥ψ∥L2(ω) = β,

(4.32)

ãäå

C0C2C8 =
q∗0
2

=
µ(max lα)

2

ν2

{
Lf +

µf0[2(2 +
√
2)L]

ν2

}
;

C0 =
2µ

ν2
, C2

1 =
(l1l2)

2

8(l21 + l22)
, C2 =

(max lα)
2

2(l1l2)1/2
,

C3 =
(max lα)

2

2
, C4 =

(
l21 + l22
32

)1/2

, C5 = C0f0(l1l2)
1/2,

C6 = [2(2 +
√
2)L]C5, C7 = Lf (l1l2)

1/2, C8 = C6 + C7.

(4.33)

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.3.. Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè
∆y(1)(x) = y(1)(x)− y(0)(x) èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∆y(1)(x)∥C(ω̄) ≤
(
1 +

q∗0
2

)
∥z(0)∥C(ω̄) + C0C2∥ψ(x)∥L2(ω) = β. (4.34)

Ë å ì ì à 4.4. Ïóñòü y(k)(x) ∈ Du , k = 0, 1, 2, ..., s � ïðèáëèæåíèÿ, ïîñòðîåííûå
íà îñíîâå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.24)-(4.25). Òîãäà èìååò ìåñòî îöåíêà

∥∆y(s+1)(x)∥C(ω̄) ≤
q∗0
2
∥∆y(s)(x)∥C(ω̄), (4.35)

îòêóäà

∥∆y(s+1)(x)∥C(ω̄) ≤
q∗0
2
∥∆y(s)(x)∥C(ω̄) ≤ ... ≤

(
q∗0
2

)s

∥∆y(1)(x)∥C(ω̄), s = 0, 1, 2, ... (4.36)

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 4.4.. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥∆y(s+1)∥C(ω̄) = max
x∈ω̄

|y(s+1)(x)− y(s)(x)| ≤ β

(
q∗0
2

)s

, (4.37)

ãäå ∆y(s+1) = y(s+1) − y(s) , à êîíñòàíòû β > 0 è q∗0 > 0 îïðåäåëåíû â ëåììå 4.3..

5. Òåîðåìû î ñõîäèìîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà èòåðà-
öèé, î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé
ðàçíîñòíîé ñõåìû

Ïîä δ -îêðåñòíîñòüþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ u = u(x) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.1)-(2.2)
áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî Su =

{
v : ∥v − u∥C ≤ δ

}
. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè v ∈ Su , òî

v ∈ Du , è äëÿ ýòîãî ýëåìåíòà ñïðàâåäëèâû âñå èçëîæåííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ.
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (4.24)-(4.25) è

î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.16)-(3.18).
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Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ èç ï.1 - ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2.1)-
(2.2) è âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ y(0)(x) â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (4.24)-(4.25) äëÿ
íåëèíåéíîé ñåòî÷íîé êðàåâîé çàäà÷è (3.16)-(3.18) ïîä÷èíåí óñëîâèþ

y(0) ∈ S∗
u,

β

1− q∗1
< δ, q∗1 =

q∗0
2
< 1, (5.38)

ãäå

S∗
u =

{
v : ∥v − u∥C ≤ 1− q∗1

1 + q∗1
· δ
2

}
, (5.39)

à âåëè÷èíà β îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

β = (1 + q∗1)∥z(0)∥C(ω̄) + C0C2∥ψ(x)∥L2(ω), z(0) = y(0) − u. (5.40)

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
1) âñå ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ y(1), y(2), ... , îïðåäåëÿåìûå èç èòåðàöèîííî-

ãî ïðîöåññà (4.24)-(4.25), ñîäåðæàòñÿ â Su : y(s) ∈ Su , s = 1, 2, ... (ò.å. äëÿ ëþáûõ
s = 0, 1, 2, ... ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé çàäà÷è (4.24)-(4.25) ïðèíàäëåæèò Su , ò.å.
íå âûõîäèò èç Su ).

2) ìåòîä èòåðàöèé (4.24)-(4.25) ñõîäèòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò

lim
s→∞

y(s) = y, ïðè÷åì y ∈ Su, (5.41)

è ïðåäåë y ∈ Su ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {y(s)}∞s=1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîé ðàçíîñò-
íîé êðàåâîé çàäà÷è (3.16)-(3.18), ò.å. ðåøåíèå y ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.16)-(3.18)
ëåæèò â îêðåñòíîñòè Su � òî÷íîãî ðåøåíèÿ u = u(x) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.1)-
(2.2).

3) ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà õàðàêòåðèçóåòñÿ îöåíêîé

∥y(s)(x)− y(x)∥C(ω̄) ≤
β

1− q∗1
(q∗1)

s. (5.42)

Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï.1 ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâîé çàäà-
÷è (2.1)-(2.2). Íåëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à (3.16)-(3.18) èìååò â Su � δ -
îêðåñòíîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ u êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.2) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

6. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíîé ñõåìû
íà ðåøåíèÿõ èç êëàññà Wm

2 (Ω) , 3 < m ≤ 4

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.16)-(3.18) íà
ñåòêå ω̄ = ω̄1 × ω̄2 .

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ñåòîê óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ï.1 ïðè ïîñòàíîâêå äèôôåðåíöèàëü-
íîé çàäà÷è. Ïóñòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå y(0)(x) â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (4.24)-(4.25)
ïðèíàäëåæèò S∗

u . Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì h < h0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà
ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ñåòîê z(x) = y(x)− u(x) â ñåòî÷íîé íîðìå W 2

2,0(ω) :

∥z(x)∥W 2
2,0(ω)

= ∥y(x)− u(x)∥W 2
2,0(ω)

≤ C0

1− q∗1
∥ψ∥L2(ω), (6.43)
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ãäå

ψ(x) = f(u)−

[
−

2∑
α=1

kαα(u)ux̄αxα − 2k12(u)Q(u) + q(u)u

]
= f(u)− A(u)u =

=
2∑

α=1

kαα(u)

(
ux̄αxα(x)−

∂2u(x)

∂x2α

)
+ 2k12(u)

(
Q(u)− ∂2u(x)

∂x1∂x2

) (6.44)

� íåâÿçêà ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ (3.16)-(3.18).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåòî÷íóþ ôóíêöèþ ψ(x) , x ∈ ω = ω1 × ω2 � ïîãðåøíîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.16)-(3.18), îïðåäåëÿåìóþ ïî ôîðìóëå (6.44).

Ïðîâîäÿ îöåíêó ïðàâîé ÷àñòè (6.44), ïîëó÷èì

∥ψ(x)∥L2(ω) ≤M∗|h|m−2∥u∥Wm
2 (Ω), 3 < m ≤ 4, (6.45)

ãäå ïîñòîÿííàÿ M∗ íå çàâèñèò îò h è u(x) .

Ò å î ð å ì à 6.2. Ïóñòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (2.1)-(2.2) ïðèíàäëå-
æèò êëàññó Wm

2 (Ω) , ãäå m � ëþáîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà 3 < m ≤ 4 è íà÷àëüíîå ïðèáëè-
æåíèå y(0) â èòåðàöèîííîì ïðîöåññå (3.16)-(3.18) ïðèíàäëåæèò S∗

u . Òîãäà ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëîì h < h0 è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ï.1 ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è (2.1)-(2.2),
ðåøåíèå ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.16)-(3.18) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è
(2.1)-(2.2) è ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê
â ñåòî÷íîé íîðìå W 2

2,0(ω)

∥z(x)∥W 2
2,0(ω)

= ∥y(x)− u(x)∥W 2
2,0(ω)

≤ M̃∗|h|m−2∥u∥Wm
2 (Ω), 3 < m ≤ 4, (6.46)

ãäå ïîñòîÿííàÿ M̃∗ íå çàâèñèò îò h è u(x) .
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Abstract. We consider the �rst boundary-value problem for nonlinear elliptic equations with
mixed derivatives and unrestricted nonlinearity. Di�erence scheme for solution of a given problem
class and an iterative process implementing the scheme are constructed and studied. Rigorous
study of the iterative process' convergence is conducted. Existence and uniqueness of solution of
nonlinear di�erence scheme approximating the original di�erential problem are proved. Estimates
of convergence rates for di�erence schemes approximating nonlinear equation with non-restricted
nonlinearity are obtained. These estimates are consistent with the smoothness of the sought
solution.
Key Words: nonlinear elliptic equations, di�erence method of solving, accuracy of di�erence
approximations, iterative process
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé â àëãåáðå

ñâåðòî÷íûõ îïåðàòîðîâ

c⃝ Ñ. Í. Íàãîðíûõ 1, Ä. C. Ñàáëóêîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Êîøè ñ ïîìîùüþ
n-êðàòíîãî èíòåãðàëà â îïåðàòîðàõ öåëî÷èñëåííûõ ïîðÿäêîâ. Ýòî n-êðàòíîå äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ïðèâîäèò ê íåîäíîðîäíîé è îäíîðîäíîé ñèñòåìàì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé n-ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòåìû ðàâíî ñâåðòêå ðåøåíèÿ âòîðîé ñèñòåìû ñ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèåé, îáðàçóþùåé íåîäíîðîäíîñòü ïåðâîé ñèñòåìû. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì óñëîâèåì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. Ñâåðòêà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ââåäåíèÿ
àëãåáðû îïåðàòîðîâ äðîáíîãî ïîðÿäêà è ýêâèâàëåíòíîñòè ýòîé àëãåáðû àëãåáðå îïåðàòîðîâ
ñâåðòêè. Êðîìå ýòîãî ñóùåñòâåííî íàëè÷èå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
îïðåäåëÿþùåãî óñòîé÷èâîñòü âðåìåíè. Ïîäàëãåáðîé äðîáíîãî ïîðÿäêà ìåíåå 1 îïðåäåëåíû
îïåðàòîðû ñâåðòêè êàê ïàðàìåòðè÷åñêèå îáîáùåííûå ôóíêöèè, èõ àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ
è åäèíè÷íûå îïåðàòîðû. Àëãåáðàìè îïðåäåëåíà òîæäåñòâåííîñòü îáûêíîâåííûõ óðàâíåíèé
ïðè ïîäñòàíîâêå â íèõ îïåðàòîðîâ n-êðàòíûõ èíòåãðàëîâ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ïî Â.Ñ. Âëàäèìè-
ðîâó ñ ïðèâëå÷åíèåì òåîðåìû Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà ñîîòâåòñòâóåò ðåãóëÿðèçàöèè Í.Í. Áîãî-
ëþáîâà ïî ñâåðõòåêó÷åñòè. Óñòîé÷èâîñòü ñâåðõòåêó÷åñòè ïî âðåìåíè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
Íüþòîíà è åãî êâàíòîâûì àíàëîãîì. Ïàðàìåòðè÷åñêèå îáîáùåííûå ôóíêöèè è èõ ñèììåòðèÿ
óñòîé÷èâû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííûå ôóíêöèè, ðåãóëÿðèçàöèÿ, àëãåáðà ñâåðòî÷íûõ îïåðàòîðîâ,
èíòåãðàë Êîøè.

1. Ââåäåíèå

Ðåãóëÿðèçàöèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé (ÎÔ) ïðèâîäèòñÿ â ðàáîòàõ [1, 2], îäíàêî â íèõ íå
ó÷òåíà óñòîé÷èâîñòü ÎÔ, êîòîðóþ ââåë Í. Í. Áîãîëþáîâ â ðàáîòå 1947 ãîäà ïî ñâåðõòåêó-
÷åñòè [3]. Ðåãóëÿðèçàöèþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñâÿçè ñ òåîðåìîé Õîðñòõåìêå-Ñàè÷åâà
(ÒÕÑ) [4] ïî Ñòðàòàíîâè÷ó, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è ñîâ-
ìåñòíîñòè ðåøåíèé ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (ÓÔÏ) ïî Ñòðàòàíîâè÷ó
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 ñî ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà â òî÷-
êå áèôóðêàöèè x = 0, λ = 0 (λ -ïàðàìåòð) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè èìåëè
âèä δ(x) èëè δ(x − b(t)) â ñòàöèîíàðíîì è íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àÿõ. Òî÷êà áèôóðêàöèè
x = 0, λ = 0 ïîíèìàåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå óñòîé÷èâîãî x = λ è íåóñòîé÷èâîãî x = 0 ðåøå-
íèé Ôåðõþëüñòà â ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Â ýòîé òî÷êå ðàñõîäèòñÿ ïëîòíîñòü
âåðîÿòíîñòè � ðåøåíèå ÓÔÏ, íî ñõîäèòñÿ ê δ(x) ïðè ïàðàìåòðå α = 2λ

σ2 → 0+ ïî ÒÕÑ.
Ðàçáèåíèå ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè íà ïðîèçâåäåíèå ÎÔ è îñíîâíîé ôóíêöèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà ñâåðòêè.

1Íàãîðíûõ Ñåðãåé Íèêîëàåâè÷, äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ð. Å. Àëåêñååâà (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä,
óë. Ìèíèíà, 24), êàíäèäàò-ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0001-5552-8521,
algoritm@sandy.ru

2 Ñàáëóêîâ Äåíèñ Ñåðãååâè÷, áàêàëàâð, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èì. Ð. Å. Àëåêñååâà, (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Ìèíèíà, 24), ORCID: http://orcid.org/0000-
0001-7771-8924, denis-sablukov@mail.ru
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2. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â àëãåáðàõ îïå-
ðàòîðîâ

Ñíà÷àëà îáîçíà÷èì è âû÷èñëèì èíòåãðàë Êîøè îò ôóíêöèè ξ(t) ∈ C∞

Inξ(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(1− s)n−1ξ(s)ds (2.1)

ñ ïîìîùüþ n-êðàòíîãî èíòåãðàëà îò ξ(t)

Inξ(t) =

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2...

∫ tn−1

0

dtnξ(tn), (2.2)

ãäå In � ñèìâîë îïåðàòîðà n-êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, n � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî,
n ≥ 1 . Ââåäåì ôóíêöèþ x(t) ñîâïàäàþùóþ ñ ïðàâîé ÷àñòüþ (2.2)

Inξ(t) = x(t). (2.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.3) n ðàç ïîëó÷àåì x(t) � ðåøåíèå îáûêíîâåí-
íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ)

dnx(t)

dtn
= ξ(t), (2.4)

ãäå

ξ(t) ≡ 0,∀t < 0. (2.5)

Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíÿ (2.4) èìååò âèä

x(t) =

∫ t

0

Kn(s)ξ(t− s)ds, (2.6)

ãäå ÿäðî Kn(t) � ðåøåíèå ÎÄÓ

dnKn(t)

dtn
= 0 (2.7)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Kn(0) = K ′
n(0) = ... = K

(n−2)
n = 0, K

(n−1)
n = 1 .

Ðåøåíèå (2.7) èìååò âèä

Kn(t) =
1

(n− 1)!
tn−1χ(t), (2.8)

ãäå χ(t) � ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Ðåøåíèå (2.6) â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå

x(t) = Kn(t) ∗ ξ(t), (2.9)

ãäå Kn(t)∗ � ñèìâîë îïåðàòîðà ñâåðòêè. Òàêèì îáðàçîì (2.9) ñ ÿäðîì âèäà (2.8) íåîáõîäèìî
äëÿ âû÷èñëåíèÿ (2.1) ñ ïîìîùüþ (2.2).

Äîñòàòî÷íî ïðèíÿòü (2.9). Ââåäåì è îáîçíà÷èì îïåðàòîð èíòåãðèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïî-
ðÿäêà α , êàê îïåðàòîð Iα . Çàìåíèì öåëîå n â ÿäðå Kn(t) (2.8) ïðîèçâîëüíûì íåîòðè-
öàòåëüíûì ÷èñëîì α , à ôàêòîðèàë ÷èñëà çàìåíèì ãàììà-ôóíêöèåé Γ(α)

(n− 1)! = Γ(n) = Γ(α), (2.10)

ãäå Γ(α) ïðîäîëæàåò Γ(n) íà ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå α . ßäðî Kn(t) ïðèìåò âèä
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Kn(t) =
1

Γ(α)
tα−1χ(t). (2.11)

Èíòåãðàë ñâåðòêè íàçîâåì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì äðîáíîãî ïîðÿäêà

Iαξ(t) = Kα(t) ∗ ξ(t). (2.12)

Çàïèøåì (2.12) â ÿâíîì âèäå

Iαξ(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ξ(s)ds, s > 0. (2.13)

Ðàññìîòðèì

IαIβ = Iα+β. (2.14)

Ïîêàæåì, ÷òî (2.14) ýêâèâàëåíòíî

Kα ∗Kβ = Kα+β. (2.15)

Èìååì [1]

Kα ∗Kβ =
1

Γ(α)Γ(β)

∫ t

0

sα−1(t− s)β−1ξ(s)ds. (2.16)

Ñäåëàåì çàìåíó τ = s/t â (2.16). Ïîëó÷èì

Kα ∗Kβ =
tα+β−1

Γ(α)Γ(β)
B(α, β), (2.17)

ãäå

B(α, β) =

∫ t

0

τα−1(1− τ)β−1dτ (2.18)

� áåòà-ôóíêöèÿ.
Èçâåñòíî ðàâåíñòâî [1]

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)
. (2.19)

Ïîäñòàâèì (2.19) â (2.17) è óáåäèìñÿ, ÷òî (2.14) ýêâèâàëåíòíî (2.15). Âûðàæåíèå (2.15)
îïèñûâàåò àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ñâåðòîê � ðåøåíèé óðàâíåíèé (2.4, 2.7).

Ðàññìîòðèì äðîáíûå ïîðÿäêè γ < 1 . Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû îáîçíà÷èì Iγ .
Ïóñòü n � [α] � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå α íà γ � äðîáíóþ ÷àñòü α . Àíà-
ëîãè÷íîå (2.14) àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå áóäåò

Iα = IγIn, (2.20)

ãäå

α = γ + n. (2.21)

Ïîäñòàâèì (2.21) â (2.20), ïîëó÷èì

Iα = Iα−nIn = IαI−nIn. (2.22)
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Ïîëîæèì I−nIn = 1 . Îïðåäåëèì I−n êàê îïåðàòîð n -êðàòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
êîòîðîå ðàíåå ÿâíî ââåäåíî â (2.4, 2.7) ïî îïðåäåëåíèþ ÎÄÓ. Òîãäà (2.20) åñòü ïîäàëãåáðà
àëãåáðû (2.14).

ßäðî Kγ(t) ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ÎÔ Kγ(t) ∈ D′ , òàê êàê ïî ÒÕÑ
ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà

Kγ(t) → δ(t), γ → 0+ (2.23)

â îêðåñòíîñòè t = 0 . Ïàðàìåòð γ = 2λ
σ2 , σ

2 � èíòåíñèâíîñòü áåëîãî øóìà. Ïîñêîëüêó èç
(2.20) èìååì

Kγ(t) ∗Kn(t) = Kα(t), (2.24)

òî ñëåäóåò ïîëîæèòü ñâåðòî÷íûé îïåðàòîð Kγ(t)∗ = K0(t)∗ = 1 . Òîãäà ïîëó÷èì

Kn(t) = Kα(t), 0 ≤ γ < 1. (2.25)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì ïðè γ = 0, Iγ = I0 = 1 èç (2.20). Èìååì òàêæå àñèìïòîòè÷åñêîå
óñëîâèå àëãåáðû (2.20) êàê ïîäàëãåáðû (2.14)

lim
γ→0

Iαξ(t) = ξ(t). (2.26)

Îáðàòíî, â ñèëó ýêâèâàëåíòíîñòè (2.14) è (2.15), ìîæíî ïåðåíåñòè àñèìïòîòè÷åñêèå
ñâîéñòâà K(t) ñ (2.20) íà (2.15). Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

Γ(α) ∼ α−1, α → 0. (2.27)

Îïðåäåëèì ïàðàìåòð λ êàê êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (òî÷êó áèôóðêàöèè) t = 0, λ = 0
íåëèíåéíîãî ÎÄÓ (2.28) èç (2.16) ïðè α = β è êàê àñèìïòîòè÷åñêîå óñëîâèå α = 2λ

σ2 → 0
ïðè Kα(t) → δ(t) , α→ 0+ â îêðåñòíîñòè t = 0 ÎÄÓ

ṫ = λt− t2, (2.28)

ãäå ṫ � ïðîèçâîäíàÿ òåêóùåãî âðåìåíè ïî âðåìåíè ñäâèãà (ñêàíèðîâàíèè) â ñâåðòêå, λ = s
� ïîëîæèòåëüíûé ëèáî îòðèöàòåëüíûé ïàðàìåòð. t = 0 � íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå (2.28),
t = λ � óñòîé÷èâîå ðåøåíèå (2.28). Ðåøåíèå x(t) èùåì ñ ïîìîùüþ êðàòíîãî èíòåãðàëà
÷åðåç îïåðàòîðû äðîáíîãî ïîðÿäêà α àëãåáðû (2.14) è óñòîé÷èâîãî t , óäîâëåòâîðÿùåãî
(2.5).

x(t) = Iαξ(t). (2.29)

ÎÄÓ (2.4) áóäåò èìåòü âèä ÷åðåç In àëãåáðû (2.20)

I−nx(t) = ξ(t). (2.30)

Ïîäñòàâèì (2.29) â (2.30). Ïîëó÷èì

I−nIαξ(t) = ξ(t). (2.31)

Ñîãëàñíî (2.21) èìååì

Iγξ(t) = ξ(t). (2.32)

Ïî îïðåäåëåíèþ Iγ = 1 ðàâåíñòâî (2.32) âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî. Â èòîãå äîñòà-
òî÷íî (2.9) è àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðåøåíèé ÎÄÓ (2.4, 2.7) äëÿ âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà
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(2.32) ïðè ïîäñòàíîâêå â (2.4) â îïåðàòîðíîì âèäå âûðàæåíèÿ (2.29) ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
(2.1, 2.2). Òîãäà àëãåáðà ñâåðòî÷íûõ îïåðàòîðîâ (2.15) ñîâïàäàåò ñ D′

+ [1]. Àëãåáðà D′
+

îäíîìåðíûõ ÎÔ Kα(t) ñïðàâåäëèâà äëÿ ñèíãóëÿðíûõ δ(t) è äëÿ ñõîäèìîñòè îñíîâíîé
ôóíêöèè ê δ(t) [1]. Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà Êîøè îò ξ(t) ∈ C∞ ñ ïîìîùüþ îïå-
ðàòîðà n-êðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî ðåøåíèå ñèñòåìû ÎÄÓ n-ïîðÿäêà ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñâåðòêè (2.9) è äîñòàòî÷íî (2.9) ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëüíûì îïåðàòî-
ðîì äðîáíîãî ïîðÿäêà, ÿäðî êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ÎÔ èç àëãåáðû D′

+ ñ
íåóñòîé÷èâûì t = 0 è óñòîé÷èâûì 0 < t ðåøåíèåì ÎÄÓ (2.28).

3. Ðåãóëÿðèçàöèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé â àëãåáðå ñâåðòî÷íûõ
îïåðàòîðîâ

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ôóíêöèÿ xα(t) ∈ C∞(Rn) ñîãëàñíî [1] íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðè-
çàöèåé ÎÔ K(s)

xα(t) = K ∗ ξ = ⟨K(s), ξ(t− s)⟩, (3.1)

ãäå ξ(t − s) ∈ D(Rn) � îñíîâíàÿ ôóíêöèÿ. Âíåøíèå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë â (3.1). Ïîñêîëüêó ξα(t) → δ(t) ïðè α→ 0+ â D′ , èç íåïðåðûâíîñòè ñâåðòêè
K ∗ ξα îòíîñèòåëüíî ξα ïîëó÷àåì xα(t) → K(t), α → 0+ â D′ . Î÷åâèäíî, ðåãóëÿðèçàöèÿ
ÎÔ K(t) â D′(R1) åñòü ñõîäèìîñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè xα(t) ∈ C∞(R1) ê ÎÔ
K(t) .

Ñîãëàñíî ÒÕÑ ìîæíî ïîëó÷èòü, äèôôåðåíöèðóÿ ξα(t− s) â îêðåñòíîñòè òî÷êè ðàñ-
õîäèìîñòè ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèè K(t) (îáðûâàÿ ðÿä Òåéëîðà íå àíàëèòè÷å-
ñêîé ξα(t−s) â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íà ëèíåéíîì ÷ëåíå â ñèëó ñäâèãîâîé ñèììåòðèè
ξα(t) ), ðàâåíñòâî ìåæäó ôóíêöèÿìè, îñóùåñòâëÿþùèìè ðåãóëÿðèçàöèþ ÎÔ

xα(t) = δ(t) + x̃α(t). (3.2)

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè â [3] íàéäåíà â ïðèáëèæåíèè ñëàáîâçàèìîäåéñòâóþùåãî
áîçå-ãàçà èç óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â íåïðåðûâíîì ñïåêòðå èìïóëüñîâ p

xα(p) =
ν

(2π~)3
∑
p ̸=0

b∗pbp, (3.3)

ãäå b∗p , bp � äèíàìè÷åñêèå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è ãèáåëè p ; ν , ~ � ïîñòîÿííûå, çíàê *
� êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå. ×åðòà íàä ïðàâîé ÷àñòüþ (3.3) åñòü óñðåäíåíèå. Êðîìå òîãî
(3.3) ïðåäñòàâëåíî â âèäå:

xα(p) = Cδ(p) +
ν

(2π~)3
x̃α(p); x̃α(p) =

n̄p
α + |Lp|2(n̄−p

α + 1)

1− |Lp|2
, (3.4)

êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ íîðìèðîâàííûì (3.2). Ïîçæå (3.4) îïóáëèêîâàíî â ðàáîòàõ [6] [8]
êàê ðåãóëÿðèçàöèÿ ôóíêöèè xα(p) . Ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå ÷èñåë çàïîëíåíèÿ â [3]

n̄p
α = {exp E(p)− (pu)

Θ
− 1}−1 (3.5)

ôîðìàëüíî ïðè p → 0 ðàñõîäèòñÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåïîäâèæíîìó êîíäåíñàòó
êâàçè÷àñòèö îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ áîçå-ãàçà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðñòüþ u . Θ

Cçâ−u
=

α,Cçâ, C,Θ � ïîñòîÿííûå, Lp � ôóíêöèÿ îò p , E(p) = Cçâp .
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Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Â [3] íåçàâèñèìûì àðãóìåíòîì âûáðàí èìïóëüñ p , ÷òî ïðè-
äàåò (2.28) ñìûñë óðàâíåíèÿ Íüþòîíà (äèíàìè÷åñêàÿ êèíåìàòèêà ðîæäåíèÿ-ãèáåëè |p|
ïðè êëàññè÷åñêèõ çíà÷åíèÿõ λ )

|ṗ| = λ|p| − |p|2, (3.6)

ãäå |p| � ìîäóëü èìïóëüñà îòðàæàåò ñèììåòðèþ ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö
áîçå-ãàçà. Ïðè÷åì p = 0 ýòî íåóñòîé÷èâûé ïîêîé êîíäåíñàòà êâàçè÷àñòèö, îòíîñèòåëü-
íî áîçå-ãàçà, äâèæóùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ u ; λ < 0 ýòî ïðåîáëàäàåò óñòîé÷è-
âàÿ ãèáåëü êâàçè÷àñòèö â äâèæóùåìñÿ êîíäåíñàòå îòíîñèòåëüíî áîçå-ãàçà ñ ïîñòîÿííîé
ñêîðîñòüþ u .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.3. Íåóñòîé÷èâîñòü δ(t) ïðè α → 0 è óñòîé÷èâîñòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ÎÔ δ(t−S) ïî (2.28) âëå÷åò óñòîé÷èâîñòü íå îñîáåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèì-
ìåòðèè xα(t) ñäâèãà, âðàùåíèÿ, ïîäîáèÿ [1].

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.4. Èç [3] èçâåñòíà íåóñòîé÷èâîñòü ñëàáîâîçáóæäåííûõ êîë-
ëåêòèâíûõ ôîíîííûõ ñîñòîÿíèé ñëàáî íåèäåàëüíîãî Áîçå-ãàçà, âûðàæàåìàÿ íåðàâåí-
ñòâîì ν(p = 0) < 0 , ãäå ν(p = 0) =

∫
Φ(|q|)dq � àìïëèòóäà áîðíîâñêîé âåðîÿòíîñòè ïàð-

íîãî ñîóäàðåíèÿ ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé Φ(|q|) . Óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ν(p = 0) > 0
ýêâèâàëåíòíî óñòîé÷èâîñòè ãàçà ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå [3]. Äëÿ p � íåçàâèñèìî-
ãî àðãóìåíòà ìîäåëè [3] ïîëó÷åíî óðàâíåíèå (3.6), êîòîðîå â êâàíòîâîì ïðèáëèæåíèè
èìååò óñòîé÷èâîå ðåøåíèå

|p| = mqE

~
, (3.7)

ãäå q � êîîðäèíàòà è íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå

|p| = 0. (3.8)

Ïðè E = Cçâ|p| [3] èìååì âàæíåéøèé êðèòåðèé êâàíòîâîé òåîðèè � ñîîòíîøåíèå
íåîïðåäåëåííîñòè

[qps] = ~, (3.9)

ãäå ps = mCçâ . Ïðè E = ν(0)|p|2
2m

èìååì

ν(0) =
2~
q|p|

(3.10)

è

ν(0) > 0 ïðè q > 0, ν(0) < 0 ïðè q < 0, (3.11)

ñîîòâåòñòâóþùèå óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ïî Áîãîëþáîâó.
Èç n̄p

α > 0 (3.5) ñëåäóåò

E(p)

|p|
= |u| = Cçâ > 0 ïðè |p| = 0. (3.12)

Âûðàæåíèå (3.12) ñîãëàñíî (3.8) õàðàêòåðèçóåò êàê íåóñòîé÷èâîå äâèæåíèå ãàçà ñî
ñêîðîñòüþ |u| = Cçâ äîïîëíèòåëüíî ê (3.11).

Ïî òåîðåìå ÒÕÑ [4] èìååì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè
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|p|
2λ
σ2 e

−2|p|
σ2 , p ∈ [0,∞). (3.13)

Ïðèðàâíèâàÿ (3.13) è ýêñïîíåíòöèàëüíûé ìíîæèòåëü (3.5), èìååì

σ2

2
=

T

|u|
. (3.14)

Èñòî÷íèêîì áåëîãî øóìà ñîãëàñíî (3.14) ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà êîíäåíñàòà è ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà îòíîñèòåëüíî êîíäåíñàòà |u| .

Ïðè 2λ
σ2 → 0 èìååì

p1,2 = − T

2Cçâ
± 1

2

√
(
T

Cçâ
)2 + 4

T

Cçâ
, (3.15)

ïðè λ = σ2

p =
1

1− Cçâ
T

, (3.16)

ïðè λ = 3
2
σ2

p1,2 =
Cçâ
2T

± 1

2

√
(
Cçâ
T

)2 + 4. (3.17)

Âûðàæåíèþ (3.15) ñ îòðèöàòåëüíîé òåìïåðàòóðîé êîíäåíñàòà îòâå÷àåò èíâåðñ-
íîñòü çàñåëåíèÿ ðàñïàäà êîíäåíñàòà ïðè p = 0 .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.5. Êèíåòèêà ôåìòîòîêîâ ñòèìóëèðîâàííîé ýëåêòðîííîé
ýìèññèè (ÑÝÝ) îêèñëåííîãî êàòîäà ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [5] ñ ïîìîùüþ ÎÄÓ äëÿ N
� êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ ïðîâîäèìîñòè, ν � êîíöåíòðàöèÿ çàïîëíåííûõ ýëåêòðîííûõ
ëîâóøåê â çàïðåùåííîé çîíå îêèñëà

Ṅ = Bν − A1(ν1 − ν)N − A2N + f1(t), (3.18)

ν̇ = −Bν − A1(ν1 − ν))N − A3N + f2(t), (3.19)

ãäå

Y = YÑÒ + YÑÝÝ(t), YÑÝÝ(t) = L(A2N + A3ν), (3.20)

A3 =
v1
a
D(E1), (3.21)

ãäå A1, A2, A3, B, L, ν1 � ïîñòîÿííûå, Y = YÑÒ � ñòàöèîíàðíàÿ ýëåêòðîííàÿ ýìèññèÿ, L
� òîëùèíà îêèñëà, v1 � ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, a � øèðèíà ÿìû, D(E1) � êîýôôèöèåíò
ïðîçðà÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò ïðèëîæåííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E1 . Ïðåîáðàçóåì
ñèñòåìó (3.18-3.19) ñ ïîìîùüþ (3.22, 3.23), ïîëó÷èì óðàâíåíèå (3.6) äëÿ ν

f1 = 0, Ṅ = 0, A2 >> A1(ν1 − ν), (3.22)

λ0 = ν1 − A2/A1(A3/B + 1), dt̃ =
A1B

A2

dt, (3.23)
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ãäå ν1 � êîíöåíòðàöèÿ çàïîëíåííûõ è ïóñòûõ ëîâóøåê, A2

A1
� âåðîÿòíîñòü óõîäà ýëåê-

òðîíîâ èç çîíû ïðîâîäèìîñòè, A3

B
� âåðîÿòíîñòü óõîäà ýëåêòðîíîâ ñ ëîâóøåê, A1B �

ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ-ãèáåëè ëîâóøåê. Åñëè ïîòîê äèâàêàíñèé èç ìåòàëëà
â îêèñåë ïîëîæèòü f2 = σξtν , òî èìååì óñëîâèå àääèòèâíîñòè áåëîãî øóìà ê ñðåäíåìó
λ0

ν1 −
A2

A1

(
A3

B
+ 1) + σξt. (3.24)

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ äèàãðàììà ïåðåõîäîâ ýëåêòðîíîâ A1, A2, A3, B â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû

ñ ýëåêòðîííûìè ëîâóøêàìè â çàïðåùåííîé çîíå îêèñëà. f2 - ïîòîê âàêàíñèîííûõ äåôåêòîâ èç

ìåòàëëà.

Ïåðåõîäû ñòàöèîíàðíîãî ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà îêèñëà èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.1. Ïðè
A2 = A1 , A3 = B, λ0 = 0 îáíàðóæèâàåòñÿ áîëåå ñëàáîå íåðàâåíñòâî A2 > A1(ν1 − ν) .
Íåðàâåíñòâî E1 >> E ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ â (3.6) è (3.18, 3.19) îò ãðàäèåíòíûõ
÷ëåíîâ äëÿ ïîòåíöèàëà ïðè E = A2

A1
(A3

B
+ 1)/ϵS , ãäå S � ïëîùàäü ýëåêòðîäà, ϵ � äèýëåê-

òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü îêèñëà ( E ≈ 103 Â/ñì ).
Â ýêñïåðèìåíòàõ íà ðàçðÿäíèêàõ [5] áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó YÑÝÝ è ñðåäíèì

ñòàòèñòè÷åñêèì âðåìåíåì çàïàçäûâàíèÿ ïðîáîÿ t̄ÑÂÇ ïðè ïðèëîæåíèè ñòóïåíè íàïðÿ-
æåíèÿ.

YÑÝÝ =
2e

t̄ÑÂÇ
, (3.25)

ãäå e � çàðÿä ýëåêòðîíà. Ïðèðàâíÿåì (3.25) è (3.20) äëÿ YÑÝÝ = LA3ν , ïîëó÷èì ν =
2e

t̄ÑÂÇL
A−1

3 . Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíà ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè tÑÂÇ , èìåþùàÿ âèä
[5]

A−1
3 = t

2λ
σ2−1

ÑÂÇ
e

−2tÑÂÇ
σ2 . (3.26)

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (3.26) ïî ÒÕÑ ñîîòâåòñòâóåò (2.28) è ýêñïåðèìåíòàëüíî
ïîäòâåðæäàåò óðàâíåíèå. Â êâàíòîâîé èíòåðïðåòàöèè (3.26) èìååò âèä

A−1
3 = (

~
E
)

2λ
σ2−1e

−2~
Eσ2 , (3.27)
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ãäå E � ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîé ëîâóøêè. Òàêèì îáðàçîì, (3.27) îïèñûâàåò ýëåêòðîííûé
ñïåêòð ëîâóøåê â çàïðåùåííîé çîíå îêèñëà. Ïðèìåð òàêîãî ñïåêòðà èìååòñÿ â ðàáîòå
ïî ëþìåíèñöåíöèè ïîëóïðîâîäíèêîâ ñ íåîñíîâíûìè íîñèòåëÿìè [7]. Óðàâíåíèå (3.6) äëÿ
ν , ïîëó÷åíî â ìîäåëè ôåìòîòîêîâ ÑÝÝ ñ îêèñëåííîãî êàòîäà è ïîäòâåðæäåíî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè ôàêòàìè.
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Regularization of generalized functions in convolution

operator algebra.

c⃝ S. N. Nagornykh 3, D. S. Sablukov4

Abstract. A problem of Cauchy integral calculation with the aid of n-fold multiple integral
by integer-order operators is investigated. This n-fold multiple di�erentiation results in n-order
uniform and non-uniform systems of ordinary di�erential equations. The solution of the �rst
system is equal to the convolution of the second system's solution with arbitrary function
forming heterogeneity of the �rst system. This is the necessary condition of existence of the
given problem's solution. The convolution is a su�cient condition for establishing of the fraction
order operator algebra that is equivalent to convolution operator algebra. Besides that, existence
of the ordinary di�erential equation de�ning stability of time, is important, too. Subalgebra of
fractional order less than 1 de�nes convolution operators as parametric generalized functions, their
asymptotic values and unity operators. Both algebras determine identity of ordinary di�erential
equations after substituting n-fold multiple operator integral in these equations. Vladimirov's
regularization according to Horsthemke-Saichev theorem corresponds to Bogolubov's regularization
for super�uidity. Time stability of super�uidity is described by the Newton equation. Parametric
generalized functions and their symmetry are stable.

Key Words: generalized functions, regularization, convolution operator algebra, Cauchy integral.
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Îá îäíîé àïðèîðíîé îöåíêå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà, âûðîæäàþùåãîñÿ âäîëü îñè

êîîðäèíàò, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè

c⃝ Ã. À. Ñìîëêèí1

Àííîòàöèÿ. Âîïðîñû ðàçðåøèìîñòè, ñâîéñòâ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè è ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ÷àñòî ñâîäÿòñÿ ê àïðèîðíûì îöåíêàì
â ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà è èõ îáîáùåíèé, èññëåäîâàíèÿì êîòîðûõ ïîñâÿùåíû ìíîãî-
÷èñëåííûå ðàáîòû ðÿäà àâòîðîâ. Ê íèì îòíîñèòñÿ è äàííàÿ ðàáîòà. Â íåé äàåòñÿ ìåòîä ñâå-
äåíèÿ îöåíîê Ñîáîëåâñêèõ íîðì, îïðåäåëåííûõ â åâêëèäîâîì ïîëóïðîñòðàíñòâå, ê îöåíêàì
íîðì, îïðåäåëåííûõ íà âñåì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Â ðàáîòå ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî, ëåâàÿ
÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ïî íîðìàëè ê ãðàíèöå
ïîëóïëîñêîñòè, à ïðàâàÿ � ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé íîðì îáðàçà, ïîðîæäàåìîãî äåéñòâóþùèì
íà ýòó ôóíêöèþ âûðîæäàþùèìñÿ ýëëèïòè÷åñêèì îïåðàòîðîì, è ñëåäà ôóíêöèè íà ãðàíèöå
ïîëóïëîñêîñòè. Â äîêàçàòåëüñòâå íåðàâåíñòâà èñïîëüçîâàíû äâà ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè èç ïî-
ëóïëîñêîñòè íà âñþ ïëîñêîñòü. Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïîäðîáíî èçó÷åííîãî Ë.Í.
Ñëîáîäåöêèì, èìåþùåãî ïðîèçâîäíûå äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, íåðàâåíñòâî ñâî-
äèòñÿ ê îöåíêàì ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ è ïðîèçâîäíîé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïî êàñàòåëüíîìó
íàïðàâëåíèþ ê ãðàíèöå ïîëóïëîñêîñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ íà îñíîâå âòîðîãî ïðîäîëæåíèÿ
� äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà
áîëåå øèðîêèé êëàññ îïåðàòîðîâ, îíè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ïðè èçó÷åíèè êðàåâûõ çàäà÷
äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è êâàçèýëëèïòè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà, àïðèîðíûå îöåíêè,
âûðîæäàþùèéñÿ ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð, ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè.

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ [1]-[4]:

x = (x1, x2), y = (y1, y2), ξ = (ξ1, ξ2)− òî÷êè ïëîñêîñòè R2; xξ = x1ξ1 + x2ξ2,

λ(t) = (1 + |t|2)1/2, ∂jk =
∂j

∂xjk
, i2 = −1, Dj

k = i−j ∂
j

∂xjk
, k = 1, 2; j = 1, 2, . . . ;

w̃(ξ) =

∫
e−ixξw(x)dx, w̃(ξ1, x2) =

∫
e−ix1ξ1w(x)dx1,

w̃(x1, ξ2) =

∫
e−ix2ξ2w(x)dx2

� ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè w(x) ïî ïåðåìåííûì x , x1, x2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè
ýòîì

w(x) = (2π)−2

∫
eixξw̃(ξ)dξ, åñëè

∫
|w̃(ξ)|dξ <∞;

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (w(x),W (x)) , ôóíêöèè A(x,D)w , A(x,D1)w ,

1 Ñìîëêèí Ãåîðãèé Àëåêñàíäðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà" (430005, Ðîññèÿ, Ðåñïóáëè-
êà Ìîðäîâèÿ, ã. Ñàðàíñê, óë. Áîëüøåâèñòñêàÿ, ä. 68.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/https://orcid.org/0000-0001-5964-9814, smolkinga@yandex.ru
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A(x,D2)w , íîðìû ∥w(x)∥ , ∥w(x)∥x2>0 îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(w(x),W (x)) =

∫
w(x)W (x)dx =

∫ ∫
w(x1, x2)W (x1, x2)dx1dx2,

A(x,D)w = (2π)−2

∫
eixξA(x, ξ)w̃(ξ)dξ,

A(x,D1)w = (2π)−1

∫
eix1ξ1A(x, ξ1)w̃(ξ1, x2)dξ,

A(x,D2)w = (2π)−1

∫
eix2ξ2A(x, ξ2)w̃(x1, ξ2)dξ,

∥w(x)∥2 = (w(x), w(x)), ∥w(x)∥2x2>0 =

∫
x2>0

|w(x)|2dx

ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñòîÿííûå, âîçíèêàþùèå â íåðàâåíñòâàõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ, áóäåì îáîçíà-

÷àòü áóêâîé C , áûòü ìîæåò ñ èíäåêñàìè (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè).
×àñòî áóäåì èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà [1, 2]

∥w(x)∥2 ≤ C1(w̃(x1, ξ2), w̃(x1, ξ2)) ≤ C2(w̃(ξ1, x2), w̃(ξ1, x2)) ≤
C3(w̃(ξ), w̃(ξ)) ≤ C4∥w(x)∥2,

∥λs(D2)z(t)∥2 ≤ C5(

∫
|z(t)|2dt+

∫ ∫
|z(t)− z(τ)|2

|t− τ |1+2s
dtdτ) ≤

C6∥λs(D2)z(t)∥2, (1.1)

êîòîðûå ñïðàâåäëèâû ïðè íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ è íåçàâèñèìûõ îò w(x) ∈
C∞

0 (R2), z(t) ∈ C∞
0 (R), êîíñòàíòàõ Cj, j = 1, ..., 6. 0 < s < 1.

Íàì ïîòðåáóþòñÿ ðàâíîñèëüíûå îöåíêè [3, 4]

∥λ1/2(D2)w(x)∥2 ≤ C((D1w(x), D1w(x)) +

(x1D2w(x), x1D2w(x)) + ∥w(x)∥2), (1.2)

∥λ1/2(ξ2)w̃(x1, ξ2)∥2 ≤ C((D1w̃(x1, ξ2), D1w̃(x1, ξ2)) +

(x1ξ2w̃(x1, ξ2), x1ξ2w̃(x1, ξ2)) + ∥w(x)∥2), (1.3)

êîòîðûå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè w(x) ñ êîìïàêòíûì íîñè-
òåëåì.

Ïðèñòóïèì ê èçëîæåíèþ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
Âñþäó íèæå u(x) ∈ C∞

0 (K) , K � êîìïàêò èç R2.

P (x,D) = D2
1 + x21D

2
2, f(x) = P (x,D)u,

F (x) =

{
f(x), åñëè x2 ≥ 0
f(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

U(x) =

{
u(x), åñëè x2 ≥ 0
u(x1,−x2), åñëè x2 < 0,

h(t) ∈ C∞
0 (R), 0 ≤ h(t) ≤ 1; h(t) = 1, åñëè |t| ≤ 1; h(t) = 0, åñëè |t| ≥ 2 . Ïóñòü

v1 = v1(x) =

{
u(x), åñëè x2 ≥ 0
2h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)− u(x1,−x2), åñëè x2 < 0,
(1.4)

Ã. À. Ñìîëêèí. Îá îäíîé àïðèîðíîé îöåíêå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî . . .
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Ë å ì ì à 1.1. Äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ ε > 0, γ > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥h(x1εµ(D2))D
2
2v1(x)∥ ≤

C1(ε)C2(γ)(∥(λ2+γ(D1) + λγ(D1)λ(D2))f(x)∥x2>0 +

∥λ3+γ(D1)u(x1, 0)∥+ |D2
1P (x,D)h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)∥+ ∥v1(x)∥) +
C(ε∥λ3/2(D2)D1v1(x)∥+ ε2∥λ2(D2)v1(x)∥), (1.5)

ïðè ýòîì

lim
ε→0

C1(ε) = ∞, lim
γ→0

C2(γ) = ∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü

T = ∥h(x1ελ1/2(ξ2))λ2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2)∥2. (1.6)

Ïîëîæèâ â íåðàâåíñòâå (1.3) w̃(x1, ξ2) = h(x1ελ
1/2(ξ2))λ

3/2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2) , ïîëó÷èì

T ≤ C((D1h(x1ελ
1/2(ξ2))λ

3/2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2), D1h(x1ελ
1/2(ξ2))λ

3/2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2)) +

(x1ξ2h(x1ελ
1/2(ξ2))λ

3/2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2), x1ξ2h(x1ελ
1/2(ξ2))λ

3/2(ξ2)ṽ1(x1, ξ2)) +

∥v1(x)∥2).

Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

T ≤ C(I + ∥v1(x)∥2) + ε∥λ3/2(D2)D1v1(x)∥2 + ε2∥λ2(D2)v1(x)∥2, ãäå (1.7)

I =

∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2))λ(ξ2)F̃1(x1, ξ2)|2dx1dξ2,

F̃1(x1, ξ2) = (D2
1 + x21ξ

2
2)ṽ1(x1, ξ2). (1.8)

Îöåíèì èíòåãðàë I .
Ñîãëàñíî ôîðìóëå Íüþòîíà-Ëåéáíèöà

F̃1(x1, ξ2) = F̃1(0, ξ2) + x1∂1F̃1(0, ξ2) +

∫ x1

0

∫ t1

0

∂21 F̃1(t2, ξ2)dt2dt1.

Ïîýòîìó

I ≤ C(J0 + J1 + J2), ãäå

J0 =

∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2))λ(ξ2)F̃1(0, ξ2|2dx1dξ2 ≤

C

ε

∫
λ3/2(ξ2)|F̃1(0, ξ2|2dξ2,

J1 =

∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2))x1λ(ξ2)∂1F̃1(0, ξ2|2dx1dξ2 ≤

C

ε3

∫
λ1/2(ξ2)|D1F̃1(0, ξ2|2dξ2,

J2 =

∫ ∫
|h(x1ελ1/2(ξ2))λ(ξ2)

∫ x1

0

∫ t1

0

∂21 F̃1(τ1, ξ2))dτ1dt1|2dx1dξ2.

Ã. À. Ñìîëêèí. Îá îäíîé àïðèîðíîé îöåíêå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî îïåðàòîðà âòîðîãî . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 3 67

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ïîëó÷àåì

J2 ≤ C

∫ ∫
h2(x1ελ

1/2(ξ2))|x1|3dx1λ2(ξ2)
∫

|D2
1F̃1(τ1, ξ2)|2dτ1dξ2 ≤

C(ε) ≤
∫ ∫

|D2
1F̃1(τ1, ξ2)|2dτ1dξ2 ≤

C(ε)(|D2
1P (x,D)h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)∥2 + |D2
1f(x)∥2x2>0). (1.9)

Èç ðàâåíñòâà

Dj
1F1(0, x2) = Dj

1F (0, x2) +Dj
1F0(0, x2), ãäå j = 0, 1,

Dj
1F0(0, x2) =

{
0, åñëè x2 ≥ 0

2h(x2λ(D1))D
j+2
1 U(0)− 2Dj

1F (0, x2), åñëè x2 < 0

ñëåäóåò

Jj ≤ Cε−1−2j

∫
λ3/2−j(ξ2)(|Dj

1F̃ (0, ξ2)|2 + |Dj
1F̃0(0, ξ2)|2)dξ2. (1.10)

Èç (1.1) èìååì ∫
λ3/2−j(ξ2)|Dj

1F̃0(0, ξ2)|2dξ2 ≤ C(

∫
|Dj

1F0(0, x2)|2dx2 +∫ ∫
|Dj

1F0(0, x2)−Dj
1F0(0, y2)|2/|x2 − y2|1−j+3/2dx2dy2) ≤

C(

∫
x2<0

∫
y2<0

|Dj
1F0(0, x2)−Dj

1F0(0, y2)|2/|x2 − y2|1−j+3/2dx2dy2 +∫
x2<0

|Dj
1F0(0, x2)|2/|x2|−j+3/2dx2) ≤ C(I1 + I2 + I3), ãäå (1.11)

I1 =

∫
|λ3/4−j/2(D2)h(x2λ

2(D1))D
j+2
1 U(0)|2dx2,

I2 =

∫
λ3/2−j(ξ2)|Dj

1F̃ (0, ξ2)|2dξ2, (1.12)

I3 =

∫
|Dj

1F (0, x2)− h(x2λ
2(D1))D

j+2
1 U(0)|2/|x2|3/2−jdx2.

Îöåíèì èíòåãðàëû I1, I2, I3.
Èç ñîîòíîøåíèé

I1 ≤ C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2

∫
h(x2λ

2(ξ1))ξ
j+2
1 Ũ(ξ1, 0)dξ1dx2|2dξ2 =

C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
ξj+2
1 Ũ(ξ1, 0)

∫
e−ix2ξ2h(x2λ

2(ξ1))dx2dξ1|2dξ2,

èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

I1 ≤

C(γ)

∫
λ2j+4+1+2γ(ξ1)|Ũ(ξ1, 0)|2

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
e−ix2ξ2h(x2λ

2(ξ1))dx2|2dξ2dξ1.
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Îòñþäà, çàìåíèâ ïåðåìåííóþ x2 íà x2λ
−2(ξ1) , ξ2 íà ξ2λ

2(ξ1) , ïîëó÷èì

I1 ≤ C(γ)

∫
λ2j+4+1+2γ+(3/2−j)2−2(ξ1)|Ũ(ξ1, 0)|2dξ1 =

C(γ)

∫
λ6+2γ(ξ1)|Ũ(ξ1, 0)|2dξ1 ≤ C(γ)∥λ3+γ(D1)u(x1, 0)∥2. (1.13)

Äàëåå, èìååì

I2 ≤ C

∫
λ3/2−j(ξ2)|

∫
ξj1F̃ (ξ)dξ1|2dξ2 ≤

C

∫ ∫
(|ξ1|+ λ1/2(ξ2))

−2dξ1

∫
(|ξ1|+ λ1/2(ξ2))

2λ3/2−j(ξ2)|ξj1F̃ (ξ)|2dξ1dξ2 ≤

C

∫ ∫
(|ξ1|+ λ1/2(ξ2))

2λ1−j(ξ2)|ξj1F̃ (ξ)|2dξ1dξ2 =

C(

∫ ∫
|ξ1|≤λ1/2(ξ)

(|ξ1|+ λ1/2(ξ2))
2λ1−j(ξ2)|ξj1F̃ (ξ)|2dξ1dξ2 +∫ ∫

|ξ1|≥λ1/2(ξ)

(|ξ1|+ λ1/2(ξ2))
2λ1−j(ξ2)|ξj1F̃ (ξ)|2dξ1dξ2) ≤

C∥(D2
1 + λ(D2))f(x)∥2x2>0. (1.14)

Î÷åâèäíî,

I3 ≤ J1 + J2, ãäå

J1 =

∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2,

W (x2) = h(x2λ
2(D1))D

j
1F (0, x2)− h(x2λ

2(D1))D
j+2
1 U(0),

J2 =

∫
|(1− h(x2λ

2(D1)))D
j
1F (0, x2)|2/|x2|3/2−jdx2.

Ó÷èòûâàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè W (x2), ðàâåíñòâî W (0) = 0, èíòåãðèðóÿ
ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì∫

|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2 ≤ C

∫
|W (x2)D2W (x2)|/|x2|1/2−jdx2 ≤

C(

∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2)

1/2(

∫
|D2W (x2)|2|x2|1/2+jdx2)

1/2.
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Ïîýòîìó ∫
|W (x2)|2/|x2|3/2−jdx2 ≤ C

∫
|x2|1/2+j|D2W (x2)|2dx2 ≤

C(

∫
|x2|1/2+j|D2

∫
h(x2λ

2(ξ1))ξ
j
1F̃ (ξ1, x2)dξ1|2dx2 +∫

|x2|1/2+j|D2

∫
h(x2λ

2(ξ1))ξ
j+2
1 Ũ(ξ1, 0)dξ1|2dx2) ≤

C(

∫
(

∫
λ3/2(ξ1)|F̃ (ξ1, x2)|dξ1)2dx2 +∫

(

∫
λ−1/2(ξ1)|D2F̃ (ξ1, x2)|dξ1)2dx2 +∫ ∫

λ2j+4+1+2γ(ξ1)|Ũ(ξ1, 0)D2h(x2λ
2(ξ1))|2|x2|1/2+jdx2dξ1) ≤

C(

∫ ∫
λ4+2γ(ξ1)|F̃ (ξ1, x2)|2dξ1dx2 +

∫ ∫
|λγ(ξ1)D2F̃ (ξ1, x2)|2dξ1dx2 +∫

λ2j+4+1+2γ+4−(3/2+j)2(ξ1)|Ũ(ξ1, 0)|2dξ1) ≤

C(γ)(∥(λ2+γ(D1) + λγ(D1)λ(D2))f(x)∥2x2>0 + ∥λ3+γ(D1)u(x1, 0)∥2). (1.15)

J2 ≤ C

∫
|
∫

(1− h(x2λ
2+γ(ξ1)))ξ

j
1F̃ (ξ1, x2)dξ1|2/|x2|3/2−jdx2 ≤

C

∫
(

∫
λ3/2(ξ1)|F̃ (ξ1, x2)|dξ1)2dx2 ≤

C

∫ ∫
λ4+2γ(ξ1)|F̃ (ξ1, x2)|2dξ1dx2.

Îòñþäà è èç (1.6 � 1.15) ñëåäóåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé γ > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C(γ) ,
íå çàâèñÿùàÿ îò u(x) ∈ C∞

0 (K) è òàêàÿ, ÷òî

∥D2
2u(x)∥x2>0 ≤ C(γ)(∥(λ2γ(D1) + λγ(D1)λ(D2))P (x,D)u(x)∥x2>0 +

∥λ3+γ(D1)u(x1, 0)∥+ |D2
1P (x,D)h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)∥) (1.16)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Ïîëîæèì

v = v(x) =

{
u(x), åñëè x2 ≥ 0
α1u(x1,−x2) + α2u(x1,−2x2) + α3u(x1,−3x2), åñëè x2 < 0;

αj óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé

(−1)kα1 + (−2)kα2 + (−3)kα3 = 1, k = 0, 1, 2.

Î÷åâèäíî,

∥D2
2u(x)∥x2>0 ≤ C∥λ2(D2)v(x)∥.
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Ïîëîæèâ â íåðàâåíñòâå (1.2) w(x) = λ3/2(D2)v(x) è èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ïîëó÷àåì

∥λ2(D2)v(x)∥2 ≤ C(∥D2P (x,D)v(x)∥2 + ∥P (x,D)v(x)∥2 + ∥v(x)∥2).

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ v(x) èìååò íåïðåðûâíûå ïðîèçâîäíûå äî âòîðîãî
ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî, ïîëó÷àåì

∥λ2(D2)u(x)∥x2>0 ≤ C(∥λ(D2)P (x,D)u(x)∥x2>0 + ∥u(x)∥x2>0 +

∥D2D
2
1u(x)∥x2>0). (1.17)

Îöåíêà ∥D2D
2
1u(x)∥x2>0.

ßñíî, ÷òî

∥D2D
2
1u(x)∥x2>0 ≤ C∥D2D

2
1v1(x)∥ ≤

C(∥h(x1ελ1/2(D2))D2D
2
1v1(x)∥+ ∥(1− h(x1ελ

1/2(D2)))D2D
2
1v1(x)∥). (1.18)

( ε � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà). Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðà-
âåíñòâà.

Îöåíêà ∥(1− h(x1εµ(D2)))D
2
1D2v1(x)∥.

Ïîñêîëüêó

1− h(x1ελ
1/2(ξ2)) ≤ Cε(1− h(x1ελ

1/2(ξ2)))x1λ
1/2(ξ2), òî

∥(1− h(x1ελ
1/2(ξ2)))D

2
1ξ2ṽ1(x1, ξ2)∥2 ≤

Cε2((x1λ
1/2(ξ2)D

2
1ξ2ṽ1(x1, ξ2), x1λ

1/2(ξ2)D
2
1ξ2ṽ1(x1, ξ2)) +

(λ1/2(ξ2)D
3
1ṽ1(x1, ξ2), λ

1/2(ξ2)D
3
1ṽ1(x1, ξ2))) ≤

Cε2(∥D2
1P (x,D)v1∥2 + ∥(1 +D2

2)v1∥2 + ∥D2
1D2v1∥2) ≤

Cε2(∥D2
1P (x,D)u∥2x2>0 + ∥(1 +D2

2)u∥2x2>0 + ∥D2
1u∥2x2>0 +

|D2
1P (x,D)h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)∥).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (1.17), (1.18) ñëåäóåò

∥λ2(D2)u(x)∥x2>0 ≤ C(∥(D2
1 + λ(D2))P (x,D)u(x)∥x2>0 +

|D2
1P (x,D)h(x2λ

2(D1))u(x1, 0)∥+ ∥u(x)∥x2>0 +

∥h(x1ελ1/2(D2))D2D
2
1v1(x)∥). (1.19)

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì

∥h(x1ελ1/2(D2))D2D
2
1v1(x)∥2 ≤

C(ε1/2∥D4
1v1(x)∥2 + ε1/2∥D2

2v1(x)∥2 + ε−1/2∥h(x1ελ1/2(ξ2))D2
2v1(x)∥2). (1.20)

Îöåíêà ∥D4
1v1(x)∥.

Èç íåðàâåíñòâà

∥D4
1v1(x)∥2 ≤ (D4

1v1(x), D
4
1v1(x)) + (D3

1x1D
3
1D2v1(x), x1D

3
1D2v1(x))

ñëåäóåò

∥D4
1v1(x)∥2 ≤ C(∥D2

1P (x,D)v1(x)∥2 + ∥D2
2v1(x)∥2.

Ïîýòîìó, âûáèðàÿ ε äîñòàòî÷íî ìàëûì, èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííóþ ëåììó è îöåíêè
(1.19), (1.20), ïîëó÷àåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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About an a priori estimate for the second order elliptic

operator degenerate alog coordinate axis orthogonal to

semi-plane boundary

c⃝ G.A. Smolkin 2

Abstract. In the paper the methodology is demonstrated to derive an inequality of special type.
The left-hand side of this inequality is a norm of the second-order derivative of a function along
the normal to a half-plane boundary. The right-hand side of the inequality is a linear combination
of two terms. The �rst is a norm of a function image generated by degenerate elliptic operator, and
the second is a trace of function on the half-plane boundary. Paper deals with norms in Sobolev
spaces and in Slobodetzky spaces. In the inequality proof two function continuations from half-
plane to the entire plane are used. Using the �rst continuation which has derivatives up to the
third order the inequality is reduced to estimation of mixed derivatives and derivatives with respect
to boundary's tangents. This derivatives are obtained using the second continuation that is twice
di�erentiable.
Key Words: Fouries transform, Sobolev spaces, a priori estimates, degenerate elliptic operator,
function continuation.
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Îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà è âîçáóæäåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî

ïîëÿðèòîíà íà ïëàíàðíîé ñòðóêòóðå

c⃝ Ê. Â. Áóõåíñêèé1, À. Á. Äþáóà2, À. Í. Êîíþõîâ3, Ñ. È. Êó÷åðÿâûé4,
Ñ. Í. Ìàøíèíà5, À. Ñ. Ñàôîøêèí6

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ïðîöåññ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà ãðàíèöå
ðàçäåëà âàêóóì-ìåòàëë-íåëèíåéíàÿ ïë¼íêà - ïîëóïðîâîäíèê ñ âîçáóæäåíèåì ïîâåðõíîñòíîé
âîëíû. Â ðàìêàõ òåîðèè ðàçâèò ìîäîâûé ìåòîä ðàñ÷åòà ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ
ñî ñòðóêòóðîé, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ïîòîêà ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ
ïîòîêè ýíåðãèé, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññàõ äèôðàêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ïîâåðõíîñòíûé ïîëÿðèòîí, óðàâ-
íåíèÿ Ìàêñâåëëà

Ïðîöåññû ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â ðåçóëüòàòå äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èç-
ëó÷åíèÿ â äèýëåêòðè÷åñêèõ ñðåäàõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíó èç âàæíåéøèõ çàäà÷ èíòå-
ãðàëüíîé îïòèêè. Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîöåññàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó-
÷åíèÿ âäîëü ìíîãîñëîéíûõ ñòðóêòóð ñ ïàðàëëåëüíûìè (èëè êîàêñèàëüíûìè) ãðàíèöàìè
ðàçäåëà, êîòîðûå õîðîøî èçó÷åíû è ñèñòåìàòèçèðîâàíû ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè [1,2], äè-
ôðàêöèîííûå çàäà÷è èçó÷åíû ãîðàçäî ñëàáåå. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â áîëüøèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ñëîæíîñòÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ñðåäàõ, ãäå
ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó ñðåäàìè ñóòü íå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè. Óñëîâèÿ íåïðåðûâ-
íîñòè â ñîâîêóïíîñòè ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà äëÿ òàêèõ çàäà÷ ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì
ñëîæíûõ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [3], êîòîðûå èìåþò àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðèé [4]. Ïðèâëåêàòåëüíîñòü ïëàíàðíîé ãåîìåòðèè
îáúÿñíÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòîé âîçíèêàþùèõ çäåñü òåîðåòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ âäîëü òàêèõ ñòðóêòóð, âî-âòîðûõ,
ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîëó÷àåìûõ çäåñü ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëÿåò îáîáùèòü èõ ñ òåìè èëè

1 Áóõåíñêèé Êèðèëë Âàëåíòèíîâè÷, äîöåíò, çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ
ÂÎ "ÐÃÐÒÓ" (390005, Ðîññèÿ, ã. Ðÿçàíü, óë. Ãàãàðèíà, ä. 59.), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
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óòî÷íåíèÿìè íà áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè ñòðóêòóð, è, â-òðåòüèõ, ïëàíàðíàÿ ãåîìåòðèÿ â äî-
ñòàòî÷íîé ñòåïåíè áëèçêà ê äåéñòâèòåëüíîñòè. Â ðàáîòå [5] áûë ðàçâèò ìîäîâûé ìåòîä èñ-
ñëåäîâàíèÿ çàäà÷ äèôðàêöèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ íà äèýëåêòðè÷åñêîì áàðüåðå,
ãäå ãðàíèöû ðàçäåëà ìåæäó ñðåäàìè îïèñûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè èëè ïåðïåíäèêóëÿðíû-
ìè ïëîñêîñòÿìè. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ
äèôðàêöèîííûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ, êîòîðûå äàþò èíôîðìàöèþ êàê î
ïîâåðõíîñòíûõ, òàê è îá îáúåìíûõ ïîëÿõ, âîçáóæäàåìûõ â ñòðóêòóðå. Â ðàáîòå [6] ýòîò
ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû îò âåðòè-
êàëüíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî áàðüåðà. Â äàííîé ðàáîòå ýòîò ìåòîä èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà
ïðîöåññà îòðàæåíèÿ ãàóññîâà ïó÷êà îò âåðòèêàëüíîãî äèýëåêòðè÷åñêîãî áàðüåðà. Ïîñëåä-
íèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷åòûðå ðàçäåëåííûå ïëîñêîñòÿìè x = 0 , z = 0 è z = d îáëàñòè
ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöàåìîñòÿìè: ε1 � âàêóóì, ε2 (ω) � ìåòàëë, ε3 (x) � íåëèíåéíàÿ
òîíêàÿ ïîëóïðîâîäíèêîâàÿ ïëåíêà, ε4 � ïîëóïðîâîäíèê, ñ âîçáóæäåíèåì ïîâåðõíîñòíûõ
è îáúåìíûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé (Ðèñ. 1.2). Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå âèäû èçëó÷åíèÿ
ïðè äèôðàêöèè. Òàê êàê ñðåäà ïðè x < 0 íå îáëàäàåò âîëíîâåäóùèì ýôôåêòîì äëÿ ïîëÿ-
ðèòîíà, òî òàì áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü òîëüêî îáúåìíîå îòðàæåííîå èçëó÷åíèå. Ïðè x > 0
ýòî, ïðåæäå âñåãî, ìîäà ïîâåðõíîñòíîãî ïîëÿðèòîíà [7], ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ âäîëü îñè
x (ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ïó÷êà ïîòîê ïîâåðõíîñòíîé âîëíû âäîëü îñè z áóäåò îòñóò-
ñòâîâàòü), è îáúåìíîå ïðîøåäøåå èçëó÷åíèå. Êàê îòðàæåííîå, òàê è ïðîøåäøåå îáúåìíûå
ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ ïî ìîäàì èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ïðîöåññà äèôðàêöèè
ïîäðàçóìåâàåò àíàëèç íåñêîëüêèõ ìîìåíòîâ: èññëåäîâàíèå ñîáñòâåííûõ ìîä ïðè x < 0 è
x > 0 , ðàçëîæåíèå äèôðàãèðîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ìîäàì è ñøèâàíèå ýòèõ
ïîëåé ïðè x = 0 äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ àìïëèòóä.

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Ïðîöåññ äèôðàêöèè ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà äèýëåêòðè÷åñêèé

áàðüåð

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà:

rotH̃ = εi(ω)
c

∂Ẽ
∂t
,

rotẼ = −1
c
∂H̃
∂t
.

(1.1)
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Èùåì ðåøåíèÿ (1.1) â âèäå:

Ẽ (x, y, z, t) = E (x, y, z) e−iωt,

H̃ (x, y, z, t) = H (x, y, z) e−iωt.
(1.2)

Ïîäñòàâëÿÿ (1.2) â (1.1) è ñîêðàùàÿ íà îáùèé ìíîæèòåëü e−iωt ïîëó÷èì:

iωH (x, y, z) = crotE (x, y, z),
iωεi (ω)E (x, y, z) = −crotH (x, y, z).

(1.3)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ãåîìåòðèåé (ðèñ. 1.2) êîìïîíåíòû E è H íå çàâèñÿò îò
êîîðäèíàòû y , ò. å. E (x, y, z) ≡ E (x, z) è H (x, y, z) ≡ H (x, z) .

Òîãäà, â ñîîòâåòñòâèè ñ ãàðìîíè÷åñêèì õàðàêòåðîì âäîëü îñè x [8], ïîëó÷èì:

{H (x, z) ,E (x, z)} = {H (z) ,E (z)} eikxx. (1.4)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, íàèáîëüøèé èíòåðåñ âûçûâàåò ïðîöåññ äèôðàêöèè ÝÌÂ
ñ âîçáóæäåíèåì ïîâåðõíîñòíîé âîëíû (ïîëÿðèòîíà). Äàííûé ïðîöåññ âîçìîæåí ëèøü â
ñëó÷àå H-âîëíû (òàê íàçûâàåìîå ÒÌ-ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå), äëÿ êîòîðîé ñ ó÷åòîì
âûáðàííîé ãåîìåòðèè ñòðóêòóðû îòëè÷íû îò íóëÿ ïðîåêöèè Ex , Ez , Hy , è ïðè ε2 (ω) < 0 .

Òîãäà èç (1.1) ñ ó÷åòîì (1.2) ïîëó÷àåì

rotH =

(
−∂Hy

∂z
, 0,

∂Hy

∂x

)
, (1.5)

rotE =

(
0,
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
, 0

)
. (1.6)

Òàê êàê Ez è Ex íå çàâèñÿò îò y , à Ey = Hx = Hz = 0 ïî óñëîâèþ çàäà÷è.
Ñ ó÷åòîì (1.4) ïîëó÷àåì

Ex (x, z) = Ex (z) e
ikxx;Ez (x, z) = Ez (z) e

ikxx;Hy (x, z) = Hy (z) e
ikxx.

Ïðèðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû (1.5)

−iωε (ω)
c

Ex (z) e
ikxx =

∂Hy (x, z)

∂z
= eikxx

dHy (z)

dz
,

−iωε (ω)
c

Ez (z) e
ikxx =

∂Hy (x, z)

∂x
= ikxe

ikxxHy (z) .

Îòêóäà ñëåäóåò

Ex (x, z) =
ic

ωε (ω)

∂Hy (x, z)

∂z
;Ex (z) =

ic

ωε (ω)

dHy (z)

dz
, (1.7)

Ez (x, z) =
ic

ωε (ω)

∂Hy (x, z)

∂x
;Ez (z) = − c

ωε (ω)
kxHy (z) . (1.8)

Îãèáàþùèå ìîäû H(z), E(z) , à òàêæå âîëíîâîå ÷èñëî kx îïðåäåëÿþòñÿ èç âîëíîâîãî
óðàâíåíèÿ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âîëíîâîå óðàâíåíèå âûòåêàåò èç (1.1) è äàåò çàâèñèìîñòü
ïîëÿ Hy(z) äëÿ êàæäîé èç ñðåä íà ðèñ. 1.2

d2Hy

dz2
+

[
ω2

c2
εi − k2x

]
Hy = 0 (1.9)
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

Hy(z = −0) = Hy(z = +0),
Hy(z = d−) = Hy(z = d+),

Ex(z = −0) = Ex(z = +0),
Ex(z = d−) = Ex(z = d+),

(1.10)

êîòîðûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó êàæäîé ìîäû ïðè x < 0 è x > 0 .
Êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ïðè x < 0 èìååò âèä

H1y(z) = B1 exp (iβz) +B2 exp (−iβz) , (1.11)

E1z(z) = −ck
(1)
x

ωε1
[B1 exp (iβz) +B2 exp (−iβz)] , (1.12)

ãäå β � ïîïåðå÷íîå âîëíîâîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî

β2 +
(
k(1)x

)2
= k20ε1, (1.13)

k0 = ω/c = 2π/λ � âîëíîâîå ÷èñëî â âàêóóìå, λ � äëèíà âîëíû ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ.
Äâà âîëíîâûõ ÷èñëà β è kx îïðåäåëÿþòñÿ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèìåì β â êà÷åñòâå

íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð ôóíêöèé (4) áóäåò ïîëíûì, åñëè ìû ïåðåáå-
ðåì âñå âîçìîæíûå β . Âèäíî, ÷òî â ñðåäàõ 1 è 3 áóäåò ïî äâå ãàðìîíèêè (òàêîå èçëó÷åíèå
áóäåì íàçûâàòü âûðîæäåííûì è äëÿ îïðåäåëåííîñòè îáîçíà÷èì èõ + è � ãàðìîíèêàìè)
è, ñîîòâåòñòâåííî, äâå íåîïðåäåëåííûå êîíñòàíòû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ kx . Ïîýòîìó îïðå-
äåëåíèå ñâÿçè ìåæäó äâóìÿ ñâîáîäíûìè êîýôôèöèåíòàìè îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Ýòîò
ïðîèçâîë óñòðàíÿåòñÿ íàëîæåíèåì íà ñîáñòâåííûå ìîäû óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè è íîð-
ìèðîâêè: ∫∞

−∞Eβ±

1z H
β∓′

1z dz = 0,∫∞
−∞Eβ±

1z H
β±′

1y dz = − c
ω
k
(1.1)
x δ (β − β′),

(1.14)

ãäå δ (β − β′) - äåëüòà-ôóíêöèÿ.
Íàéäåì êîýôôèöèåíòû B1 è B2 . Ïîäñòàâèâ â óñëîâèå íîðìèðîâêè çíà÷åíèÿ ýëåêòðè-

÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé ïîëó÷èì:

B1 = B∗
2 =

1

2

√
ε1
2π

(1± i) . (1.15)

Òàêèì îáðàçîì, â ñðåäå 1 ìàãíèòíîå ïîëå áóäåò

Hβ±

1y (z) =
1

2
B1β [(1∓ i) exp (−iβz) + (1± i) exp (iβz)] , (1.16)

ãäå B1β = (ε1/2π)
1/2 � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ó÷èòûâàÿ âûøåèçëîæåííîå, çàïèøåì ïàäàþùåå è îòðàæåííîå èçëó÷åíèå â âèäå

H̃ i
1y(x, z) =

∫ ∞

0

[
I+β H

β+

1y + I−β H
β−

1y

]
exp

(
ik(1)x x

)
dβ, (1.17)

H̃r
1y(x, z) =

∫ ∞

0

[
R+

βH
β+

1y +R−
βH

β−

1y

]
exp

(
−ik(1)x x

)
dβ, (1.18)

ãäå I±β è R±
β � àìïëèòóäû ïàäàþùåé è îòðàæåííîé âîëí.

Ïàäàþùåå èçëó÷åíèå ìîæíî îïðåäåëèòü èç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïðåä-
ñòàâèì ìàãíèòíîå ïîëå êàê H̃(x, z) = G(z) exp(−ikxx) , ãäå G(z) = C0/ (1 + z2/W 2

0 ) , à C0 è
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W0 � ïàðàìåòðû ïó÷êà. Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, óìíîæèì (1.17) ñíà÷àëà íà Eβ+

1z (z) ,

çàòåì íà Eβ−

1z (z) è ïîî÷åðåäè ïðîèíòåãðèðóåì ïî z. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óñëîâèÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòè è íîðìèðîâêè (1.14), ïîëó÷èì∫ ∞

−∞
G(z)Eβ±

1z dz = − c

ω
k(1)x I±β . (1.19)

Èíòåãðèðîâàíèå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ äàåò:

I+β = I−β ≡ Iβ = C0W0

√
π

2ε1
exp (−βW0) . (1.20)

Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêîâ ìîùíîñòè ïàäàþùåãî è îòðàæåííîãî èçëó÷åíèé. Îíè
áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ âåêòîðàìè Ïîéòèíãà

Px =
c

8π
Re

{∫ ∞

−∞

[
Ẽ1zH̃

∗
1y

]
x
dz

}
. (1.21)

Ó÷åò óñëîâèé íîðìèðîâêè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïîòîêè áóäóò çàâèñåòü òîëüêî îò àì-
ïëèòóä:

P i
x =

c2

4πω

∫ ∞

0

IβI
∗
βk

(1)
x dβ =

A

8π

1
√
ε1
C2

0W0
π

2
, (1.22)

PR
x =

c2

8πω

∫ ∞

0

(R+
βR

+∗
β +R−

βR
−∗
β )k(1)x dβ. (1.23)

Ïðè x > 0 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

Hβ
2y(z) =

{
D1 exp(−iβz) +D2 exp(iβz),
D3 exp(−ρz),

z > 0,
z < 0,

(1.24)

Eβ
2z(z) = − c

ω
k(2)x

{ 1
ε3
[D1 exp(−iβz) +D2 exp(iβz)],

1
ε2
D3 exp(−ρz),

z > 0,
z < 0,

(1.25)

ãäå β è ρ � ïîïåðå÷íûå âîëíîâûå ÷èñëà, ñâÿçàííûå â êàæäîé èç ñðåä óðàâíåíèÿìè

β2 +
(
k(2)x

)2
= k20ε3 − ρ2 +

(
k(2)x

)2
= k20ε2. (1.26)

Òåïåðü ìû èìååì äâå êîìëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ãàðìîíèêè â ñðåäå 3 è îäíó ãàðìîíèêó â
ñðåäå 2. Âñåãî ïîëó÷àåòñÿ, òðè ãàðìîíèêè è, ñîîòâåòñòâåííî òðè íåîïðåäåëåííûå êîíñòàí-
òû, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäÿò ê òðåì óðàâíåíèÿì äëÿ òðåõ íåèçâåñòíûõ.

Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ïîëó÷àåì

D3 = D2β,

D1 = D∗
2 =

1
2
D2β

(
1 + i ρ

β
ε3
ε2

)
,

(1.27)

ãäå D2β =

√
(ε2β)

2ε3

π[(ε2β)2+(ε3ρ)
2]

� íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñïðàâåäëèâî:

Hβ
2y(z) =

1

2
D2β

{ (
1− i ε3

ε2

ρ
β

)
exp(−iβz) +

(
1 + i ε3

ε2

ρ
β

)
exp(iβz),

2 exp(−ρz),
z > 0,
z < 0.

(1.28)
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Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ äëÿ ãðàíèö ñðåä ñ äèýëåêòðè÷åñêèìè ïðîíèöà-
åìîñòÿìè ε3 (ω, x) è ε4 .

Âîçáóæäåíèå ïîâåðõíîñòíîãî ïîëÿðèòîíà. Ïðåäñòàâèì ñîáñòâåííûå ìîäû ïîâåðõíîñò-
íîé âîëíû êàê

Hτ
2y(z) =

{
S1 exp(−k1z),
S2 exp(k2z),

z > 0,
z < 0,

(1.29)

Eτ
2z(z) = − c

ω
ks

{ S1

ε3
exp(−k1z),

S2

ε2
exp(k2z),

z > 0,
z < 0,

(1.30)

ãäå k1 è k2 � ïîïåðå÷íûå âîëíîâûå ÷èñëà, à ks � ïðîäîëüíîå, êîòîðûå ñâÿçàíû äðóã ñ
äðóãîì ñîîòíîøåíèÿìè:

k1 =
√
ks − ω2

c2
ε3,

k2 =
√
ks +

ω2

c2
|ε2|.

(1.31)

Óñëîâèå íîðìèðîâêè äëÿ ïîâåðõíîñòíîé âîëíû∫ ∞

−∞
Eτ

2zH
τ∗

2Cdz = −A
ω
ks (1.32)

ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì äëÿ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ

S1 = S2 = S2τ =

[
1

2k2ε2
+

1

2k1ε3

]−1/2

. (1.33)

Òî åñòü, äëÿ ìàãíèòíîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëåé ïîëó÷àåì

Hτ
2y(z) = S2τ

{
exp(−k1z),
exp(k2z),

z > 0,
z < 0,

(1.34)

Eτ
2z(z) = − c

ω
S2τ

{ 1
ε3
exp(−k1z),

1
ε2
exp(k2z),

z > 0,
z < 0,

(1.35)

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, ïðîøåäøàÿ âîëíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê

H̃ t
2y(x, z) = THτ

2y exp (iksx) +

∫ ∞

0

[
TβH

β
2y

]
dβ exp

(
ik(2)x x

)
, (1.36)

ãäå Tβ è T � ñîîòâåòñòâåííî àìïëèòóäû îáúåìíîãî èçëó÷åíèÿ è ïîâåðõíîñòíîé âîëíû.
Ïî àíàëîãèè ñ (1.16) è (1.17) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ïðîøåäøåãî ïîòîêà

P T
x =

c2

8πω

[
TT ∗ks +

∫ ∞

0

TβT
∗
βk

(2)
x dβ

]
. (1.37)

Ïðèñòóïèì ê ñëåäóþùåìó ýòàïó � ¾ñøèâàíèþ¿ óðàâíåíèé (13), (14) è (32) ïðè x = 0
(óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè).

Äàííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíûõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé:∫ ∞

0

[(
Iβ +R+

β

)
Hβ+

1y +
(
Iβ +R−

β

)
Hβ−

1y

]
dβ = THτ

2y +

∫ ∞

0

TβH
β
2ydβ, (1.38)

∫ ∞

0

[(
Iβ −R+

β

)
Eβ+

1z +
(
Iβ −R−

β

)
Eβ−

1z

]
dβ = TEτ

2z +

∫ ∞

0

TβE
β
2zdβ. (1.39)
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Óìíîæèì (1.38) íà Eβ±′

1z è ïðîèíòåãðèðóåì ïî z â ïðåäåëàõ (−∞;∞) . Ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, à òàêæå ñâîéñòâî δ -ôóíêöèè, ïîëó÷èì

− c

ω
k(1)x

(
Iβ +R±

β

)
= T

∫ ∞

−∞
Eβ±′

1z Hτ
2ydz +

∫ ∞

0

Tβ

∫ ∞

−∞
Eβ±′

1z Hβ
2ydzdβ. (1.40)

Òåïåðü ïðîäåëàåì òó æå îïåðàöèþ ñ (1.39), òîëüêî óìíîæàòü óæå áóäåì ñíà÷àëà íà

Hβ′

2y , à âî âòîðîé ðàç íà Hτ
2y è, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè, ïîëó÷èì åùå äâà

óðàâíåíèÿ

− c

ω
k(2)x Tβ =

∫ ∞

0

[(
Iβ −R+

β

) ∫ ∞

−∞
Hβ′

2yE
β+

1z dz +
(
Iβ −R−

β

) ∫ ∞

−∞
Hβ′

2yE
β−

1z

]
dβ, (1.41)

− c

ω
ksT =

∫ ∞

0

[(
Iβ −R+

β

) ∫ ∞

−∞
Hτ

2yE
β+

1z dz +
(
Iβ −R−

β

) ∫ ∞

−∞
Hτ

2yE
β−

1z

]
dβ. (1.42)

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ â (1.41), (1.42) íå âûçûâàåò òðóäíîñòåé∫ ∞

−∞
Hβ′

2yE
β±

1z dz = −k(1)x

c

ω

{
Hβ′

2y, E
β±

1z

}
δ(β − β′), (1.43)

ãäå
{
Hβ

2y, E
β±

1z

}
= B1βD2β

π
2ε1

[
1± ε3

ε2

ρ
β

]
,∫ ∞

−∞
Eβ±

1z H
τ
2ydz = − c

ω
k(1)x

{
Eβ±

1z , H
τ
2y

}
, (1.44)

ãäå
{
Eβ±

1z , H
τ
2y

}
= B1βS2τ

1
ε1

(
k2±β
k22+β2 +

k1∓β
k21+β2

)
.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (36-38) åñòü

Tβ = IβT
′ − TT ′′R±

β = IβR
′
± − TR′′

±, (1.45)

T =

∫∞
0
k
(1)
x Iβ

[(
1−R′

+

){
Eβ+

1z , H
τ
2y

}
+
(
1−R′

−
){

Eβ−

1z , H
τ
2y

}]
dβ

ks +
∫∞
0
k
(1)
x

[{
Eβ+

1z , H
τ
2y

}
R′′

+ +
{
Eβ−

1z , H
τ
2y

}
R′′

−

]
dβ

,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ:

T ′ =
2k

(1)
x

[{
Eβ+

1z , H
β
2y

}
+
{
Eβ−

1z , H
β
2y

}]
k
(2)
x + k

(1)
x

[{
Eβ+

1z , H
β
2y

}2

+
{
Eβ−

1z , H
β
2y

}2
] , (1.46)

T ′′ =
k
(1)
x

[{
Eβ+

1z , H
β
2y

}{
Eβ+

1z , H
τ
2y

}
+
{
Eβ−

1z , H
β
2y

}{
Eβ−

1z , H
τ
2y

}]
k
(2)
x + k

(1)
x

[{
Eβ+

1z , H
β
2y

}2

+
{
Eβ−

1z , H
β
2y

}2
] . (1.47)
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Èäåíòèôèêàöèÿ ìîäåëè ðàçîãðåâà ýêñòðóäåðà äëÿ

ïîëèìåðîâ

c⃝ Ä.Â. Èâàíîâ 1, À. Â. Èâàíîâ 2, È.Ë. Ñàíäëåð 3, Í.Â. ×åðòûêîâöåâà 4

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî îáúåêò ñ èððàöèîíàëüíîé ïåðåäàòî÷íîé ôóíêöèåé ìî-
æåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàí óðàâíåíèÿìè ñ ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Ïðåäëîæåíà ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçîãðåâà ýêñòðóäåðà äëÿ ïîëèìåðîâ â âèäå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñ
ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà. Äàííàÿ ìîäåëü ñðàâíèâàëàñü ñ ìîäåëÿìè âûõîäíîé îøèáêè è
ARX-ìîäåëÿìè öåëîãî ïîðÿäêà, àëãîðèòìû èäåíòèôèêàöèè êîòîðûõ ðåàëèçîâàíû â ðàñøèðå-
íèè MatlabIdenti�cationtoolbox. Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëè íà îñíîâå
óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà îáëàäàþò áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïðåäëîæåí-
íûå â ñòàòüå ìîäåëè è àëãîðèòìû äëÿ èäåíòèôèêàöèè ðàçîãðåâà ýêñòðóçèè ïîëèìåðîâ ìîãóò
ïîñëóæèòü îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ âûñîêîýôôåêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñòðóçèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ, ðàçíîñòü äðîáíîãî ïîðÿä-
êà, ìîäåëü âûõîäíîé îøèáêè, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

1. Ââåäåíèå

Ïðîöåññ ýêñòðóçèè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â ïðîèç-
âîäñòâå ïîëèìåðíîé ïðîäóêöèè. Ïîëíûé öèêë ðàáîòû ýêñòðóäåðà (àïïàðàòà, â êîòîðîì
ïðîâîäèòñÿ ïðîöåññ ýêñòðóçèè) ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñòàäèé:

1) ðàçîãðåâ ýêñòðóäåðà äî çàäàííîãî òåõíîëîãè÷åñêèìè óñëîâèÿìè òåìïåðàòóðíîãî ðå-
æèìà;

2) ïóñê ïðîöåññà ýêñòðóçèè � ïåðåõîä îò ñîñòîÿíèÿ, êîãäà ïðîäóêöèÿ íà âûõîäå ýêñ-
òðóäåðà îòñóòñòâóåò, äî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà èñõîäíàÿ ïðîäóêöèÿ ýêñòðóäåðà ñîîòâåòñòâóåò
çàäàííûì êîëè÷åñòâåííûì è êà÷åñòâåííûì õàðàêòåðèñòèêàì;

3) ðåæèì íîðìàëüíîé ýêñïëóàòàöèè;
4) îñòàíîâêà ïðîöåññà ýêñòðóçèè.
Ïåðâàÿ èç íàçâàííûõ âûøå ñòàäèé � ðåæèì ðàçîãðåâà � õàðàêòåðèçóåòñÿ íåïðîäóêòèâ-

íûìè çàòðàòàìè ðàáî÷åãî âðåìåíè è ýíåðãåòè÷åñêèõ ðåñóðñîâ. Ïîýòîìó, ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû òåõíîëîãè÷åñêîãî îáîðóäîâàíèÿ â ïðîèçâîäñòâå ïîëè-
ìåðîâ â öåëîì è ýíåðãîñáåðåæåíèÿ â ÷àñòíîñòè, çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ðåæèìîì ðàçîãðåâà
ýêñòðóäåðà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: íåîáõîäèìîñòü ðàçîãðåòü

1Èâàíîâ Äìèòðèé Âëàäèìèðîâè÷, äîöåíò êàôåäðû ìåõàòðîíèêè, àâòîìàòèçàöèè è óïðàâëåíèÿ
íà òðàíñïîðòå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÑàìÃÓÏÑ" (443066, ã. Ñàìàðà, óë. Ñâîáîäû, 2 Â), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0002-5021-5259, dvi85@list.ru

2Èâàíîâ Àëåêñàíäð Âëàäèìèðîâè÷, àñïèðàíò êàôåäðû ìåõàòðîíèêè, àâòîìàòèçàöèè è óïðàâ-
ëåíèÿ íà òðàíñïîðòå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÑàìÃÓÏÑ" (443066, ã. Ñàìàðà, óë. Ñâîáîäû, 2 Â), ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-7890-6177, aivanov 2016@list.ru

3 Ñàíäëåð Èëüÿ Ëüâîâè÷, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìåõàòðîíèêè, àâòîìàòèçàöèè è óïðàâ-
ëåíèÿ íà òðàíñïîðòå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÑàìÃÓÏÑ" (443066, ã. Ñàìàðà, óë. Ñâîáîäû, 2 Â), ORCID:
http://orcid.org/0000-0003-4967-3321, sandleri@bk.ru

4×åðòûêîâöåâà Íàòàëüÿ Âàëåðüåâíà, äåêàí ôàêóëüòåòà ÑÈÒ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "ÑàìÃÓÏÑ" (443066,
ã. Ñàìàðà, óë. Ñâîáîäû, 2 Â), êàíäèäàò òåõíè÷åñêèõ íàóê,ORCID: http://orcid.org/0000-0002-0060-9778,
chertykovtseva@mail.ru
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ýêñòðóäåð äî íóæíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ïî çîíàì çà êðàò÷àéøåå âðåìÿ áåç ïåðå-
ãðåâà àïïàðàòà (èëè ñ ìèíèìàëüíûì ïåðåãðåâîì).

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëèñü ðåçóëüòàòû íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûå ðåøå-
íèþ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé, ïðèâåäåííûå â
[1-4], óïðàâëåíèå ðàçîãðåâîì ýêñòðóäåðà äîëæíî îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè, êîòîðàÿ ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò êà÷åñòâî ñàìîãî ïðîöåññà. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðåæèìà ðàçîãðåâà ýêñòðóäåðà íóæíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü. Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íàó÷íûõ ðàáîò,
ïîñâÿùåííûõ ýòîìó âîïðîñó, íàïðàâëåíû íà ðàçðàáîòêó àëãîðèòìîâ èäåíòèôèêàöèè ìà-
òåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ çàïàçäûâàíèåì (ÏÏÇ) èëè âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
çàïàçäûâàíèåì (ÂÏÇ). Äàííûå ìîäåëè îïèñûâàþò îáúåêò ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðà-
ìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáûì äîïóùåíèåì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ðàçîãðåâà
ýêñòðóäåðà. Â ñòàòüå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ðàçîãðåâà ýêñòðóçèè ïîëèìåðîâ â âèäå ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ ñ ðàçíîñòÿìè äðîáíîãî ïîðÿäêà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì èäåàëüíûé áåç ïîòåðü ïðîöåññ íàãðåâà ïîëóáåñêîíå÷íîãî òåëà. Îñü íà-
ïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî íàãðåâàåìîé ïîâåðõíîñòè, à íà÷àëî ñîâïàäàåò ñ íåé. Çàïèøåì
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ

∂T (l, t)

∂t
= γ

∂2T (l, t)

∂l2
, 0 < l <∞, t > 0,

−λ∂T (l, t)
∂l

= φ(t), l = 0, t > 0, (2.1)

T (l, t) = 0, 0 ≤ l <∞, t = 0.

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåí-
öèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂2T (l, s)

∂l2
− s

γ
T (l, s) = 0, (2.2)

T (l, s) = L {T (l, s)} . (2.3)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåò èìåòü âèä

T (l, s) = K1(s)e
−l
√

s
γ +K2(s)e

l
√

s
γ .

Ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðè íóëåâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ìî-
æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

W (l, s) =
T (l, s)

φ(s)
=

√
γ

λ
√
s
e
−l
√

s
γ . (2.4)

Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííîé u = l
√

s
α
. Èñïîëüçóÿ àïïðîêñèìàöèþ Ïàäå ïîðÿäêà Ð

e−u ≈
∑P

k=0
(2P−k)!
k!(P−k)!

(−u)k∑P
k=0

(2P−k)!
k!(P−k)!

uk
. (2.5)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) â (2.4), ïîëó÷èì

W (l, s) ≈ HP (s) =

√
γ

λ
√
s

∑P
k=0

(2P−k)!
k!(P−k)!

(−l
√

s
γ
)k∑P

k=0
(2P−k)!
k!(P−k)!

(l
√

s
γ
)k

. (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè, áóäåò ñîäåðæàòü
ñëàãàåìûå ñî ñòåïåíÿìè, êðàòíûìè

√
s . Òàêàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâóåò äèô-

ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ ïðîèçâîäíûìè ñ ïðîèçâîäíûìè äðîáíûõ ïîðÿäêîâ, ò.ê.√
s→ d0.5

dt0.5
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðåàëüíûé ïðîöåññ áóäåò èìåòü ïîòåðè, è, êðîìå òîãî, íåîäíîðîäíîñòü
ñðåäû, â îáùåì âèäå óðàâíåíèÿ òåïëîîáìåíà ìîãóò çàïèñàíû ÷åðåç óðàâíåíèÿ äðîáíûõ
ïîðÿäêîâ [5]. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèé äàííûõ óðàâíåíèé ìîãóò âîçíèêàòü ñòåïåíè,
íå êðàòíûå

√
s .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî èíôîðìàöèÿ îá îáúåêòå óïðàâëåíèÿ ïîñòóïàåò â äèñêðåòíîì âèäå ñ ÷à-
ñòîòîé äèñêðåòèçàöèè 1 ñ, öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü èäåíòèôèêàöèþ íà îñíîâå äèñêðåòíûõ
ìîäåëåé âî âðåìåííîé îáëàñòè.

3. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èäåíòèôèêàöèÿ ïðîöåññà ðàçîãðåâà ýêñòðó-
äåðà

Â îáùåì âèäå ìîäåëü ïðîöåññà íàãðåâà èìåëà ñëåäóþùèé âèä

zi =
r∑

m=1

b
(m)
0 ∆αmzi−1 +

r1∑
m=1

a
(m)
0 ∆βmxi−d, yi = zi + ξi, (3.1)

ãäå α1 . . . < αr, β1 . . . < βr1 , Γ(α) =
∫∞
0
e−ttα−1dt ,

∆αmzi =
∑i

j=0(−1)j
(
αm

j

)
zi−j,∆

βmxi =
∑i

j=0(−1)j
(
βm
j

)
xi−j,(

αm

j

)
= Γ(αm+1)

Γ(j+1)Γ(αm−j+1)
,

(
βm
j

)
= Γ(βm+1)

Γ(j+1)Γ(βm−j+1)
,

yi � èçìåðåííîå çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû;
xi � âõîäíàÿ ïåðåìåííàÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà;
ξi � ïîìåõà íàáëþäåíèÿ.

Îöåíêè ïàðàìåòðîâ îïðåäåëÿëèñü èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà êðèòåðèÿ [6,7]

min
θ∈B̃

N∑
i=1

(
yi − ϕT

i θ
)2

1 + bTHαb
, (3.2)

ϕi =
( (

ϕ
(i)
y

)T (
ϕ
(i)
x

)T )T
, ϕ(i)

y =

(
i∑

j=0

(−1)j
(
α1

j

)
yi−j−1, . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
αr

j

)
yi−j−1

)T

,

ϕ(i)
x =

(
i∑

j=0

(−1)j
(
β1
j

)
xi−j, . . . ,

i∑
j=0

(−1)j
(
βr1
j

)
xi−j

)T

,

θ =
(
bT aT

)T
, b =

(
b(1), . . . , b(r)

)T
, a =

(
a(0), . . . , a(r1)

)T
,
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Hα =

 h
(11)
α . . . h

(r1)
α

...
. . .

...

h
(1r)
α . . . h

(rr)
α

 , h
(mn)
α = lim

N→∞
1
N

∑N−1
j=0

(
αm

j

)(
αn

j

)
N−j
N
.

Â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå îöåíîê ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè îòíîøåíèÿ äâóõ
êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Â [8] ïðåäëîæåí äâóõýòàïíûé èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
íàõîäèòü ìèíèìóì (3.2), ðåøàÿ òîëüêî ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Øàã 0. λ̂′ (0) = 0 .

Øàã 1. λ̂′ (i) =
(λmin+λ̂′(i−1))

2
, λmin îïðåäåëÿåòñÿ èç

det
(
ΦT

yΦy − ΦT
yΦx

(
ΦT

xΦx

)−1 (
ΦT

yΦx

)T − λHα (N)
)
= 0.

Øàã 2. Âû÷èñëèòü b̂
(
N, λ̂′ (i)

)
, â
(
N, λ̂′ (i)

)
, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé b̂

(
N, λ̂

)
â
(
N, λ̂

)  =

(
ΦT

yΦy − λ̂Hα(N) ΦT
yΦx

ΦT
xΦy ΦT

xΦx

)−1(
ΦT

y Y

ΦT
xY

)
. (3.3)

ãäå Y = (y1, ..., yN)
T , Φ =

(
Φy Φx

)
=


(
ϕ
(0)
y

)T (
ϕ
(0)
x

)T
...

...(
ϕ
(N−1)
y

)T (
ϕ
(N−1)
x

)T
 .

Øàã 3. Ïðîâåðèòü óñëîâèå VN
(
λ̂′ (i)

)
≤ 0 .

VN (λ) = Y TY − λ̂′ (i)−
(
ΦT

y Y b̂
(
N, λ̂ (i)

)
+ ΦT

xY â
(
N, λ̂ (i)

))
,

òîãäà, åñëè óðàâíåíèå VN

(
λ̂′ (i)

)
= 0 èìååò êîðåíü λ̂′1 (N) ∈ [0, λmin (N)) , òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü λ̂′ (0) , λ̂′ (1) , . . . , λ̂ (0) � êîíå÷íà è λ (0) ∈
[
λ̂′1 (N) , λmin (N)

)
, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áåñêîíå÷íà.
Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå λ̂ (0) , íåîáõîäèìîå äëÿ

äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Íüþòîíà èëè îïðåäåëèòü, ÷òî êîðåíü λ̂′1 (N) íå ñóùå-
ñòâóåò.

Ïóñòü ñóùåñòâóþò λ̂ (0) ∈
[
λ̂′1 (N) , λmin (N)

)
, òîãäà lim

i→∞
λ̂ (i) = λ̂′1 (N) ,

lim
i→∞

b̂
(
N, λ̂′ (i)

)
= b̂ (N) , lim

i→∞
â
(
i, λ̂′ (i)

)
= â (N) , ãäå λ̂ (i) , b̂

(
i, λ̂ (i)

)
è â

(
i, λ̂ (i)

)
îïðå-

äåëÿåòñÿ ñîâìåñòíî ñî ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì.

Øàã 1. Âû÷èñëèòü b̂
(
N, λ̂′ (i)

)
, â
(
N, λ̂′ (i)

)
, èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.3).

Øàã 2. Âû÷èñëèòü

λ̂ (i+ 1) =

(
1 +

[
b̂
(
N, λ̂ (i)

)]T
Hα(N)b̂

(
N, λ̂ (i)

))−1

×

×
(
Y TY + λ̂ (i)

([
b̂
(
N, λ̂ (i)

)]T
Hα(N)b̂

(
N, λ̂ (i)

))
−
(

ΦT
y Y

ΦT
xY

) b̂
(
N, λ̂′ (i)

)
â
(
N, λ̂′ (i)

)  .

Øàã 3. Ïåðåéòè ê øàãó 1.
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Ïðîöåññ âû÷èñëåíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå∥∥∥VN (λ̂ (i+ 1)
)
− VN

(
λ̂ (i)

)∥∥∥∥∥∥VN (λ̂ (i+ 1)
)∥∥∥ ≤ δ,

ãäå δ � àïðèîðíî çàäàííàÿ òî÷íîñòü îöåíîê.
Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ìåòîäà Íüþòîíà

λ̂ (i+ 1) = λ̂ (i)−
VN

(
λ̂ (i)

)
V̇N

(
λ̂ (i)

) .
4. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé

Èñïûòàíèÿ ïðîâîäèëèñü íà ýêñòðóäåðå ESE 1-35-27. Ýêñòðóäåð èìååò 3 çîíû íàãðåâà.
Ìîùíîñòü êàæäîãî íàãðåâàòåëÿ 0.5 êÂò. Ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ òåìïðàòóðû ± 1 ◦C.
Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ çîí íàãðåâà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 4.1.

Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëè ïîëó÷åíû ïåðåõîäíûå õàðàêòåðèñòèêè äëÿ íàãðåâà êàæäîé èç
òðåõ çîí ïðè âêëþ÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî íàãðåâàòåëÿ.

Èäåíòèôèêàöèÿ ïðîâîäèëàñü íà îñíîâå àëãîðèòìà, îïèñàííîãî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå
(ìîäåëü âûõîäíîé îøèáêè äðîáíîãî ïîðÿäêà), à òàêæå èñïîëüçîâàëîñü ðàñøèðåíèå Matlab,
Identi�cation toolbox, â êîòîðîì ðåàëèçîâàíà èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé âûõîä-
íîé îøèáêè (output error) è ARX (autoregressive with exogenous input) äëÿ ìîäåëåé öåëîãî
ïîðÿäêà. Äëÿ âñåõ òðåõ ìîäåëåé âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ îïðåäåëÿëîñü ïî ãðàôèêàì.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñõåìà ðàñïîëîæåíèÿ çîí â ýêñòðóäåðå

Ìîäåëè äëÿ òðåõ çîí íàãðåâà ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè âîç-
ðàñòàíèè ïîðÿäêà öåëî÷èñëåííûõ ìîäåëåé, êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà ñòàíîâèëàñü ïëîõî
îáóñëîâëåííîé è òî÷íîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ óõóäøàëàñü.

Ãðàôèêè àáñîëþòíûõ ïîãðåøíîñòåé äëÿ òðåõ çîí ïðåäñòàâëåíû íèæå.
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Òàáëèöà 1: Âèäû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìîäåëåé
� ARX öåëîãî ïî-

ðÿäêà
OE öåëîãî ïîðÿäêà OE äðîáíîãî ïî-

ðÿäêà
1 zi = 0.9989zi−1 +

+0.1751xi−31

zi = 0.9989zi−1 + 0.1749xi−31 zi = 0.9903zi−1 +
+0.1014∆−0.55xi−31,

2 zi = 0.9992zi−1 +
+0.1531xi−38

zi = 0.9992zi−1 + 0.1492xi−38 zi = 0.9706zi−1 +
+0.0602∆−0.55xi−36,

3 zi = 0.9989zi−1 +
+0.5857xi−31

zi = 1.966zi−1 − 0.966zi−2+
+1.48xi−31 − 3.03xi−32 + 1.56xi−33

zi = 0.9798zi−1 +
+0.1366∆−0.5xi−40,
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ ïåðâîé çîíû íàãðåâà. 1. OE ìîäåëü äðîáíîãî ïîðÿäêà,

2. ARX ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà, 3. OE-ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà
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Ð è ñ ó í î ê 4.3

Ãðàôèê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ âòîðîé çîíû íàãðåâà. 1. OE ìîäåëü äðîáíîãî ïîðÿäêà,

2. ARX ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà, 3. OE-ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà
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Ð è ñ ó í î ê 4.4

Ãðàôèê àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè äëÿ òðåòüåé çîíû íàãðåâà. 1. OE ìîäåëü äðîáíîãî ïîðÿäêà,

2. ARX ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà, 3. OE-ìîäåëü öåëîãî ïîðÿäêà

Èç ïðåäñòàâëåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ìîäåëè íà îñíîâå óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòÿìè
äðîáíîãî ïîðÿäêà òî÷íåå èçâåñòíûõ äèñêðåòíûõ ARX è OE ìîäåëåé. Äëÿ âñåõ òðåõ çîí
ïîãðåøíîñòü ìîäåëåé íå ïðåâûøàëà 2 ◦C.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ìîäåëè íà îñíîâå óðàâíåíèé ñ ðàçíîñòÿìè
äðîáíîãî ïîðÿäêà îáëàäàþò áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ïðåäëîæåííûå â ñòàòüå ìîäåëè è
àëãîðèòìû äëÿ èäåíòèôêàöèè ðàçîãðåâà ýêñòðóçèè ïîëèìåðîâ ìîãóò ïîñëóæèòü îñíîâîé
äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ âûñîêîýôôåêòèâíûõ ñèñòåì óïðàâëåíèÿ. Äàëüíåéøèì íàïðàâëåíèåì
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå åäèíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé âçàèìíîå âëèÿíèå çîí ðàçî-
ãðåâà, íà îñíîâå àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ îñóùåñòâëÿòü ñòðóêòóðíî ïàðàìåòðè÷åñêóþ
èäåíòèôèêàöèþ.
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì ÿçûêå, íå îïóáëèêîâàííûå è íå
ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ:
� êîäû ÓÄÊ è MSC 2010;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ - ïîëíîñòüþ, äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû,

àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail;
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè (òîëüêî íà ðóññêîì);
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Èíäåêñ ïðåäìåòíîé êëàññèôèêàöèè (MSC 2010) ïî AMS èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òåìàòè÷å-

ñêîãî ðàçäåëåíèÿ ññûëîê â äâóõ ðåôåðàòèâíûõ áàçàõ � Mathematical Reviews (MR) Àìå-
ðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåé-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîþçà (Zentralblatt MATH, zbMATH). Ñïðàâî÷íèêè êîäîâ ÓÄÊ è
MSC 2010 ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
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ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Â òåêñòå àííîòàöèè ñëåäóåò ïðèìåíÿòü çíà÷èìûå ñëîâà èç òåêñòà ñòàòüè.
Ñîêðàùåíèÿ è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ, êðîìå îáùåóïîòðåáèòåëüíûõ (â òîì ÷èñëå â àí-

ãëîÿçû÷íûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòàõ), ïðèìåíÿþò â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ èëè äàþò èõ
îïðåäåëåíèÿ ïðè ïåðâîì óïîòðåáëåíèè.

Åäèíèöû ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïðèâîäèòü â ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìå ÑÈ. Äî-
ïóñêàåòñÿ ïðèâîäèòü â êðóãëûõ ñêîáêàõ ðÿäîì ñ âåëè÷èíîé â ñèñòåìå ÑÈ çíà÷åíèå âåëè-
÷èíû â ñèñòåìå åäèíèö, èñïîëüçîâàííîé â èñõîäíîì äîêóìåíòå.

Â àííîòàöèè íå äåëàþòñÿ ññûëêè íà íîìåð ïóáëèêàöèè â ñïèñêå ëèòåðàòóðû ê ñòàòüå.
Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Â òåêñòå ðåôåðàòà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò ïðèìåíÿòü òåðìèíîëîãèþ, õàðàêòåð-
íóþ äëÿ èíîñòðàííûõ ñïåöèàëüíûõ òåêñòîâ. Ñëåäóåò èçáåãàòü óïîòðåáëåíèÿ òåðìèíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íûõ òåðìèíîâ. Íåîáõîäèìî ñîáëþäàòü åäèíñòâî
òåðìèíîëîãèè â ïðåäåëàõ ðåôåðàòà.

Ïåðå÷èñëèì îáÿçàòåëüíûå êà÷åñòâà àííîòàöèé íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ê ðóññêîÿçû÷íûì
ñòàòüÿì. Àííîòàöèè äîëæíû áûòü:

- èíôîðìàòèâíûìè (íå ñîäåðæàòü îáùèõ ñëîâ);
- îðèãèíàëüíûìè (íå áûòü êàëüêîé ðóññêîÿçû÷íîé àííîòàöèè);
- ñîäåðæàòåëüíûìè (îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè è ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-

íèé);
- ñòðóêòóðèðîâàííûìè (ñëåäîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå);
- "àíãëîÿçû÷íûìè"(íàïèñàíû êà÷åñòâåííûì àíãëèéñêèì ÿçûêîì).
Îáúåì àííîòàöèé íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ äîëæíû áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî

250 ñëîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæíû îòðàæàòü îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè, ïî âîçìîæíîñòè íå

ïîâòîðÿòü òåðìèíû çàãëàâèÿ è àííîòàöèè, èñïîëüçîâàòü òåðìèíû èç òåêñòà ñòàòüè, à òàêæå
òåðìèíû, îïðåäåëÿþùèå ïðåäìåòíóþ îáëàñòü è âêëþ÷àþùèå äðóãèå âàæíûå ïîíÿòèÿ,
êîòîðûå ïîçâîëÿò îáëåã÷èòü è ðàñøèðèòü âîçìîæíîñòè íàõîæäåíèÿ ñòàòüè ñðåäñòâàìè
èíôîðìàöèîííî-ïîèñêîâîé ñèñòåìû. Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî
15 ñëîâ.

Òåêñò ñòàòüè. Ïðè èçëîæåíèè òåêñòà ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé
ñòðóêòóðû:

� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè
çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå;
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� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ;
� ðåçóëüòàòû - îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè;
� îáñóæäåíèå è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíû-

ìè;
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ

ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû. Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå è
èõ êîëè÷åñòâî íå äîëæíî ïðåâûøàòü 20.

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Ñ ýòîãî íîìåðà â ñòàòüþ âêëþ÷àåòñÿ ñïèñîê ëèòå-
ðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû èìååò çàãîëîâîê Referenñes è ðàñïî-
ëàãàåòñÿ ïîñëå êëþ÷åâûõ ñëîâ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå.

Îïèñàíèå ñõåì áèáëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê äëÿ ðàçäåëà References.
Ñòàòüè â æóðíàëå íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� Ïåðåâîä çàãëàâèÿ ñòàòüè íà àíãëèéñêèé ÿçûê;
� Íàçâàíèå ðóññêîÿçû÷íîãî èñòî÷íèêà (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ èñòî÷íèêà íà àíãëèéñêèé ÿçûê � ïàðàôðàç (äëÿ æóðíàëîâ ìîæíî

íå äåëàòü)];
� Âûõîäíûå äàííûå ñ îáîçíà÷åíèÿìè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, ëèáî òîëüêî öèôðîâûå

(ïîñëåäíåå, â çàâèñèìîñòè îò ïðèìåíÿåìîãî ñòàíäàðòà îïèñàíèÿ);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê ñòàòüè (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ ñòàòüè.
Êíèãè (ìîíîãðàôèè è ñáîðíèêè) íà ðóññêîì ÿçûêå:
� Àâòîð(û) (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� íàçâàíèå êíèãè (òðàíñëèòåðàöèÿ);
� [Ïåðåâîä íàçâàíèÿ êíèãè â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ];
� Âûõîäíûå äàííûå: ìåñòî èçäàíèÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå - Moscow, St. Petersburg; èç-

äàòåëüñòâî íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, åñëè ýòî îðãàíèçàöèÿ (Moscow St. Univ. Publ.) è òðàíñ-
ëèòåðàöèÿ, åñëè èçäàòåëüñòâî èìååò ñîáñòâåííîå íàçâàíèå ñ óêàçàíèåì íà àíãëèéñêîì, ÷òî
ýòî èçäàòåëüñòâî: Nauka Publ.;

� Êîëè÷åñòâî ñòðàíèö â èçäàíèè (250 p.);
� Óêàçàíèå íà ÿçûê (in Russ.) ïîñëå îïèñàíèÿ êíèãè.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ îôîðìëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñòèëþ

öèòèðîâàíèÿ, ïðèíÿòîìó äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â îáëàñòè ìàòåìàòèêè Àìåðèêàíñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì (American Mathematical Society, AMS) è Åâðîïåéñêèì ìàòåìàòè-
÷åñêèì ñîþçîì (Zentralblatt MATH, zbMATH). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ôîðìàò AMSBIB,
ðåàëèçîâàííûé â ñòèëåâîì ïàêåòå svmobib.sty.

Äëÿ òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà ëàòèíèöåé íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó
BGN (Board of Geographic Names). Íà ñàéòå http://translit.net/ru/bgn/ ìîæíî áåñïëàòíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðîãðàììîé òðàíñëèòåðàöèè ðóññêîãî àëôàâèòà â ëàòèíèöó.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå â òåêñòîâîì ôîðìàòå, îôîðìëåííûé â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òðåáîâàíèÿìè ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà, ðàñïî-
ëàãàòüñÿ çà ñïèñêîì öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå è äîëæåí áûòü çàêîì-
ìåíòèðîâàí. Ýòîò ñïèñîê ëèòåðàòóðû áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè çàãðóçêå ýëåêòðîííîé
âåðñèè æóðíàëà íà ñàéò elibrary.ru. ÃÎÑÒ P 7.0.5.-2008 Áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûë-

êà ìîæíî ñêà÷àòü èç ðàçäåëà Ïîëåçíûå ìàòåðèàëû ìåíþ Äëÿ àâòîðà íà ñàéòå
æóðíàëà.

Ïîäðîáíûå òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé ñîäåðæàòñÿ â ìàòåðè-
àëå Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ áóäåò âîçâðàùåíà íà äîðàáîòêó.

Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MiKTeX, äèñòðèáóòèâ
êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå � http://www.miktex.org.

Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè èñïîëüçóþòñÿ äâà ôàéëà: ôàéë-ïðåàìáóëà è ôàéë-øàáëîí. Èõ
ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå æóðíàëà â ðàçäåëå Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé. Àäðåñ
äîñòóïà: http://www.journal.svmo.ru/page/rules.

Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí â ôàéë-øàáëîí ñ èìåíåì <Ôàìèëèÿ-
ÈÎ>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ôàéë-ïðåàìáóëó). Íàïðèìåð,
\input{shamanaev.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Îôîðìëåíèå çàãîëîâêîâ ñòàòüè. Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêîâ ñòàòüè íà ðóññêîì
è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \headerRus è \headerEn, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ýòè êîìàíäû èìåþò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

{ÓÄÊ èëè MSC 2010} {íàçâàíèå ñòàòüè} {àâòîð(û)} {Àâòîð1\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ
Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè, ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.},
Àâòîð2\footnote {Ôàìèëèÿ Èìÿ Îò÷åñòâî, Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, àäðåñ îðãàíèçàöèè,
ó÷åíàÿ ñòåïåíü, ORCID, e-mail.} } {Àííîòàöèÿ} {Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Îôîðìëåíèå òåêñòà ñòàòüè. Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåí-
íîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì
ïàðàìåòðîì: \sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
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ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.
Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî

èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Îôîðìëåíèå ðèñóíêîâ. Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçî-
âàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäàìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðèñ}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Îôîðìëåíèå ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêîâ ëèòåðàòóðû íà
ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèÿ thebibliography è
thebibliographyEn, ñîîòâåòñòâåííî.

Êàæäàÿ ðóññêîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà îôîðìëÿåòñÿ êîìàíäîé
\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê},
à àíãëîÿçû÷íàÿ áèáëèîãðàôè÷åñêàÿ ññûëêà � êîìàíäîé
\Bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.
Äàëåå äëÿ îïèñàíèÿ áèáëèîãðàôè÷åñêîé ññûëêè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû, ðåà-

ëèçóþùèå ôîðìàò AMSBIB è îòíîñÿùèåñÿ ê ñòèëåâîìó ïàêåòó svmobib.sty. Îñíîâîé ýòîãî
ïàêåòà ÿâëÿåòñÿ ñòèëåâîé ôàéë amsbib.sty. Áîëåå ïîäðîáíî ýòè êîìàíäû îïèñàíû â èí-
ñòðóêöèè amsbib.pdf.

Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite
èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ôàéëå-ïðåàìáóëå). Â êà÷åñòâå èìåíè ìåòîê äëÿ ðóññêî-
ÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê íóæíî èñïîëüçîâàòü 'ÔàìèëèÿRBibÍîìåðÑñûëêè',
à äëÿ àíãëîÿçû÷íûõ áèáèëèîãðàôè÷åñêèõ ññûëîê � 'ÔàìèëèÿBibÍîìåðÑñûëêè'.

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
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