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Îò ðåäàêöèè

Íàó÷íûé ðåöåíçèðóåìûé æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà¿ ïóáëèêóåò îðèãèíàëüíûå íàó÷íûå ñòàòüè è îáçîðû ïî
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì è òåõíè÷åñêèì îòðàñëÿì íàóê, îáçîðíûå ñòàòüè, îò-
ðàæàþùèå íàèáîëåå çíà÷èìûå ñîáûòèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé æèçíè â Ðîññèè è
çà ðóáåæîì.

Ðóáðèêè æóðíàëà:
� ìàòåìàòèêà;
� ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà;
� ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà.
Â ïåðâîì íîìåðå 18-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûå ðàáîòû ó÷å-

íûõ è ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè VII Âñåðîññèéñêîé
íàó÷íîé ìîëîäåæíîé øêîëû-ñåìèíàðà ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ÷èñ-
ëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî ñ ìåæ-
äóíàðîäíûì ó÷àñòèåì (ã. Ñàðàíñê , 12-17 èþëÿ 2016 ã.).

Øêîëà-ñåìèíàð ïðîâîäèòñÿ Íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâ-
ñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàðåâà è Ìåæðåãèîíàëüíîé
îáùåñòâåííîé îðãàíèçàöèåé ¾Ñðåäíå-Âîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî¿.
Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè è äîñòóïíû â ñåòè Internet íà
ñàéòå Íàó÷íîé Ýëåêòðîííîé Áèáëèîòåêè Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ìàòåìàòèêà

ÓÄÊ 519.612

Ðåøåíèå ïëîõî îáóñëîâëåííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
c⃝ Ë. Á. Áîëîòèí, 1 Å. Á. Êóçíåöîâ 2

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïîèñêó ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå èìåþò ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà çàäà÷è, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ìîæåò áûòü âðåìÿ. Ðåøåíèå òàêîé ñèñòåìû, íàïðèìåð,
ïî ïðàâèëó Êðàìåðà èëè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàóññà íåâîçìîæíî â îêðåñòíîñòè ñèíãóëÿðíîñòè
ìàòðèöû ñèñòåìû. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óñïåøíî ïðîõîäèòü êàê îêðåñò-
íîñòè ñèíãóëÿðíîñòè, òàê è ñàìè îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ìàòðèöà ñèñòåìû âûðîæäàåòñÿ.
Äàííûé àëãîðèòì ïðåäïîëàãàåò ïðèìåíåíèå ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó
ïàðàìåòðó.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðå-
øåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð ïðîäîëæåíèÿ, îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, íà÷àëüíàÿ çàäà÷à, ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) - îäíà èç îñíîâíûõ
çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè. Îò óìåíèÿ ýôôåêòèâíî ðåøàòü òàêèå ñèñòåìû ÷àñòî
çàâèñèò ñàìà âîçìîæíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåñ-
ñîâ ñ ïðèìåíåíèåì ÝÂÌ. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû � ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ÑËÀÓ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ðàçëè÷íûõ, â ÷àñòíîñòè íåëèíåéíûõ çàäà÷ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé êàê ïðîìåæóòî÷íûé øàã ñîîòâåòñòâóþùåãî àëãîðèòìà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ÑËÀÓ, à èìåííî ñèñòåì,
ìàòðèöû êîòîðûõ ñòàíîâÿòñÿ ñèíãóëÿðíûìè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà çàäà÷è.
Â îêðåñòíîñòè òàêèõ òî÷åê çàäà÷è ñòàíîâÿòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííûìè, ò.å. ìàëûì èçìå-
íåíèÿì ýëåìåíòîâ ìàòðèöû îòâå÷àþò áîëüøèå èçìåíåíèÿ ýëåìåíòîâ ðåøåíèÿ. Íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî ïëîõî îáóñëîâëåííûå ñèñòåìû èìåþò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, íà ïðàêòèêå
ýòî ðåøåíèå ÷èñëåííî ïîëó÷èòü çàòðóäíèòåëüíî, òàê êàê äàæå íåçíà÷èòåëüíûå âû÷èñëè-
òåëüíûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ, íåìèíóåìî íàêàïëèâàåìûå ïðè ðàñ÷åòå, ïðèâîäÿò ê áîëüøèì
ïîãðåøíîñòÿì. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ïðåäåëüíûå îñîáûå òî÷êè, â êîòîðûõ ðàíã
ìàòðèöû n -ãî ïîðÿäêà ÑËÀÓ ñ n íåèçâåñòíûìè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ðàâíîå n−1 . Òàêèå
ñèòóàöèè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè ìàòåðèàëîâ â ìåõàíèêå
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà.

Çäåñü ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü îòìå÷åííûå òðóäíîñòè.

1 Ñòóäåíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëüíûé
èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; yourleo@yandex.ru,

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèîíàëü-
íûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; kuznetsov@mai.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



8 Ë. Á. Áîëîòèí, Å. Á. Êóçíåöîâ

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

A(t)x = b(t), (2.1)

ãäå A - ìàòðèöà ∥aij∥nn , x = (x1, ..., xn)
T , b = (b1, ..., bn)

T , ïàðàìåòð çàäà÷è t ∈ R .

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) èñïîëüçóåì ïðàâèëî Êðàìåðà:

xi(t) =
∆i(t)

∆
, i = 1, n, (2.2)

ãäå △ (t) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

. . .
...

an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ ,△i (t) =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · b1i · · · a1n
...

...
...

an1 · · · bni · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣ , (b1i, . . . , bni)
T - ñòîëáåö ïðà-

âîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.1), ñòîÿùèé â i -ì ñòîëáöå ìàòðèöû A ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ñ ìàòðèöåé âèäà

A(t) =


a11 · · · a1n
... · · · ...

a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t)
... · · · ...
an1 · · · ann

 ,

ãäå ñòðîêà a11 + ε1(1− t), . . . , a1n + εn(1− t) � k -àÿ ñòðîêà, k = 1, n, εi ≪ 1 , i = 1, n .

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

Â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ t = 1 ðåøåíèå xi(t) ñèñòåìû (2.1) áóäåò ïëîõî îáóñëîâ-
ëåííûì, à ïðè t = 1 ìàòðèöà ñèñòåìû ñòàíîâèòñÿ âûðîæäåííîé. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû
ïðèìåíèì ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó [1].

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ñèñòåìó (2.1) ïî ïåðåìåííîé t :

A(t)ẋ = ḃ(t)− Ȧ(t)x. (3.1)

Çäåñü òî÷êà îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïî ïàðàìåòðó çàäà÷è t .
Ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ïî ïðàâèëó Êðàìåðà ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

ẋi =
∆̃i(t)

∆i

,

è òàêæå áóäåì èìåòü ïëîõóþ îáóñëîâëåííîñòü â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ t = 1 . Ïðåîáðàçóåì
ñèñòåìó (3.1) ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó λ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì

n∑
i=1

(x′i)
2 + (t′)2 = 1, i = 1, n, (3.2)

ãäå x′i è t′ � ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé xi è t ïî ïàðàìåòðó λ .
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Òîãäà ñèñòåìà (3.1) çàïèøåòñÿ â âèäå

A(t)x′ = (ḃ(t)− Ȧ(t)x)t′, (3.3)

ãäå Ȧ(t) =


0 · · · 0
...

...
−ε1 · · · −εn
...

...
0 · · · 0

 .

Â ìàòðè÷íîì âèäå åå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
a11 · · · a1n
... · · · ...

a11 + ε1(1− t) · · · a1n + εn(1− t)
... · · · ...
an1 · · · ann




x1λ

...

xnλ

 =

=


ḃ1
...

ḃk + ε1x1+̇ · · ·+ εnxn
...

ḃn

 t′.

Çàïèøåì ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3), âíîâü âîñïîëüçîâàâøèñü ïðàâèëîì Êðàìåðà:

x′i =
∆i(t)

∆
t′, (3.4)

ãäå ∆i =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · ḃ1 · · · a1n
...

...
...

a11 · · · ḃk + ε1x1 + · · ·+ εnxn · · · a1n
...

...
...

an1 · · · ḃn · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ïîäñòàâèâ ïîëó÷åííîå ðåøåíèå x′i â óðàâíåíèå äëÿ íàèëó÷øåãî ïàðàìåòðà (3.2), èìååì:

∆i∆i

∆2
t′2 = 1 ⇒ t′2 =

∆2

∆2 +∆i∆i

, i = 1, n.

Òîãäà ñ ó÷åòîì (3.4) ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé:
dxi
dλ

= ± ∆i√
∆2 +

∑n
i=1(∆i)2

dt

dλ
= ± ∆√

∆2 +
∑n

i=1(∆i)2

, i = 1, n (3.5)
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Ñèñòåìà (3.5) óæå íå èìååò îñîáåííîñòü ïðè t = 1 . Åå ìîæíî óñïåøíî ïðîèíòåãðèðî-
âàòü íà îòðåçêå t ∈ [0, 2] ëþáûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè {

xi(0) = xi0

t(0) = 0
, i = 1, n, (3.6)

ãäå xi0 � ðåøåíèå ñèñòåìû (2.1) ïðè t = 0 è ïàðàìåòð λ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò íà÷àëüíîé
òî÷êè.

4. Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìàòðèâàëàñü ñèñòåìà (2.1) ñ ìàòðèöåé A òðåòüåãî ïîðÿäêà
âèäà:

A(t) =

 2 1 3
2 + 0.1(1− t) 1 + 0.2(1− t) 3 + 0.3(1− t)

3 4 −1

 .

Ïðåîáðàçóÿ ñèñòåìó ê íàèëó÷øåìó ïàðàìåòðó, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:



dx1
dλ

=
13(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)√

(−2.4(1− t))2 + 315(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)2

dx2
dλ

=
−11(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)√

(−2.4(1− t))2 + 315(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)2

dx3
dλ

=
−5(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)√

(−2.4(1− t))2 + 315(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)2

dt

dλ
=

−2.4(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)√
(−2.4(1− t))2 + 315(0.1x1 + 0.2x2 + 0.3x3)2

,

,

êîòîðóþ ñëåäóåò èíòåãðèðîâàòü ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
x1(0) = −9

2

x2(0) =
121
26

x3(0) =
55
26

t(0) = 0

.

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé íà÷àëüíîé çàäà÷è áûëî ïîëó÷åíî â âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå
MathCAD 14 íåñêîëüêèìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èíòåãðèðîâàíèÿ [2]. Ïðèìåíÿëèñü ñëå-
äóþùèå ìåòîäû:

1. Ìåòîä Ýéëåðà;
2. Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà.
Îòìåòèì, ÷òî äîñòîâåðíîå ðåøåíèå íåïðåîáðàçîâàííîé çàäà÷è ýòèìè ìåòîäàìè ïîëó-

÷èòü íå óäàëîñü èç-çà ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè ÝÂÌ â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1
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5. Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàí àëãîðèòì è ñîñòàâëåíû âû÷èñëèòåëüíûå ïðîãðàììû ðå-
øåíèÿ ÑËÀÓ, ìàòðèöû êîòîðûõ ìîãóò âûðîæäàòüñÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 16-08-00943.
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Abstract. The paper deals with the numerical solution for a system of linear algebraic equations
which are ill-conditioned for some values of the problem parameter. For example, the parameter
may be time. The solution of such system according to Cramer's rule or the Gauss method, for
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12 Â. Ç. Ãðèíåñ, Å. Â. Æóæîìà, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ, Í. À. Òàðàñîâà

ÓÄÊ 517.956.2

Î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ
íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Å. Â. Æóæîìà2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ3, Í. À. Òàðàñîâà4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàí-
íûõ íà òîïîëîãè÷åñêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , ðàçìåðíîñòü n êîòîðîãî íå íèæå òðåõ,
è òàêèõ, ÷òî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ó òàêèõ
ïîòîêîâ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è òîïîëîãèåé íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî, äîêàçàíî,
÷òî åñëè f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îáëàäàåò µ
ñòîêîâûìè è èñòî÷íèêîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ è ν ñåäëàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí, à
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M

n) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé ñâîáîäíîìó ïðîèçâå-
äåíèþ g = 1

2 (ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z , òî ïîòîê f t èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
òðàåêòîðèè

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn ,
n ≥ 3 (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], ïî ñèñòåìàì
Ìîðñà-Ñìåéëà ñì. êíèãó [3] è îáçîð [5]). Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðèâå-
äåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê íà Mn . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R çà-
äàí ãîìåîìîðôèçì ft : Mn → Mn òàê, ÷òî f0 = id åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
è ft1+t2 = ft1 ◦ ft2 äëÿ ëþáûõ t1 , t2 ∈ R . Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x ∈ Mn íàçûâàåòñÿ
íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U(x) = U è ÷èñëà T > 0 íàéäåòñÿ t0 ≥ T
òàêîå, ÷òî U(x) ∩ ft0(U) ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê îáðàçóåò íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ïîòîêà, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç NW (f t) . Èçâåñòíî, ÷òî NW (f t) ñîñòîèò
èç öåëûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ïîòîêà. Åñëè N1 , N2

� èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ïîòîêîâ f t1 , f
t
2 ñîîòâåòñòâåííî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè

ïîòîêè ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû íà N1 , N2 , åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíî-
ñòè U(N1) , U(N2) è ãîìåîìîðôèçì φ : U(N1) → U(N2) òàêîé, ÷òî φ(N1) = N2 è φ
îòîáðàæàåò êàæäóþ òðàåêòîðèþ (èëè ÷àñòü òðàåêòîðèè), ïðèíàäëåæàùóþ U(N1) , â òðà-
åêòîðèþ (èëè ÷àñòü òðàåêòîðèè), ïðèíàäëåæàùóþ U(N2) , ïðè ýòîì êîíöåâûå òî÷êè äóã
òðàåêòîðèé èç U(N1) äîëæíû ïåðåõîäèòü â êîíöåâûå òî÷êè äóã òðàåêòîðèé èç U(N2) .

Â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå
íå äîïóñêàþò ãëàäêîé ñòðóêòóðû (ñì., íàïðèìåð [11]), òàêèå ïðîáëåìû, êàê ñóùåñòâîâà-

1 ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru

2 ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru

3 íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; vmedvedev@hse.ru

4 äîöåíò êàôåäðû ÈÌÄ, Èíñòèòóò ïèùåâûõ òåõíîëîãèé è äèçàéíà, Íèæíèé Íîâãîðîä; tarasova-na-
an@rambler.ru
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íèå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è èññëåäîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ, äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ, íî è äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå ïîòîêè, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íû
íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâàì ãëàäêèõ ïîòîêîâ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó
ïîñëåäíèå îáëàäàþò îïðåäåëåííûì òèïîì óñòîé÷èâîñòè [2]. Ïðîñòåéøèìè ïîòîêàìè ñ òà-
êèìè íåáëóæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ââåäåííûå Ñìåéëîì
[13] (ñì. òàêæå [2], [5] ñ èñòîðè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè). Áóäåì íàçûâàòü f t íåïðåðûâíûì
ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïðè÷åì α - è ω -ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ëþáîé òðàåê-
òîðèè ëåæàò â NW (f t) ;

2) â îêðåñòíîñòè êàæäîé òðàåêòîðèè èç NW (f t) ïîòîê ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòåí ïîòîêó ëèáî ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ëèáî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè l ⊂ NW (f t)
îïðåäåëÿþòñÿ (è ñóùåñòâóþò) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(l) , W u(l) ñî-
îòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè;

3) äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé l1 , l2 ⊂ NW (f t) ìíîãîîáðàçèÿ W s(l1) , W
u(l2) òîïîëîãè-

÷åñêè òðàíñâåðñàëüíû (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç W s(l1) ∩W u(l2)
ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé W s(l1) , W

u(l2) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî òðàíñâåðñàëüíîìó ïå-
ðåñå÷åíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ).

Èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà íåáëóæäàþùèõ îðáèò âûòåêàåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ôèêñèðîâàííîé íåáëóæäàþùåé îðáèòû ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî âäîëü ñàìîé îðáèòû.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà) p ∈ NW (f t) íà-
çûâàåòñÿ óçëîì, åñëè ëèáî dimW s(p) = n (â ýòîì ñëó÷àå p íàçûâàåòñÿ ñòîêîì, ëè-
áî dimW u(p) = n (â ýòîì ñëó÷àå p íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
σ ∈ NW (f t) íàçûâàåòñÿ ñåäëîì, åñëè åå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
íåíóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñîì Ìîðñà ñåäëîâîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì êîðàçìåðíîñòè îäèí, åñëè åå èíäåêñ
Ìîðñà ðàâåí 1 èëè n − 1 (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îäíî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
îðáèòû îäíîìåðíîå, à âòîðîå � êîðàçìåðíîñòè îäèí).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà çà-
ìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 , òàêîé,
÷òî

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîäåðæèò µ óçëîâ è ν ñåäåë êîðàçìåðíîñòè
îäèí5:

2) èíâðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå ïåðåñåêà-
þòñÿ:

3) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M
n) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé ñâîáîäíîìó

ïðîèçâåäåíèþ g = 1
2
(ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z .

Òîãäà ïîòîê f t èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Î.Â. Ïî÷èíêó, à òàêæå ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà
¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, â Íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå ¾Âûñøàÿ

5 Îòìåòèì, ÷òî ïîòîê f t ìîæåò ñîäåðæàòü òàêæå ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñåäåë, êîðàçìåðíîñòü êî-
òîðûõ îòëè÷íà îò åäèíèöû.
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øêîëà ýêîíîìèêè¿ çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 15-01-
03689-à, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî
â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò 98).

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòîê f t Ìîðñà-Ñìåéëà íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ñïåð-
âà äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü σ � ñåäëî êîðàçìåðíîñòè îäèí
ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, è ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè, ÷òî dimW s(σ) = 1 , dimW u(σ) = n− 1 . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå clos W u(σ)
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n − 1) -ìåðíîé ñôåðîé Sn−1 , ñîñòîÿùåé èç W u(σ)
è íåêîòîðîãî ñòîêà s0 , S

n−1 = W u(σ) ∪ s0 . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ñôå-
ðû Sn−1 , ãîìåîìîðôíàÿ Sn−1 × (−1;+1) è òàêàÿ, ÷òî fT (clos U) ⊂ U äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ñäâèãà fT íà âðåìÿ T îêðåñòíîñòè U âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà f t .

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà n ≥ 3 âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü dimW u(σ) =
n − 1 ≥ 2 . Îòñþäà è èç îòñóòñòâèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî çàìû-
êàíèå clos W u(σ) ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(σ) è îäíîãî ñòîêà, ñêàæåì
s0 . Ïîýòîìó clos W u(σ) = W u(σ)∪ s0 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n− 1) -ìåðíîé
ñôåðîé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn−1 . Äëÿ n = 3 ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé îêðåñò-
íîñòè U ñôåðû Sn−1 äîêàçàíî â [7], à äëÿ n ≥ 4 � â [9]. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñåäëà σ êîðàçìåðíî-
ñòè îäèí ñ dimW s(σ) = n − 1 , dimW u(σ) = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå clos W s(σ) ñîñòîèò èç
W s(σ) è îäíîãî èñòî÷íèêà, ñêàæåì s0 , è òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííàÿ (n−1) -ìåðíàÿ ñôåðà
Sn−1 = W s(σ) ∪ s0 èìååò îêðåñòíîñòü U , ãîìåîìîðôíóþ Sn−1 × (−1;+1) è òàêóþ, ÷òî
f−T (clos U) ⊂ U äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T > 0 .

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñåäëî σ êîðàçìåðíîñòè
îäèí, è ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî dimW s(σ) = 1 , dimW u(σ) = n − 1 . Ïî
äîêàçàííîìó ðàíåå óòâåðæäåíèþ, òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå clos W u(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n − 1) -ìåðíîé ñôåðîé Sn−1 , ñîñòîÿùåé èç W u(σ) è íåêîòîðîãî
ñòîêà s0 , S

n−1 = W u(σ) ∪ s0 , è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ñôåðû Sn−1 , ãîìåîìîðôíàÿ
Sn−1×(−1;+1) , òàêàÿ, ÷òî fT (clos U) ⊂ U . Åñëè óäàëèòü èç Mn îêðåñòíîñòü U , òî ïîëó-
÷èì ìíîãîîáðàçèå Mn

1 (âîçìîæíî, íåñâÿçíîå) ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè Sn−1
1 ,

Sn−1
2 , ãîìåîìîðôíûìè Sn−1 . Èç âêëþ÷åíèÿ fT (clos U) ⊂ U âûòåêàåò, ÷òî ê êàæäîé êîì-

ïîíåíòå Sn−1
1 , Sn−1

2 ìîæíî ïîäêëåèòü øàðû Bn
1 , B

n
2 ñîîòâåòñòâåííî, è ïðîäîëæèòü ïîòîê

íà ýòè øàðû òàê, ÷òîáû âíóòðè êàæäîãî Bn
1 , B

n
2 áûë ðîâíî îäèí ñòîê. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t1 íà Mn
1 , ó êîòîðîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ f t íà îäíî ñåäëî êî-

ðàçìåðíîñòè îäèí ìåíüøå è íà îäèí óçåë (â äàííîì ñëó÷àå, ñòîê) áîëüøå. Áóäåì íàçûâàòü
îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ðàçðåçàíèåì âäîëü ñåïàðàòðèñû êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Ïðîäåëàâ ν ðàçðåçàíèé âäîëü ñåïàðàòðèñ êîðàçìåðíîñòè îäèí äëÿ âñåõ ñåäåë êîðàç-
ìåðíîñòè îäèí, ìû ïîëó÷èì ïîòîê f tν íà Mn

ν Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå ñîäåðæàòñÿ µ + ν óçëîâ è íåò ñåäåë êîðàçìåðíîñòè îäèí. Èç îòñóòñòâèÿ ñå-
äåë êîðàçìåðíîñòè îäèí ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

ν

èìååòñÿ ðîâíî îäèí èñòî÷íèê è ðîâíî îäèí ñòîê [4]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

ν ðàâíî k = 1
2
(µ+ ν) . Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî µ+ ν ÷åòíîå, è íà

êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîñòðîåííûé ïðîìåæóòî÷íûé ïîòîê ïîëÿðíûé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn−1⊗S1 òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

(Sn−1 ⊗ S1, S1, Sn−1) íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ (n − 1) -ìåðíîé Sn−1 .
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Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà, ëèáî ñîõðàíÿþùèå, ëèáî îáðàùàþùèå îðèåíòàöèþ, ãîìåîìîð-
ôèçìà Sn−1 → Sn−1 èçîòîïíû [6], [8]. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôíîñòè èìåþòñÿ
òîëüêî äâà òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâà Sn−1 ⊗S1 , îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì Sn−1 × S1 , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ Sn−1 × S1 → S1 .

Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîñëå ðàçðåçàíèé âäîëü ñåïàðàòðèñ êî-
ðàçìåðíîñòè îäèí èç ïîëó÷åííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äàåò ñâÿçíóþ ñóììó

Mn =
(
Sn−1 ⊗ S1

)
♯ · · · ♯

(
Sn−1 ⊗ S1

)
♯Nn

1 ♯ · · · ♯Nn
k , (2.1)

ïîñêîëüêó êàæäîå ðàçðåçàíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî ñôåðå êîðàçìåðíîñòè îäèí ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèêëåèâàíèåì n -ìåðíîãî øàðà. Â ýòîé ñâÿçíîé ñóììå Nn

1 , . . . , N
n
k ñóòü êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn
ν . ×èñëî ðàçðåçàíèé èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå íå ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ðàâíî g = ν− 1
2
(µ+ ν)+1 = 1

2
(ν − µ+ 2) .

Êàæäîå òàêîå ðàçðåçàíèå îçíà÷àåò íàëè÷èå â ñâÿçíîé ñóììå ñëàãàåìîãî Sn−1 ⊗ S1 .
Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå, òî âñå ðàññëîåíèÿ Sn−1 ⊗ S1 ÿâëÿþòñÿ

òðèâèàëüíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíàÿ ñóììà â (2.1) ïðèìåò âèä

Mn =
(
Sn−1 × S1

)
♯ · · · ♯

(
Sn−1 × S1

)
♯Nn

1 ♯ · · · ♯Nn
k .

Îòñþäà è èç òåîðåìû Âàí-Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî π1(M
n) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èçîìîðô-

íóþ ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ g = 1
2
(ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ Z ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë

Z ∗ · · · ∗ Z . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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On the existence of periodic orbits for continuous
Morse-Smale �ows
c⃝ V. Z. Grines6, E. V. Zhuzhoma7, V. S. Medvedev8, N. A. Tarasova9

Abstract. We consider the class of continuous Morse-Smale �ows de�ned on a topological closed
manifold Mn of dimension n which is not less than three, and such that the stable and unstable
manifolds of saddle equilibrium states do not have intersection. We establish a relationship between
the existence of such �ows and topology of closed trajectories and topology of ambient manifold.
Namely, it is proved that if f t (that is a continuous Morse-Smale �ow from considered class) has
mu sink and source equilibrium states and ν saddles of codimension one, and the fundamental
group π1(M

n) does not contain a subgroup isomorphic to the free product g = 1
2 (ν − µ+ 2)

copies of the group of integers Z , then the �ow f t has at least one periodic trajectory.
Key Words: Morse-Smale �ows, periodic orbits, heteroclinic orbits
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ÓÄÊ 517.9

Äèôôåîìîðôèçìû 3-ìíîãîîáðàçèé ñ îäíîìåðíûìè
áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûìè íà
2-òîðàõ
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Î. Â. Ïî÷èíêà2, À. À. Øèëîâñêàÿ3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G A-äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàí-
íûõ íà çàìêíóòîì 3-ìíîãîîáðàçèè M3 è èìåþùèõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ðàñïîëîæåí-
íîå íà êîíå÷íîì ÷èñëå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðó÷íî âëîæåííûõ â M3 f -èíâàðèàíòíûõ
äâóìåðíûõ òîðîâ òàê, ÷òî êàæäûé òîð T åñòü îáúåäèíåíèå Wu

BT
∪Wu

ΣT
, ëèáî W s

BT
∪W s

ΣT
,

ãäå BT � îäíîìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîå íà T è ΣT � êîíå÷-
íîå ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì Ìîðñà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îáúåìëþ-
ùåå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå òàêèå äèôôåîìîðôèçìû ãîìåîìîðôíî ôàêòîðïðîñòðàíñòâó
MĴ = T2× [0, 1]/∼ , ãäå (z, 1) ∼ (Ĵ(z), 0) äëÿ íåêîòîðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà òîðà
Ĵ , çàäàííîãî ìàòðèöåé J ∈ GL(2,Z) , êîòîðàÿ åñòü ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, ëèáî J = ±Id .
Ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G ïîëóñîïðÿæåí ëîêàëüíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäå-
íèþ Àíîñîâñêîãî äèôôåîìîðôèçìà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè. Äîêàçàíî, ÷òî
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ëîêàëüíî ïðÿìî-
ìó ïðîèçâåäåíèþ îáîáùåííîãî DA-äèôôåîìîðôèçìà è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè.
Äëÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ íàéäåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ è â êàæ-
äîì êëàññå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ïîñòðîåí ñòàíäàðòíûé ïðåäñòàâèòåëü.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: À-äèôôåîìîðôèçì, DA-äèôôåîìîðôèçì, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò,
òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü

Ïóñòü f � äèôôåîìîðôèçì çàìêíóòîãî ãëàäêîãî 3 -ìíîãîîáðàçèÿ M3 , óäîâëå-
òâîðÿþùèé àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà, ñîãëàñíî êîòîðîé ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê
NW (f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì è ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â NW (f) . Íàïîìíèì,
÷òî çàìêíóòîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂M3 íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíîå Df -èíâàðèàíòíîå ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ïîäðàññëîåíèÿ TΛM
â ñóììó Es

Λ ⊕ Eu
Λ óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèé òàêèõ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

îöåíêè: ∥Dfk(v)∥ ≤ Cλk∥v∥, ∥Df−k(w)∥ ≤ Cλk∥w∥, ∀v ∈ Es
Λ, ∀w ∈ Eu

Λ,∀k ∈ N , äëÿ
íåêîòîðûõ ôèêñèðîâàííûõ ÷èñåë C > 0 è λ < 1 . Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ìíîæåñòâà
Λ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ó êàæäîé òî÷êè x ∈ Λ óñòîé÷èâîãî W s

x è íåóñòîé÷è-
âîãî W u

x ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: W s
x = {y ∈ M3 :

lim
k→+∞

d(fk(x), fk(y)) = 0} , W u
x = {y ∈M3 : lim

k→−∞
d(fk(x), fk(y)) = 0} , ãäå d � ìåòðèêà íà

Λ , èíäóöèðîâàííàÿ ðèìàíîâîé ìåòðèêîé íà TΛM
3 .

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [24] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) A-
äèôôåîìîðôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå A , f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî
îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ B1, . . . , Bn ,
íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè, êàæäîå èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ. Íà-
çîâåì òèïîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Bi ïàðó íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë (ai, bi) òàêèõ, ÷òî
ai = dim W u

x , bi = dim W s
x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Bi , ïðè÷åì bi = 3− ai .

Áàçèñíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè îíî îòëè÷íî îò ïåðèîäè÷åñêîé
îðáèòû (â òîì ÷èñëå îòëè÷íî è îò íåïîäâèæíîé òî÷êè), è òðèâèàëüíûì â ïðîòèâíîì

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; vgrines@hse.ru

2 Çàâåäóþùàÿ êàôåäðîé ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñè-
òåòà Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; opochinka@hse.ru

3 Àñïèðàíò êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ
èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã.Íèæíèé Íîâãîðîä; a.shilovskaia@gmail.com
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ñëó÷àå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåòðèâèàëüíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Bi âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå ai · bi ̸= 0 .

Â ñèëó [21] áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíî ñîäåðæèò íåóñòîé÷èâûå (óñòîé÷èâûå) ìíîãîîáðàçèÿ ñâîèõ òî÷åê. Îäíàêî
ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ðàçìåðíîñòüþ
íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî òî÷åê. Â ñëó÷àå, åñëè ðàçìåðíîñòü àòòðàê-
òîðà (ðåïåëëåðà) ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíîãîîáðàçèé åãî
òî÷åê, òî àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ (ñæèìàþùèìñÿ). Áàçèñíîå
ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì, íàçûâàåòñÿ ñåäëîâûì.

Äèôôåîìîðôèçìû ñ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ
ðàâíà òðåì, áûëè ïîëíîñòüþ èçó÷åíû â êîíöå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, à èìåííî, áûëî
äîêàçàíî, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè Àíîñîâà, à ìíîãîîáðàçèå M3 åñòü òðåõ-
ìåðíûé òîð T 3 , êîòîðûé è åñòü åäèíñòâåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ àòòðàê-
òîðîì è ðåïåëëåðîì îäíîâðåìåííî. Â ðàáîòàõ [6], [18] Ôðýíêñà è Íüþõàóñà áûëà ïîëó÷åíà
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ (ïåðåâîä ðàáîò ñì. â [19]).

Åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî A-äèôôåîìîðôèçìà òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿåòñÿ
äâóìåðíûì, òî â ñèëó [21] îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì èëè ðåïåëëåðîì. À. Áðàóíîì â [1]
äîêàçàíî, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî À-äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 ñîäåð-
æèò äâóìåðíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð), òî îí ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòî-
ðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì), ëèáî ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì (ïîâåðõíîñòíûì ðå-
ïåëëåðîì), òî åñòü àòòðàêòîðîì, ïðèíàäëåæàùèì çàìêíóòîé (êîìïàêòíîé áåç êðàÿ) f -
èíâàðèàíòíîé ïîâåðõíîñòè, íàçûâàåìîé íîñèòåëåì.

Â ðàáîòå Ãðèíåñà Â.Ç. è Æóæîìû Å.Â. ([11])4 ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôè-
êàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 → M3 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
èõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð (ñæèìà-
þùèéñÿ ðåïåëëåð). Èìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå äèô-
ôåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî
íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Â ðàáîòå Ãðèíåñà Â.Ç., Ìåäâåäåâà Â.Ñ. è Æóæîìû Å.Â. [13] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîå ïî-
âåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî ñâîèì íîñèòåëåì, ÿâëÿþùèìñÿ
îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ðó÷íî âëîæåííûõ â M3 äâóìåðíûõ òîðîâ. Êðîìå òîãî,
îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íîñèòåëü ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà5. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íîñèòåëü äâóìåðíîãî ïîâåðõ-
íîñòíîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ìîæåò áûòü íåãëàäêèì â êàæäîé ñâîåé òî÷êå
(ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð èìååòñÿ â [15]).

Â ñåðèè ðàáîò Â.Ç. Ãðèíåñà, Þ.À. Ëåâ÷åíêî, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà, Î.Â. Ïî÷èíêè [10], [8], [7],
[9], íà÷èíàÿ ñ 2012 ã., ðàññìàòðèâàëèñü A -äèôôåîìîðôèçìû f :M3 →M3 â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî èõ íåòðèâèàëüíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ äâóìåðíûìè è ïîâåðõíîñòíû-
ìè. Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé òàêîé äèôôåîìîðôèçì f îáúåìëþùå Ω -ñîïðÿæåí
(à åñëè f � ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé, òî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí) íåêîòîðîìó ìîäåëüíî-
ìó äèôôåîìîðôèçìó ϕ , ÿâëÿþùåìóñÿ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî

4 Â äåéñòâèòåëüíîñòè â ðàáîòå [11] ïîëó÷åíû áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f , çà-
äàííîãî íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè ( n ≥ 3 ) ïðè óñëîâèè, ÷òî åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò
îðèåíòèðóåìûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð. Îäíàêî â ñëó÷àå n = 3 óñëîâèå îðèåíòèðóåìîñòè ìîæíî
îïóñòèòü [12].

5 Ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T 2 = R2/Z2 íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Ĉ , çàäàâàåìûé

öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé C =

(
a b
c d

)
, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 êîòîðîé óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì |λ1| < 1 , |λ2| > 1 . Òî åñòü Ĉ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) mod 1
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ïðåîáðàçîâàíèÿ òîðà, çàäàííîãî ãèïåðáîëè÷åñêîé ìàòðèöåé C ∈ GL(2,Z) , è ãðóáîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè. Äëÿ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ óñòàíîâëåí àëãåáðàè÷åñêèé
êðèòåðèé èõ ïðèíàäëåæíîñòè îäíîìó è òîìó æå êëàññó òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè.
Ïîêàçàíî, ÷òî îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå, äîïóñêàþùåå ðàññìàòðèâàåìûå äèôôåîìîðôèç-
ìû, ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðïðîñòðàíñòâîì MĴ = T2 × [0, 1]/∼ , ãäå (z, 1) ∼ (Ĵ(z), 0) äëÿ íåêîòî-

ðîãî àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà òîðà Ĵ , çàäàííîãî ìàòðèöåé J ∈ GL(2,Z) , êîòîðàÿ
åñòü ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ, ëèáî J = ±Id .

Èç âûøåñêàçàííîãî ïîíÿòíî, ÷òî íàëè÷èå áàçèñíûõ ìíîæåñòâ ðàçìåðíîñòè 3 è 2 íàëà-
ãàåò ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà äèíàìèêó äèôôåîìîðôèçìà è òîïîëîãèþ åãî íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Èç ðàáîò [3], [16], [25] ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ íóëüìåðíîãî èëè
îäíîìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà A -äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 íå íàêëàäûâàåò
îãðàíè÷åíèé íà òîïîëîãèþ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Èçó÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M3 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò
îäíîìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà, ïîñâÿùåí öåëûé ðÿä ðàáîò [4], [2], [3], [26], [27] Õ. Áî-
íàòòè, Õ. Áîòå, Ð. Âèëüÿìñà, Å. Æóæîìû, Í. Èñàåíêîâîé è äð. Ïðè ýòîì â ðàáîòàõ [2], [3],
[26], [27] áàçèñíûå ìíîæåñòâà ÿâëÿëèñü îäíîìåðíûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè
èëè ñæèìàþùèìèñÿ ðåïåëëåðàìè è íå ëåæàëè íà ïîâåðõíîñòÿõ, à äèôôåîìîðôèçìû íå
áûëè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ òàêîãî òèïà (ñ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì) äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â ðàáîòå [4] Õ. Áîíàòòè è Í. Ãåëüìàí áûë èçó÷åí êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî îäíî-
ìåðíîãî àòòðàêòîðà è îäíîãî ðåïåëëåðà, êàæäûé èç êîòîðûõ ëåæèò íà äâóìåðíîé ïî-
âåðõíîñòè ñ íåïóñòûì êðàåì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âîïðîñ î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè
âûøåîïèñàííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òàêæå íå ðàññìàòðèâàëñÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G A-äèôôåîìîðôèçìîâ f , çàäàííûõ íà
çàìêíóòîì 3-ìíîãîîáðàçèè M3 è èìåþùèõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ðàñïîëîæåííîå íà
êîíå÷íîì ÷èñëå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ðó÷íî âëîæåííûõ â M3 f -èíâàðèàíòíûõ äâó-
ìåðíûõ òîðîâ òàê, ÷òî êàæäûé òîð T åñòü îáúåäèíåíèå W u

BT
∪W u

ΣT
, ëèáî W s

BT
∪W s

ΣT
, ãäå

BT � îäíîìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîå íà T è ΣT � êîíå÷íîå
÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ñ îäèíàêîâûì èíäåêñîì Ìîðñà. Ïîä ïðîñòîðíîé ðàñïîëîæåí-
íîñòüþ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà BT ìû ïîíèìàåì ñëåäóþùåå. Ïîëîæèì Ŵ s

x = W s
x ∩ T è

Ŵ u
x = W u

x ∩ T äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ BT . Ñëåäóÿ [20], ìíîæåñòâî BT íàçîâåì ïðîñòîðíî
ðàñïîëîæåííûì íà T , åñëè äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê x, y ∈ BT ëþáàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç äóã [x, y]s ⊂ Ŵ s

x è [x, y]u ⊂ Ŵ u
x íå ãîìîòîïíà íóëþ íà T . Äèôôåîìîðôèçì

èç êëàññà G ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, èç ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.
Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà Ĉ : T2 → T2 , èíäóöèðîâàííûé ãèïåð-

áîëè÷åñêîé ìàòðèöåé C ∈ GL(2,Z) . Ïóñòü p0 � íåïîäâèæíàÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîð-
ôèçìà Ĉ , ñîîòâåòñòâóþùàÿ íà÷àëó êîîðäèíàò â R2 c ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λu è λs .
Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷êè p0 ââåäåì ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû x1, x2 , â êîòîðûõ
ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ Ĉ äèàãîíàëüíàÿ, òî åñòü Ĉ(x1, x2) = (λux1, λ

sx2) íà U .
Âûáåðåì çíà÷åíèå r0 ∈ (0, 1

2
) òàê, ÷òîáû 2-øàð Br0(p0) ðàäèóñà r0 c öåíòðîì â òî÷êå p0

ñîäåðæàëñÿ â U . Ïóñòü δ(r) � ôóíêöèÿ îäíîé ïåðåìåííîé òàêàÿ, ÷òî 0 ≤ δ(r) ≤ 1 äëÿ

âñåõ r , δ′(r) < 0 äëÿ r0/2 < r < r0 è δ(r) =

{
0, r ≥ r0,

1, r ≤ r0/2.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ẋ1 = 0 , ẋ2 = x2δ(∥ x ∥). Ïóñòü
ηt � ïîòîê ýòîé ñèñòåìû, ηt(x1, x2) = (x1, η

t
2(x1, x2)) . Òîãäà ηt = id âíå øàðà Br0(p0) è

Dηtp =

(
1 0
0 et

)
. Ïîëîæèì fĈ,p0 = ητ Ĉ äëÿ íåêîòîðîãî τ > 0 òàêîãî, ÷òî eτλs > 1 .
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Çàìåòèì, ÷òî DfĈ,p0 =

(
λu 0
0 eτλs

)
, òàê ÷òî p0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé èñòî÷íèê. Ïî ïîñòðî-

åíèþ äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0 ñîõðàíÿåò óñòîé÷èâîå ñëîåíèå äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà, è

êîîðäèíàòíûå îñè fĈ,p0 � èíâàðèàíòíû. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû ητ è Ĉ èìåþò
ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà îñè Ox2 , òî äèôôåîìîðôèçì fĈ,p0 èìååò
äâå ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî p0 íåïîäâèæíûå òî÷êè q1, q2 íà îñè Ox2 , êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñåäëîâûìè òî÷êàìè (ñì. ðèñ. 1.1).

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Õèðóðãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ Ñìåéëà

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fĈ,p0 ìíîæåñòâî Λ = T2 \W u
p0

ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àòòðàê-
òîðîì è ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå èìååò âèä {p0,Λ} (ñì. íàïðèìåð [23]). Ïîñòðîåííûé
òàêèì îáðàçîì îäíîìåðíûé àòòðàêòîð Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, à ïðî äèôôåîìîð-
ôèçì fĈ,p0 ãîâîðÿò, ÷òî îí ïîëó÷åí èç ãèïåðáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà Ĉ ðàçäóòèåì
íåïîäâèæíîé òî÷êè p0 âäîëü íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Çàäàäèì äèôôåîìîðôèçì φ íà S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} ôîðìóëîé

φ(x, y) =
(

4x
5−3y

, 5y−3
5−3y

)
. Ïî ïîñòðîåíèþ φ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà,

íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà α0 = (0, 1) è îäíîãî
ñòîêà ω0 = (0,−1) . Ïðåäñòàâèì T3 êàê ïðîèçâåäåíèå T2 × S1 è çàäàäèì íà íåì äèô-
ôåîìîðôèçì f ôîðìóëîé f(z, t) = (fĈ,p0(z), φ(x, y)) , ãäå z ∈ T2 , (x, y) ∈ S1 . Òîãäà òîð

A = T2 × {ω0} ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì6, à òîð R = T2 × {α0} ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì äèô-
ôåîìîðôèçìà f . Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç îäíîìåðíîãî
ïîâåðõíîñòíîãî àòòðàêòîðà BA = Λ×{ω0} è íåïîäâèæíîé ñåäëîâîé òî÷êè σ = {p0}×{ω0} ,
ïðèíàäëåæàùèõ ïîâåðõíîñòè A , à òàêæå îäíîìåðíîãî ñåäëîâîãî ìíîæåñòâà BR = Λ×{α0}
è íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà α = {p0} × {α0} , ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè BR (ñì. ðèñ. 1.2).
Òàêèì îáðàçîì, âñå áàçèñíûå ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ðàçäåëåíû íà äâå íåïóñòûå
÷àñòè BA = {BA, σ} è BR = {BR, α} òàêèå, ÷òî

A =
∪
B∈BA

W u
B, R =

∪
B∈BR

W s
B.

6 Êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M3 íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 , åñëè
ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà A òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,

∩
j≥0

f j(U) = A . Àòòðàêòîð

äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f .
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A

σ
α

R

Ð è ñ ó í î ê 1.2

Ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G

Òîïîëîãèÿ îáúåìëþùåãî ìíîãîîáðàçèÿ M3 , äîïóñêàþùåãî äèôôåîìîðôèçìû êëàññà
G óòî÷íÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f ∈ G äèôôåîìîðôèçì. Òîãäà ìíîãîîáðàçèå M3 ãîìåî-
ìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ MĴ , ãäå ìàòðèöà J ëèáî ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, ëèáî ñîâïàäà-

åò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé I =

(
1 0
0 1

)
, ëèáî ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé −I =

(
−1 0
0 −1

)
.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì íàçîâåì ïðèìàðíûì, åñëè îí íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íè-
êàêîãî äðóãîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E ìíîæåñòâî ñî-
õðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ïðèìàðíûõ àâòîìîðôèçìîâ äâóìåðíîãî òîðà.

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G íàïîìíèì òåîðèþ ãðóáûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè S1 .

Ïóñòü MS(S1) � êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè, êîòîðûé
ñîãëàñíî Ìàéåðó [17] ñîâïàäàåò ñ êëàññîì äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà S1 . Ðàç-
îáúåì MS(S1) íà äâà ïîäêëàññà MS+(S1) è MS−(S1) , ñîñòîÿùèõ èç ñîõðàíÿþùèõ è ìå-
íÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ ñîîòâåòñòâåííî. Íèæå ìû ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû
Ìàéåðà ïî òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1.
1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈ MS+(S1) ìíîæåñòâî NW (φ) ñîñòîèò èç

2n, n ∈ N , ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïåðèîäà k .
2. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà φ ∈ MS−(S1) ìíîæåñòâî NW (φ) ñîñòîèò èç 2q ,

q ∈ N , ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò, äâå èç êîòîðûõ íåïîäâèæíû, à îñòàëüíûå ïåðèîäà 2 .

Ïîëîæèì φ ∈ MS+(S1) . Ïåðåíóìåðóåì ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç NW (φ) :
p0, p1, . . . , p2nk−1, p2nk = p0 íà÷èíàÿ ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè p0 ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, òîãäà
φ(p0) = p2nl , ãäå l � öåëîå òàêîå, ÷òî ïðè k = 1 , l = 0 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ k > 1 ,
l ∈ {1, . . . , k − 1} è (k, l) ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè7. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî l íå çàâèñèò
îò âûáîðà òî÷êè p0 .

7 Íà ñàìîì äåëå, À. Ã. Ìàéåð âìåñòî ÷èñëà l èñïîëüçîâàë ÷èñëî r1 , êîòîðîå íàçûâàë ÷èñëîì âðàùåíèÿ,
òàêîå ÷òî l · r1 ≡ 1(mod k)
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Äëÿ φ ∈ MS−(S1) ïîëîæèì ν = −1; ν = 0; ν = +1 , åñëè åãî íåïîäâèæíûå òî÷êè
ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè, ñòîêàìè è èñòî÷íèêàìè èëè ñòîêàìè ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì,
÷òî ν = 0 , åñëè q íå÷åòíîå, è ν = ±1 , åñëè q ÷åòíîå.

Äëÿ n, k ∈ N è öåëîãî l òàêîãî, ÷òî k = 1 , l = 0 , òîãäà êàê äëÿ k > 1 , l ∈ {1, . . . , k−1}
ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ+ â MS+(S1) ñ ïàðàìåòðàìè n, k, l . Äëÿ q ∈ N ,
ν ∈ {−1, 0,+1} ïîñòðîèì ñòàíäàðòíîãî ïðåäñòàâèòåëÿ φ− in MS−(S1) ñ ïàðàìåòðàìè q .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îòîáðàæåíèÿ:
ψm : R → R � ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà ṙ = sin(2πmr) äëÿ m ∈ N ;
χk,l : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χk,l(r) = r − l

k
;

χ : R → R � äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé χ(r) = −r ;
φ̃n,k,l = ψn·kχk,l : R → R ;
φ̃q,0 = ψqχ : R → R äëÿ íå÷åòíîãî q ;
φ̃q,+1 = ψqχ : R → R è φ̃q,−1 = φ̃−1

q,+1 : R → R äëÿ ÷åòíîãî q .

Ïóñòü Π̃+ = {φ̃+ = φ̃n,k,l} è Π̃− = {φ̃− = φ̃q,ν} . Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî ïðîâåðèòü,
÷òî φ̃σ(r + µ) = φ̃σ(r) äëÿ σ ∈ {+,−} è µ ∈ Z . Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíû äèôôåî-
ìîðôèçìû φσ = πφ̃σπ

−1 : S1 → S1 . Ïîëîæèì Π+ = {φ+} , Π− = {φ−} è Π = Π+ ∪ Π− .
Ïîëîæèì MJ = (T2 × R)/Γ , ãäå Γ = {γk, k ∈ Z} � ãðóïïà ñòåïåíåé äèôôåîìîðôèçìà

γ : T2 × R → T2 × R , çàäàííîãî ôîðìóëîé γ(z, r) = (J(z), r − 1) äëÿ J = ±Iξ̂λ , ξ ∈ E .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç p

J
: T2×R →MJ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ, à ÷åðåç ϕ̃σ : T2×R → T2×R

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæåíèé φ̃σ ∈ Π̃σ è C = ξ̂µ , òî åñòü ϕ̃σ(z, r) = (C(z), φ̃σ(r)).

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Äèôôåîìîðôèçì ϕ̃σ ïðîåêòèðóåòñÿ â äèôôåîìîðôèçì
ϕσ = p

J
ϕ̃σp

−1
J :MJ →MJ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

• ïðè ëþáîì λ ∈ Z äëÿ σ = + ;

• òîëüêî ïðè λ = 0 äëÿ σ = − .

Áóäåì íàçûâàòü äèôôåîìîðôèçì ϕσ : MJ → MJ ëîêàëüíî ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
îòîáðàæåíèé C è φσ è ïèñàòü ϕσ = C ⊗ φσ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ
ëîêàëüíî ïðÿìûõ ïðîèçâåäåíèé.

Íàïîìíèì, ÷òî îòîáðàæåíèå g : M3 → M3 íàçûâàåòñÿ ïîëóñîïðÿæåííûì ñ îòîáðà-
æåíèåì f : M3 → M3 èëè ôàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ f , åñëè ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : M3 → M3 òàêîå, ÷òî hf = gh . Îòîáðàæåíèå h â ýòîì
ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïîëóñîïðÿæåíèåì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò äèôôåîìîð-
ôèçì ϕ ∈ Φ , ÿâëÿþùèéñÿ ôàêòîðîì f .

Äèôôåîìîðôèçìû êëàññà Φ ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè, òîãäà êàê â êëàñ-
ñå G ñóùåñòâóþò äèôôåîìîðôèçìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Îïèøåì
êîíñòðóêöèþ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , íå ÿâëÿþùåãîñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.

Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì ϕ : T3 → T3 ôîðìóëîé ϕ(z, x, y) = (Ĉ(z), φ(x, y)) , ãäå Ĉ
äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà íà òîðå T2 è φ äèôôåîìîðôèçì ¾èñòî÷íèê-ñòîê¿, ïîñòðîåííûå
âûøå. Òîãäà ϕ ∈ Φ è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà ϕ ñîñòîèò èç îäíîãî
ðåïåëëåðà R = T2 × {(0, 1)} è îäíîãî àòòðàêòîðà A = T2 × {(0,−1)} .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç lA ⊂ S1 çàìêíóòóþ äóãó íà îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè
(−3

5
,−4

5
) è (3

5
,−4

5
) , è òàêóþ, ÷òî (0, 1) /∈ lA . Ïîëîæèì KA = T2 × lA . Çàäàäèì íà ìíîæå-

ñòâå KA äèôôåîìîðôèçì gA ôîðìóëîé gA(z, (x, y)) = (ητ−
5|x|τ

3 (z), (x, y)) , ãäå ηt ïîòîê,
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èñïîëüçóåìûé ïðè ðàçäóòèè òî÷êè p0 âäîëü íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç ζt àíàëîãè÷íûé ïîòîê äëÿ ðàçäóòèÿ òî÷êè p0 âäîëü óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç lR ⊂ S1 çàìêíóòóþ äóãó íà îêðóæíîñòè, îãðàíè÷åííóþ òî÷êàìè (3

5
,−4

5
) è

(−3
5
, 4
5
) , è òàêóþ, ÷òî (0,−1) /∈ lR . Ïîëîæèì KR = T2 × lR . Çàäàäèì íà ìíîæåñòâå KR

äèôôåîìîðôèçì gR ôîðìóëîé gR(z, (x, y)) = (ζτ−
5|x|τ

3 (z), (x, y)) .
Ïîëîæèì g : T3 → T3 äèôôåîìîðôèçì, ñîâïàäàþùèé ñ gA íà KA , ñ gR íà KR è

òîæäåñòâåííûé íà T3 \ (KA ∪ KR) . Òîãäà èñêîìûé äèôôåîìîðôèçì îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé f = gϕ . Ïî ïîñòðîåíèþ äèôôåîìîðôèçì f ïðèíàäëåæèò êëàññó G , òàê êàê åãî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ðàñïîëîæåíî íà òîðàõ A è R , ïðè ýòîì BA = {BA, σA} è
BR = {BR, σR} , ãäå BA � ðàñòÿãèâàþùèéñÿ îäíîìåðíûé àòòðàêòîð, BR � ñæèìàþùèéñÿ
îäíîìåðíûé ðåïåëëåð, à σA, σR � ñåäëîâûå òî÷êè (ñì. Ðèñ. 1.3). Ïîñòðîåííûé äèôôåî-
ìîðôèçì íå ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, ïîñêîëüêó óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà
σA ñîâïàäàåò ñ íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñîé ñåäëà σR .

A

σ

R

R

σ
А

Ð è ñ ó í î ê 1.3

Äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G , íå ÿâëÿþùèéñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì

×òîáû îïèñàòü ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ â êëàññå G ïî-
ñòðîèì åù¼ îäèí êëàññ Θ ìîäåëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ïðèìàð-
íûé àâòîìîðôèçì ξ̂, ξ ∈ E è îáîçíà÷èì ÷åðåç P ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî
÷èñëà ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà ξ̂ . Â îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà P ïðîâåäåì
ðàçäóòèå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò ìíîæåñòâà P âäîëü óñòîé÷èâûõ èëè íåóñòîé÷èâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D êëàññ ïîñòðîåííûõ DA-äèôôåîìîðôèçìîâ fξ̂,P . Àíàëî-
ãè÷íî ïðèâåäåííîé âûøå êîíñòðóêöèè ïîñòðîèì ëîêàëüíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå θσ DA-
äèôôåîìîðôèçìà C = fµ

ξ̂,P
è ãðóáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îêðóæíîñòè φσ íà ìíîãîîáðàçèè

MJ , ãäå J = ±Ifλ
ξ̂,P

. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ ìíîæåñòâî òàêèõ ìîäåëåé.

Ò å î ð å ì à 1.3. Ëþáîé ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí íåêîòîðîìó äèôôåîìîðôèçìó θ ∈ Θ .

Ôóíäàìåíòîì äëÿ íàñòîÿùèõ èññëåäîâàíèé ïîñëóæèëè ðåçóëüòàòû ïî òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè A-äèôôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùèå ìíîæå-
ñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò îäíîìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà, ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Õ. Áî-
íàòòè, Ð. Ëàíæåâåíà, Â. Ç. Ãðèíåñà, À. Þ. Æèðîâà, Õ. Õ. Êàëàÿ, Ð. Â. Ïëûêèíà (äëÿ
ññûëîê ñì. [5], [14], [22]).
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Áëàãîäàðíîñòü. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóí-
äàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò � 98 ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòî-
äû â äèíàìèêå¿) è Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò � 15-01-
03689-à).
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Di�eomorphisms of 3-manifolds with 1-dimensional basic
sets exteriorly situated on 2-tori
c⃝ V. Z. Grines8, O.V. Pochinka9, A.A. Shilovskaya10

Abstract. In this paper we consider the class G of A-di�eomorphisms f , de�ned on a closed
3-manifold M3 . The nonwandering set is located on �nite number of pairwise disjoint f -invariant
2-tori embedded in M3 . Each torus T is a union of Wu

BT
∪Wu

ΣT
or W s

BT
∪W s

ΣT
, where BT is 1-

dimensional basic set exteriorly situated on T and ΣT is �nite number of periodic points with the
same Morse number. We found out that an ambient manifold which allows such di�eomorphisms
is homeomorphic to a quotient space MĴ = T2 × [0, 1]/∼ , where (z, 1) ∼ (Ĵ(z), 0) for some
algebraic torus automorphism Ĵ , de�ned by matrix J ∈ GL(2,Z) which is either hyperbolic or
J = ±Id . We showed that each di�eomorphism f ∈ G is semiconjugate to a local direct product
of an Anosov di�eomorphism and a rough circle transformation. We proved that structurally
stable di�eomorphism f ∈ G is topologically conjugate to a local direct product of a generalized
DA-di�eomorphism and a rough circle transformation. For these di�eomorphisms we found the
complete system of topological invariants; we also constructed a standard representative in each
class of topological conjugation.
Key Words: À-di�eomorphism, DA-di�eomorphism, topological invariant, topological
conjugation

8 Professor of Chair of Fundamental Mathematics, HSE, Nizhny Novgorod; vgrines@yandex.ru
9 Professor of Chair of Fundamental Mathematics, HSE, Nizhny Novgorod; olga-pochinka@yandex.ru
10 PhD student of the Department of di�erential equations, mathematical and numerical analysis,

Lobachevsky State University, Nizhny Novgorod; a.shilovskaia@gmail.com
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ÓÄÊ 517.925

Î ÷èñëå ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ
ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
c⃝ Ì. Â. Äîëîâ 1, Å. Â. Êðóãëîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå P (x, y)dy−
Q(x, y)dx = 0 , ãäå P , Q � âçàèìíî ïðîñòûå ïîëèíîìû ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ, êàê è ïåðåìåííûå x , y , â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, òî ïîëèíîìû P , Q íå ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèò òî÷íóþ îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ
èíòåãðàëîâ; îöåíêó ÷èñëà ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûì èíòåãðàëàì, íå èìåþò îáùèõ òî÷åê; îöåíêó ÷èñëà ëèíåéíûõ èí-
òåãðàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà îíè èìåþò îáùóþ îñîáóþ òî÷êó. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîëèíîìû P , Q ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.
Ïðèâåäåí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ëèíåéíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷àñòíûìè èíòåãðà-
ëàìè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü
îöåíêå ÷èñëà è ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî îöåíêå ÷èñëà ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ (ñì. ðàáîòû
[1] - [8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

P (x, y)dy −Q(x, y)dx = 0, (1.1)

ãäå P , Q � âçàèìíî ïðîñòûå ïîëèíîìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ, êàê è ïåðåìåííûå x ,
y , â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå, max(degP, degQ) = n , ïðè n ≥ 2 ìîæåò èìåòü íå
áîëåå 3n − 1 ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, ïðè ýòîì: 1) äàííàÿ îöåíêà
òî÷íàÿ; 2) â èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ ax + by + cj = 0 , j = 1, 2, ..., r , ãäå |a| + |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ
s ̸= j , ìîæåò âõîäèòü íå áîëåå n ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âèäà (ò.å. r ≤ n ); 3) îñîáàÿ
òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íå áîëåå ÷åì n + 1 ðàçëè÷íûì ëèíåéíûì
÷àñòíûì èíòåãðàëàì.

Óñëîâèÿì è óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.1. óäîâëåòâîðÿåò âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå

x(xn−1 − 1)dy − y(yn−1 − 1)dx = 0,

1 Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, Ïî÷åòíûé ðàáîòíèê ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî,
ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà-
÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kruglov19@mail.ru.
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äîïóñêàþùåå 3n− 1 ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ x = 0 , y = 0 , x = exp(2πik/(n− 1)) ,
y = exp(2πik/(n− 1)) , y = x exp(2πik/(n− 1)) , k = 0, 1, 2, ..., n− 2 .

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ëèíåéíûå ÷àñòíûå èíòå-
ãðàëû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ïóíêò 1 òåîðåìû 1.1. äîêàçàí â ðàáîòå [1] (ñì. òàêæå [2]). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïï. 2 è
3 ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè ïðè n ≥ 2 óðàâíåíèå (1.1) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, òî ïîëèíîìû P , Q â (1.1) íå ìîãóò áûòü âçàèìíî
ïðîñòûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
I. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðà-

ëîâ Φs ≡ ax+ by+ cs = 0 , ãäå |a|+ |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ s ̸= j . Òîãäà
ïîëèíîì aP + bQ ñòåïåíè íå áîëåå n äåëèòñÿ íà ëþáîé ïîëèíîì Φs . Òàê êàê äåëèòåëåé
Φs áîëüøå n , òî aP + bQ ≡ 0 . Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå I óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò
ìåñòî.

II. Ïóñòü óñëîâèÿ ñëó÷àÿ I íå âûïîëíÿþòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîìû P è Q âçàèì-
íî ïðîñòû è ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1.1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ
÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ. Òàê êàê P è Q âçàèìíî ïðîñòû, òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà (x0, y0)
äëÿ (1.1), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = y0 = 0 . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.1)
äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé y = kx , ãäå k ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ôóíêöèÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ (1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ x
âûïîëíåíî òîæäåñòâî

kP (x, kx) ≡ Q(x, kx). (2.1)

Òàê êàê max(degP, degQ) = n , òî

P (x, y) = Pn(x, y) + Pn−1(x, y) + ...+ P0, Q(x, y) = Qn(x, y) +Qn−1(x, y) + ...+Q0, (2.2)

ãäå Pj , Qj � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè j . Èç ñîîòíîøåíèé (2.1) è (2.2) âûòåêàåò,
÷òî äëÿ âñåõ x

(kPn(1, k)−Qn(1, k))x
n + (kPn−1(1, k)−Qn−1(1, k))x

n−1 + ...+ kP0 −Q0 ≡ 0. (2.3)

Â ñèëó (2.3) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

kPn(1, k)−Qn(1, k) = 0, kPn−1(1, k)−Qn−1(1, k) = 0, . . . , kP0 −Q0 = 0. (2.4)

Òàê êàê Pj(1, k) , Qj(1, k) ñóòü ïîëèíîìû ïî k , òî â ñèëó (2.4) äëÿ ëþáîãî k

Qn(1, k) ≡ kPn(1, k), Qn−1(1, k) ≡ kPn−1(1, k), . . . , Q0 ≡ kP0. (2.5)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.5), (2.2) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k èìååì Q(1, k) ≡ kP (1, k) . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî òîæäåñòâî (2.1) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ x è k . Ïîýòîìó xQ(x, y) ≡ yP (x, y) äëÿ âñåõ
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x è y . Äëÿ n ≥ 2 ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîìû P è Q èìåþò
îáùèé äåëèòåëü ñòåïåíè íå íèæå ïåðâîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïðèìåð óðàâíåíèÿ ydx − xdy = 0 , èìåþùåãî ðåøåíèÿìè y = kx äëÿ ëþáîãî k ,
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå n ≥ 2 â ëåììå 2.1. ñóùåñòâåííî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1. âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôàêòû.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1. äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1)
â èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ax+
by+ cj = 0 , j = 1, 2, ..., r , ãäå |a|+ |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ s ̸= j , ìîæåò
âõîäèòü íå áîëåå n ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âèäà (ò.å. r ≤ n ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ I äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 2.1..

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1. îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1) ìî-
æåò ïðèíàäëåæàòü íå áîëåå ÷åì n+ 1 ðàçëè÷íûì ëèíåéíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîìû P è Q âçàèìíî ïðîñòû. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = y0 = 0 - îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1),
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ñëåäóÿ
â äàëüíåéøåì â òî÷íîñòè äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ II ëåììû 2.1, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (2.4).
Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.4) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñòåïåíè n + 1 , òî åñòü èìååò íå áî-
ëåå ÷åì n + 1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îäíó òî÷êó
ëèíåéíûì ÷àñòíûì ðåøåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà. Òî÷íîñòü îöåíîê ñëåäóåò èç ïðèâåä¼í-
íîãî ïðèìåðà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Í.È. Âóëïå (N. Vulpe) çà òî, ÷òî îí îáðàòèë íàøå
âíèìàíèå íà ñòàòüè [3] è [4], ïîñâÿù¼ííûå îöåíêå ÷èñëà ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòâåð-
æäåíèé âûòåêàåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
òåîðåìà 4 ðàáîòû [3] ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.1.
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On the number of linear particular integrals of polynomial
vector �elds
c⃝ M. V. Dolov3, E. V. Kruglov4

Abstract. In this paper we consider the ordinary di�erential equation P (x, y)dy−Q(x, y)dx = 0
where P , Q are relatively prime polynomials of degree, greater than 1. Coe�cients of the equations
and variables x, y may be complex. We prove that when this equation has an in�nite number of
linear partial integrals, the polynomials P , Q can not be relatively prime. The main result of the
paper contains an accurate estimate of the number of di�erent linear particular integrals; estimate
of the number of linear integrals when the invariant sets corresponding to line integrals have no
points in common; estimate of the number of line integrals in a case where they have a common
singular point. The method of proof essentially uses the initial assumption that the polynomials
P , Q are relatively prime. An example is given that implements proven result.
Key Words: polynomial vector �elds, linear particular integrals, di�erential equations
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ÓÄÊ 517.956.2

Î òîïîëîãèè ïîòåíöèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé
c⃝ Ì. Ë. Êîëîìèåö1, A. Í. Ñàõàðîâ2, Å. Â. Òðåãóáîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â
ïëàçìå íà ÿçûêå äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ ìîäåëè ïîòåíöèàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ÷å-
òûðüìÿ óçëàìè äàþòñÿ ïðèìåðû òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
êîíôèãóðàöèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: îñîáûå òî÷êè ïîëÿ, ìàãíèòíûå ñèëîâûå ëèíèè, èñòî÷íèêè, ñòîêè, ñåïà-
ðàòðèñû, ñåïàðàòîðû, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷à îïèñàíèÿ òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ ïðîâîäÿùåé äâè-
æóùåéñÿ ñðåäîé, êîòîðóþ äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ïëàçìîé, èãðàåò ñóùåñòâåííóþ
ðîëü â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå (ÌÃÄ). Äåéñòâèòåëüíî, òîïîëîãèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ÿâ-
ëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì ôàêòîðîì ïðè ðàññìîòðåíèè äèíàìèêè ïëàçìû â êîðîíå Ñîëíöà
[1], â çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâîñòè ïëàçìû â òåðìîÿäåðíûõ ðåàêòîðàõ [2] è ìåõàíèçìàõ òóðáó-
ëåíòíîãî äèíàìî4 [3], â òåîðèè ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ [4], [5].

Óðàâíåíèÿ ÌÃÄ ([6], ãë. 8) îïðåäåëÿþò äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà íåêîòîðîì òðåõìåð-
íîì ìíîãîîáðàçèè M3 : ìàãíèòíîå ïîëå H è ïîëå ñêîðîñòåé ÷àñòèö ïëàçìû v. Ýòè ïî-
ëÿ ïîðîæäàþò, ñîîòâåòñòâåííî, äâà ïîòîêà íà M3, ïðè÷åì òðàåêòîðèè ïåðâîãî ïîòîêà
� ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òîïîëîãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîâûì
ïîðòðåòîì ýòîãî ïîòîêà. Åñòåñòâåííî âûäåëèòü ñðåäè ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ôàçî-
âûõ ïîðòðåòîâ êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ è ðàññìîòðåòü äëÿ ýëåìåíòîâ ýòîãî êëàññà
ñëåäóþùèå çàäà÷è, âàæíûå äëÿ ïðèëîæåíèé:

1. çàäàíû èñòî÷íèêè ïîëÿ, òðåáóåòñÿ íàéòè òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûå êîíôèãó-
ðàöèè (ôàçîâûå ïîðòðåòû) ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé;

2. íàéòè òèïè÷íûå áèôóðêàöèè òàêèõ êîíôèãóðàöèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à 1 äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé íà
ñôåðå S3, ìîäåëèðóþùèõ ìàãíèòíûå ïîëÿ â êîðîíå Ñîëíöà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
èñòî÷íèêè ïîëÿ ìîäåëèðóþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ïîëÿ òèïà óçåë. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîç-
âîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé ãëàäêèå ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå ïîòîêè
íà S3 , ÿâëÿþùèåñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè ïîòîêàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì:

à) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ îñî-
áûõ òî÷åê;

á) óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê èìåþò òðàíñâåðñàëüíûå
ïåðåñå÷åíèÿ.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ
ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; t2733792@yandex.ru

4 Äèíàìî � ìåõàíèçì óñèëåíèÿ èëè ïîääåðæàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî (ëèáî êîëåáàòåëüíîãî) ñîñòîÿíèÿ ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèìè äâèæåíèÿìè ïðîâîäÿùåé ñðåäû.
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Äëÿ òàêèõ ïîòîêîâ ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ (ñì. [7]).
Íåëîêàëüíûå áèôóðêàöèè â ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâÿçàíû ñ ðîæäåíèåì èëè ðàçðóøåíèåì

òàê íàçûâàåìûõ ñåïàðàòîðîâ, ìàòåìàòè÷åñêèìè îáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïîòîêîâ, ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ
ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè òàêèõ òðàåêòî-
ðèé äëÿ äàííîãî ïîòîêà ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòåìàì,
îïèñûâàþùèì ìàãíèòíûå ïîëÿ, îíà ðàññìîòðåíà â ñåðèè ðàáîò [9], [10], [8], â êîòîðûõ íàé-
äåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ó ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûõ ïîòîêîâ.

Èçó÷åíèå òîïîëîãèè ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà-
÷àëîñü äîñòàòî÷íî äàâíî (â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà), î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóåò âíó-
øèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïî äàííîé òåìàòèêå. Áîëüøóþ èõ ÷àñòü ìîæíî íàéòè â
áèáëèîãðàôè÷åñêîì ñïèñêå ìîíîãðàôèè [5] è îáçîðà [1]. Íåêîòîðûå áîëåå ïîçäíèå ðàáîòû
ïðèâåäåíû ñïèñêå ëèòåðàòóðû äàííîé ïóáëèêàöèè.

2. Ãåîìåòðèÿ ìàãíèòíûõ ïîëåé â òåðìèíàõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

Ïóñòü r = {x, y, z} îáîçíà÷àåò åâêëèäîâû êîîðäèíàòû òî÷êè S3 â ëîêàëüíîé êàð-
òå. Òîãäà ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè âåêòîðíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dr

ds
= B(r), (2.1)

ãäå B = µH � âåêòîð ìàãíèòíîé èíäóêöèè, s � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå òî÷-
êè íà èíòåãðàëüíîé êðèâîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Óðàâíåíèå (2.1) îïðåäå-
ëÿåò ïîòîê íà S3 , êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü f sB(r).

2.1. Îñîáåííîñòè ïîëÿ

Îïèñàíèå òîïîëîãèè ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ êîíôè-
ãóðàöèè îñîáåííîñòåé ïîëÿ. Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èìååò îñîáåííîñòè â òî÷êàõ, ãäå îíî
ðàâíî íóëþ (òàêèå òî÷êè íàçûâàòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè ïîëÿ), à òàêæå â òî÷êàõ, ãäå ðàñïîëî-
æåíû èñòî÷íèêè ïîëÿ: ýëåêòðè÷åñêèå èëè ìàãíèòíûå çàðÿäû. Òî÷å÷íûå çàðÿäû ÿâëÿþòñÿ
èñòî÷íèêàìè ïîëÿ, òî åñòü ñèëîâûå ëèíèè ëèáî íà÷èíàþòñÿ, ëèáî çàêàí÷èâàþòñÿ â ýòèõ
òî÷êàõ. Ìàãíèòíûå çàðÿäû � ìîíîïîëè äî ñèõ ïîð ýêñïåðèìåíòàëüíî íå îáíàðóæåíû, ÷òî
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ìàãíèòíîå ïîëå áåçäèâåðãåíòíî:

divB = 0, (2.2)

à èñòî÷íèêàìè ðåàëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ äèïîëè � êîìáèíàöèè äâóõ ïðîòèâî-
ïîëîæíûõ ïî çíàêó çàðÿäîâ, ðàâíûõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Â ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè
ìîäåëÿõ ìàãíèòíûõ ïîëåé äèïîëè çàìåíÿþòñÿ ïàðîé òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ óñòîé÷èâîé è
íåóñòîé÷èâîé îñîáûìè òî÷êàìè òèïà óçåë, â êîòîðûõ óñëîâèå (2.2) íàðóøàåòñÿ. Ôèçè÷å-
ñêîå îáîñíîâàíèå òàêîãî ïîäõîäà íîñèò íàçâàíèå ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà
(ïóíêò 2.3).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ñêåëåò ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ÷åòûðüìÿ èñòî÷íèêàìè (α1, α2 � èñòî÷íèêè, ω1, ω2 � ñòîêè) è äâóìÿ

ñåäëàìè ( σ1
1, σ

2
2) . Îäíîìåðíûå ñåïàðàòðèñû ñåäåë � êðèâûå ñî ñòðåëêàìè, òî÷å÷íàÿ êðèâàÿ �

ñåïàðàòîðû.

Íóëåâûå òî÷êè ïîëÿ îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåì

B(r) = 0. (2.3)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿìè ðàâíîâåñèÿ (íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè) ïîòîêà f sB(r). Èç óñëî-
âèÿ áåçäèâåðãåíòíîñòè (2.2) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó

λ1 + λ2 + λ3 = 0. (2.4)

Â òèïè÷íîì ñëó÷àå âåùåñòâåííûå ÷àñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ2, λ3 íóëåâîé òî÷êè
ïîëÿ B íå ðàâíû íóëþ. Òîãäà èç ðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò, ÷òî íóëåâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ
ñåäëîì ñ äâóìåðíîé è îäíîìåðíîé ñåïàðàòðèñàìè. Òàê êàê ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè, òî îíè ëèáî âñå âåùåñòâåííûå, ëèáî
îäíî èç íèõ âåùåñòâåííî, à äâà äðóãèõ � êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå.

Â ëèòåðàòóðå ïî ôèçèêå ìàãíèòíûõ ïîëåé îäíîìåðíóþ ñåïàðàòðèñó ñåäëà íàçûâàþò
øèïîì (spine), à äâóìåðíóþ � âååðíîé ïîâåðõíîñòüþ (fan). Ïåðåñå÷åíèÿ âååðíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé ðàçëè÷íûõ íóëåâûõ òî÷åê ïðèíÿòî íàçûâàòü ñåïàðàòîðàìè. Åñëè ýòè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû, òî èõ íàçûâàþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñåïàðàòîðàìè. Íà ÿçûêå äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì � ýòî ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Îáúåäèíåíèå îñîáåííîñòåé ïîëÿ, øèïîâ,
âååðíûõ ïîâåðõíîñòåé è ñåïàðàòîðîâ îïðåäåëÿåò òîïîëîãè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ïîëÿ è íàçû-
âàåòñÿ ñêåëåòîì èëè îñòîâîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ5 (ðèñ. 2.1).

2.2. Óðàâíåíèÿ ÌÃÄ è ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ïîëÿ

Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì èíäóêöèè

∂B

∂t
= rot(v ×B) + νm∆B,

5 Ïðè ïîñòðîåíèè èçîáðàæåíèé ñêåëåòîâ òðåõìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ îáùåïðè-
íÿòûõ îáîçíà÷åíèé: èñòî÷íèêè îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé α, ñòîêè � ω, ñåäëà � σ. Âåðõíèé èíäåêñ ðàâåí
ðàçìåðíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëà.
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ãäå êîýôôèöèåíò νm � ìàãíèòíàÿ âÿçêîñòü, õàðàêòåðèçóþùàÿ ïðîâîäèìîñòü ïëàçìû. Ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïëàçìû v îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Íàâüå-Ñòîêñà

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p+ η

ρ
∆v +

1

ρ

(
ζ +

η

3

)
∇divv − µ2

4πρ
B × rotB.

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû, p � äàâëåíèå, η è ζ � êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè.
Â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå ñèëîâûå ëèíèè èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûé ôèçè÷åñêèé

ñìûñë: êàê óñòàíîâèë Õ. Àëüôâåí6 [11], â èäåàëüíî ïðîâîäÿùåé ïëàçìå èìååò ìåñòî ñâîé-
ñòâî âìîðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ: ïðè äâèæåíèè ñðåäû ñèëîâûå ëèíèè ñëåäóþò çà
íåé, áóäó÷è êàê áû ïðèêëååííûìè ê åå ÷àñòèöàì. Ïîêàæåì, ÷òî îáùèì êðèòåðèåì âìî-
ðîæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïëàçìó ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óðàâíåíèÿ èíäóêöèè ïðè
νm = 0 :

∂B

∂t
= rot(v ×B). (2.5)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ðàâåíñòâî (2.5) ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó íóëþ êîììóòàòîðà
[B,v] âåêòîðíûõ ïîëåé v è B.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö ïëàçìû � ýòî èíòåãðàëüíûå
êðèâûå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

dr

dt
= v(r, t). (2.6)

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì r0 ÷åðåç f tv(r0). Ïàðà-

ìåòðèçàöèþ cèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçìåíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì
dτ

ds
= ρ(r, t),

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (2.1) ïðèìåò âèä

dr

dτ
=

1

ρ(r, t)
B(r, t). (2.7)

Ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç f τB(r0).
Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ∆(δt, δτ, r0) = f δtv (f

δτ
B (r0)) − f δτB (f δtv (r0)). Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó

ðåçóëüòàòó (cì., íàïðèìåð, [12], ãëàâà 8, �39, ëåììà 1), ïðåäåë

lim
δτ, δt→0

∆(δt, δτ, r0)

δtδτ
= [B,v]

ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòîðîì (ñêîáêîé Ïóàññîíà) âåêòîðíûõ ïîëåé B è v. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
δτ, δt→0

∆(δt, δτ, r0)

δtδτ
=

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
B

ρ
− 1

ρ
(B · ∇)v. (2.8)

Óðàâíåíèå èíäóêöèè (2.5) ñ ó÷åòîì (2.2) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

∂B

∂t
+ (divv)B − (B · ∇)v + (v · ∇)B = 0. (2.9)

6 Õàííåñ Óëîô É¼ñòà Àëüôâåí (øâåä. Hannes Olof Gosta Alfven; 30 ìàÿ 1908, Íîðð÷¼ïèíã � 2 àïðåëÿ
1995, Þðñõîëüì) � èçâåñòíûé øâåäñêèé ôèçèê, ñïåöèàëèñò ïî ôèçèêå ïëàçìû. Ëàóðåàò Íîáåëåâñêîé
ïðåìèè ïî ôèçèêå â 1970 ã. çà ðàáîòû â îáëàñòè òåîðèè ìàãíèòîãèäðîäèíàìèêè.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü â ðàâåíñòâå (2.8) ðàâíà

1

ρ

∂B

∂t
+

1

ρ
(v · ∇)B − 1

ρ
(B · ∇)v − 1

ρ2

(
∂ρ

∂t
+ (v · ∇)ρ

)
B.

Èç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè
∂ρ

∂t
+ divρv = 0 ñëåäóåò, ÷òî

1

ρ2

(
∂ρ

∂t
+ (v · ∇)ρ

)
B =

1

ρ
(divv)B.

Òàêèì îáðàçîì, ïðàâàÿ ÷àñòü (2.8) ðàâíà ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.9), äåëåííîé íà ρ.
Ñëåäîâàòåëüíî, [B,v] = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (2.5).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èçâåñòíî, ÷òî ðàâåíñòâî [B,v] = 0 ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ: ïîòîêè, ïîðîæäàåìûå
âåêòîðíûìè ïîëÿìè B è v , êîììóòèðóþò:

f tv ◦ f sB(r) = f sB ◦ f tv(r)

([12], ãë. 8, � 39, òåîðåìà Ä). Îòñþäà ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 2.1:

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå (2.5), òî ñèëîâûå ëèíèè ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ ïðè ñäâèãå ïî òðàåêòîðèÿì óðàâíåíèÿ (2.6) ïåðåõîäÿò â ñåáÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ äâèãàþòñÿ êàê ÷àñòèöû ïëàçìû7, â
÷åì è çàêëþ÷àåòñÿ ñìûñë òåðìèíà ¾âìîðîæåííîñòü¿ ïîëÿ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Äâèæåíèå ìàãíèòíûõ ëèíèé â ïëàçìå

Ñâîéñòâî âìîðîæåííîñòè ïîëÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êàê ñëåäñòâèå ïîñòîÿíñòâà ìàã-
íèòíîãî ïîòîêà ÷åðåç ïîâåðõíîñòü, íàòÿíóòóþ íà ïðîèçâîëüíûé çàìêíóòûé êîíòóð, êîòî-
ðûé äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ïëàçìîé (òåîðåìà Êåëüâèíà î öèðêóëÿöèè äëÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà).
Èç ïðèâåäåííîãî âûøå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íîå, íî íå
íåîáõîäèìîå ñâîéñòâî.

7 Áëàãîäàðÿ ÷åìó ìîæíî ãîâîðèòü î äâèæåíèè ñèëîâûõ ëèíèé êàê î ðåàëüíîì ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå.
Êðîìå òîãî, âäîëü ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé äâèæóòñÿ òàê íàçûâàåìûå âîëíû Àëüôâåíà, ýêñïåðèìåí-
òàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ íåäàâíî ïîëó÷åíî.
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Ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýâîëþöèÿ ñòðóêòóðû ìàãíèòíîãî ïî-
ëÿ â ïëàçìå äåìîíñòðèðóåò õàðàêòåð ðåëàêñàöèîííûõ êîëåáàíèé: â òå÷åíèè çíà÷èòåëüíîãî
ïðîìåæóòêà âðåìåíè ñòðóêòóðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå èçìåíÿåòñÿ, çàòåì áûñòðî ïðîèñõî-
äèò ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ñîïðîâîæäàåòñÿ ÿâëåíèåì ïåðåçàìûêàíèÿ ìàãíèò-
íûõ ñèëîâûõ ëèíèé [4], [5]. Òàê êàê ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ äâèæóòñÿ âìåñòå ñ ÷àñòèöàìè
ïëàçìû, òî ëèíèè ñ ðàçíûìè íàïðàâëåíèÿìè8 ìîãóò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî. Äàëåå
ñèëîâûå ëèíèè ìîãóò ëèáî ðàçîéòèñü áåç èçìåíåíèÿ òîïîëîãèè, ëèáî ïåðåçàìêíóòñÿ.

Î÷åâèäíî, âîçìîæíûìè ìîäåëÿìè ÿâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïåðåçàìûêàíèÿ ÿâëÿþòñÿ áè-
ôóðêàöèè â ñèñòåìå (2.1), ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ òîïîëîãèè ïîëÿ. Ñâîéñòâî âìîðîæåí-
íîñòè ãàðàíòèðóåò íåèçìåííîñòü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M →
M , ïåðåâîäÿùèé èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðâîãî ïîëÿ â èíòåãðàëüíûå êðèâûå âòîðîãî,
ñîõðàíÿÿ èõ îðèåíòàöèè.

Òàê êàê âåêòîð èíäóêöèè B çàâèñèò îò âðåìåíè t, òî ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) îïðåäå-
ëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ, äâå ðàçëè÷íûå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Îäíàêî, èìååò
ìåñòî

Ò å î ð å ì à 2.2. ([5], [13]) Ïóñòü ïîëå B êîììóòèðóåò ñ ïîëåì ñêîðîñòåé ÷à-
ñòèö ïëàçìû v. Òîãäà ïîëÿ B(r, t1) è B(r, t2) òîïîëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíò-
íû äëÿ âñåõ t1, t2 ∈ R.

2.3. Ìîäåëü òîïîëîãèè ìàãíèòíîãî çàðÿäà

Òî÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ÌÃÄ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëî-
âèÿõ èçâåñòíû äëÿ îãðàíè÷åííîãî ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. ×èñëåííîå æå ðåøåíèå òðåáóåò
ïðèìåíåíèÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ [14]. Ïîýòîìó ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè ñèëîâûõ ëèíèé ìàã-
íèòíûõ ïîëåé èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìîäåëè.

Â îñíîâå òàêèõ ìîäåëåé ëåæèò ðÿä ïðåäïîëîæåíèé ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà, óïðîùà-
þùèõ àíàëèç. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé íîñèò íàçâàíèå ìîäåëü òîïîëîãèè
ìàãíèòíîãî çàðÿäà (ìîäåëü ÒÌÇ) (ñì., íàïðèìåð, [1]) è ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:

1. ðåàëüíûé èñòî÷íèê ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïàðû òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîëÿðíîñòè;

2. ïîëå ïîòåíöèàëüíî, òî åñòü ïðåäñòàâèìî â âèäå B = ∇Φ, ãäå Φ � ñêàëÿðíûé ïîòåí-
öèàë;

3. ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ êîðîíû Ñîëíöà ãðàíèöà ôîòîñôåðû ðàññìàòðè-
âàåòñÿ êàê èíâàðèàíòíàÿ ñôåðà S2, íà êîòîðîé ðàñïîëàãàþòñÿ âñå èñòî÷íèêè ïîëÿ.

Îáû÷íî äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðíûì ïîëåì, îñîáåííîñòÿìè êîòîðî-
ãî ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íóëåâûå òî÷êè. Òàê êàê ãåîìåòðè÷åñêè ñèëîâûå ëèíèè ïîëÿ â îêðåñò-
íîñòè èñòî÷íèêîâ âåäóò ñåáÿ òàêæå êàê â îêðåñòíîñòè íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) íóëå-
âûõ òî÷åê ïîëÿ, òî â ìîäåëè ÒÌÇ íåÿâíî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîäåëèðóåìîå ïîëå òîïî-
ëîãè÷åñêè îðáèòàëüíî ýêâèâàëåíòíî ïîëþ, ó êîòîðîãî èñòî÷íèêè (ñòîêè) ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ
íåóñòîé÷èâûìè (óñòîé÷èâûìè) íóëåâûìè òî÷êàìè (óçëàìè). Õîòÿ äèâåðãåíöèÿ ïîëÿ â ýòèõ

8 Íàïðàâëåíèå ñèëîâîé ëèíèè â çàäàííîé òî÷êå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà B, êàñàþùåãîñÿ
ëèíèè â ýòîé òî÷êå.
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òî÷êàõ íå ðàâíà íóëþ, èìåííî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò âûäåëèòü èç ìíîæåñòâà âñåõ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëåé êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ, ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ áåçäèâåðãåíò-
íûõ ïîëåé.

Èç ïðåäïîëîæåíèé ìîäåëè ÒÌÇ ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îñîáåííîñòåé ïîëÿ óäîâëåòâîðÿåò
ñîîòíîøåíèþ

nα − n2
σ = nω − n1

σ, (2.10)

ãäå n1
σ � ÷èñëî ñåäåë èíäåêñà 1, n2

σ � ÷èñëî ñåäåë èíäåêñà 2. Ýòî ñîîòíîøåíèå ñëåäñòâèå
ðàâåíñòâà íóëþ ñóììû èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê âåêòîðíîãî ïîëÿ íà òðåõìåðíîì çàìêíóòîì
ìíîãîîáðàçèè [16].

3. Ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñ ÷åòûðüìÿ èñòî÷íèêàìè

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ ÷åòûðüìÿ èñòî÷íèêà-
ìè, ïîðîæäàåìûìè ãëàäêèìè ðåãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè. Äëÿ ïðèëîæåíèé âàæíî çíàòü
îòâåò íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñêîëüêî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâà-
ëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé ñóùåñòâóåò ó òàêèõ ïîëåé? Ôàêòè÷åñêè ýòî âîïðîñ î êîëè÷åñòâå
òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì íà S3, ó êîòîðûõ ÷èñëî
îñîáûõ òî÷åê òèïà óçåë ðàâíî ÷åòûðåì.

Çàìåòèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñ ÷åòûðüìÿ èñòî÷íèêàìè âèäà:

B(r) =
r

∥r∥3
+ α2

r − r2

∥r − r2∥3
+ α3

r − r3

∥r − r3∥3
− (1 + α2 + α3)

r − r4

∥r − r4∥3
(3.1)

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîå ïåðåñå÷åíèå äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ, çàìûêàíèå êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî äèñêó

÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ìîäåëè ÒÌÇ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàã-
íèòíûõ ïîëåé â êîðîíå Ñîëíöà (ñì., íàïðèìåð, [18], [19], [20], [21], [22], [23]). Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî âñå èñòî÷íèêè ëåæàò íà èíâàðèàíòíîé äâóìåðíîé ñôåðå (ïëîñêîñòè z = 0
â ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ), ìîäåëèðóþùåé ïîâåðõíîñòü ôîòîñôåðû, è ïîëå ñèììåòðè÷íî
îòíîñèòåëüíî ýòîé ñôåðû.

Â ëèòåðàòóðå ïî ìàãíèòíûì ïîëÿì â êîðîíå Ñîëíöà ïðèíÿòî äåëèòü îäíîìåðíûå ñåïà-
ðàòðèñû ñåäåë íà äâà âèäà: âåðòèêàëüíûå (upright), ó êîòîðûõ òàêàÿ ñåïàðàòðèñà òðàíñ-
âåðñàëüíà ê èíâàðèàíòíîé ñôåðå, è ãîðèçîíòàëüíûå (prone), ýòà ñåïàðàòðèñà êîòîðîé
ëåæèò íà èíâàðèàíòíîé ñôåðå. Ïîÿâëåíèå âåðòèêàëüíûõ ñåïàðàòðèñ ìîæíî îáúÿñíèòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî äâóìåðíàÿ ñåïàðàòðèñà ñåäëà óðàâíåíèÿ (2.1) ãîìåî-
ìîðôíà R2 , ñëåäîâàòåëüíî, çàìûêàíèå òàêîé ñåïàðàòðèñû ãîìåîìîðôíî ëèáî ñôåðå, ëèáî
çàìêíóòîìó äèñêó. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñåïàðàòðèñà íå äåëèò ñôåðó S3 íà äâå êîìïîíåíòû
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(ðèñ. 3.1), îäíàêî ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ. Ýòà êîíôèãóðàöèÿ9 âîçíèêà-
åò ïîñëå áèôóðêàöèè ¾ñåäëî-óçåë¿ íà èíâàðèàíòíîé äâóìåðíîé ñôåðå, â ñèëó êîòîðîé
ïîÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûå âåðòèêàëüíûå ñåïàðàòðèñû â S3.

Èòàê, ðàññìîòðèì ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè
òèïà óçåë. Âîçìîæíûå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè ïîëÿ áóäåì èñêàòü, èñïîëü-
çóÿ ôîðìóëó (2.10).

Ïóñòü nα = 1, nω = 3. Òîãäà óðàâíåíèå (2.10) èìååò öåëî÷èñëåííûå ðåøå-
íèÿ n2

σ = m, n1
σ = 2 + m m = 0, 1, . . . . Äâå ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êîíôèãóðà-

öèè äëÿ m = 0 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.2 è 3.3. Îáðàùåíèå íàïðàâëåíèÿ èíòåãðàëü-
íûõ êðèâûõ äàåò íàì âñå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè äëÿ ñëó÷àÿ nα = 3, nω = 1.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ñêåëåòû ïîëÿ ñ îäíèì èñòî÷íèêîì è òðåìÿ ñòîêàìè: ¾separate state¿ ñëåâà, ¾enclosed state¿

ñïðàâà

9 Íàçûâàåìàÿ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå çâåíîì öåïè (chain-link). Â ðóññêîÿçû÷íîì ìàòåìàòè÷åñêîì
ôîëüêëîðå ýòó êîíôèãóðàöèþ íàçûâàþò ¾Áàáî÷êà¿.
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Ñêåëåòû ïîëÿ ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè è äâóìÿ ñòîêàìè: ¾detached state¿ ñëåâà, ¾nested state¿

ñïðàâà

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî nα = 2, nω = 2. Èìååì ðåøåíèÿ n1
σ = m, n2

σ = m, m =
1, 2, . . . . Ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè ïðè m = 1 èçîáðàæåíû íà ðèñ. 3.4 è 3.5.

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîìó m ∈ N ñîîòâåòñòâóåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. Ïðè ýòîì êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.1, 3.2, 3.3, 3.4 è
3.5 áóäåò ñ÷èòàòü áàçîâûìè, òàê êàê îíè ñîîòâåòñòâóþò ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèÿì m.

Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ êîíôèãóðàöèé áóäåì èñïîëüçîâàòü
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ íà òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ,
ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [7].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W u
a , W

s
a íåóñòîé÷èâîå è óñòîé÷èâîå èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå òî÷-

êè a. Îáúåäèíåíèå A ñòîêîâ, ñåäåë èíäåêñà 1 è èõ íåóñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì10 ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî ðàññìàòðèâàåìûì âåêòîðíûì ïîëåì (ñîîòâåòñòâåí-

10 Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì ïîòîêà f t , åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñò-
íîñòü UA òàêóþ, ÷òî f t(UA) ⊂ intUA è A =

∩
t≥0

f t(UA). Ìíîæåñòâî R íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî

� àòòðàêòîð ïîòîêà f−t.
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íî, îáúåäèíåíèå R èñòî÷íèêîâ, ñåäåë èíäåêñà 2 è èõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ÿâëÿåòñÿ
ðåïåëëåðîì ïîòîêà).

Èçâåñòíî [17], ÷òî ãðàíèöà F òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îðèåíòèðîâàííóþ ïîâåðõíîñòü ðîäà n1

σ−nω+1, êîòîðàÿ çàäàåò ðàçáèåíèå Õåãîðà11 ñôåðû
S3. Ïåðåñå÷åíèÿ

{ck = W s
σ1
k
∩ F, k = 1, 2, . . . , n1

σ}

ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íàáîð íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ íà ïîâåðõíîñòè
F. Åùå îäèí íàáîð çàìêíóòûõ êðèâûõ íà F äàþò ïåðåñå÷åíèÿ

{dk = W u
σ2
k
∩ F, k = 1, 2, . . . , n2

σ}.

Ïî ïîñòðîåíèþ ÷èñëî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ðàâíî ÷èñëó ïå-
ðåñå÷åíèé êðèâûõ ïåðâîãî íàáîðà ñ êðèâûìè èç âòîðîãî íàáîðà (ðèñ. 3.7).

Ð è ñ ó í î ê 3.6

Ñêåëåò ïîëÿ ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè, äâóìÿ ñòîêàìè è ÷åòûðüìÿ ñåäëàìè

Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 1 èç [7] ïîâåðõíîñòü F ñ ïåðâûì è âòîðûì íàáîðàìè çàìêíóòûõ
êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî âåêòîðíûì
ïîëåì: äâå êîíôèãóðàöèè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îðáèòàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : F → F ′, êîòîðûé ïåðåâîäèò
ïåðâûé íàáîð îêðóæíîñòåé â ïåðâûé, à âòîðîé � âî âòîðîé. Àëãîðèòì ïðîâåðêè ñóùåñòâî-
âàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà h ïðèâåäåí â óïîìÿíóòîé ðàáîòå [7].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 3.2 è 3.3, òîïîëîãè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî, ïîâåðõíîñòü F â îáîèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé S2, íà
êîòîðîé ðàñïîëîæåíû äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ çàìêíóòûå êðèâûå c1 è c2 . Àíàëîãè÷íîå
çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñäåëàòü îòíîñèòåëüíî êîíôèãóðàöèé íà ðèñ. 3.4 è 3.5.

11 Ðàçáèåíèå Õåãîðà çàìêíóòîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ � ïðåäñòàâëåíèå åãî â âèäå îáúåäèíåíèÿ
äâóõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ îáùèì êðàåì, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ¾ïîëíûì êðåíäåëåì¿.
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Ð è ñ ó í î ê 3.7

Îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà ïîëÿ ñ äâóìÿ èñòî÷íèêàìè, äâóìÿ ñòîêàìè è ÷åòûðüìÿ ñåäëàìè

Êîíôèãóðàöèÿ íà ðèñ. 2.1 ñîîòâåòñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîìó ïåðåñå÷åíèþ äâóìåðíûõ
óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ñåäåë σ1

1 è σ2
2. Ýòî ïåðåñå÷åíèå äàåò, êàê ìè-

íèìóì, äâå íåêîìïàêòíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êðèâûå: ïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ ñôåðîé
S2, íà êîòîðîé èìåþòñÿ äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ çàêíóòûå êðèâûå c1 è d1. Îáðàùåíèå íà-
ïðàâëåíèÿ íà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ äàåò åùå îäíó ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâóþ êîíôèãóðàöèþ
ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè êðèâûìè.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ðåàëèçîâàòü êîíôèãóðàöèþ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ïðîèçâîëüíîìó çíà÷åíèþ m > 1, ìîæíî âñòàâèâ â êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííûå
íà ðèñ. 3.2, 3.3 è 3.4, 3.5, êîíñòðóêöèþ ðèñ. 3.1 m ðàç. Íàïðèìåð, ðèñ. 3.6 ñîîòâåòñòâóåò
ñëó÷àþ m = 1 : nα = nω = 2, n1

σ = n2
σ = 2, à ïîâåðõíîñòü F ÿâëÿåòñÿ òîðîì (ðèñ. 3.7).

Èòàê, êàæäîìó çíà÷åíèþ m ≥ 0 ñîïîñòàâëåíà ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ êîíôèãóðàöèÿ
ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ. Êðîìå òîãî, ïðè ôèêñèðîâàííîì m ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîïîëîãè-
÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûå êîíôèãóðàöèè èç-çà íàëè÷èÿ ðàçíîãî êîëè÷åñòâà ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé ïðè ïåðåñå÷åíèè äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ ñåäåë.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ïîòåíöèàëüíîå ïîëå ñ ÷åòûðüìÿ èñ-
òî÷íèêàìè èìååò ñ÷åòíîå ÷èñëî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ, òîïîëîãè÷åñêè íå ýêâèâàëåíòíûõ
êîíôèãóðàöèé ñèëîâûõ ëèíèé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì ñëåäóþùåå.
Â ðÿäå ðàáîò ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî íå ýêâèâàëåíòíûõ ñòðóê-

òóðíî óñòîé÷èâûõ êîíôèãóðàöèé ìàãíèòíûõ ïîëåé ñ øåñòüþ îñîáûìè òî÷êàìè ðàâíî ïÿòè:
ýòî êîíôèãóðàöèè, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2.1, 3.2, 3.3, 3.4, 3.5. Íà ñàìîì äåëå, ÷èñëî èõ
ðàâíî òðåì, òàê êàê äâå êîíôèãóðàöèè ðèñ. 3.2, 3.3 òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû, òàêæå
êàê è äâå êîíôèãóðàöèè ðèñ. 3.4, 3.5.

Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ïîëÿ âèäà (3.1) ÷èñëî îáíàðóæèâàåìûõ íóëåâûõ òî÷åê,
êàê ïðàâèëî, íå ïðåâûøàåò ÷åòûðåõ. Ýòî ñâÿçàíî, íà íàø âçãëÿä, ñ òåì, ÷òî ïîñëå ðåãóëÿ-
ðèçàöèè12 ïîëÿ â èñòî÷íèêàõ (ãäå îíî íå îãðàíè÷åíî) ïîëó÷àåì ïîëå, áëèçêîå ê ïîëèíîìè-
àëüíîìó. Â ðÿäå ðàáîò íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñäåëàí âûâîä: ÷èñëî íóëåâûõ
òî÷åê â òàêèõ ìîäåëÿõ àñèìïòîòè÷åñêè áëèçêî ê ÷èñëó èñòî÷íèêîâ [24], [25], [26], [27].

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû óòî÷íÿþò è, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, âïåðâûå ñòðîãî îáîñíî-
âûâàþò íåêîòîðûå óòâåðæäåíèÿ î ìîäåëÿõ ìàãíèòíûõ ïîëåé â ïëàçìå.

12 Ïîä ýòè ïîíèìàåòñÿ ïåðåõîä ê òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîìó ïîëþ, ó êîòîðîãî èñòî÷íèêè è ñòîêè
íóëåâûå òî÷êè òèïà óçåë. Òàêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ìîæíî ïîñòðîèòü, åñëè ó÷åñòü ñëåäóþùèé ôàêò: èíòå-
ãðàëüíàÿ êðèâàÿ âõîäèò â íóëåâóþ òî÷êó ïîëÿ çà áåñêîíå÷íîå çíà÷åíèå ¾âðåìåíè¿, à â èñòî÷íèê (ñòîê)
ïîëÿ � çà êîíå÷íîå [15].
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On the topology of the potential magnetic �eld
c⃝ M.L. Kolomiec13, A.N. Sakharov14, E.V. Tregubova15

Abstract. The geometry of the magnetic �elds in plasma plays an important role in understanding
a number of fundamental problems in physics. lt is clear that the magnetic �eld like any vector �eld
de�nes a dynamical system on some three-dimensional manifold. This idea is used by physicists
for a long time (since the middle of the last century). This work is devoted to the application
of methods dynamical systems to description of the patterns of magnetic �elds in the solar
corona. Such models correspond to a gradient-like dynamical systems for which there is a complete
topological classi�cation. It follows that magnetic �eld with four springs can have countable number
of structurally stable con�gurations of the �eld geometry.
KeyWords: singular points of the �eld, magnetic �eld lines, sources, sinks, separatrix, separators,
heteroclinic curves
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Î âåòâëåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ
íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé c
âûðîæäåííûì èëè òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì ïðè
ïðîèçâîäíîé è âîçìóùåíèåì â âèäå ìàëîãî ëèíåéíîãî
ñëàãàåìîãî
c⃝ À. À. Êÿøêèí 1, Á. Â. Ëîãèíîâ 2, Ï. À. Øàìàíàåâ 3

Àííîòàöèÿ. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ìåòîäàìè òåîðèè âåòâëåíèÿ äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé c âûðîæäåííûì èëè òîæäåñòâåííûì îïåðàòîðîì ïðè ïðîèçâîäíîé è âîçìóùåíèåì â âè-
äå ìàëîãî ëèíåéíîãî ñëàãàåìîãî. Â ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå èìååò ïîëþñ â
òî÷êå ε = 0 , à ïðè çíà÷åíèè ε = 0 ïåðåõîäèò â 2n -ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåøåíèé. Ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ òåîðèè îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ íàáî-
ðîâ, ñâîäÿùèé èñõîäíóþ çàäà÷ó ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â
êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå. Ïðè ýòîì ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåîäíîðîä-
íûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðè ε ̸= 0 èìåþò åäèíñòâåííûå
ðåøåíèÿ, à ïðè ε = 0 � n -ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâåííî.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â áà-
íàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, îáîáùåííûå æîðäàíîâû íàáîðû, ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà Ëÿïóíîâà-
Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ E1 , E2 ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

A
dx

dt
= (B0 − εB1)x− f(t), (1.1)

ãäå A è B0 - ïëîòíî çàäàííûå ëèíåéíûå ôðåäãîëüìîâû îïåðàòîðû, f(t + ω) = f(t) ,
ω > 0 . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïåðàòîðû A è B0 íå èìåþò îáùèõ íóëü-ýëåìåíòîâ, à òàêæå
óñëîâèÿ: DB⊂DA è A ïîä÷èíåí B0 , ò. å. ∥Ax∥ 6 ∥B0x∥ + ∥x∥ íà DB0 èëè DA ⊂DB0

è B0 ïîä÷èíåí A , ò. å. ∥B0x∥ 6 ∥Ax∥ + ∥x∥ íà DA , ÷òî ïîçâîëÿåò ñâåñòè îáñóæäåíèå ê
îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðàì [1], [3], [4].

Ïóñòü ÷èñëà ±iασ (ασ = mσα , α = 2π
ω
, mσ ∈ N , σ = 1, r ) ÿâëÿþòñÿ A -ñîáñòâåííûìè

çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà B0 , ïðè÷åì êàæäîìó ÷èñëó èç ïàðû ±iασ îòâå÷àåò nσ ãðóïï
ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

A
dy

dt
= B0y. (1.2)

Òîãäà óðàâíåíèå (1.2) èìååò 2n (n = n1 + ... + nr ) ω -ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé φ
(1)
k , φ̄

(1)
k

( k = 1, n ).

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; andrej_kjashkin@list.ru.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû "Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà" , Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò, ã. Óëüÿíîâñê; loginov@ulstu.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à [1] îá îòûñêàíèè ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåùåñòâåííûõ ε ω � ïåðè-
îäè÷åñêèõ ðåøåíèé x(t, ε) óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ x(t, 0) = z(t) , ãäå
z(t) � ω � ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

A
dz

dt
= B0z − f(t). (1.3)

2. Ïîñòðîåíèå ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîð-

íåâîì ïîäïðîñòðàíñòâå

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (1.1) â âèäå

B0x = f(t) + εB1x, B0x ≡ B0x(t)− A
dx

dt
, (2.1)

è ïðèìåíèì ìåòîäû òåîðèè âåòâëåíèÿ ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ íàáîðîâ, ïðè-
âîäÿùèå ê èññëåäîâàíèþ ðàçðåøàþùèõ ñèñòåì Ëÿïóíîâà-Øìèäòà â êîðíåâîì ïîäïðî-
ñòðàíñòâå [2], [5]-[11].

Îáîçíà÷èì N (B0)=span{φ(1)
k , φ̄

(1)
k }nk=1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. [1] Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýëåìåíò φ
(1)
k (ψ

(1)
k ) èìååò

B1 - (B
∗
1 )-æîðäàíîâó öåïî÷êó äëèíû pk , åñëè ñóùåñòâóåò pk ýëåìåíòîâ φ

(1)
k , ..., φ

(pk)
k

(ψ
(1)
k , ..., ψ

(pk)
k ), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì

B0φ
(1)
k = 0, B0φ

(j)
k = B1φ

(j−1)
k , (B∗

0ψ
(1)
k = 0, B∗

0ψ
(j)
k = B∗

1ψ
(j−1)
k ), j = 2, pk, k = 1, n,

ãäå äëÿ φ
(j)
k , ψ

(j)
k âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè

≪ φ
(j)
k , γ

(l)
s ≫= δksδjl,≪ z

(j)
k , ψ

(l)
s ≫= δksδjl,

γ
(l)
s = B∗

1ψ
(ps+1−l)
s , z

(j)
k = B1φ

(pk+1−j)
k , j = 1, pk, l = 1, ps, k, s = 1, n.

(2.2)

Çäåñü,

≪ x, h≫=
1

ω

∫ ω

0

⟨x(t), h(t)⟩dt, ⟨x(t), h(t)⟩ = x(t) · h̄(t),

(·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ââîäÿ ðåãóëÿðèçàòîð Øìèäòà B̃0 = B0 +
n∑
k=1

≪ ·, γ(1)k ≫ z
(1)
k +

n∑
k=1

≪ ·, γ̄(1)k ≫ z̄
(1)
k ,

çàïèøåì óðàâíåíèå (2.1) â âèäå ñèñòåìû B̃0x = εB1x+
n∑
k=1

(ξk1z
(1)
k + ξ̄k1z̄

(1)
k ) + f(t),

ξsl =≪ x, γ
(l)
s ≫, ξ̄sl =≪ x, γ̄

(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n.

(2.3)

Ðåøåíèå ñèñòåìû (2.3) áóäåì èñêàòü â âèäå [3]-[4]

x = w + v, v = ξ · φ+ ξ̄ · φ̄ ∈ E2K
1 , (2.4)

ãäå K = p1 + ...+ pk ,

φ = (φ
(1)
1 , . . . , φ

(p1)
1 , . . . φ

(1)
n , . . . , φ

(pn)
n ), ξ = (ξ11, . . . , ξ1p1 , . . . ξn1, . . . , ξnpn),
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Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.4) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3), ïîëó÷èì

B̃0w + B̃0v = εB1w + εB1v +
n∑
k=1

(ξk1z
(1)
k + ξ̄k1z̄

(1)
k ) + f(t).

Îáîçíà÷èì Γ0= B̃−1
0 , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî Γ0z

(1)
k = φ

(1)
k , Γ0z̄

(1)
k = φ̄

(1)
k , íàõîäèì

[I − εΓ0B1]w = −[I − εΓ0B1]v +
n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k ) + Γ0f(t).

Ïóñòü äëÿ ε âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèÿ |ε| ≤ ρ0 < ||Γ0B1||−1 , òîãäà îïåðàòîð [I − εΓ0B1]
−1

ñóùåñòâóåò è

w = −v + [I − εΓ0B1]
−1

n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k ) + [I − εΓ0B1]

−1Γ0f(t). (2.5)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî [I − εΓ0B1]
−1 = I + εΓ0B1[I − εΓ0B1]

−1 , ïîëó÷èì

w = −v +
n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k ) + εΓ0B1[I − εΓ0B1]

−1
n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k )+

+[I − εΓ0B1]
−1Γ0f(t).

Ñ ó÷åòîì [I − εΓ0B1]
−1Γ0 = Γ0[I − εB1Γ0]

−1 , íàõîäèì

w = −
n∑
k=1

pk∑
j=2

(ξkjφ
(j)
k + ξ̄kjφ̄

(j)
k ) + εΓ0B1[I − εΓ0B1]

−1
n∑
k=1

(ξk1φ
(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k )+

+Γ0[I − εB1Γ0]
−1f(t).

(2.6)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (Γ0B1)
jφ

(1)
k = φ

(rk+1)
k , (Γ0B1)

jφ̄
(1)
k = φ̄

(rk+1)
k , ãäå rk � îñòàòîê îò

äåëåíèÿ j íà pk , ïîëó÷èì

εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ

(1)
k =

1

1− εpk
(εφ

(2)
k + ε2φ

(3)
k + ...+ εpk−1φ

(pk)
k + εpkφ

(1)
k ), (2.7)

εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k =

1

1− εpk
(εφ̄

(2)
k + ε2φ̄

(3)
k + ...+ εpk−1φ̄

(pk)
k + εpkφ̄

(1)
k ). (2.8)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.4) âî âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.3) è ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.2), ïîëó÷èì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó ñëåäóþùåãî âèäà:

{
− ≪ w, γ

(l)
s ≫= 0, l = 1, ps,

− ≪ w, γ̄
(l)
s ≫= 0, s = 1, n.

èëè



− ≪ w, γ
(1)
s ≫= 0,

−≪ w, γ
(l)
s ≫= 0, l = 2, ps,

−≪ w, γ̄
(1)
s ≫= 0,

−≪ w, γ̄
(l)
s ≫= 0, l = 2, ps,

s = 1, n.

(2.9)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.6) äëÿ w â ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó (2.9), ïîëó÷èì

n∑
k=1

pk∑
j=2

[
ξkj ≪ φ

(j)
k , γ

(l)
s ≫ +ξ̄kj ≪ φ̄

(j)
k , γ

(l)
s ≫

]
−

−
n∑
k=1

ξk1 ≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ

(1)
k , γ

(l)
s ≫ −

n∑
k=1

ξ̄k1 ≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k , γ

(l)
s ≫=

=≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ

(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n,

(2.10)
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n∑
k=1

pk∑
j=2

[
ξkj ≪ φ

(j)
k , γ̄

(l)
s ≫ +ξ̄kj ≪ φ̄

(j)
k , γ̄

(l)
s ≫

]
−

−
n∑
k=1

ξk1 ≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ

(1)
k , γ̄

(l)
s ≫ −

n∑
k=1

ξ̄k1 ≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k , γ̄

(l)
s ≫=

=≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ̄

(l)
s ≫, l = 1, ps, s = 1, n.

(2.11)
Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ (2.7), (2.8), è óñëîâèÿ áèîðòîãîíàëüíîñòè (2.2), âû÷èñëèì ïðè

l = 1

≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ

(1)
k , γ

(1)
s ≫=

εpk

1− εpk
δks,

≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k , γ̄

(1)
s ≫=

εpk

1− εpk
δks,

(2.12)

ïðè l = 2, ps

≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ

(1)
k , γ

(l)
s ≫=

εl

1− εpk
δks,

≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k , γ̄

(l)
s ≫=

εl

1− εpk
δks.

(2.13)

Çäåñü, |ε| ≤ ρ1 < 1 . Àíàëîãè÷íî, íàõîäèì

≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]
−1φ̄

(1)
k , γ

(l)
s ≫= 0, ≪ εΓ0B1[I − εΓ0B1]

−1φ
(1)
k , γ̄

(l)
s ≫= 0.

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ Γ∗
0γ

(1)
s = ψ

(1)
s , Γ∗

0γ̄
(1)
s = ψ̄

(1)
s , Γ∗

0γ
(l)
s = ψ

(ps+2−l)
s , Γ∗

0γ̄
(l)
s = ψ̄

(ps+2−l)
s

(l = 2, ps) , ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû (2.9) â âèäå

≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ

(1)
s ≫=≪ f(t), [I − εΓ∗

0B
∗
1 ]

−1ψ
(1)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ

(l)
s ≫=≪ f(t), [I − εΓ∗

0B
∗
1 ]

−1ψ
(ps+2−l)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ̄

(1)
s ≫=≪ f(t), [I − εΓ∗

0B
∗
1 ]

−1ψ̄
(1)
s ≫,

≪ Γ0[I − εΓ0B1]
−1f(t), γ̄

(l)
s ≫=≪ f(t), [I − εΓ∗

0B
∗
1 ]

−1ψ̄
(ps+2−l)
s ≫ .

(2.14)

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (Γ∗
0B

∗
1)
lψ

(1)
s = ψ

(gs+1)
s , (Γ∗

0B
∗
1)
lψ̄

(1)
s = ψ̄

(gs+1)
s , ãäå gs � îñòàòîê îò

äåëåíèÿ l íà ps , ïîëó÷èì

hs1 ≡ [I − εΓ∗
0B

∗
1 ]

−1ψ
(1)
s =

1

1− εps
(ψ

(1)
s + εψ

(2)
s + ...+ εps−1ψ

(ps)
s ),

hsl ≡ [I − εΓ∗
0B

∗
1 ]

−1ψ
(ps+2−l)
s =

1

1− εps
(ψ

(ps+2−l)
s + εψ

(ps+3−l)
s + ...

...+ εl−2ψ
(ps)
s + εl−1ψ

(1)
s + ...+ εps−1ψ

(ps+1−l)
s ), l = 2, ps, s = 1, n.

(2.15)

h̄s1 ≡ [I − εΓ∗
0B

∗
1 ]

−1ψ̄
(1)
s =

1

1− εps
(ψ̄

(1)
s + εψ̄

(2)
s + ...+ εps−1ψ̄

(ps)
s ),

h̄sl ≡ [I − εΓ∗
0B

∗
1 ]

−1ψ̄
(ps+2−l)
s =

1

1− εps
(ψ̄

(ps+2−l)
s + εψ̄

(ps+3−l)
s + ...

...+ εl−2ψ̄
(ps)
s + εl−1ψ̄

(1)
s + ...+ εps−1ψ̄

(ps+1−l)
s ), l = 2, ps, s = 1, n.

(2.16)

Òîãäà, ñ ó÷åòîì (2.12), (2.13), (2.15) è (2.16), ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà (2.10)-(2.11) ïðèìåò
âèä
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

− εps

1− εps
ξs1 =≪ f, hs1 ≫, l = 1,

ξsl −
εl−1

1− εps
ξs1 =≪ f, hsl ≫, l = 2, ps,

− εps

1− εps
ξ̄s1 =≪ f, h̄s1 ≫, l = 1,

ξ̄sl −
εl−1

1− εps
ξ̄s1 =≪ f, h̄sl ≫, l = 2, ps,

s = 1, n.

(2.17)

Âûäåëèì âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè êîýôôèöèåíòîâ ξsl è ξ̄sl

ξsl = ξ
(1)
sl + iξ

(2)
sl , ξ̄sl = ξ

(1)
sl − iξ

(2)
sl ,

è ïîäñòàâèì èõ â ñèñòåìó (2.17). Ïîëó÷èì

− εps

1− εps
ξ
(1)
s1 − i

εps

1− εps
ξ
(2)
s1 =≪ f, hs1 ≫, l = 1,

ξ
(1)
sl + iξ

(2)
sl − εl−1

1− εps
ξ
(1)
s1 − i

εl−1

1− εps
ξ
(2)
s1 =≪ f, hsl ≫, l = 2, ps,

− εps

1− εps
ξ
(1)
s1 + i

εps

1− εps
ξ
(2)
s1 =≪ f, h̄s1 ≫, l = 1,

ξ
(1)
sl − iξ

(2)
sl − εl−1

1− εps
ξ
(1)
s1 + i

εl−1

1− εps
ξ
(2)
s1 =≪ f, h̄sl ≫, l = 2, ps,

s = 1, n.

(2.18)

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ s è l ñëîæèì ïåðâîå è òðåòüå, âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû (2.18) ñîîòâåòñòâåííî, è âîçüìåì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ â êà÷åñòâå ïåðâîé ñè-
ñòåìû. Àíàëîãè÷íî, ïðè ôèêñèðîâàííûõ s è l âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ òðåòüå, à
èç âòîðîãî � ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.18), è âîçüìåì ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ â
êà÷åñòâå âòîðîé ñèñòåìû. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1

2
(hsl+ h̄sl) = Rehsl ,

1
2i
(hsl− h̄sl) = Imhsl ,

ñèñòåìà ðàñïàäåòñÿ íà äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè

− εps

1− εps
ξ
(1)
s1 = ≪ f,Re hs1 ≫,

ξ
(1)
sl − εl−1

1− εps
ξ
(1)
s1 = ≪ f,Re hsl ≫, l = 2, ps, s = 1, n,

(2.19)


− εps

1− εps
ξ
(2)
s1 = ≪ f, Imhs1 ≫,

ξ
(2)
sl − εl−1

1− εps
ξ
(2)
s1 = ≪ f, Imhsl ≫, l = 2, ps, s = 1, n.

(2.20)

Ñèñòåìû (2.19) è (2.20) ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ìàòðè÷íîé ôîðìå

Dξ(1) = Re g, (2.21)

Dξ(2) = Im g, (2.22)
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çäåñü D ≡ [dsl,kj] - (K × K) -ìàòðèöà ( l = 1, ps , s = 1, n ; j = 1, pk , k = 1, n ), K =
p1 + p2 + ...+ pn ,

ξ(1) = colon(ξ
(1)
11 , ξ

(1)
12 , ..., ξ

(1)
1p1
, ..., ξ

(1)
n1 , ξ

(1)
n2 , ..., ξ

(1)
npn),

ξ(2) = colon(ξ
(2)
11 , ξ

(2)
12 , ..., ξ

(2)
1p1
, ..., ξ

(2)
n1 , ξ

(2)
n2 , ..., ξ

(2)
npn),

g = colon(g11, g12, ..., g1p1 , ..., gn1, gn2, ..., gnpn),

gsl =≪ f, hsl ≫, l = 1, ps, s = 1, n.

Ìàòðèöà D èìååò áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ ñòðóêòóðó

D =


D1 0 ... 0
0 D2 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... Dn

 , Ds =



− εps

1− εps
0 0 ... 0

− ε

1− εps
1 0 ... 0

− ε2

1− εps
0 1 ... 0

... ... ... ... ...

− εps−1

1− εps
0 0 ... 1


, s = 1, n. (2.23)

3. Ðåøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû è âåòâëåíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ðå-

øåíèé

Íàéäåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ðàçðåøàþùåé ñèñòåìû ñóùåñòâóþò. Ïðè ε = 0
ðàíã ìàòðèöû D ðàâåí K − n . Òîãäà äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì (2.21) è (2.22)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ðàíã ðàñøèðåííûõ ìàòðèö (D|Re g) è (D|Img) òàêæå
áûë ðàâåí K − n . Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðè âñåõ s = 1, n
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

gs1 ≡≪ f, hs1 ≫= 0. (3.1)

Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (3.1). Òàê êàê ïðè ε = 0 hs1 = ψ
(1)
s è ≪ f, ψ

(1)
s ≫= 0

(â ñèëó ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.3)), òî óñëîâèå (3.1) âåðíî ïðè âñåõ s = 1, n .

Òîãäà èç ñèñòåì (2.21) è (2.22) íàõîäèì ξ
(1)
k1 = c

(1)
k , ξ

(2)
k1 = c

(2)
k , ãäå c

(1)
k , c

(2)
k � ïðîèç-

âîëüíûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ε = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) è (1.3) ñîâïàäàþò,
à ñëåäîâàòåëüíî, è èõ ðåøåíèÿ òàêæå ñîâïàäàþò, íàõîäèì, ÷òî èõ ω � ïåðèîäè÷åñêèå ðå-
øåíèÿ ïðåäñòàâèìû â âèäå

x(t, 0) = z(t) ≡
n∑
k=1

[c
(1)
k φ

(1)
k + c

(2)
k φ̄

(1)
k ] + Γ0f(t). (3.2)

Ïðè ε ̸= 0 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû D îòëè÷åí îò íóëÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ èç
ñèñòåì (2.21) è (2.22) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ (2.15), èç ñèñòåì (2.19) è
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(2.20) ñîîòâåòñòâåííî íàõîäèì

ξ
(1)
k1 = −1− εpk

εpk
≪ f,Re hk1 ≫=

= − 1

εpk
(c

(1)
k1 + c

(1)
k2 ε+ c

(1)
k3 ε

2 + ...+ c
(1)
kj ε

j−1 + ...+ c
(1)
k,pk

εpk−1),

ξ
(2)
k1 = −1− εpk

εpk
≪ f, Imhk1 ≫=

= − 1

εpk
(c

(2)
k1 + c

(2)
k2 ε+ c

(2)
k3 ε

2 + ...+ c
(2)
kj ε

j−1 + ...+ c
(2)
k,pk

εpk−1),

c
(1)
kj =≪ f,Reψ

(j)
k ≫, c

(2)
kj =≪ f, Imψ

(j)
k ≫, j = 1, pk, k = 1, n.

(3.3)

Çäåñü, â ñèëó ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (1.3), âûïîëíÿåòñÿ ≪ f, ψ
(1)
s ≫= 0 , è, ñëåäîâà-

òåëüíî,
c
(1)
k1 ≡≪ f,Reψ

(1)
k ≫= 0, c

(2)
k1 =≪ f, Imψ

(1)
k ≫= 0.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ (2.4), (2.6)�(2.8), ïîëó÷èì, ÷òî ω �ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

x(t, ε) =
n∑
k=1

1

1− εpk

[
ξk1φ

(1)
k + ξ̄k1φ̄

(1)
k

]
+ [I − εΓ0B1]

−1Γ0f(t)+

+
n∑
k=1

1

1− εpk

[
ε
(
ξk1φ

(2)
k + ξ̄k1φ̄

(2)
k

)
+ ...+ εpk−1

(
ξk1φ

(pk)
k + ξ̄k1φ̄

(pk)
k

) ]
,

(3.4)

ãäå âåùåñòâåííûå è ìíèìûå ÷àñòè ξk1 , ξ̄k1 âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.3) è ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò B1 �æîðäàíîâ íàáîð èç íóëåé îïåðàòîðà
B0 , ïðèíàäëåæàùèõ ïîäïðîñòðàíñòâó N (B0) , è B1 �ïðèñîåäèíåííûõ ê íèì ýëåìåíòîâ.
Òîãäà ïðè âñåõ ε ∈ Oε , ãäå

Oε = {ε : 0 < | ε | ≤ min(ρ0, ρ1)}, (3.5)

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ω �ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå x(t, ε) , àíàëèòè÷åñêîå ïî ε , âèäà
(3.4) óðàâíåíèÿ (1.1), ïðè ýòîì x(t, 0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 2n �ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåé-
ñòâî ω �ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âèäà (3.2) óðàâíåíèÿ (1.3).

Ïóñòü qk = min{j : c(1)kj ̸= 0, c
(2)
kj ̸= 0, j = 2, pk} è qk = +∞ , åñëè âñå c

(1)
kj = 0 , c

(2)
kj = 0 .

Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò qk < +∞ , òî ðåøåíèå x(t, ε) óðàâíåíèÿ (1.1) â òî÷êå ε = 0
èìååò ïîëþñ ïîðÿäêà p = max

k=1,n
{pk − qk + 1} . Åñëè æå âñå qk = +∞ , òî óðàâíåíèå (1.1)

â òî÷êå ε = 0 èìååò òàêæå àíàëèòè÷åñêîå ïî ε ω �ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
x(t, ε) = [I − εΓ0B1]

−1Γ0f(t).

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ � 2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 15-01-08599.
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The branching of periodic solutions of inhomogeneous
linear di�erential equations with degenerate or identity
operator in the derivative and the disturbance in the form
of small linear term
c⃝ A. A. Kyashkin4, B. V. Loginov5, P. A. Shamanaev6

Abstract. In a Banach space existence and uniqueness of periodic solutions of inhomogeneous
linear di�erential equations with degenerate or identity operator in the derivative and a disturbance
in the form of small linear term proved by branching theory methods. The article shows that the
periodic solution has a pole at the point ε = 0 , and if ε = 0 the solution goes to 2n �parameter
set of periodic solutions. The result is obtained by applying the theory of generalized Jordan sets,
reducing the original problem to the investigation of the Lyapunov-Schmidt resolution system in
the root subspace. In this resolution the system is divided into two non-homogeneous systems of
linear algebraic equations. These systems have the only solution when ε ̸= 0 ; when ε = 0 they
have n -parameter set of solutions, respectively.
Key Words: di�erential equations in Banach spaces , generalized Jordan sets, Lyapunov-Schmidt
resolution system in the root subspace
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ÓÄÊ 519.626

Àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ
ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è
ñîñòîÿíèÿìè, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ
îïåðàòîðîâ äèôôóçèîííîãî è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà
c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, À. Ð. Ìàíàïîâà*2, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ3

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îñíîâíîé ñïåêòð ïðîáëåì àïïðîêñèìàöèè íåëèíåé-
íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ ýëëèïòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êîíâåêöèè-
äèôôóçèè ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñîñòîÿíèÿìè, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ
îïåðàòîðîâ äèôôóçèîííîãî è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà. Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîå-
íèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, âîïðîñû ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî
ñîñòîÿíèþ, ôóíêöèîíàëó, óïðàâëåíèþ, ðåãóëÿðèçàöèè àïïðîêñèìàöèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëóëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ, îïåðàòîðû äèôôóçèîííîãî è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà, ðàçíîñòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ â äâèæóùèõñÿ ñðåäàõ â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ìîæ-
íî âûäåëèòü äèôôóçèîííûé ïåðåíîñ òîé èëè èíîé ñóáñòàíöèè è ïåðåíîñ, îáóñëîâëåííûé
äâèæåíèåì ñðåäû, òî åñòü êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ (ñì. [1]). Çàäà÷è êîíâåêöèè-äèôôóçèè
ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Òàê, ðàñ-
ïðåäåëåíèå òåïëà, ïðèìåñåé ìîæåò ïðîèñõîäèòü íå òîëüêî çà ñ÷åò äèôôóçèè, íî è áûòü
îáóñëîâëåíûì äâèæåíèåì ñðåäû. Ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ïðî-
öåññîâ â ìåõàíèêå æèäêîñòè è ãàçà ìîãóò áûòü ïîðîæäåíû èìåííî ó÷åòîì äâèæåíèÿ ñðåä
ïîä äåéñòâèåì òåõ èëè èíûõ ñèë. Êîíâåêòèâíûé-äèôôóçèîííûé ïðîöåññ ìîæåò èãðàòü
îïðåäåëÿþùóþ ðîëü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ. Â ÷àñòíîñòè,
âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàþò ýêîëîãè÷åñêèå ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ îïèñàíèåì ïðîöåññîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå è âîäîåìàõ, ñ ìîäåëèðîâàíèåì çàãðÿçíåíèÿ ãðóíòî-
âûõ âîä. Â ãàçî- è ãèäðîäèíàìèêå â êà÷åñòâå áàçîâûõ ìîäåëåé ìíîãèõ ïðîöåññîâ âûñòóïà-
þò êðàåâûå çàäà÷è êàê äëÿ ñòàöèîíàðíûõ, òàê è íåñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè-
äèôôóçèè � ýëëèïòè÷åñêèå èëè ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ìëàäøèìè
÷ëåíàìè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÓÌÔ è çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íàèáîëåå ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ðàññìîòðåíèè ïðî-
öåññîâ ñ ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè. Ýòî îòíîñèòñÿ êàê ê ìåòîäàì, áàçèðóþùèìñÿ
íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ñîñòîÿíèÿ, òàê è ê ìåòîäàì íà îñíîâå êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; aygulrm@mail.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; aygulrm@mail.ru.,

* Ðàáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäå-
ðàöèè äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè ìîëîäûõ ðîññèéñêèõ ó÷åíûõ - êàíäèäàòîâ íàóê (ÌÊ-4147.2015.1);

3 Äîöåíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé è êîìïüþòåðíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; fairuzovme@mail.ru.
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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ íàèáîëåå âàæ-
íûõ äëÿ òåîðèè è ïðàêòèêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè � çàäà÷ êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Ïðî-
öåññû óïðàâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïîëóëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè êîíâåêöèè-äèôôóçèè ñ ðàç-
ðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñîñòîÿíèÿìè ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ îïåðàòîðîâ
äèôôóçèîííîãî è êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà. Âûäåëåí êëàññ çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà,
êîòîðûé ñâÿçàí ñ èñïîëüçîâàíèåì íåäèâåðãåíòíîé ôîðìû çàïèñè îïåðàòîðà êîíâåêòèâíî-
ãî ïåðåíîñà (õîòÿ âîçìîæíî òàêæå âûäåëèòü äâà äðóãèõ îñíîâíûõ êëàññà çàäà÷, êîòîðûå
ñâÿçàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äèâåðãåíòíîé, èëè æå òàê íàçûâàåìîé ñèììåòðè÷íîé ôîðìû
çàïèñè îïåðàòîðîâ êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà).

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðèìûêàåò ïî òåìàòèêå ê [2]-[4] (ñì. òàêæå öèòèðóåìóþ òàì ëè-
òåðàòóðó) è ñóùåñòâåííî îáîáùàåò ðåçóëüòàòû ðàáîòû [5]. Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îñíîâíîé
ñïåêòð ïðîáëåì àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îïèñûâàåìûõ óðàâíå-
íèÿìè êîíâåêöèè-äèôôóçèè (ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, âîïðîñû ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ, ôóíêöèîíàëó,
óïðàâëåíèþ, ðåãóëÿðèçàöèè àïïðîêñèìàöèé).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòü

Ïóñòü Ω =
{
r = (r1, r2) ∈ R2 : 0 < rα < lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2 ñ

ãðàíèöåé ∂Ω = Γ . Ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé r1 = ξ , ãäå 0 < ξ < l1 (¾âíóò-
ðåííåé êîíòàêòíîé ãðàíèöåé¿ S =

{
r1 = ξ, 0 ≤ r2 ≤ l2

}
, 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè

Ω1 ≡ Ω− =
{
0 < r1 < ξ, 0 < r2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =

{
ξ < r1 < l1, 0 < r2 < l2} (íà ëåâóþ

è ïðàâóþ ïîäîáëàñòè Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ .
Òàê ÷òî îáëàñòü Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê ¾êîíòàêòíîé¿
ãðàíèöû S ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω . Äàëåå, ÷åðåç Γk
áóäåì îáîçíà÷àòü ãðàíèöû îáëàñòåé Ωk áåç S , k = 1, 2 . Òàê ÷òî ∂Ωk = Γk ∪S , ãäå ÷àñòè
Γk , k = 1, 2 , � îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 ; Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ .
×åðåç nα , α = 1, 2 , áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα ,
α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S ,
îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ
ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , òî åñòü íîðìàëü n íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 .
Íèæå, ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñîñòîÿíèé ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ, S � ýòî ïðÿ-
ìàÿ, âäîëü êîòîðîé áóäóò ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå â
îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ. Ïóñòü óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîãî ôèçè-
÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S , ñîñòîÿùåé èç
äâóõ ÷àñòåé (ïîäîáëàñòåé) Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà ÷àñòè âíóòðåííåé ãðàíèöåé S , ñëåäóþ-
ùåé çàäà÷åé Äèðèõëå äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèÿìè:

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(r) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(r) = u1(r) , r ∈ Ω1 ≡ Ω− ,
u(r) = u2(r) , r ∈ Ω2 = Ω+ , ãäå êîìïîíåíòû up(r) , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:

1) ôóíêöèè up(r) , p = 1, 2 , îïðåäåëåííûå íà Ωp = Ωp ∪ ∂Ωp , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò
â Ωp , p = 1, 2 , óðàâíåíèÿì

Lp up = −
2∑

α=1

∂

∂rα

(
kp(r)

∂up
∂rα

)
+

2∑
α=1

ϑ(α)
p (r)

∂up
∂rα

+ dp(r)qp(up) = fp(r), â Ωp, p = 1, 2, (2.1)

à íà ãðàíèöàõ ∂Ω1 \ S = Γ1 , ∂Ω2 \ S = Γ2 óñëîâèÿì

u1(r) = 0, r ∈ Γ1, u2(r) = 0, r ∈ Γ2; (2.2)
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2) èñêîìûå ôóíêöèè up(r) , p = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà
S � ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(r)
è u2(r) âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíèöû S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ñëåäóþùåãî âèäà:

G(x) = k1(r)
∂u1
∂r1

= k2(r)
∂u2
∂r1

= θ(r2) (u2(r)− u1(r)) , r ∈ S. (2.3)

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè âèäà

u(r) =

{
u1(r), r ∈ Ω1;
u2(r), r ∈ Ω2,

q(ξ) =

{
q1(ξ1), ξ1 ∈ R;
q2(ξ2), ξ2 ∈ R, (2.4)

k(r), d(r), f(r), ϑ(α)(r) =

{
k1(r), q1(r), f1(x), ϑ

(α)
1 (r), r ∈ Ω1;

k2(r), q2(r), f2(r), ϑ
(α)
2 (r), r ∈ Ω2,

α = 1, 2. (2.5)

òî çàäà÷ó (2.1)-(2.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(r) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç

îáëàñòåé Ω1 è Ω2 óðàâíåíèþ

Lu(r) = −
2∑

α=1

∂

∂rα

(
k(r)

∂u

∂rα

)
+

2∑
α=1

ϑ(α) ∂u

∂rα
+d(r)q(u) = f(r), r = (r1, r2) ∈ Ω1∪Ω2, (2.6)

è óñëîâèÿì
u(r) = 0, r ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2,[

k(r)
∂u

∂r1

]
= 0, G(r) =

(
k1(r)

∂u1
∂r1

)
= θ(r2)[u], x ∈ S.

(2.7)

Çäåñü [u] = u2(r) − u1(r) = u+(r) − u−(r) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(r) íà S , d(r) , f(r)
� èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , ïðåòåðïåâàþùèå ðàçðûâ
ïåðâîãî ðîäà íà S , ϑ

(p)
2 (r) , p = 1, 2 � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â Ω2 , qα(ξα) ,

α = 1, 2 , � çàäàííûå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå äëÿ ξα ∈ R , α = 1, 2 , θ(r2) � çàäàííàÿ
ôóíêöèÿ íà S ,

g(r) = (g1(r), g2(r), g3(r), g4(r)) =
(
k1(r), k2(r), ϑ

(1)
1 (r), ϑ

(2)
1 (r)

)
(2.8)

� óïðàâëåíèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü: d(r) ∈ L∞(Ω1) ×
L∞(Ω2) , f(r) ∈ L2(Ω1) × L2(Ω2) , θ(r2) ∈ L∞(S) , ϑ

(p)
2 (r) ∈ L2(Ω2) , p = 1, 2 , 0 ≤ d0 ≤

≤ d(r) ≤ d0 , r ∈ Ω1 ∪ Ω2 , 0 < θ0 ≤ θ(r2) ≤ θ0 , r2 ∈ S , ζp+2 ≤ ϑ
(p)
2 (r) ≤ ζp+2 , p = 1, 2 ,

r ∈ Ω2 , d0 , d0 , θ0 , θ0 , ζp+2 , ζp+2 , � êîíñòàíòû, ôóíêöèè qα(ξα) , α = 1, 2 , îïðåäåëåíû
íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R , ïðè÷åì qα(0) = 0 , 0 ≤ q0 ≤ (qα(ξ1)− qα(ξ2))/(ξ1 − ξ2) ≤ Lq <∞
äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R , ξ1 ̸= ξ2 .

Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

U =
4∏

k=1

Uk ⊂ W 1
∞(Ω1)×W 1

∞(Ω2)× L∞(Ω1)× L∞(Ω1) = B, (2.9)

ñîñòîÿùåå èç g(r) , îïðåäåëåííûõ â (2.8) òàêèõ, ÷òî

gp(r) ∈ Up =
{
gp(r) = kp(r) ∈ W 1

∞(Ωp) = Bp : 0 < νp ≤ gp(r) ≤ νp,∣∣∣∣∂gp(r)∂r1

∣∣∣∣ ≤ R(1)
p ,

∣∣∣∣∂gp(r)∂r2

∣∣∣∣ ≤ R(2)
p ï.â. íà Ωp

}
, p = 1, 2,

g3(r) ∈ U3 =
{
g3(r) = ϑ

(1)
1 (r) ∈ L∞(Ω1) = B3 : ζ1 ≤ g3(r) ≤ ζ1, ï.â. íà Ω1

}
,

g4(r) ∈ U4 =
{
g4(r) = ϑ

(2)
1 (r) ∈ L∞(Ω1) = B4 : ζ2 ≤ g4(r) ≤ ζ2, ï.â. íà Ω1

}
,

(2.10)
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ãäå Bp = W 1
∞(Ωp) , p = 1, 2 , � ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé gp(r) = kp(r) , p = 1, 2 , çàäàí-

íûõ íà Ω1 è Ω2 , ñîîòâåòñòâåííî, à Bp = L∞(Ω1) , p = 3, 4 , � ïðîñòðàíñòâà óïðàâëåíèé

gp+2(r) = ϑ
(p)
1 (r) , p = 1, 2 , çàäàííûõ íà Ω1 è Ω2 ñîîòâåòñòâåííî, νp , νp , R

(p)
1 , R

(p)
2 ,

ζp , ζp , p = 1, 2 , � çàäàííûå ÷èñëà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

−m1 ≤ ζ1 ≤ ζ1 ≤ m1 , −p1 ≤ ζ2 ≤ ζ2 ≤ p1 , −m2 ≤ ζ3 ≤ ζ3 ≤ m2 , −p2 ≤ ζ4 ≤ ζ4 ≤ p2 ,
mα, pα = const > 0 , α = 1, 2 ,

δα = max
ϵ1, ϵ2 > 0
ϵ1 + ϵ2 ≤ να

{
να − (ϵ1 + ϵ2)

C2
Ωα

+ λ− m2
α

4ϵ1
− p2α

4ϵ2

}
> 0, α = 1, 2,

C2
Ω1

=

(
8

ξ21
+

8

l22

)−1

, C2
Ω2

=

(
8

(l1 − ξ1)2
+

8

l22

)−1

;

(2.11)

çäåñü λ ëþáàÿ èç ñëåäóþùèõ êîíñòàíò: 1) λ = q0 d0, d0 ≥ 0 ; 2) λ = d0 - ëþáàÿ êîíñòàíòà,
êîãäà q(u) = u ; 3) λ = −Lqζ0 , ãäå ζ0 = max

{
|d0| ,

∣∣d0∣∣} .
Çàäàäèì ôóíêöèîíàë öåëè J : U → R1 â âèäå

g → J(g) =

∫
Ω1

|u(r1, r2; g)− u
(1)
0 (r)|2dΩ1 = I(u(r; g)), (2.12)

ãäå u
(1)
0 (r) ∈ W 1

2 (Ω1) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U ,

êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íà ìíîæåñòâå U ⊂ B ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) , òî÷íåå, íà
ðåøåíèÿõ u(r) = u(r; g) çàäà÷è (2.1)-(2.3), îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì

g(r) =
(
k1(r), k2(r), ϑ

(1)
1 (r), ϑ

(2)
1 (r)

)
∈ U , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë öåëè

(2.12).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω(1,2)) , Ω(1,2) = Ω1 ∪ Ω2 ïàð ôóíêöèé u(r) =

(u1(r), u2(r)) :

V ≡ V (Ω(1,2)) =
{
u(r) = (u1(r), u2(r)) ∈ W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)

}
, (2.13)

ãäå W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ Ωk ,

k = 1, 2 , ñ ãðàíèöàìè ∂Ωk , k = 1, 2 ñîîòâåòñòâåííî è íîðìàìè [6]

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

=

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.14)

Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, v)V =
2∑

k=1

(uk, vk)W 1
2 (Ωk), ∥u∥2V =

2∑
k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.15)

V = V (Ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè ýêâèâà-

ëåíòíóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS, (2.16)
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ãäå [u] = u2(r) − u1(r) = u+(r) − u−(r) � ñêà÷îê ôóíêöèè u(r) ∈ V (Ω(1,2)) íà S . Çäåñü
u2(r) = u+(r) , r ∈ S è u1(r) = u−(r) , r ∈ S � ñëåäû ôóíêöèè u(r) íà S ñî ñòîðîíû
Ω2 = Ω+ è Ω1 = Ω− ñîîòâåòñòâåííî. Ïîíÿòíî, ÷òî èç óñëîâèÿ u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò,
÷òî îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 , â ïðîñòðàíñòâà L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðà-
íè÷åíû, òàê êàê Ω1 è Ω2 � îáëàñòè ñ ëèïøèöåâûìè ãðàíèöàìè ∂Ω1 è ∂Ω2 . Â ÷àñòíîñòè,
èç óñëîâèÿ u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ñëåäóåò, ÷òî [u(r)] ∈ L2(S) , òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìà î
ñëåäàõ [6]-[10] ñïðàâåäëèâà äëÿ êàæäîé èç ñòîðîí S+ , S− ãðàíèöû êîíòàêòà S (îïåðàòîð
ñóæåíèÿ èç W 1

2 (Ω
±) â L2(S) íåïðåðûâåí). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå òåîðåìû î

ñëåäàõ ê Ω1 è Ω2 ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u(r) ∈ V (Ω(1,2)) äâà ñëåäà
ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ ñóæåíèÿ íà S± . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ýëåìåíò u(r) ∈ V (Ω(1,2)) ,
òî åãî ñëåäû íà S ñ ðàçíûõ ñòîðîí (ñî ñòîðîíû Ω1 è ñî ñòîðîíû Ω2 ) â îáùåì ñëó÷àå
ðàçëè÷íû. Ñóæåíèÿ ôóíêöèè u(r) íà îáëàñòè Ωk , k = 1, 2 : u|Ωk

, k = 1, 2 , ïðèíàäëåæàò
ïðîñòðàíñòâàì W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 , ñîîòâåòñòâåííî, íî ïðîñòðàíñòâó W 1
2 (Ω) ñàìà ôóíêöèÿ

u(r) íå ïðèíàäëåæèò, ïîñêîëüêó íà ìíîæåñòâå S (ïðè ïåðåõîäå èç Ω1 â Ω2 ) îíà èìååò
ðàçðûâ ( δ(r) = u2(r)− u1(r) = u+(r)− u−(r) , r ∈ S ). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íåîáõîäèìûì è
äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèè v(r) ∈ W 1

2 (Ω) = W 1
2 (Ω1 ∪ Ω2 ∪ S) ,

ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ñêëåéêè: v(r) ∈ W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 ; v1(r)|S = v2(r)|S (ñì. [10], [11]).

Äàëåå, òàê êàê Ωk � îáëàñòè ñ ãðàíèöàìè Ëèïøèöà ∂Ωk , k = 1, 2 , à Γ1 è Γ2 � ñîîò-
âåòñòâåííî èõ (îòêðûòûå) ÷àñòè (êóñêè ãðàíèö ∂Ω1 è ∂Ω2 ) ñ ïîëîæèòåëüíûìè ìåðàìè
Ëåáåãà, mesΓk > 0 , k = 1, 2 , òî [12] ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå C1 è C2 , çàâèñÿ-
ùèå òîëüêî îò äàííûõ îáëàñòåé Ωk , k = 1, 2 è îò êóñêîâ Γ1 è Γ2 ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå,
÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè uk(r) ∈ W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

∥uk(r)∥2W 1
2 (Ωk)

≤ C2
k

[∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
Γk

u2kdΓk

]
, k = 1, 2. (2.17)

Òàê êàê äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îáëàñòåé Ωk , k = 1, 2 îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ
W 1

2 (Ωk) , k = 1, 2 , â ïðîñòðàíñòâà L2(∂Ωk) , k = 1, 2 , îãðàíè÷åíû, òî ñóùåñòâóþò òà-
êèå ïîñòîÿííûå C3 è C4 ñîîòâåòñòâåííî, íå çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè uk(r) , ÷òî äëÿ ëþáûõ
ôóíêöèé uk(r) ∈ W 1

2 (Ωk) ñïðàâåäëèâû îöåíêè [13],[14]:

∥uk(r)∥2L2(∂Ωk)
≤ C2

k+2∥uk(r)∥2W 1
2 (Ωk)

, k = 1, 2, (2.18)

âûòåêàþùèå èç òåîðåì âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ W 1
2 (Ωk) â L2(∂Ωk) .

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W

1
2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç

C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2 , � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà

◦
Γk ãðàíèöû

∂Ωk , k = 1, 2 . Ïîä ó÷àñòêàìè
◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk ïîíèìàþòñÿ êóñêè ãðàíèöû ∂Ωk , åñòå-

ñòâåííî, ìû íå ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà êàêîé-ëèáî èç ó÷àñòêîâ
◦
Γk âûðîæäàåòñÿ â

òî÷êó, W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñîâïàäàåò ñ W 1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∅ ; W 1

2 (Ωk;
◦
Γk) =

0

W
1

2 (Ωk) ïðè
◦
Γk= ∂Ωk .

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ uk(r) ∈ W 1
2 (Ωk;

◦
Γk) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî [7]∫

Ωk

u2k(r) dΩk ≤ Ck+4(Ωk,
◦
Γk)

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk, k = 1, 2, (2.19)

ñ ïîñòîÿííîé Ck+4(Ωk,
◦
Γk) , çàâèñÿùåé òîëüêî îò Ωk è

◦
Γk , ïðè ýòîì ¾ïëîùàäü¿ êóñêà

◦
Γk

ïîâåðõíîñòè ∂Ωk äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé: mes
◦
Γk> 0 .
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ïàð ôóíêöèé

u(r) = (u1(r), u2(r)) :

◦
V Γ1,Γ2 (Ω

(1,2)) =
{
u(r) = (u1(r), u2(r)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1)×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
, (2.20)

∥u∥2◦
V Γ1,Γ2

(Ω(1,2))
=

2∑
k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂rα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2dS. (2.21)

Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g(r) =

= k(r) ∈ U ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(r) ≡ u(r; g) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ

âñåõ v ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω

(1,2)) òîæäåñòâó

Q(u, v) =

∫
Ω1∪Ω2

[
2∑

α=1

(
k(r)

∂u

∂rα

∂v

∂rα
+

2∑
α=1

ϑ(α) ∂u

∂rα
v + d(r)q(u)v

]
dΩ0+

+

∫
S

θ(x)[u][v] dS =

∫
Ω1∪Ω2

f(r)v dΩ0 = l(v).

(2.22)

Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (2.1)-(2.3) â ñìûñëå åå îïðåäåëåíèÿ (2.22) ãàðàíòèðóåò

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðè ëþáîì g(r) ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå u(r) = u(r; g) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) çàäà÷è (2.1)-(2.3), îïðåäåëÿåìîå èç èíòåãðàëüíîãî

òîæäåñòâà (2.22), ïðè÷åì

∥u(r; g)∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C7

2∑
k=1

∥fk(r)∥L2(Ωk)
= C7, , (2.23)

ãäå C7 = const > 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 2.1. îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ [8], [9],
[12], [15], ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ, ââåäåííûå âûøå Ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà

V (Ω(1,2)) ,
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) è ââåäåííûå â íèõ ýêâèâàëåíòíûå íîðìû, à òàêæå íåðàâåíñòâà

(2.16)-(2.18).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.12), (2.1)-(2.10). Ñïðàâåäëèâà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
g∗ ∈ U çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10), ò.å. J∗ = inf{J(g) : g ∈ U} > −∞ , U∗ = {g∗ ∈ U :
J(g∗) = J∗} ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ ôóíêöèîíàëà öåëè J(g) â ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷å (2.12), (2.1)-(2.10) ñëàáî êîìïàêòíî â H =W 1

2 (Ω1)×W 1
2 (Ω2)×L2(Ω1)×L2(Ω1) .

Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
g(n)
}∞
n=1

⊂ U ôóíêöèîíàëà J(g) ñëàáî â
H ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó U∗ .

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. Êîððåêòíîñòü

àïïðîêñèìàöèé

Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.12),
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(2.1)-(2.10) ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Íèæå
ïîñòðîèì è èçó÷èì àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ íà îñíîâå ìåòîäà ñåòîê (ñì. [16]-[19]) è èññëåäóåì
ñõîäèìîñòü ýòèõ àïïðîêñèìàöèé ïðè íåîãðàíè÷åííîì èçìåëü÷åíèè øàãà h ñåòêè äèñêðå-
òèçàöèè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.12), (2.1)-(2.10) íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêî-
òîðûå ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2 è â Ω . Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îäíîìåðíûå íåðàâíîìåðíûå

ñåòêè ïî x1 è x2 : ω̂α = {x(iα)α ∈ [0, lα] : iα = 0, Nα, x
(0)
α = 0, x

(Nα)
α = lα, hαiα = x

(iα)
α −x(iα−1)

α } ,
α = 1, 2 , à òàêæå ââåäåì íåðàâíîìåðíóþ ñåòêó ïî x1 è x2 â îáëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 :
ω̂ = ω̂1 × ω̂2 . Î÷åâèäíî, âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñåòêó ω̂1 íà [0, l1] òàê, ÷òîáû òî÷êà
x1 = ξ áûëà åå óçëîì. Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü â îá-
ëàñòÿõ Ω1 è Ω2 ðàâíîìåðíûå øàãè h

(1)
1 è h

(2)
1 ñîîòâåòñòâåííî, è, èñõîäÿ èç ïîëîæåíèÿ

òî÷êè x1 = ξ , ÷èñëî óçëîâ íàõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ h
(1)
1 ≈ h

(2)
1 . Îáîñíîâàíèÿ ðàçíîñò-

íûõ ñõåì íà íåðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ äëÿ äàííîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10)
íå íîñÿò ïðèíöèïèàëüíîãî õàðàêòåðà, è â äàëüíåéøåì äëÿ íàãëÿäíîñòè èññëåäîâàíèÿ âî
âñåé îáëàñòè Ω ñåòêó ïî x1 è x2 áóäåì ñ÷èòàòü ðàâíîìåðíîé, ïîëàãàÿ x

(i1)
1 −x(i1−1)

1 = h1 ,

i1 = 1, N1 è x
(i2)
2 − x

(i2−1)
2 = h2 , i2 = 1, N2 . Çíà÷åíèå x1 â òî÷êå x1 = ξ îáîçíà÷èì ÷åðåç

xξ , à ñîîòâåòñòâóþùèé íîìåð óçëà îáîçíà÷èì ÷åðåç N1ξ , 1 < N1ξ < N1 − 1 .

Ââåäåì ñåòêè óçëîâ: ω̄
(1)
1 = {x(i1)1 = i1h1 ∈ [0, ξ] : i1 = 0, N1ξ, N1ξh1 = ξ} , ω̄(2)

1 = {x(i1)1 =

i1h1 ∈ [ξ, l1] : i1 = N1ξ,N1 , N1h1 = l1} , ω(1)
1 = ω̄

(1)
1 \{x1 = 0, x1 = ξ} , ω(2)

1 = ω̄
(2)
1 \{x1 = ξ, x1 =

l1} ; ω̄2 = {x(i2)2 = i2h2 ∈ [0, l2] : i2 = 0, N2, N2h2 = l2} , ω2 = ω̄2 \ {x2 = 0, x2 = l2} ; ω̄1 =

ω̄
(1)
1 ∪ω̄(2)

1 ; ω1 = ω
(1)
1 ∪ω(2)

1 ; ω̄(1) = ω̄
(1)
1 ×ω̄2 ; ω̄

(2) = ω̄
(2)
1 ×ω̄2 ; ω

(1) = ω
(1)
1 ×ω2 ; ω

(2) = ω
(2)
1 ×ω2 ;

ω̄ ≡ ω̄(1,2) = ω̄(1)∪ω̄(2) = (ω̄
(1)
1 ∪ω̄(2)

1 )×ω̄2 = {x(i1)1 = i1h1, i1 = 0, N1, N1/xih1 = ξ, (N1−N1ξ)h1 =

l1−ξ, 1 < N1ξ < N1−1}×ω̄2 , ω ≡ ω(1,2) = ω(1)∪ω(2) ; ω
(1)+
1 = ω̄

(1)
1 ∩(0, ξ] , ω(1)−

1 = ω̄
(1)
1 ∩[0, ξ) ,

ω
(2)−
1 = ω̄

(2)
1 ∩ [ξ, l1) , ω

(1)+ = ω
(1)+
1 × ω̄2 ; γξ = {x1 = ξ, x2 = h2, 2h2, ..., (N2 − 1)h2} =

{x1 = ξ, x
(i2)
2 = i2h2, i2 = 1, N2 − 1} ; γ(k) = ∂ω(k)\γS ; ω(1)+

1 × ω2 = ω(1) ∪ γS = ω̄(1)\γ(1) ;
∂ω(k) = ω̄(k)\ω(k) � ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ñåòêè ω̄(k) , k = 1, 2 . Ïðè èññëåäîâàíèè
ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîòðåáóþòñÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ, íîðìû
è ïîëóíîðìû ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ. Ìíîæåñòâî ñåòî÷íûõ
ôóíêöèé yk(x) , x ∈ ω̄(k) ⊂ Ω̄k , k = 1, 2 , ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(yk, vk)L2(ω̄(k)) =
∑
ω̄(k)

yk(x)vk(x)~1~2, ∥yk∥L2(ω̄(k))) = (yk, yk)
1/2

L2(ω̄(k))
, (3.1)

îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(ω̄
(k)) , k = 1, 2 . Çäåñü ~1 = ~1(x) � ñðåäíèé øàã ñåòîê ω̄(1)

1 è ω̄
(2)
1 , ~2 =

~2(x) � ñðåäíèé øàã ñåòêè ω̄2 [11]. ×åðåç W 1
2 (ω̄

(1)) è W 1
2 (ω̄

(2)) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà
ñåòî÷íûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ñåòêàõ ω̄(1) è ω̄(2) ñî ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè è
íîðìàìè:

(yk, vk)W 1
2 (ω̄

(k)) =
∑

ω
(k)+
1 ×ω̄2

ykx̄1vkx̄1h1~2 +
∑

ω̄
(k)
1 ×ω+

2

ykx̄2vkx̄2~1h2 + (yk, vk)L2(ω̄(k)),

∥y∥2W 1
2 (ω̄

(k)) = ∥∇yk∥2 + ∥yk∥2L2(ω̄(k)), ∥∇yk∥
2 =

∑
ω
(k)+
1 ×ω̄2

y2kx̄1h1~2 +
∑

ω̄
(k)+
1 ×ω̄+

2

y2kx̄2~1h2, k = 1, 2.

(3.2)
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî Vh ≡ Vh(ω̄

(1,2)) ïàð ñåòî÷íûõ ôóíêöèé y(x) =
(y1(x), y2(x)) , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì Vh ≡ Vh(ω̄

(1,2)) = {y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈
W 1

2 (ω̄
(1))×W 1

2 (ω̄
(2))} . Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(yk, vk)Vh(ω̄(1,2)) =
2∑

k=1

(yk, vk)W 1
2 (ω̄

(k)), ∥yk∥Vh(ω̄(1,2)) =
2∑

k=1

∥yk∥2W 1
2 (ω̄

(k)), (3.3)
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Vh(ω̄
(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü γ(k) = ∂ω(k) \ γS � ïîäìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ∂ω(k) ñåòêè ω̄(k) ⊂ Ω̄k ,
k = 1, 2 . ×åðåç L2(ω̄

(k), γ(k)) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé
L2(ω̄

(k)) , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 , ñ íîðìàìè

∥yk∥2L2(ω̄(k);γ(k)) =
∑
x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈γS

y2k(x)h1h2, k = 1, 2. (3.4)

èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(yk, vk)L2(ω̄(k);γ(k)) =
∑
x∈ω(k)

yk(x)vk(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈γS

yk(x)vk(x)h1h2, k = 1, 2. (3.5)

×åðåç W 1
2 (ω̄

(k), γ(k)) îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé
W 1

2 (ω̄
(k)) , îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
Hγ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) è

◦
V γ(1),γ(2) (ω̄(1,2)) ïàð y(x) =

(y1(x), y2(x)) :

◦
Hγ(1),γ(2) (ω̄

(1,2)) = {y = (y1(x), y2(x)) ∈ L2(ω̄
(1), γ(1))× L2(ω̄

(2), γ(2))}, (3.6)

◦
V γ(1),γ(2) (ω̄

(1,2)) = {y = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1
2 (ω̄

(1), γ(1))×W 1
2 (ω̄

(2), γ(2))}, (3.7)

∥y∥2◦
H

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥yk∥2L2(ω̄(k);γ(k)), ∥y∥2◦
V

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥[y]∥2L2(γS)
. (3.8)

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.12), (2.1)-(2.10) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäó-
þùèå ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè: ìèíèìèçèðîâàòü ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë

Jh(Φh) =
∑
x∈ω̄(1)

|y(x; Φh)− u
(1)
0h |

2~1~2 = ∥y(x; Φh)− u
(1)
0h ∥

2
L2(ω̄(1)), (3.9)

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) ≡ y(x,Φh) = (y1(x,Φh), y2(x,Φh)) ∈
◦
V γ(1),γ(2)

(ω̄(1,2)) , íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è (ðàçíîñòíîé ñõåìîé) äëÿ çàäà÷è

(2.1)-(2.3), óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè v(x) = (v1(x), v2(x)) ∈
◦
V γ(1),γ(2)

(ω̄(1,2)) ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Qh(y, v) =

{∑
ω
(1)+
1

∑
ω2

b
(1)
1h (Φ1h(x1, x2))y1x̄1v1x̄1h1h2 +

(∑
ω
(1)
1

∑
ω+
2

b̃
(1)
1h (Φ1h(x1, x2))y1x̄1v1x̄1h1h2+

+
1

2

∑
ω+
2

b̃
(1)
1h (Φ1h(ξ, x2))y1x̄2(ξ, x2)v1x̄2(ξ, x2)h1h2

)}
+

{∑
ω
(2)+
1

∑
ω2

b
(2)
2h (Φ2h(x1, x2))y2x̄1v2x̄1h1h2+

+

(∑
ω
(2)
1

∑
ω+
2

b̃
(2)
2h (Φ2h(x1, x2))y2x̄2v2x̄2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

b̃
(2)
2h (Φ2h(ξ, x2))y2x̄2(ξ, x2)v2x̄2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+
∑
ω(1)

2∑
α=1

Φα+2,h(x)y
1
0
xα
(x)v1(x)h1h2 +

1

2

∑
ω2

2∑
α=1

Φα+2,h(ξ, x2)y
1
0
xα
(ξ, x2)v1(ξ, x2)h1h2+

+
∑
ω(2)

2∑
α=1

ϑ
(α)
2h (x)y20

xα
(x)v2(x)h1h2 +

1

2

∑
ω2

2∑
α=1

ϑ
(α)
2h (ξ, x2)y20

xα
(ξ, x2)v2(ξ, x2)h1h2+

(3.10)
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+

{(∑
ω(1)

d1h(x)q1(y1(x))v1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d1h(ξ, x2)q1(y1(ξ, x2))v1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

d2h(x)q2(y2(x))v2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

d2h(ξ, x2)q2(y2(ξ, x2))v2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+
∑
ω2

θh(x2)[y(ξ, x2)] [v(ξ, x2)]h2 =

(∑
ω(1)

f1h(x)v1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f1h(ξ, x2)v1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

f2h(x)v2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2)v1(ξ, x2)h1h2

)
= lh(v),

à ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φh(x) ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé

Uh =
4∏

k=1

Ukh ⊂ W 1
∞(ω̄(1))×W 1

∞(ω̄(2))× L∞(Ω1)× L∞(Ω1) = Bh (3.11)

è ñîñòîÿò èç ÷åòâåðîê

Φh(x) =


Φ1h(x), x ∈ ω̄(1);
Φ2h(x), x ∈ ω̄(2);
Φ3h(x), x ∈ ω̄(1);
Φ4h(x), x ∈ ω̄(1),

(3.12)

Φph(x) ∈ Uph =
{
Φph(x) ∈ W 1

∞(ω̄(p)) = Bph : 0 < νp ≤ Φph(x) ≤ ν̄p, x ∈ ω̄(p),

|Φphx1(x)| ≤ R(1)
p , x ∈ ω

(p)−
1 × ω̄2, |Φphx2(x)| ≤ R(2)

p , x ∈ ω
(p)
1 × ω̄−

2

}
, p = 1, 2,

Φph(x) ∈ Uph =
{
Φph(x) ∈ L∞(ω̄(1)) = Bph : ζp−2 ≤ Φph(x) ≤ ζ̄p−2, x ∈ ω̄(1),

}
, p = 3, 4,

(3.13)
ãäå B1h = W 1

∞(ω̄(1)) , B2h = W 1
∞(ω̄(2)) � ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φ1h(x) ,

Φ2h(x) , çàäàííûõ íà ñåòêàõ ω̄(1) , ω̄(2) ñ íîðìàìè

∥Φ1h(x)∥W 1
∞(ω̄(1)) = max

ω̄(1)
|Φ1h(x)|+ max

ω
(1)−
1 ×ω̄2

|Φ1hx1(x)|+ max
ω̄
(1)
1 ×ω−

2

|Φ1hx2(x)|,

∥Φ2h(x)∥W 1
∞(ω̄(2)) = max

ω̄(2)
|Φ2h(x)|+ max

ω
(2)−
1 ×ω̄2

|Φ2hx1(x)|+ max
ω̄
(2)
1 ×ω−

2

|Φ2hx2(x)|,
(3.14)

ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü

b
(1)
1h (Φ1h(x1, x2)) =

Φ
(−12)
1h (x) + Φ

(−11,−12)
1h (x) + Φ

(+12)
1h (x) + Φ

(−11,+12)
1h (x)

4
,

b̃
(1)
1h (Φ1h(x1, x2)) =

Φ1h(x) + Φ
(−12)
1h (x)

2
,

b
(2)
2h (Φ2h(x1, x2)) =

Φ
(−12)
2h (x) + Φ

(−11,−12)
2h (x) + Φ

(+12)
2h (x) + Φ

(−11,+12)
2h (x)

4
,

b̃
(2)
2h (Φ2h(x1, x2)) =

Φ2h(x) + Φ
(−12)
2h (x)

2
,

(3.15)

Φ
(−11,−12)
1h (x) = Φ1h(x1 − h1, x2 − h2) , Φ

(−12)
1h (x) = Φ1h(x1, x2 − h2) , Φ

(−11,+12)
1h (x) = Φ1h(x1 −

h1, x2 + h2) , Φ
(+12)
1h (x) = Φ1h(x1, x2 + h2) , Φ

(−11,−12)
2h (x) = Φ2h(x1 − h1, x2 − h2) , Φ

(−12)
2h (x) =

Φ2h(x1, x2−h2) , Φ(−11,+12)
2h (x) = Φ2h(x1−h1, x2+h2) , Φ(+12)

2h (x) = Φ1h(x1, x2+h2) , à ϑ
(α)
2h (x) ,

dαh(x) , α = 1, 2 , θh(x2) , fαh(x) , α = 1, 2 , u
(1)
0h (x) � ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé

ϑ(α)(r) , dα(r) , α = 1, 2 , θ(r2) , fα(r) , α = 1, 2 , u
(1)
0 (r) , îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç óñðåäíåíèÿ

ïî Ñòåêëîâó:
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ϑ
(α)
2h (x) =

1

h1h2

∫∫
e2(x)

ϑ
(α)
2 (r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(2);

ϑ
(α)
2h (ξ, x2) =

2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

ϑ
(α)
2 (r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2,

dαh(x) =
1

h1h2

∫∫
e(α)(x)

dα(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(α), α = 1, 2;

d1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

d1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2,

d2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

d2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2,

f1h(x) =
1

h1h2

∫∫
e(1)(x)

f1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω
(1)
1 ,

f1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

f1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

f2h(x) =
1

h1h2

∫∫
e(2)(x)

f2(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(2),

f2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

f2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

θh(x2) =
1

h2

∫
e2(x2)

θ(r2) dr2, x2 ∈ ω2; u
(1)
0h (x) =

1

~1~2

∫∫
e(1)(x)

u
(1)
0 (r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω̄(1).

(3.16)

Çäåñü óñðåäíåíèÿ áåðóòñÿ ïî ýëåìåíòàðíûì ÿ÷åéêàì [16].

Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.10) ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà, ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà
àïðèîðíàÿ îöåíêà

∥y(x; Φh)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω̄(1,2))

≤M
2∑

k=1

∥fkh(x)∥L2(ω(k))∪γS = M̂, ∀Φh ∈ Uh, (3.17)

ãäå M = const > 0 .

Âûïèøåì ÿâíûé âèä ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.10) â óçëàõ ñåòêè ω = ω1 ∪ ω2 = ω(1,2) .
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ y = (y1, y2) , îïðåäåëåííóþ íà ω = ω1∪ω2 = ω(1,2) , y(x) = y1(x)
äëÿ x ∈ ω(1) , y(x) = y2(x) äëÿ x ∈ ω(2) , ãäå êîìïîíåíòû y1(x) è y2(x) óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y1 óäîâëåòâîðÿåò â ω(1) óðàâíåíèþ

L1hy1(x) = −
(
b
(1)
1h (Φ1h(x))y1x̄1

)
x1

−
(
b̃
(1)
1h (Φ1h(x))y1x̄2

)
x2

+
2∑

α=1

Φα+2,h(x)y
1
0
xα
(x)+

+d1h(x)q1(y1) = f1h(x), x ∈ ω(1),

(3.18)
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à íà ãðàíèöå γ(1) = ∂ω(1) \ γS óñëîâèþ y1(x) = 0 , x ∈ γ(1) ;
2) ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y2 óäîâëåòâîðÿåò â ω(2) óðàâíåíèþ

L2hy2(x) = −
(
b
(2)
2h (Φ2h(x))y2x̄1

)
x1

−
(
b̃
(2)
2h (Φ2h(x))y2x̄2

)
x2

+
2∑

α=1

ϑ
(α)
2h (x)y20

xα
(x)+

+d2h(x)q2(y2) = f2h(x), x ∈ ω(2),

(3.19)

à íà ãðàíèöå γ(2) = ∂ω(2) \ γS óñëîâèþ y2(x) = 0 , x ∈ γ(2) ;
3) èñêîìûå ôóíêöèè y1 è y2 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé äîïîëíèòåëüíûìè óñëîâèÿìè íà

γS = {x1 = ξ, x2 ∈ ω2} :

L̃1hy1(x) =
2

h1

[
b
(1)
1h (Φ1h(ξ1, x2))y1x̄1(ξ1, x2) + θh(x2)y1(ξ, x2)

]
+

2∑
α=1

Φα+2,h(ξ, x2)y
1
0
xα
(ξ, x2)−

−
(
b̃
(1)
1h (Φ1h(ξ, x2))y1x̄2(ξ, x2)

)
x2

+ d1h(ξ, x2)q1(y1(ξ, x2)) = f1h(ξ, x2) +
2

h1
θh(x2)y2(ξ, x2),

(3.20)

L̃2hy2(x) = − 2

h1

[
b
(2)
2h (Φ2h(ξ1 + h1, x2))y2x1(ξ, x2)− θh(x2)y2(ξ, x2)

]
+

2∑
α=1

ϑ
(α)
2h (ξ, x2)y20

xα
(ξ, x2)−

−
(
b̃
(2)
2h (Φ2h(ξ, x2))y2x̄2(ξ, x2)

)
x2

+ d2h(ξ, x2)q2(y2(ξ, x2)) = f2h(ξ, x2) +
2

h1
θh(x2)y1(ξ, x2), x ∈ γS.

(3.21)

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ êàæäîãî h > 0 ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå Φh∗ ∈ Uh â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ (ðàçíîñòíûõ) ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ (3.9)-(3.16), ò.å. Jh∗ = inf{Jh(Φh) : Φh ∈ Uh} > −∞ , Uh∗ = {Φh∗ ∈ Uh :
Jh(Φh∗) = Jh∗} ≠ ∅ .

4. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñåòî÷-

íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïî ñîñòîÿíèþ

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó u(r, g) � ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.1)-(2.3) ñ ðàçðûâíûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì è y(x,Φh) = (y1(x,Φh), y2(x,Φh)) � ðåøåíèåì àïïðîêñèìè-
ðóþùåé åå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (3.10) ïðè h → 0 , äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , ãäå U è Uh � ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé â çàäà÷àõ
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.12), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü g ∈ U è Φh ∈ Uh � ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, à u(r, g)
è y(x,Φh) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòîÿíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ
(2.12), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16). Òîãäà äëÿ ëþáûõ h > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåí-
êà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.12),
(2.1)-(2.10):

∥y(x,Φh)− u(x; g)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω̄(1,2))

≤ C

{
|h|
[ 2∑
α=1

(
∥kα∥L∞(Ωα) + Lqα∥dα∥L∞(Ωα)+

+∥ϑ(α)
1 ∥L∞(Ωα) + ∥ϑ(α)

2 ∥L∞(Ωα)

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα) + ∥θ∥L∞(0,lα)

2∑
α=1

∥uα∥W 2
2 (Ωα)

]
+
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+
2∑

α=1

(∥∥∥∥b(α)αh (Φαh(x1, x2))−
1

h2

∫
e2(x2)

kα(x1 − 0.5h1, r2) dr2

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)+
1 ×ω2)

+

+

∥∥∥∥b̃(α)αh (Φαh(x1, x2))−
1

h1

∫
e
(α)
1 (x1)

kα(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)
1 ×ω+

2 )

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα)+

+

∥∥∥∥b̃(1)1h (Φ1h(ξ, x2))−
2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k1(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

∥u1∥W 2
2 (Ω1)+

+

∥∥∥∥b̃(2)2h (Φ2h(ξ, x2))−
2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k2(r1, x2 − 0.5h2) dr1

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

∥u2∥W 2
2 (Ω1)+

+
2∑

α=1

(∥∥∥∥Φα+2,h(r)−
1

h1h2

∫
e1(x)

ϑ
(α)
1 (r) dr

∥∥∥∥
L∞(ω(α))

+

+

∥∥∥∥Φα+2,h(ξ, r2)−
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

ϑ
(α)
1 (r) dr

∥∥∥∥
L∞(ω2)

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα)

}
.

(4.1)

5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà è ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü

ïî óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.9)-
(3.16) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó
ôóíêöèîíàëàìè Jh(Φh) è J(g) ýêòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.9)-(3.16) è (2.12), (2.1)-(2.10), äëÿ
ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèé Φh ∈ Uh è g ∈ U , è ëþáûõ h > 0 .

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.9)-(3.16) óñòàíàâ-
ëèâàåò

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ (2.12), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî è ëþáûõ h > 0 äëÿ ïîãðåøíîñòè
ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.9)-(3.16) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|J(g)− Jh(Φh)| = |I(u(r; g))− Ih(y(x; Φh))| ≤

≤M

{
|h|+

2∑
α=1

[∥∥∥∥ 1

h2

∫
e2(x2)

kα(x1 − 0.5h1, r2) dr2 − b
(α)
αh (Φαh(x1, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)+
1 ×ω2)

+

+

∥∥∥∥ 1

h2

∫
e
(α)
1 (x1)

kα(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(α)
αh (Φαh(x1, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω

(α)
1 ×ω+

2 )

+

+

∥∥∥∥Φα+2,h(r)−
1

h1h2

∫
e1(x)

ϑ
(α)
1 (r) dr

∥∥∥∥
L∞(ω(α))

+

+

∥∥∥∥Φα+2,h(ξ, r2)−
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

ϑ
(α)
1 (r) dr

∥∥∥∥
L∞(ω2)

]
+

(5.1)
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+

∥∥∥∥ 2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k1(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(1)
1h (Φ1h(ξ, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

+

+

∥∥∥∥ 2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k2(r1, x2 − 0.5h2) dr1 − b̃
(2)
2h (Φ2h(ξ, x2))

∥∥∥∥
L∞(ω+

2 )

}
.

ãäå M = const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , Φh , g .

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ (2.12), (2.1)-(2.10) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.9)-(3.16), çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω̄ =
ω̄(1) ∪ ω̄(2) = ω̄(1,2) ⊂ Ω̄1 ∪ Ω̄2 ïðè |h| → 0 .

Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü J∗ è Jh∗ � íèæíèå ãðàíè ôóíêöèîíàëîâ J(g) è Jh(Φh)
â çàäà÷àõ (2.12), (2.1)-(2.10) è (3.9)-(3.16) ñîîòâåòñòâåííî. Ñåìåéñòâî ñåòî÷íûõ çàäà÷
(3.9)-(3.16), çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω̄(1,2) = ω̄(1)∪ ω̄(2) ⊂ Ω̄1∪ Ω̄2 ïðè |h| →
→ 0 àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.12), (2.1)-(2.10) ïî ôóíêöèîíà-
ëó, ò.å. lim Jh∗ = J∗ ïðè |h| → 0 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

|Jh∗ − J∗| ≤M |h|. (5.2)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h = (h1, h2) è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêå ω̄ = ω̄h =
ω̄(1) ∪ ω̄(2) ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
Jh∗ + ϵh íèæíåé ãðàíè Jh∗ ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) íà Uh â çàäà÷å (3.9)-(3.16) è íàéäåíî
ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhϵh(x) ∈ Uh , äàþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.9)-(3.16) â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Jh∗ ≤ Jh(Φhϵh) ≤ Jh∗ + ϵh, Φhϵh ∈ Uh, (5.3)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϵh} òàêîâà, ÷òî ϵh ≥ 0 è ϵh → 0 ïðè |h| → 0 .
Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïðèíÿòü ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhϵh(x) ∈ Uh èç (5.3) â

êà÷åñòâå íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10).

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φhϵh(x) ⊂
⊂ Uh} îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.3). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé {FhΦhϵh(r)} =
=
{(
F1hΦ1hϵh(r), F2hΦ2hϵh(r), F3hΦ3hϵh(r), F4hΦ4hϵh(r)

)}
, ãäå Fh : Hh → H , Fαh , α = 1, 2 ,

� êóñî÷íî-ëèíåéíûå âîñïîëíåíèÿ ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φαhϵh(r) , α = 1, 2 , à Fβh , β =
3, 4 , � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φβhϵh(r) , β = 3, 4 (ñì.
äåòàëüíîå îïèñàíèå â ðàáîòàõ [5], [2], ñîîòâåòñòâåííî), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ
ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10), ò.å. lim J(FhΦhϵh) = J∗ ïðè |h| →
0 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(FhΦhϵh)− J∗ ≤ C|h|+ ϵh. (5.4)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FhΦhϵh(r)} ñëàáî ñõîäèòñÿ â H ê ìíîæåñòâó U∗ ̸= ∅ îïòèìàëü-
íûõ óïðàâëåíèé èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10).

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ) ðàçíîñò-
íûõ àïïðîêñèìàöèé (3.9)-(3.16). Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèîíà-
ëîâ Jh(Φh) âåäóòñÿ ïðèáëèæåííî, êàê â ñèëó ïðèáëèæåííîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè, òàê
è â ñèëó òîãî, ÷òî ñ÷åò âåäåòñÿ ñ îêðóãëåíèÿìè, òàê ÷òî âìåñòî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh)
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ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííûé ôóíêöèîíàë Jhδh(Φh) , êîòîðûé ñâÿçàí ñ Jh(Φh)
ñîîòíîøåíèÿìè

Jhδh(Φh) = Jh(Φh) + θδh(Φh), |θδh(Φh)| ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh, δh → +0 ïðè |h| → 0. (5.5)

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñåìåéñòâà ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.9)-(3.16) ââåäåì íà U
ôóíêöèîíàë-ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ∥g∥2H , g ∈ U , è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã Ω(Φh) = ∥Φh∥2Hh

=
∥Φh∥2W 1

2 (ω̄1)×W 1
2 (ω̄2)×(L2(Ω1))

2 , Φh ∈ Uh . Ïðè êàæäîì h = (h1, h2) ðàññìîòðèì íà Uh ñåòî÷-

íûé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà çàäà÷è (3.9)-(3.16): Thδhαh
(Φh) = Jhδh(Φh)+αhΩh(Φh) , Φh ∈ Uh ,

ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ
ïðè |h| → 0 . Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Thδhαh

(Φh) íà Uh :

ïðè êàæäîì h = (h1, h2) îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh(x) ∈ Uh , óäîâëå-
òâîðÿþùåå óñëîâèÿì

Thδhαh∗ = inf{Thδhαh
(Φh) : Φh ∈ Uh} ≤ Thδhαh

(Φ̂h) ≤ Thδhαh∗ + νh, (5.6)

ãäå νh ≥ 0 è νh → +0 ïðè |h| → 0 . Ââåäåì ìíîæåñòâî Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.12), (2.1)-(2.10): U∗∗ = {g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf{Ω(g∗) : g∗ ∈
U∗} = Ω∗} . Òàê êàê ôóíêöèîíàë Ω(g) ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ñòàáèëèçàòîðîì â H çàäà÷è
(2.12), (2.1)-(2.10) è ôóíêöèîíàëû J(g) è Ω(g) � ïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U â ñëàáîé
òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H , òî U∗∗ ̸= ∅ [20].

Ò å î ð å ì à 5.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φ̂h} ⊂ Uh
îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.6). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé {FhΦ̂h(r)} ⊂ Uh (ñì.
îïðåäåëåíèå âûøå) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé ýêñòðå-
ìàëüíîé çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10), ò.å. lim J(FhΦ̂h) = J∗ ïðè |h| → 0 è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(FhΦ̂h)− J∗ ≤M [|h|+ νh + δh + αh]. (5.7)

Åñëè, êðîìå òîãî, ïàðàìåòðû νh , δh , αh ñîãëàñîâàíû ñ |h| òàê, ÷òî νh, δh, αh → +0 ïðè
|h| → 0 è (|h|+νh+δh)/αh → 0 ïðè |h| → 0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {FhΦ̂h} ñèëüíî ñõî-
äèòñÿ â H ê ìíîæåñòâó Ω -íîðìàëüíûõ (â ñìûñëå ìèíèìàëüíîé íîðìû) îïòèìàëüíûõ
óïðàâëåíèé U∗∗ çàäà÷è (2.12), (2.1)-(2.10).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ìåòîäèêè èç [20], [21] è îïèðàåòñÿ íà ïîëó-
÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû.
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Approximation of optimal control problems for semi-linear
elliptic convection-di�usion equations with discontinuous
coe�cients and states, with controls involved in the
coe�cients of di�usion and convective transfer
c⃝ F. V. Lubyshev4, A. R. Manapova5, M. E. Fairuzov6

Abstract. In this paper we study main problems of approximation of nonlinear optimal control
problems described by elliptic convection-di�usion equations with discontinuous coe�cients and
solutions, with controls involved in the coe�cients of di�usion and convective transfer. Issues of
discrete optimization problems construction, convergence of the approximations with respect to
state, functional and control, and regularization of approximations are considered.
Key Words: the problem of optimal control, semi-linear elliptic equations, convective and
di�usion transfer, di�erence method
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ÓÄÊ 519.624

Î íåêîòîðîì ìåòîäå ðåãóëÿðèçàöèè ìîíîòîííûõ
óðàâíåíèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå
c⃝ È. Ï. Ðÿçàíöåâà1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ âîçìóùåííûìè äàííûìè. Äëÿ ýòîé íåêîððåêòíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ íåÿâíûé ìåòîä
èòåðàòèâíîé ðåãóëÿðèçàöèè íà îñíîâå íåïðåðûâíîãî àíàëîãà ìåòîäà Íüþòîíà. Ïî ñðàâíåíèþ
ñ êëàññè÷åñêèì îïåðàòîðíûì ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè ìû ââîäèì â ïðàâóþ ÷àñòü ðåãóëÿðèçî-
âàííîãî óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå. Ñ ó÷åòîì àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îá èñêîìîì
ðåøåíèè âûáèðàåì íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â ýòîì èòåðàòèâíîì ìåòîäå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîíîòîííûé îïåðàòîð, âîçìóù¼ííûå äàííûå, èòåðàòèâíûé ìåòîä, ðåãó-
ëÿðèçàöèÿ, ñõîäèìîñòü

Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H → H - ìîíîòîííûé
õåìèíåïðåðûâíûé îïåðàòîð (ñì. [1], cc. 22, 23),D(A) = H.

Ðàññìîòðèì â H óðàâíåíèå
Ax = f. (1.1)

Ïóñòü (1.1) èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé N, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì (ñì. [2], ñc. 29, 31). Â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óñòàíîâèòü íåïðåðûâ-
íóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ (1.1) îò âîçìóùåíèé A è f íå óäà¼òñÿ, ïîýòîìó çàäà÷ó (1.1)
îòíåñ¼ì ê êëàññó íåêîððåêòíûõ è äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðèìåíèì íåêîòîðûé ìåòîä ðåãóëÿðè-
çàöèè.

Ïóñòü äàííûå çàäà÷è (1.1) èçâåñòíû ïðèáëèæ¼ííî, à èìåííî, âìåñòî îïåðàòîðà
A : H → H è ýëåìåíòà f èçâåñòíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {An} è {fn}, ïðè âñåõ n ≥ 1
îáëàäàþùèå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè :
(i) An : H → H - ìîíîòîííûé õåìèíåïðåðûâíûé îïåðàòîð,

∥Anx− Ax∥ ≤ hng(∥x∥) ∀x ∈ H, (1.2)

(ii) fn ∈ H,
∥fn − f∥ ≤ δn, (1.3)

ãäå {δn} è {hn} � áåñêîíå÷íî ìàëûå ïðè n → ∞, g(s) - ôóíêöèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ îãðàíè-
÷åííîå ìíîæåñòâî â îãðàíè÷åííîå, s ≥ 0.

Áàçîâûì ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðíûé ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿåìûé óðàâíåíèåì âèäà

Anx̃αn + αnx̃αn = fn, (1.4)

çäåñü {αn} � óáûâàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ïðè÷¼ì

lim
n→∞

αn = 0, (1.5)

lim
n→∞

δn
αn

= 0, (1.6)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å. Àëåêñååâà, Íèæíèé Íîâãîðîä; lryazantseva@applmath.ru
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lim
n→∞

hn
αn

= 0. (1.7)

Â íàøèõ óñëîâèÿõ
lim
n→∞

∥x̃αn − x∗∥ = 0, (1.8)

ãäå x∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå (1.1), ò.å. ýëåìåíò èç N ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé ([2], ñ.118).
Â ðàáîòå [3] äëÿ ìåòîäà Íüþòîíà [4]

vn+1 = vn − [A′(vn)]
−1(Avn − f), v0 ∈ H, (1.9)

ïîñòðîåí íåïðåðûâíûé àíàëîã âèäà

dv(t)

dt
= −[A′(v(t))]−1(Av(t)− f), v(t0) = v0 ∈ H. (1.10)

Â [5] ïðåäëîæåí ðåãóëÿðèçîâàííûé íåïðåðûâíûé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà ñëåäóþùåãî
âèäà

(A(t)u(t) + α(t)u(t)− f(t))′t + γ(t)[A(t)u(t) + α(t)u(t)− f(t)] = 0, (1.11)

u(t0) = u0 ∈ H, (1.12)

ãäå A(t) è f(t) � íåêîòîðûå ïðèáëèæåíèÿ A è f ñîîòâåòñòâåííî, t ≥ t0, α(t) �
ïîëîæèòåëüíàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâîâàíèå (A(t)u)′t, f ′

t(t)
ïðè t ≥ t0 ïðåäïîëàãàåòñÿ.

Íà îñíîâå ìåòîäà (1.11), (1.12) ìîæíî ñòðîèòü ðàçëè÷íûå èòåðàòèâíûå ìåòîäû
ðåãóëÿðèçàöèè, çàìåíÿÿ ïðîèçâîäíûå íåêîòîðûìè ðàçäåë¼ííûìè ðàçíîñòÿìè. Çàìåíèâ â
(1.10) òîëüêî ïðîèçâîäíóþ dv(t)/dt ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòüþ (vn+1 − vn)/∆t ñ ∆t = 1 è
îñòàâèâ ïðîèçâîäíóþ A′(z), ïðèäåì ê ìåòîäó Íüþòîíà (1.9).

Â äàííîé çàìåòêå ìû ïðîèçâîäíóþ ïî t â (1.11) çàìåíèì ðàçäåë¼ííîé ðàçíîñòüþ è
ïðèä¼ì ê íåÿâíîìó èòåðàöèîííîìó ïðîöåññó ñëåäóþùåãî âèäà:

Anwn + αnwn − fn − (An−1wn−1 + αn−1wn−1 − fn−1)

τn
+ γn(Anwn + αnwn − fn) = 0, (1.13)

ãäå n = 1, 2, ... , ýëåìåíò w0 ∈ H çàäà¼òñÿ ïðîèçâîëüíî, {αn}, {γn}, {τn} �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñâîéñòâà (1.5) �
(1.7).

Óñòàíîâèì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü (1.13) îòíîñèòåëüíî wn ïðè èçâåñòíîì ýëåìåíòå
wn−1. Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì (1.13) â ñëåäóþùåé ôîðìå

Anwn + αnwn − fn =
1

1 + γnτn
(An−1wn−1 + αn−1wn−1 − fn−1) . (1.14)

Òåïåðü, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [1], [2], [6], äåëàåì âûâîä îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (1.13). Èññëåäóåì ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {wn} ïðè n→ ∞.

Ïóñòü â (1.1) îïåðàòîð A íåâîçìóù¼í (ò.å. An = A è hn = 0 ïðè âñåõ n ), à ïðàâàÿ
÷àñòü f âîçìóùåíà, ò.å. âìåñòî (1.13) èìååì

Avn + αnvn − fn − (Avn−1 + αn−1vn−1 − fn−1)

τn
+ γn(Avn + αnvn − fn) = 0. (1.15)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå
un = Avn + αnvn − fn (1.16)
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è îò (1.15) ïðèäåì ê ðàâåíñòâó

un(1 + γnτn) = un−1,

ò.å.
un = (1− βn)un−1, βn =

γnτn
1 + γnτn

.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∥un∥ = (1− βn)∥un−1∥ ∀n ≥ 1.

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

∥un∥ ≤ ∥u0∥exp

(
−

n∑
i=1

βi

)
, (1.17)

ãäå u0 = Av0 + α0v0 − f0.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1.4) ñ òî÷íûìè äàííûìè

Axαn + αnxαn = f. (1.18)

Â ñèëó (1.8)
lim
n→∞

∥xαn − x∗∥ = 0. (1.19)

Íà îñíîâàíèè (1.16) è (1.18), ïðèíÿâ âî âíèìàíèå ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A è óñëîâèå
(1.3), çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ

αn∥vn − xαn∥2 ≤ (Avn + αnvn − Axαn − αnxαn , vn − xαn) =

= (un + fn − f, vn − xαn) ≤ (∥un∥+ δn)∥vn − xαn∥.

Îòñþäà èìååì íåðàâåíñòâî

∥vn − xαn∥ ≤ ∥un∥
αn

+
δn
αn
.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ óñòàíîâëåííóþ îöåíêó (1.17), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî âèäà

∥vn − xαn∥ ≤ ∥u0∥
exp(−

∑n
i=1 βi)

αn
+
δn
αn
. (1.20)

Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíî óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü H � âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, A : H →
→ H � ìîíîòîííûé õåìèíåïðåðûâíûé îïåðàòîð, f ∈ H, óðàâíåíèå (1.1) èìååò íåïóñòîå
ìíîæåñòâî ðåøåíèé, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.3), (1.5), (1.6), è

lim
n→∞

exp(−
∑n

i=1 βi)

αn
= 0, βn =

γnτn
1 + γnτn

. (1.21)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} , îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (1.15), ïðè n → ∞ ñèëüíî
ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ýëåìåíòå v0 ∈
H .
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Ïóñòü òåïåðü è îïåðàòîð A çàäàí ñ îøèáêîé, òîãäà ïðè

ũn = Anwn + αnwn − fn

ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ (1.2) è ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðîâ An èìååì

αn∥wn − xαn∥2 ≤ (Anwn + αnwn − Anxαn − αnxαn , wn − xαn) =

= (ũn + fn − f + Axαn − Anxαn , wn − xαn) ≤

≤
[
∥ũn∥+ δn + hng(∥xαn∥)

]
∥wn − xαn∥.

Êðîìå òîãî, îöåíêà âèäà (1.17) îñòà¼òñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{ũn}, ò.å.

∥ũn∥ ≤ ∥ũ0∥exp

(
−

n∑
i=1

βi

)
, ũ0 = A0w0 + α0w0 − f0. (1.22)

Òåïåðü îãðàíè÷åííîñòü {xαn} (ñì. (1.19)) ïðèâîäèò ê îöåíêå

∥wn − xαn∥ ≤ a0

(
exp(−

∑n
i=1 βi)

αn
+
δn + hn
αn

)
, a0 > 0.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 1.2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 îïåðàòîð A çàäàí ïðèáëèæåííî,
èìååò ìåñòî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî (1.7), òî wn → x∗ ïðè n → ∞, ãäå ýëåìåíòû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {wn} îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (1.13), x∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.1).

Èç ðàâåíñòâà (1.14) ñëåäóåò, ÷òî îøèáêà ïðàâîé ÷àñòè åãî íå íàêàïëèâàåòñÿ. Åñëè γn ≥
γ, τn ≥ τ ïðè âñåõ n, òî èìååì ñõîäèìîñòü ê íóëþ íåâÿçêè ðåãóëÿðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ
ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, q = 1/(1+γτ). Â îáùåì ñëó÷àå áëèçîñòü íåâÿçêè
ê íóëþ îïðåäåëÿåòñÿ îöåíêîé (1.22). Çàìåòèì, ÷òî èç ïðåäåëüíîãî ðàâåíñòâà â (1.21) â ñèëó
(1.5) ñëåäóåò, ÷òî

∞∑
n=1

βn = +∞.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (1.13) è (1.4) îòëè÷àþòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè, à èìåííî, ïî
ñðàâíåíèþ ñ (1.4) â óðàâíåíèè (1.13) â ïðàâóþ ÷àñòü ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå âîçìóùåíèå

1

1 + γnτn
(An−1wn−1 + αn−1wn−1 − fn−1),

÷òî ïîçâîëÿåò ïðè çàäàíèè ýëåìåíòà w0 ó÷åñòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ îá èñêîìîì ðå-
øåíèè óðàâíåíèÿ (1.1). Íàëè÷èå òàêîé èíôîðìàöèè íåîáõîäèìî äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ
íåêîððåêòíîé çàäà÷è (1.1) (ñì. [7], [8]).
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On some method of regularization for monotone equations
in Hilbert space
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Abstract. We study equations with monotone operators in Hilbert space with perturbed data.
We construct for this ill-posed problem implicit iterative regularized method using continuous
analogue of Newton method. In comparison with classical operator regularized method we introduce
supplementary terms in right-hand side of regularized equation. By using a priori information of
desired solution we choose initial approximation in this iterative method. We obtain su�cient
conditions of strong convergence for propose method.
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Ê âîïðîñó î òåîðåìå Áîëÿ � Ïåððîíà äëÿ ãèáðèäíûõ
ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ ñèñòåì ñ
ïîñëåäåéñòâèåì (ÃËÔÄÑÏ)
c⃝ Ï. Ì. Ñèìîíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ àáñòðàêòíàÿ ãèáðèäíàÿ ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îäíî óðàâíåíèå ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíîå, ïî äðóãîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ � ðàçíîñòíîå, âòîðîå óðàâíåíèå ïî ÷àñòè
ïåðåìåííûõ ðàçíîñòíîå, ïî äðóãîé ÷àñòè ïåðåìåííûõ � ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå.
Âîçíèêàåò ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè. Ïðèìåíåí W-ìåòîä Í.Â.Àçáåëåâà
ê äâóì óðàâíåíèÿì. Èçó÷åíû äâà ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿ: îäíî � ýòî ñèñòåìà ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âòîðîå � ýòî ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé. Èçó÷åíû ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé. Ïîëó÷åíà òåîðåìà Áîëÿ � Ïåððîíà îá ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
äëÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðåìà Áîëÿ � Ïåððîíà, ãèáðèäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà ôóíöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, óñòîé÷èâîñòü, ìåòîä ìîäåëüíûõ óðàâíåíèé

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ ïî óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ÃËÔÄÑÏ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïîñâÿùåíî
êðàéíå ìàëî ðàáîò. Â ðàáîòå Â.Ì. Ìàð÷åíêî è Æ.Æ. Ëóàçî [1] èññëåäîâàíà çàäà÷à îá
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ÃËÔÄÑÏ. Äëÿ ñèñòåì âèäà

ẋ1(t) = A11x1(t) + A12x2(t),

x2(t) = A21x1(t) + A22x2(t− h),

x1(0) = x10 ∈ Rk, x2(τ) = ψ(τ), τ ∈ [−h, 0), A11 ∈ Rk×k, A12 ∈ Rk×(n−k), A21 ∈ R(n−k)×k,
A22 ∈ R(n−k)×(n−k), ψ : [−h, 0) → Rn−k � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíû
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè [1].

Ïðåäëîæåííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèå, íà÷àòîå â [2]�[4]. Ïîñòðîåííàÿ â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ îáùàÿ òåîðèÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [5]�[8] ïîç-
âîëèëà äàòü ÿñíîå è ëàêîíè÷íîå îïèñàíèå îñíîâíûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé, â òîì ÷èñëå, ñâîé-
ñòâà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé. Â òî æå âðåìÿ øèðîêèå è àêòóàëüíûå äëÿ ïðèëîæåíèé êëàñ-
ñû ñèñòåì ÃËÔÄÑÏ, à èìåííî, ãèáðèäíûõ ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ñ ïîñëåäåéñòâèåì (ÃËÔÄÓÏ), ôîðìàëüíî íå îõâàòûâàþòñÿ ïîñòðîåííîé òåîðè-
åé è âî ìíîãîì îñòàþòñÿ âíå ïîëÿ çðåíèÿ ñïåöèàëèñòîâ, èñïîëüçóþùèõ ôóíêöèîíàëüíî-
äèôôåðåíöèàëüíûå è ðàçíîñòíûå ñèñòåìû ñ ïîñëåäåéñòâèåì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðåàëüíûõ
ïðîöåññîâ. Íèæå ïðåäëàãàþòñÿ ãèáðèäíûå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå àíàëîãè
îñíîâíûõ óòâåðæäåíèé òåîðèè ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ çàäà÷
óñòîé÷èâîñòè, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà Áîëÿ � Ïåððîíà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; simpm@mail.ru
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2. Ñõåìà W-ìåòîäà

Çäåñü è íèæå Rn � ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ α = col{α1, ..., αn} ñ äåéñòâèòåëüíûìè
êîìïîíåíòàìè è ñ íîðìîé ||α||Rn .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .}

áåñêîíå÷íóþ ìàòðèöó ñî ñòîëáöàìè y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . . , ðàçìåðà n, ãäå êàæäûé
ñòîëáåö ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå Rn, à ÷åðåç g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} áåñêîíå÷íóþ ìàò-
ðèöó ñî ñòîëáöàìè g(0), g(1), ..., g(N), . . . , ðàçìåðà n, g(i) ∈ Rn äëÿ êàæäîãî i = 0, 1, . . . .

Êàæäîé áåñêîíå÷íîé ìàòðèöå

y = {y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .}

ìîæíî ñîïîñòàâèòü âåêòîð-ôóíêöèþ

y(t) = y(−1)χ[−1,0)(t) + y(0)χ[0,1)(t) + y(1)χ[1,2)(t) + ...+ y(N)χ[N,N+1)(t) + . . . .

Àíàëîãè÷íî, êàæäîé áåñêîíå÷íîé ìàòðèöå g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü âåêòîð-ôóíêöèþ

g(t) = g(0)χ[0,1)(t) + g(1)χ[1,2)(t) + ...+ g(N)χ[N,N+1)(t) + . . . .

Ñèìâîëîì y(t) = y[t] îáîçíà÷èì âåêòîð-ôóíêöèþ y(t) = y([t]), t ∈ [−1,∞). Ñèìâîëîì
g[t] îáîçíà÷èì âåêòîð-ôóíêöèþ g(t) = g([t]), t ∈ [0,∞).

Ìíîæåñòâî òàêèõ âåêòîð-ôóíêöèé y[·] îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ℓ0 . Ìíîæåñòâî òàêèõ
âåêòîð-ôóíêöèé g[·] îáîçíà÷èì ñèìâîëîì ℓ. Îáîçíà÷èì (∆y)(t) = y(t) − y(t − 1) =
y[t]− y[t− 1] ïðè t ≥ 1, (∆y)(t) = y(t) = y[t] = y(0) ïðè t ∈ [0, 1).

Çàïèøåì àáñòðàêòíóþ ãèáðèäíóþ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíóþ ñèñòåìó â âèäå

L11x+ L12y = ẋ− F11x− F12y = f,
L21x+ L22y = ∆y − F21x− F22y = g.

(2.1)

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî L ëîêàëüíî ñóììèðóåìûõ f : [0,∞) → Rn ñ ïîëóíîðìàìè

||f ||L[0,T ] =
T∫
0

||f(t)||Rn dt äëÿ âñåõ T > 0 . Ïðîñòðàíñòâî D ëîêàëüíî àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûõ ôóíêöèé x : [0,∞) → Rn ñ ïîëóíîðìàìè ||x||D[0,T ] = ||ẋ||L[0,T ]+ ||x(0)||Rn äëÿ âñåõ
T > 0 .

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî ℓ áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö g = {g(0), g(1), ..., g(N), . . .} ñ ïîëóíîð-

ìàìè ||g||ℓT =
T∑
i=0

||gi||Rn äëÿ âñåõ T ≥ 0 . Ïðîñòðàíñòâî ℓ0 áåñêîíå÷íûõ ìàòðèö y =

{y(−1), y(0), y(1), ..., y(N), . . .} ñ ïîëóíîðìàìè ||y||ℓ0T =
T∑

i=−1

||yi||Rn äëÿ âñåõ T ≥ −1 .

Îïåðàòîðû L11, F11 : D → L , L12, F12 : ℓ0 → L , L21, F21 : D → ℓ , L22, F22 : ℓ0 → ℓ
ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè è âîëüòåððîâûìè.

Åñëè ýëåìåíòû col{x, y} : [0,∞)×[−1,∞) → Rn×Rn îáðàçóþò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
D×M0

∼= (B×Rn)× (M×Rn) (ïðîñòðàíñòâî D ⊂ D, ïðîñòðàíñòâî M0 ⊂ ℓ0, ïðîñòðàí-
ñòâî B ⊂ L, ïðîñòðàíñòâî M ⊂ ℓ, B, M � áàíàõîâûå ïðîñòðàíñòâà) îáëàäàþò êàêèìè-
íèáóäü ñïåöèôè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð sup

t≥0
||x(t)||Rn + sup

k=−1,0,1,...
||y(k)||Rn < ∞, è

äëÿ óðàâíåíèÿ L{x, y} = col{f, g} ñ ëèíåéíûì îãðàíè÷åííûì îïåðàòîðîì L : D×M0 →
→ B×M îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà çàäà÷à Êîøè, òî è ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áóäóò îáëàäàòü
òàêèìè æå àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



Ê âîïðîñó î òåîðåìå Áîëÿ � Ïåððîíà äëÿ ãèáðèäíûõ ëèíåéíûõ . . . 77

Ïóñòü ìîäåëüíîå óðàâíåíèé [5]�[8] L11x = z è áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî B ñ ýëåìåíòàìè
èç ïðîñòðàíñòâà L (B ⊂ L è ýòî âëîæåíèå íåïðåðûâíî) âûáðàíû òàê, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîãî
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáëàäàþò èíòåðåñóþùèìè íàñ àñèìïòîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Íàïðèìåð, sup
t≥0

||x(t)||Rn < ∞ . Òîãäà, ïîëîæèâ L11x
def
= ẋ + x = z , ïðèíèìàåì â êà÷å-

ñòâå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî L∞ èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ â
ñóùåñòâåííîì ôóíêöèé z : [0,∞) → Rn ñ íîðìîé vrai sup

t≥0
||z(t)||Rn < ∞ . Ïðîñòðàíñòâî

D(L11, L∞) , ïîðîæäàåìîå ìîäåëüíûì óðàâíåíèåì, áóäåò ñîñòîÿòü èç ðåøåíèé âèäà

x(t) = (W11z) (t) + (U11α)(t) =

t∫
0

e−(t−s)z(s) ds+ αe−t (α ∈ Rn, z ∈ L∞).

Ýòè ðåøåíèÿ îãðàíè÷åíû ( sup
t≥0

||x(t)||Rn < ∞ ) è èõ ïðîèçâîäíàÿ ẋ = −x + z ïðèíàä-

ëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞ . Âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îáðàçóþò áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
ñ íîðìîé

||x||D(L11,L∞) = vrai sup
t≥0

||ẋ(t) + x(t)||Rn + ||x(0)||Rn <∞,

êîòîðîå ëèíåéíî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Ñ.Ë.Ñîáîëåâà W
(1)
∞ [0,∞) ñ íîðìîé

||x||
W

(1)
∞ [0,∞)

= sup
t≥0

||x(t)||Rn + vrai sup
t≥0

||ẋ(t)||Rn .

Äàëüøå áóäåì ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àòü êàê WL∞ . Ïðè ýòîì WL∞ ⊂ D , è ýòî
âëîæåíèå íåïðåðûâíî.

Àíàëîãè÷íî äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B ⊂ L ìîæíî ââåñòè áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
D(L11, B) ñ íîðìîé

||x||D(L11,B) = ||ẋ+ x||B + ||x(0)||Rn .

Çäåñü âëîæåíèå B ⊂ L íåïðåðûâíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïåðàòîð W11 íåïðåðûâíî äåé-
ñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà B â ïðîñòðàíñòâî B , è îïåðàòîð U11 äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà
Rn â ïðîñòðàíñòâî B . Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî òîìó [5], [8], ÷òî ïðîñòðàíñòâî D(L11, B)

ëèíåéíî èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Ñîáîëåâà W
(1)
B [0,∞) ñ íîðìîé

||x||
W

(1)
B [0,∞)

= ||ẋ||B + ||x||B.

Äàëüøå áóäåì ýòî ïðîñòðàíñòâî îáîçíà÷àòü êàê WB . Ïðè ýòîì WB ⊂ D , è ýòî âëîæå-
íèå íåïðåðûâíî.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óðàâíåíèå L11x = z ñ îïåðàòîðîì L11 : D(L11) → B D(L11, B) -
óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ êàæäîé ïðàâîé ÷àñòè z ∈ B êàæäîå ðåøåíèå x ∈ D(L11, B) [5].
D(L11) ⊂ D � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà L11 .

Óðàâíåíèå L11x = z ñ îïåðàòîðîì L11 : D(L11, B) → B , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
âûøå, D(L11, B) -óñòîé÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè îíî ñèëüíî B -óñòîé÷èâî. Óðàâ-
íåíèå L11x = z ñèëüíî B -óñòîé÷èâî, åñëè äëÿ ëþáîãî z ∈ B êàæäîå ðåøåíèå x ýòîãî
óðàâíåíèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì: x ∈ B è ẋ ∈ B [5][ãë. IV, �4.6], [8].

Îïåðàòîðû L11 : D → L, L12 : ℓ0 → L, L21 : D → ℓ, L22 : ℓ0 → ℓ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê
ïðèâåäåíèÿ íà ïàðû (D(L11, B), B), (M0, B), (D(L11, B),M), (M0,M). Ýòè îïåðàòîðû
ïðåäïîëàãàþòñÿ ëèíåéíûìè âîëüòåððîâûìè è îãðàíè÷åííûìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ L22y = g äëÿ g ∈ ℓ ïðèíàäëåæèò
ïðîñòðàíñòâó ℓ0 è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé Êîøè: y[t] = (Y22y(−1))[t] + (C22g)[t] =

Y22[t]y(−1) +
t∑

s=0

C22[t, s]g[s], t ≥ 0 .
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Ââåäåì ïðîñòðàíñòâà: äëÿ 1 ≤ p < +∞ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà:

ℓp0 =

y ∈ ℓ0 : ||y||ℓp0 =

(
+∞∑
k=−1

||y(k)||pRn

) 1
p

< +∞

 ,

ℓp =

g ∈ ℓ : ||g||ℓp : ||g||ℓp =

(
+∞∑
k=0

||g(k)||pRn

) 1
p

< +∞

 .

Äëÿ p = ∞ îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâà:

ℓ∞0 = {y ∈ ℓ0 : ||y||ℓ∞0 = sup
k=−1,0,1,···

||y(k)||Rn < +∞},

ℓ∞ = {g ∈ ℓ : ||g||ℓ∞ = sup
k=0,1,···

||g(k)||Rn < +∞}.

Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà ℓp0 è ℓp � ýòî ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ òèïà M0 è M .

Îáîçíà÷èì: L =

(
L11 L12

L21 L22

)
. Òîãäà (2.1) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå L{x, y} = col{f, g}.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x(0) ∈ Rn è y(−1) ∈ Rn îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà çàäà÷à
Êîøè äëÿ ¾ìîäåëüíîé¿ ñèñòåìû ẋ = F 0

11x+F
0
12z+z, ∆y = F 0

21z+F
0
22y+u, ãäå îïåðàòîðû

F 0
11 : D → L, F 0

12 : ℓ0 → L, F 0
21 : D → ℓ, F 0

22 : ℓ0 → ℓ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè
è âîëüòåððîâûìè. Òîãäà ìîäåëüíóþ ñèñòåìó ìîæíî êîðîòêî çàïèñàòü òàê: L0{x, y} =
col{z, u}. Ïóñòü å¼ ðåøåíèå èìååò ïðåäñòàâëåíèå(

x
y

)
=

(
U11 U12

U21 U22

)(
x(0)
y(−1)

)
+

(
W11 W12

W21 W22

)(
z
u

)
.

Çäåñü W : L × ℓ → D × ℓ0 � íåïðåðûâíûé âîëüòåððîâ îïåðàòîð Êîøè äëÿ ñèñòåìû,

W =

(
W11 W12

W21 W22

)
, U : Rn × Rn → D × ℓ0 � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà äëÿ ñèñòåìû,

U =

(
U11 U12

U21 U22

)
.

3. Òåîðåìû Áîëÿ � Ïåððîíà

Äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ åùå â ìîíîãðàôèÿõ [9], [10], îòìå-
÷àëèñü ÿâëåíèÿ, êîòîðûå â òåðìèíàõ D(L11, B) -óñòîé÷èâîñòè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà L11 èç D(L11, B) -
óñòîé÷èâîñòè ñëåäóåò áîëåå òîíêîå àñèìïòîòè÷åñêîå ñâîéñòâî, à èìåííî D(L11, B1) -
óñòîé÷èâîñòü, ãäå B1 � íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà B .

Ñëåäóÿ òðàäèöèè Ïåðìñêîãî ñåìèíàðà [5]�[8], ñîîòâåòñòâóþùèå óòâåðæäåíèÿ áóäåì
íàçûâàòü òåîðåìàìè Áîëÿ � Ïåððîíà. Â îñíîâå ñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ òàêèõ òåî-
ðåì ëåæàò ñâîéñòâà ïîäïðîñòðàíñòâà B ⊂ L , âûòåêàþùèå èç èõ ïîðÿäêîâîé ñòðóê-
òóðû, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå Rn ââåäåì
÷àñòè÷íóþ óïîðÿäî÷åííîñòü: α = col{α1, . . . , αn} ≥ 0 , åñëè αi ≥ 0 , i = 1, . . . , n ;
α ≥ β , åñëè, α − β ≥ 0 . ×åðåç |α| áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì
|α| = col{|α1|, . . . , |αn|} . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Rn çàôèêñèðîâàíà íîð-
ìà || · ||Rn , îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè: ||α||Rn ≤ ||β||Rn , åñëè |α| ≤ |β| . Â
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ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì â ïðîñòðàíñòâå Rn ââåäåì îòíîøåíèå ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå
L . À èìåííî y ≥ 0 , åñëè y(t) ≥ 0 ïî÷òè âñþäó íà [0,∞) ; y ≥ z , åñëè y − z ≥ 0 .
×åðåç |y| áóäåì îáîçíà÷àòü ôóíêöèþ, ïî÷òè âñþäó íà [0,∞) îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì
|y|(t) = |y(t)| . Îòíîñèòåëüíî áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B ⊂ L áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íîð-
ìà â ïðîñòðàíñòâå B ñîãëàñîâàíà ñ ïîðÿäêîì ÷åðåç óñëîâèå èäåàëüíîñòè: åñëè z ∈ L ,
y ∈ B è |z| ≤ |y| , òî z ∈ B è ||z||B ≤ ||y||B .

Ñðåäè ïðî÷èõ ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ (áàíàõîâûõ èäå-
àëüíûõ ïðîñòðàíñòâ [11]), îòìåòèì ñëåäóþùèå: 1) íîðìà â òàêîì ïðîñòðàíñòâå B îá-
ëàäàåò ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè; 2) ëþáîå îãðàíè÷åííîå ïî ïîðÿäêó ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà B èìååò òî÷íûå ãðàíè (B � K �ïðîñòðàíñòâî); 3) â ïðîñòðàíñòâå B îïðåäå-
ëåíû�ñðåçêè� � îïåðàòîðû óìíîæåíèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè χM èçìåðèìîãî
ìíîæåñòâà M ⊂ [0,∞) ; 4) âëîæåíèå B ⊂ L íåïðåðûâíî.

4. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Âñþäó íèæå ÷åðåç Bγ îáîçíà÷èì ¾âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî¿, ýëåìåíòû êîòîðîãî y ñâÿ-
çàíû ñ ýëåìåíòàìè z ïðîñòðàíñòâà B ñîîòíîøåíèåì y = zγ , ãäå zγ(t) = e−γtz(t) , z ∈ B ,
ïðè÷åì ||y||Bγ = ||z||B .

Âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà B è ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ L0
11x = z

âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ñóùåñòâóåò ÷èñëî òàêîå β > 0 , ÷òî
à) îïåðàòîð Êîøè W11 ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà Bβ â ïðî-

ñòðàíñòâî Cβ è îãðàíè÷åí; á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû U11 ïåðâîãî ìîäåëü-
íîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Cβ . Çäåñü è íèæå C � ïðîñòðàíñòâî íåïðå-
ðûâíûõ è îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé x : [0,∞) → Rn ñ íîðìîé ||x||C = sup

t≥0
||x(t)||Rn , Cβ �

âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé y , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå y(t) = uβ , ãäå uβ(t) = e−βtu(t) ,
u ∈ C , ||y||Cβ

= ||u||C . Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò íåïðåðûâíîå âëîæåíèå
D(L0

11, Bβ) ⊂ Cβ . Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ýêñïîíåíöèàëüíî
óñòîé÷èâî: ||U11(t)||Rn ≤ Ne−βt ïðè âñåõ t ≥ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî N .

Ñôîðìóëèðóåì ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Áîëÿ � Ïåððîíà íà óðàâíåíèå L11x = f [5]�
[8].

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü óðàâíåíèå L11x = f D(L0
11, B)− óñòîé÷èâî, à îïåðàòîð

L11 : D(L11) → L äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà D(L0
11, Bα) â ïðîñòðàíñòâî Bα ïðè íåêî-

òîðîì α ∈ (0, β] , ïðè÷åì îïåðàòîð L11W11 : Bα → Bα ðåãóëÿðåí. Òîãäà ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî γ0 ∈ (0, α] , ÷òî óðàâíåíèå L11x = f áóäåò D(L0

11, Bγ)− óñòîé÷èâûì äëÿ
âñåõ γ ∈ (0, γ0) .

Îïåðàòîð Q : Bα → Bα íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ðàâåí ðàçíîñòè äâóõ ïîëîæè-
òåëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ââåäåì ℓγp ( ℓγp0 ) � âåñîâîå ïðîñòðàíñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî y ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìè
z ïðîñòðàíñòâà ℓγp ( ℓγp0 ) ñîîòíîøåíèåì y = zγ , ãäå zγ(t) = e−γtz(t) , z ∈ ℓp ( z ∈ ℓp0 ),
ïðè÷åì ||y||ℓγp = ||z||ℓp (||y||ℓγp0 = ||z||ℓp0) .

Âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ ïðîñòðàíñòâà ℓγp , 1 ≤ p ≤ +∞ , è ìîäåëüíîãî
óðàâíåíèÿ L0

22y = g âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ñóùåñòâóåò ÷èñëî òàêîå β > 0 , ÷òî
à) îïåðàòîð Êîøè W22 ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâóåò èç ïðîñòðàíñòâà ℓβp â ïðî-

ñòðàíñòâî ℓβ∞0 è îãðàíè÷åí; á) ñòîëáöû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû U22 âòîðîãî ìîäåëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ℓβ∞0 . Ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò íåïðå-
ðûâíîå âëîæåíèå D(L0

22, ℓ
β
p ) ⊂ ℓβ∞0 . Òàêèì îáðàçîì, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëüíîå óðàâíåíèå
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ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî: ||U22(t)||Rn ≤Me−βt ïðè âñåõ t ≥ 0 äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæè-
òåëüíîãî M .

Ñôîðìóëèðóåì ðàñïðîñòðàíåíèå òåîðåìû Áîëÿ � Ïåððîíà íà óðàâíåíèå L{x, y} =
{f, g} .

Ò å î ð å ì à 4.2. Îïåðàòîðû L12 : ℓ0p → B , L21 : D(L0
11, B) → ℓp äåéñòâóþò

äëÿ íåêîòîðîãî 1 ≤ p ≤ +∞ . Ïóñòü, äàëåå, óðàâíåíèå L11x = f D(L0
11, B)− óñòîé÷èâî

è óðàâíåíèå L22y = g D(L0
22, ℓp)− óñòîé÷èâî, à îïåðàòîðû L11 : D(L11) → L , L22 :

D(L22) → ℓ äåéñòâóþò èç ïðîñòðàíñòâà D(L0
11, Bα) è D(L0

22, ℓ
α
p ) â ïðîñòðàíñòâà Bα è

ℓαp ïðè íåêîòîðîì α ∈ (0, β] , ïðè÷åì îïåðàòîðû L11W11 : Bα → Bα è L22W22 : ℓαp → ℓαp
ðåãóëÿðíû. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî γ0 ∈ (0, α] , ÷òî óðàâíåíèå L{x, y} = col{f, g}
áóäåò D(L0, Bγ × ℓγp)− óñòîé÷èâûì äëÿ âñåõ γ ∈ (0, γ0) .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÎ ¾ÏÐÎÃÍÎÇ¿.
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On the question of the theorem of Bohl � Perron of hybrid
linear functional di�erential systems with aftere�ect
(HLFDSA)
c⃝ P.M. Simonov2

Abstract. The abstract hybrid system of functional di�erential equations is given. One part of the
equation for variable functional di�erential, according to another of the variables is the di�erence
one, the second part of the equation for variable di�erential, according to another of the variables
is functional di�erential one. There is a system of two equations with two unknowns. Apply W-
method N.V. Azbelev's to two equations. Two model equations were studied: one is a system of
functional di�erential equations, and the second is a system of di�erential equations. We studied
the solutions spaces. Received Bohl � Perron theorem's for the exponential stability of the hybrid
system of functional di�erential equations.
Key Words: theorem of Bohl � Perron, hybrid linear system of functional di�erential equations,
stability, model equations' method
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ÓÄÊ 517.968

Óñòîé÷èâîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ïî ìàëîìó
ïàðàìåòðó ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîñüìîãî ïîðÿäêà
c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè è äèôôåðåíöè-
ðóåìîñòè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîñüìîãî ïîðÿäêà, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóïåð-
ïîçèöèåé äâóõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ñìåøàííàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê èçó÷åíèþ ñ÷åòíîé ñèñòåìû
íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì. Äîêà-
çàíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çàäà÷è
ïî ìàëîìó ïîëîæèòåëüíîìó ïàðàìåòðó. Òàêæå äîêàçàíà äèôôåðåíöèðóåìîñòü îáîáùåííî-
ãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çàäà÷è ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ñ÷åòíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå, èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè-
÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîñüìîãî ïîðÿäêà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ñìåøàííàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå âîñüìîãî ïîðÿäêà, ñóïåðïîçèöèÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, äèôôåðåíöèðóåìîñòü
ðåøåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó.

1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ñìåøàííûõ è êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó åå
ïðèêëàäíîé âàæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.

Ñìåøàííûå çàäà÷è â òåîðèè óïðóãîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàñ÷åòå ðàçëè÷íûõ äåòàëåé ìà-
øèí è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè, ïðè ðàñ÷åòå ôóíäàìåí-
òîâ è îñíîâàíèé ñîîðóæåíèé [1]. Ñìåøàííûìè çàäà÷àìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå çàäà÷è
êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âñåâîçìîæíûõ òðåùèí, èíîðîäíûõ âêëþ÷åíèé,
ïîäêðåïëÿþùèõ ñòðèíãåðîâ è íàêëàäîê. Ìíîãî ñìåøàííûõ çàäà÷ è â ãèäðîäèíàìèêå. Ýòî
è íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèè êðûëà è ãëèññèðîâàíèÿ, òåîðèè ñòðóéíûõ òå÷åíèé, òåîðèè
êà÷êè êîðàáëÿ è óäàðà òåë î ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, ôèëüòðàöèè, òåîðèè âçðûâà, ðÿä
çàäà÷ ãèäðîóïðóãîñòè.

Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [2], [3].

Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî, ïÿòîãî è øåñòî-
ãî ïîðÿäêîâ èçó÷àëèñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, â ÷àñòíîñòè [4] � [18]. Äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ èçó÷àëèñü, â ÷àñòíîñòè, â [19] �
[25].

Ïðè èññëåäîâàíèè ðåàëüíûõ îáúåêòîâ çà÷àñòóþ ïðèõîäèòñÿ ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå
ðàçíîîáðàçíûå ôàêòîðû, äåéñòâóþùèå íà äàííóþ ñèñòåìó. Ïðè ðàññìîòðåíèè ðàçëè÷íûõ

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursun.k.yuldashev@gmail.com
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çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàåò òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè. Ïîä óñòîé-
÷èâîñòüþ îáû÷íî ïîíèìàþò ñâîéñòâî ñèñòåìû, êîòîðîå ñîõðàíèòñÿ ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ
íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé, âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû è ò.ä.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âîñüìîãî ïîðÿäêà, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé
äâóõ îïåðàòîðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû
èãðàþò âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé ïî ìàëîìó ïàðàìåò-
ðó ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ âîñüìîãî ïîðÿäêà.

Èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî
B2(T ) ñ íîðìîé ∥∥∥a(t)∥∥∥

B2(T )
=

√√√√ ∞∑
n=1

(
max
t∈DT

|an(t)|
) 2

.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g(x), x ∈ Dl â ïðîñòðàíñòâå L 2(Dl) èñïîëüçóåòñÿ íîðìà

∥∥∥g(x)∥∥∥
L2(Dl)

=

√∫ l

0

|g(y)| 2dy.

Äëÿ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn â ïðîñòðàíñòâå ℓ2 ðàññìàòðèâàåòñÿ íîðìà

∥∥∥φ∥∥∥
ℓ2
=

√√√√ ∞∑
n=1

|φn| 2.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå(
∂

∂ t
− ε

∂ 3

∂ t ∂ x 2
+

∂ 4

∂ x4

)(
∂ 2

∂ t 2
− ε

∂ 4

∂ t 2 ∂ x 2
+

∂ 4

∂ x4

)
u(t, x) = f (t, x, u(t, x)) (2.1)

ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè

u(0, x) = ϕ1(x), ut(0, x) = ϕ2(x), utt(0, x) = ϕ3(x), x ∈ Dl, (2.2)

u(t, 0) = u(t, l) =
∂ 2

∂ x2
u(t, 0) =

∂ 2

∂ x2
u(t, l) =

=
∂ 4

∂ x4
u(t, 0) =

∂ 4

∂ x4
u(t, l) =

∂ 6

∂ x6
u(t, 0) =

∂ 6

∂ x6
u(t, l) = 0, (2.3)

ãäå f(t, x, u) ∈ C(D×R) , ϕ i(x) ∈ C 9(Dl) , i = 1, 3 , D ≡ DT ×Dl , DT ≡ [0;T ] , Dl ≡ [0; l] ,
0 < T <∞ , 0 < l <∞ , 0 < ε � ìàëûé ïàðàìåòð.

Â äàííîé ðàáîòå îáîáùåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1)�(2.3) çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå ðÿäà:

u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t)bn(x), (2.4)

ãäå bn(x) =
√

2
l
sinλnx , λn = nπ

l
.
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Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an(t) îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1)�(2.3)
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ñ÷åòíîé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(ÑÑÍÈÓ) Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà [26]

an(t) = ψn(t, ε)+

+
1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s)b i(y)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds, (2.5)

ãäå

ψn(t, ε) =
µ 2
n(ε)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)
exp

{
−µ 2

n(ε)t
}
+
µ 4
n(ε)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)
cosµn(ε)t+

+
µ 2
n(ε)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε) + µ 5

n(ε)
sinµn(ε)t,

Gn(t, s, ε) = exp
{
−µ 2

n(ε)(t− s)
}
+ µn(ε) sinµn(ε)(t− s)− cosµn(ε)(t− s),

ωn(ε) = ρ 2
n(ε)µ

2
n(ε)(1 + µ 2

n(ε)), µ
2
n(ε) =

λ4n
ρn(ε)

, ρn(ε) = 1 + λ 2
nε,

íà÷àëüíûå äàííûå ϕ jn ïîäáèðàëèñü èç (2.2) òàê, ÷òî

ϕ jn(x) =
∞∑
n=1

ϕ jnbn(x), ϕ jn(x) ∈ L2(Dl), j = 1, 3.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [26] èçó÷åíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è
(2.1)�(2.3).

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ïî ìàëîìó ïàðàìåò-

ðó

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)
T∫
0

∥f (t, x,
∑∞

i=1 ψ i(t, ε)b i(x))∥L2(Dl)
dt ≤ ∆ <∞ ;

2) f(t, x, u) ∈ Lip
{
L(t, x) |u

}
, ãäå 0 <

t∫
0

∥∥∥L(s, x)∥∥∥
L2(Dl)

ds <∞ ;

3)
∥∥∥ψ(t, ε)∥∥∥

B2(T )
<∞ ;

4)
∥∥∥λ−2

(
1 + (3 + T )λ−2

)∥∥∥
ℓ2

∥∥∥ϕ 1

∥∥∥
ℓ2
<∞ ,

∥∥∥λ−4
∥∥∥
ℓ2

∥∥∥ϕ 2

∥∥∥
ℓ2
<∞ ;

5)
∥∥∥λ−8

∥∥∥
ℓ2
M 2

1M 2

√
l <∞ ,

∥∥∥(λ−2 + λ−4 + λ−6
∥∥∥
ℓ2

∥∥∥ϕ 3

∥∥∥
ℓ2
<∞ ;

6)

(∥∥∥λ−2
∥∥∥
ℓ2
+
∥∥∥λ−4

(
1 + λ−2 + λ−4

)∥∥∥
ℓ2

∥∥∥λ−2 + (1 + T )λ−4 + λ−6T
∥∥∥
ℓ2

)
×

×M 2
1M 2

√
l
T∫
0

∥f (t, x,
∑∞

i=1 ψ i(t, ε 1)b i(x))∥L2(Dl)
dt <∞ ,

ãäå M 1 =

√
∞∑
n=1

1(
ωn(ε)

)2 , M 2 =
∥∥G(t, s)∥∥

B2(T )
.
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ε 1, ε 2 ∈ [0, ε] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣∣u(t, x, ε 1)− u(t, x, ε 2)
∣∣∣ ≤ A|ε 1 − ε 2|, 0 < A = const.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñ ó÷åòîì (2.5) ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðàçíîñòü:

an(t, ε 1)− an(t, ε 2) = ψn(t, ε 1)− ψn(t, ε 2)+

+

(
1

ωn(ε 1)
− 1

ωn(ε 2)

) t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s, ε 1)b i(y)
)
bn(y)Gn(t, s, ε 1)dyds+

+
1

ωn(ε 2)

 t∫
0

l∫
0

(
f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε 1)b i(y)

)
− f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε 2)b i(y)

))
×

×bn(y)Gn(t, s, ε 2)dyds+

+

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε 1)b i(y)

)
bn(y)

(
Gn(t, s, ε 1)−Gn(t, s, ε 2)

)
dyds

 , (3.1)

ãäå

ψn(t, ε 1)− ψn(t, ε 2) =

[
µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)
− µ 2

n(ε 2)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε 2) + µ 4

n(ε 2)

]
exp

{
−µ 2

n(ε 2)t
}
+

+
µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)

[
exp

{
−µ 2

n(ε 1)t
}
− exp

{
−µ 2

n(ε 2)t
}]

+

+

[
µ 4
n(ε 1)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)
− µ 4

n(ε 2)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε 2) + µ 4

n(ε 2)

]
cosµn(ε 2)t+

+
µ 4
n(ε 1)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)
[cosµn(ε 1)t− cosµn(ε 2)t] +

+

[
µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε 1))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε 1) + µ 5

n(ε 1)
− µ 2

n(ε 2)ϕ 1n + (1 + µ 2
n(ε 2))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε 2) + µ 5

n(ε 2)

]
sinµn(ε 2)t+

+
µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε 1))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε 1) + µ 5

n(ε 1)
[sinµn(ε 1)t− sinµn(ε 2)t] ; (3.2)

Gn(t, s, ε 1)−Gn(t, s, ε 2) = exp
{
−µ 2

n(ε 1)(t− s)
}
− exp

{
−µ 2

n(ε 2)(t− s)
}
+

+ [µn(ε 1)− µn(ε 2)] sinµn(ε 2)(t− s) + µn(ε 1) [sinµn(ε 1)(t− s)− sinµn(ε 2)(t− s)]−
− [cosµn(ε 1)(t− s)− cosµn(ε 2)(t− s)] . (3.3)

Äëÿ îöåíêè ïî íîðìå ýòîé ðàçíîñòè (3.1) èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

|µn(ε)| =

∣∣∣∣∣ λ2n√
1 + λ 2

nε

∣∣∣∣∣ ≤ λ2n;

∣∣∣∣ 1

ωn(ε)

∣∣∣∣ ≤ λ−8
n ; (3.4)

∣∣∣∣µ 2
n(ε)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ϕ 1n

1 + µ 2
n(ε)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ ϕ 3n

µ 2
n(ε)

(
1 + µ 2

n(ε)
)
∣∣∣∣∣∣ ≤ |ϕ 1n|+

1 + λ 2
n

λ 4
n

|ϕ 3n|;
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∣∣∣∣µ 4
n(ε)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

∣∣∣∣ ≤ |ϕ 1n|+
1 + λ 2

n

λ 4
n

|ϕ 3n|;∣∣∣∣µ 2
n(ε)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε) + µ 5

n(ε)

∣∣∣∣ ≤ |ϕ 1n|+ |ϕ 2n|+ |ϕ 3n|;

|µn(ε 1)− µn(ε 2)| ≤ λ−4
n |ε 1 − ε 2|;

∣∣∣∣ 1

ωn(ε 1)
− 1

ωn(ε 2)

∣∣∣∣ ≤ λ−2
n |ε 1 − ε 2|; (3.5)

|sinµn(ε 1)t− sinµn(ε 2)t| ≤ λ−4
n T |ε 1 − ε 2|;

|cosµn(ε 1)t− cosµn(ε 2)t| ≤ λ−4
n T |ε 1 − ε 2|;∣∣∣exp [− µ 2

n(ε 1)t
]
− exp

[
− µ 2

n(ε 2)t
]∣∣∣ ≤ λ−2

n |ε 1 − ε 2|;∣∣∣∣µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)
− µ 2

n(ε 2)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε 2) + µ 4

n(ε 2)

∣∣∣∣ ≤ λ−4
n

[
|ϕ 1n|+ |ϕ 3n|

]
|ε 1 − ε 2|;∣∣∣∣µ 4

n(ε 1)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε 1) + µ 4

n(ε 1)
− µ 4

n(ε 2)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε 2) + µ 4

n(ε 2)

∣∣∣∣ ≤ λ−4
n

[
|ϕ 1n|+ |ϕ 3n|

]
|ε 1 − ε 2|;

∣∣∣∣µ 2
n(ε 1)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε 1))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε 1) + µ 5

n(ε 1)
− µ 2

n(ε 2)ϕ 1n + (1 + µ 2
n(ε 2))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε 2) + µ 5

n(ε 2)

∣∣∣∣ ≤
≤ λ−4

n

[
|ϕ 1n|+ ϕ 2n|+ |ϕ 3n|

]
|ε 1 − ε 2|.

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòåé (3.3) è (3.2) ïîëó÷àåì îöåíêè

|Gn(t, s, ε 1)−Gn(t, s, ε 2)| ≤
(
λ−2
n + (1 + T )λ−4

n + λ−6
n T

)
|ε 1 − ε 2|; (3.6)

|ψn(t, ε 1)− ψn(t, ε 2)| ≤
[
λ−2
n

(
1 + (3 + T )λ−2

n

)
|ϕ 1n|+ λ−4

n (1 + T )|ϕ 2n|+

+(1 + T )
(
1 + λ−2

n + λ−4
n

)
|ϕ 3n|

]
|ε 1 − ε 2|. (3.7)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ñ ó÷åòîì îöåíîê (3.4)�(3.7) èç (3.1) èìååì∥∥a(t, ε 1)− a(t, ε 2)
∥∥
B2(T )

≤ A 0|ε 1 − ε 2|+

+K 0

t∫
0

∥L (s, x)∥L2(Dl)

∥∥a(s, ε 1)− a(s, ε 2)
∥∥
B2(t)

ds, (3.8)

ãäå

A 0 =
∥∥∥λ−2

(
1 + (3 + T )λ−2

)∥∥∥
ℓ2

∥∥ϕ 1

∥∥
ℓ2
+ (1 + T )

∥∥∥λ−4
∥∥∥
ℓ2

∥∥ϕ 2

∥∥
ℓ2
+

+(1 + T )
∥∥∥1 + λ−2 + λ−4

∥∥∥
ℓ2

∥∥ϕ 3

∥∥
ℓ2
+

+
[∥∥∥λ−2

∥∥∥
ℓ2
+
∥∥∥λ−4

(
1 + λ−2 + λ−4

)∥∥∥
ℓ2

∥∥∥λ−2 + (1 + T )λ−4 + Tλ−6
∥∥∥
ℓ2

]
×

×M 1M 2

√
lmax
t∈DT

t∫
0

∥∥∥∥∥f
(
s, x,

∞∑
i=1

a i(s, ε 1)b i(x)

)∥∥∥∥∥
L2(Dl)

ds, (3.9)
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K 0 =
∥∥∥λ−8

∥∥∥
ℓ2
M2

1M 2

√
l, M 1 =

√√√√ ∞∑
n=1

1(
ωn(ε)

)2 , M 2 =
∥∥G(t, s)∥∥

B2(T )
. (3.10)

Ïðèìåíÿÿ ê (3.8) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷èì∥∥a(t, ε 1)− a(t, ε 2)
∥∥
B2(T )

≤ A 1|ε 1 − ε 2|, (3.11)

ãäå A 1 = A 0 exp

{
K 0maxt∈DT

t∫
0

∥L (s, x)∥L2(Dl)
ds

}
.

Èç (3.11) ñ ó÷åòîì (2.4) ïîëó÷àåì, ÷òî

∣∣u(t, x, ε 1)− u(t, x, ε 2)
∣∣ ≤ ∞∑

n=1

∣∣an(t, ε 1)− an(t, ε 2)
∣∣ · ∣∣bn(x)∣∣ ≤M 3A 1|ε 1 − ε 2|,

ãäå M 3 =
∥∥b(x)∥∥

B2(l)
.

Åñëè ïîëîæèì M 3A 1 = A â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå, òî îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà äëÿ ε ∈
[0;α] , ε+ h ∈ (0;α) , 0 < α, h = const ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣∣∣u(t, x, ε+ h)− u(t, x, ε)

h

∣∣∣∣ ≤ A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 3.1. èìååì∣∣∣∣u(t, x, ε+ h)− u(t, x, ε)

h

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

∣∣∣∣an(t, ε+ h)− an(t, ε)

h

∣∣∣∣ · ∣∣∣bn(x)∣∣∣ ≤
≤M 3

∥∥∥∥a(t, ε+ h)− a(t, ε)

h

∥∥∥∥
B2(T )

≤ A 1M 3
|ε+ h− ε|

h
= A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

4. Äèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è ïî ìàëîìó

ïàðàìåòðó

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Åñëè

T∫
0

∥∥∥∥∂f(t, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

dt <∞,

òî ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (2.1)�(2.3) äèôôåðåíöèðóåìî ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ∂u(t,x,ε)
∂ε

=
∑∞

n=1
∂an(t,ε)

∂ε
· bn(x) , òî ôîðìàëüíî

äèôôåðåíöèðóåì ÑÑÍÈÓ (2.5) ïî ïàðàìåòðó ε

∂an(t, ε)

∂ε
= Bn(t, ε)+

+
1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

∂f(s, y, u)

∂u

∞∑
i=1

∂a i(s, ε)

∂ε
b i(y)bn(y)Gn(t, s, ε)dyds, (4.1)

ãäå

Bn(t, ε) =
∂ψn(t, ε)

∂ε
+

(
1

ωn(ε)

)′

ε

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε)b i(y)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds+

+
1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε)b i(y)

)
bn(y) (Gn(t, s, ε))

′
ε dyds, (4.2)

∂ψn(t, ε)

∂ε
=

∂

∂ ε

(
µ 2
n(ε)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

)
exp

{
−µ 2

n(ε)t
}
+

+
µ 2
n(ε)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

(
−µ 2

n(ε)t
)′
ε
exp

{
−µ 2

n(ε)t
}
+

∂

∂ ε

(
µ 4
n(ε)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

)
cosµn(ε)t−

−µ
4
n(ε)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)
(µn(ε)t)

′
ε sinµn(ε)t+

+
∂

∂ ε

(
µ 2
n(ε)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε) + µ 5

n(ε)

)
sinµn(ε)t+

+
µ 2
n(ε)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε) + µ 5

n(ε)
(µn(ε)t)

′
ε cosµn(ε)t,

(Gn(t, s, ε))
′
ε = exp

{
−µ 2

n(ε)(t− s)
} (

−µ 2
n(ε)(t− s)

)′
ε
+

+(µn(ε))
′
ε sinµn(ε)(t− s) + µn(ε) (µn(ε)(t− s))′ε cosµn(ε)(t− s)+

+ (µn(ε)(t− s))′ε sinµn(ε)(t− s).

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû èç (4.2) èìååì

∥B(t, ε)∥B2(T )
≤

∞∑
n=1

∥Bn(t, ε)∥C(DT ) ≤ A 0, (4.3)

ãäå A 0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.9).
Òîãäà èç (4.1) ñëåäóåò

∥∥∥∥∂a(t, ε)∂ε

∥∥∥∥
B2(T )

≤ ∥B(t, ε)∥B2(T )
+K 0

t∫
0

∥∥∥∥∂f(s, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

∥∥∥∥∂a(s, ε)∂ε

∥∥∥∥
B2(t)

ds, (4.4)

ãäå K 0 îïðåäåëÿåòñÿ èç (3.10).
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Ïðèìåíÿÿ ê (4.4) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ñ ó÷åòîì (4.3) ïîëó÷àåì

∂a(t, ε)

∂ε
∈ B 2(T ).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

∂a 0
n(t, ε)

∂ε
= Bn(t, ε),

∂a k+1
n (t, ε)

∂ε
= Bn(t, ε) +

1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

∂f(s, y, u)

∂u
×

×

(
∞∑
i=1

∂a ki (s, ε)

∂ε
b i(y)

)
bn(y)Gn(t, s, ε)dyds, k = 0, 1, 2, . . . .

Òîãäà èç ñïðàâåäëèâîñòè îöåíîê∥∥∥∥∂a 1(t, ε)

∂ε
− ∂a 0(t, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(T )

≤

≤ K 0

t∫
0

∥∥∥∥∂f(s, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

∥∥∥∥∂a 0(s, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(t)

ds ≤ K 0 ∥B(t, ε)∥B2(T )

t∫
0

∥∥∥∥∂f(s, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

ds,

∥∥∥∥∂a k+1(t, ε)

∂ε
− ∂a k(t, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(T )

≤

≤ K 0

t∫
0

∥∥∥∥∂f(s, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

∥∥∥∥∂a k(s, ε)∂ε
− ∂a k−1(s, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(t)

ds ≤

≤ (K 0)
k+1 ∥B(t, ε)∥B2(T )

[
t∫
0

∥∥∥∂f(s,x,u)∂u

∥∥∥
L2(Dl)

ds

] k+1

(k + 1)!

ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñ÷åòíîé ñèñòåìû (4.1) â ïðîñòðàíñòâå B 2(T ) . Òåïåðü

ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà (4.1) èìååò äâà ðåøåíèÿ ∂a(t,ε)
∂ε

è ∂ϑ(t,ε)
∂ε

. Òîãäà äëÿ èõ ðàç-
íîñòè ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥∥∥∥∂a(t, ε)∂ε

− ∂ϑ(t, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(T )

≤

≤ K 0

t∫
0

∥∥∥∥∂f(s, x, u)∂u

∥∥∥∥
L2(Dl)

∥∥∥∥∂a(s, ε)∂ε
− ∂ϑ(s, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B2(t)

ds. (4.5)

Ïðèìåíåíèå ê (4.5) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà äàåò åäèíñòâåííîñòü ýòîãî ðåøå-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå

an(t, ε+ h)− an(t, ε)

h
=
ψn(t, ε+ h)− ψn(t, ε)

h
+

+
1

h

(
1

ωn(ε+ h)
− 1

ωn(ε)

) t∫
0

l∫
0

f
(
s, y,

∞∑
i=1

ai(s, ε+ h)b i(y)
)
bn(y)Gn(t, s, ε+ h)dyds+
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+
1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

1

h

(
f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε+ h)b i(y)

)
− f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε)b i(y)

))
×

×bn(y)Gn(t, s, ε)dyds+

+
1

ωn(ε)

t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
i=1

a i(s, ε+ h)b i(y)

)
bn(y)

Gn(t, s, ε+ h)−Gn(t, s, ε)

h
dyds, (4.6)

ãäå
ψn(t, ε+ h)− ψn(t, ε)

h
=

=
1

h

[
µ 2
n(ε+ h)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε+ h) + µ 4

n(ε+ h)
− µ 2

n(ε)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

]
exp

{
−µ 2

n(ε)t
}
+

+
µ 2
n(ε+ h)ϕ 1n + ϕ 3n

µ 2
n(ε+ h) + µ 4

n(ε+ h)
· exp {−µ

2
n(ε+ h)t} − exp {−µ 2

n(ε)t}
h

+

+
1

h

[
µ 4
n(ε+ h)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε+ h) + µ 4

n(ε+ h)
− µ 4

n(ε)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε) + µ 4

n(ε)

]
cosµn(ε)t+

+
µ 4
n(ε+ h)ϕ 1n − ϕ 3n

µ 2
n(ε+ h) + µ 4

n(ε+ h)
· cosµn(ε+ h)t− cosµn(ε)t

h
+ sinµn(ε)t×

×1

h

[
µ 2
n(ε+ h)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε+ h))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε+ h) + µ 5

n(ε+ h)
− µ 2

n(ε)ϕ 1n + (1 + µ 2
n(ε))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε) + µ 5

n(ε)

]
+

+
µ 2
n(ε+ h)ϕ 1n + (1 + µ 2

n(ε+ h))ϕ 2n + ϕ 3n

µ 3
n(ε+ h) + µ 5

n(ε+ h)
· sinµn(ε+ h)t− sinµn(ε)t

h
;

Gn(t, s, ε+ h)−Gn(t, s, ε)

h
=

exp {−µ 2
n(ε+ h)(t− s)} − exp {−µ 2

n(ε)(t− s)}
h

+

+
µn(ε+ h)− µn(ε)

h
sinµn(ε)(t− s) + µn(ε+ h)

sinµn(ε+ h)(t− s)− sinµn(ε)(t− s)

h
−

−cosµn(ε+ h)(t− s)− cosµn(ε)(t− s)

h
.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè h→ 0 â (4.6), ïîëó÷àåì (4.1). Ñëåäîâàòåëüíî, èç òîãî, ÷òî∣∣∣∣u(t, x, ε+ h)− u(t, x, ε)

h
− ∂u(t, x, ε)

∂ε

∣∣∣∣ ≤M 3

∥∥∥∥a(t, ε+ h)− a(t, ε)

h
− ∂a(t, ε)

∂ε

∥∥∥∥
B 2(T )

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Stability and di�erentiability with respect to small
parameter of mixed value problem for a nonlinear partial
di�erential equation of eighth order
c⃝ T. K. Yuldashev2

Abstract. Paper deals with continuous dependence and di�erentiability with respect to small
parameter of generalized solution of mixed value problem for nonlinear partial di�erential equation
of the eighth order, left-hand side of which is superposition of two operators of fourth order. By
the aid of Fourier method the mixed problem is reduced to the study of countable system of
nonlinear Volterra integral equations of the second kind with small parameter. We proved the
continuous dependence of generalized solution of considered mixed value problem with respect to
small positive parameter. Also we proved the di�erentiability of the solution with respect to small
positive parameter. While proo�ng the existence of derivative of countable system of nonlinear
Volterra integral equations of the second kind the method of successive approximations is used.
The results obtained in this paper play important role in construction of the asymptotic expansions
with respect to small parameter of solution of mixed value problem for considered nonlinear partial
di�erential equation of the eighth order.
Key Words: mixed value problem, equation of eighth order, superposition of di�erential
operators, stability of solution with respect to small parameter, di�erentiability of solution with
respect to small parameter

2 Associate professor of Higher Mathematics Chair, M. F. Reshetnev Siberian State Aerospace University,
Krasnoyarsk, tursun.k.yuldashev@gmail.com
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94 À. Â. Àíêèëîâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ, Þ. À. Òàìàðîâà

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 533.6.013.42

Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî
ýëåìåíòà ïðîòî÷íîãî êàíàëà
c⃝ À. Â. Àíêèëîâ1, Ï. À. Âåëüìèñîâ2, Þ. À. Òàìàðîâà3

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà è óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà ïðè
ïðîòåêàíèè â êàíàëå äîçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
óñòîé÷èâîñòè îñíîâàíî íà ïîñòðîåíèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî ôóíêöèîíàëà, ïðè ýòîì
ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷è-
âîñòè ïðîâåäåíî íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ ïîñëåäóþùåé ðåàëèçàöèåé ÷èñëåí-
íîãî ýêñïåðèìåíòà íà C++.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àýðîãèäðîóïðóãîñòü, äèíàìèêà, óñòîé÷èâîñòü, ïðîòî÷íûé êàíàë, óïðóãàÿ
ïëàñòèíà, äåôîðìàöèÿ, äîçâóêîâîé ïîòîê

1. Ââåäåíèå

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ, óñòðîéñòâ, óñòàíîâîê, àï-
ïàðàòîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, âîçíèêàåò ïðîáëåìà
îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è óâåëè÷åíèÿ ñðîêîâ ñëóæáû. Ïîäîáíûå
ïðîáëåìû ïðèñóùè ìíîãèì îòðàñëÿì òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, òàêîãî ðîäà çàäà÷è âîçíèêàþò
â àâèàðàêåòîñòðîåíèè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè àíòåííûõ óñòàíîâîê, âûñîêèõ íàçåìíûõ ñîîðó-
æåíèé, ïðîòî÷íûõ êàíàëîâ ðàçëè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ (íàïðèìåð, ñîïåë ðåàêòèâíûõ äâèãà-
òåëåé, òðóáîïðîâîäíûõ ñèñòåì) è ò.ä. Ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè ðàñ÷åòå êîíñòðóêöèé,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, èìååò èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ
ýëåìåíòîâ, òàê êàê âîçäåéñòâèå ïîòîêà ìîæåò ïðèâîäèòü ê åå ïîòåðå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ
ïîòåðè äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî óêàçàòü: ôëàòòåð êðûëà ñàìîëåòà, ïàíåëüíûé
ôëàòòåð ïëàñòèí è îáîëî÷åê, îáòåêàåìûõ ïîòîêîì, íàïðèìåð ôëàòòåð ïàíåëè îáøèâêè
ñàìîëåòà èëè ðàêåòû; ñðûâíîé ôëàòòåð ëîïàòîê òóðáèí è âèíòîâ; êîëåáàíèÿ ïðîâîäîâ,
äûìîâûõ òðóá, âèñÿ÷èõ ìîñòîâ è ò.ä.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåêîòîðûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ ÿâëåíèå âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè, óêàçàííîå âûøå â êà÷å-
ñòâå íåãàòèâíîãî, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì. Ïðèìåðàìè ïîäîáíûõ óñòðîéñòâ, îòíîñÿùèõñÿ
ê âèáðàöèîííîé òåõíèêå, ÿâëÿþòñÿ óñòðîéñòâà, èñïîëüçóåìûå äëÿ èíòåíñèôèêàöèè òåõ-
íîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Íàïðèìåð, óñòðîéñòâà äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ îäíîðîäíûõ ñìåñåé è
ýìóëüñèé, â ÷àñòíîñòè, óñòàíîâêè äëÿ ïîäà÷è ñìàçî÷íî-îõëàæäàþùåé æèäêîñòè â çîíó
îáðàáîòêè (ñì. [1]).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé, ïðèáîðîâ è ò.ä., íàõîäÿùèõñÿ âî
âçàèìîäåéñòâèè ñ ïîòîêîì ãàçà, íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èññëåäîâàíèåì

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; ankil@ulstu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

3 Èíæåíåð-ïðîãðàììèñò, Óëüÿíîâñêîå êîíñòðóêòîðñêîå áþðî ïðèáîðîñòðîåíèÿ, ã. Óëüÿíîâñê;
kazakovaua@mail.ru.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà ïðîòî÷íîãî êàíàëà 95

óñòîé÷èâîñòè, òðåáóåìîé äëÿ èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàäåæíîñòè ýêñïëóàòàöèè. Ïðèíÿ-
òûå â ðàáîòå îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî òåëà ñîîòâåòñòâóþò êîíöåïöèè óñòîé÷è-
âîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî Ëÿïóíîâó. Ïðîáëåìà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: ïðè
êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñèñòåìó ¾æèäêîñòü-òåëî¿ (îñíîâíûìè ïà-
ðàìåòðàìè ÿâëÿþòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà, ïðî÷íîñòíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè òåëà,
ñæèìàþùèå èëè ðàñòÿãèâàþùèå óñèëèÿ, ñèëû òðåíèÿ), ìàëûì äåôîðìàöèÿì òåë â íà-
÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ò.å. ìàëûì íà÷àëüíûì îòêëîíåíèÿì îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ)
áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàëûå äåôîðìàöèè è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ â ïîñëåäíèå
äåñÿòèëåòèÿ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ Áåëîöåðêîâñêî-
ãî Ñ.Ì., Ñêðèïà÷à Á.Ê., Òàáà÷íèêîâà Â.Ã., Ãðèãîëþêà Ý.È., Áîëîòèíà Â.Â., Âîëüìèðà
À.Ñ., Ëàìïåðà Ð.Å., Øàíäàðîâà Ë.Ã., Íîâè÷êîâà Þ.Í., Áèñïëèíãõîôôà Ð.Ë., Ýøëè Õ.,
Õàëôìàíà Ð.Ë., Ôûíà ß.Ö., Ôåðøèíãà Ã., Äîóýëëà Å.Õ., Ãîðøêîâà À.Ã., Èëüþøèíà À.À.,
Êèéêî È.À., Àëãàçèíà Ñ.Ä., Ìîâ÷àíà À.À., Äæ. Ìàéëñà, Ïàíîâêî ß.Ã., Ãóáàíîâà È.È.,
Èëüãàìîâà Ì.À., Êóäðÿâöåâà Á.Þ., Ìèíàñÿíà Ä.Ì., Ìîðîçîâà Â.È., Îâ÷èííèêîâà Â.Â.,
Ìîãèëåâè÷à Ë.È., Âåëüìèñîâà Ï.À. è äð. Ñðåäè ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé ïî äèíàìèêå è
óñòîé÷èâîñòè òðóáîïðîâîäîâ è èõ ýëåìåíòîâ, ïðè ïðîòåêàíèè âíóòðè íèõ ïîòîêà æèäêîñòè
èëè ãàçà, ñëåäóåò îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ Ìîãèëåâè÷à Ë.È., Ïîïîâîé À.À., Ìîêååâà Â.Â.,
Åðøîâà Á.À., Áàðìåòîâà Þ.Ï., Äîáîäåé÷à È.À., Çâÿãèíà À.Â., Ñîêîëîâà Â.Ã., Áåðåçíåâà
À.Â., Paidoussis M.P. [2]�[8] è ìíîãèõ äðóãèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ. Ñðå-
äè ðàáîò àâòîðîâ äàííîé ñòàòüè ïî èññëåäîâàíèþ äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ òåë,
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîòîêîì ãàçà, îòìåòèì ìîíîãðàôèè è ñòàòüè [9]�[26].

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè
êàíàëà ïðè ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêîâîãî ïîòîêà ãàçà èëè æèäêîñòè (â ìîäåëè èäåàëü-
íîé ñæèìàåìîé ñðåäû). Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ïðîâîäèòñÿ â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå,
ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëûì âîçìóùåíèÿì îäíîðîäíîãî ïîòîêà è ìàëûì äåôîðìàöèÿì (ïðî-
ãèáàì) óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà. Ïðåäñòàâëåíî äâà ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ. Ïåðâûé
(àíàëèòè÷åñêèé) îñíîâàí íà ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëà äëÿ ñâÿçàííîé ñèñòåìû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ äâóõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé: ïðîãèáà
óïðóãîãî ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà è ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè æèäêîñòè (ãàçà), ïðè ýòîì ïîëó-
÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå.
Âòîðîé ìåòîä (÷èñëåííûé) èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè óïðóãîãî ýëåìåíòà îñíîâàí íà ìåòîäå
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé [27].

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äèíàìèêå è óñòîé÷è-
âîñòè ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ïðîèçâîëüíî çàêðåïëåííûõ è ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåí-
íûõ íà îáåèõ ñòåíêàõ êàíàëà óïðóãèõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïëîñêîå òå÷åíèå â ïðÿìîëèíåéíîì êàíàëå J = {(x, y) ∈ R2 : 0 <
x < x0, 0 < y < y0} . Ñêîðîñòü íåâîçìóùåííîãî îäíîðîäíîãî ïîòîêà ðàâíà V è íà-
ïðàâëåíà âäîëü îñè Ox . Óïðóãîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ñòåíêè y = y0 ïðè x ∈ [b, c] (Ðèñ.
2.1). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: w(x, t) - ôóíêöèÿ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà (óïðó-
ãîé ïëàñòèíû) ñòåíêè êàíàëà; ϕ(x, y, t) - ïîòåíöèàë ñêîðîñòè âîçìóùåííîãî ïîòîêà.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Êàíàë, ñòåíêà êîòîðîãî ñîäåðæèò äåôîðìèðóåìûé ýëåìåíò.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è èìååò âèä:

ϕtt + 2V ϕxt + V 2ϕxx = a2(ϕxx + ϕyy), (x, y) ∈ J, t ≥ 0, (2.1)

ϕy(x, y0, t) = ẇ(x, t) + V w′(x, t), x ∈ (b, c), t ≥ 0, (2.2)

ϕy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0), t ≥ 0, (2.3)

ϕy(x, 0, t) = 0, x ∈ (0, x0], t ≥ 0, (2.4)

ϕ(0, y, t) = 0, ϕ(x0, y, t) = 0, y ∈ (0, y0), t ≥ 0, (2.5)

L(w) = −ρ(ϕt(x, y0, t) + V ϕx(x, y0, t)), x ∈ (b, c), t ≥ 0. (2.6)

L(w) ≡ Dw′′′′(x, t) + β2ẇ
′′′′(x, t) +Mẅ(x, t) +Nw′′(x, t) + β1ẇ(x, t) + β0w(x, t). (2.7)

w(b, t) = w′′(b, t) = w(c, t) = w′′(c, t) = 0, t ≥ 0, (2.8)

w(x, 0) = f1(x), x ∈ (b, c), (2.9)

ẇ(x, 0) = f2(x), x ∈ (b, c), (2.10)

ϕ(x, y, 0) = ψ1(x, y), (x, y) ∈ J, (2.11)

ϕt(x, y, 0) = ψ2(x, y), (x, y) ∈ J. (2.12)

Èíäåêñû x , y , t ñíèçó îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x , y , t ; øòðèõ è òî÷êà -
÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî x è t ñîîòâåòñòâåííî; ρ - ïëîòíîñòü æèäêîñòè èëè ãàçà â îäíî-
ðîäíîì íåâîçìóùåííîì ïîòîêå; D , M - èçãèáíàÿ æåñòêîñòü è ïîãîííàÿ ìàññà ïëàñòèíû;
N - ñæèìàþùàÿ (N > 0 ) èëè ðàñòÿãèâàþùàÿ (N < 0 ) ïëàñòèíó ñèëà; β1 , β2 � êîýôôè-
öèåíòû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî äåìïôèðîâàíèÿ; β0 - êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ;
a -ñêîðîñòü çâóêà â íåâîçìóùåííîì ïîòîêå æèäêîñòè ( a > V ).

Óðàâíåíèå (2.1) îïèñûâàåò äèíàìèêó èäåàëüíîãî ãàçà (æèäêîñòè) â ìîäåëè ñæèìàåìîé
ñðåäû, (2.2)-(2.4) - óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ ñòåíîê êàíàëà, (2.5) - óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ âîçìó-
ùåíèé â ãðàíè÷íûõ ñå÷åíèÿõ êàíàëà, óðàâíåíèå (2.6), (2.7) îïèñûâàåò äèíàìèêó óïðóãîãî
ýëåìåíòà ñòåíêè êàíàëà, (2.8) - óñëîâèÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåí-
òà, (2.9)-(2.12) - íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.
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3. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (2.1)-(2.8) ϕ(x, y, t) ≡ 0 ,
w(x, t) ≡ 0 ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (2.9)-(2.12), ò.å. óñòîé÷èâîñòü
ïî Ëÿïóíîâó. Ââåäåì ôóíêöèîíàë:

Φ(t) =

∫∫
J

(ϕ2
t + (a2 − V 2)ϕ2

x + a2ϕ2
y) dxdy − 2a2V

c∫
b

ϕ(x, y0, t)w
′(x, t) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(Mẇ2 +Dw′′2 −Nw′2 + β0w
2) dx.

(3.1)

Äëÿ ôóíêöèé ϕ(x, y, t) è w(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (2.1) è (2.6), (2.7),
ïðîèçâîäíàÿ îò Φ ïî t ïðèìåò âèä:

Φ̇(t) = 2

∫∫
J

(
ϕt(−2V ϕxt − V 2ϕxx + a2(ϕxx + ϕyy)) + (a2 − V 2)ϕxϕxt + a2ϕyϕyt

)
dxdy−

−2a2V

c∫
b

(ϕt(x, y0, t)w
′(x, t) + ϕ(x, y0, t)ẇ

′(x, t)) dx+
2a2

ρ

c∫
b

(ẇ[−ρ(ϕt(x, y0, t)+

+V ϕx(x, y0, y))−Dw′′′′ − β2ẇ
′′′′ −Nw′′ − β1ẇ − β0w] +Dw′′ẇ′′ −Nw′ẇ′ + β0wẇ) dx.

(3.2)
Ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå ñ ó÷åòîì óñëîâèé (2.2)-(2.5), (2.8), ïîëó÷èì:

Φ̇(t) = −2a2

ρ

c∫
b

(β2ẇ
′′2 + β1ẇ

2) dx. (3.3)

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

β2 ≥ 0, β1 ≥ 0, (3.4)

òîãäà èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà:

Φ̇(t) ≤ 0 ⇒ Φ(t) ≤ Φ(0). (3.5)

Äëÿ îöåíêè ôóíêöèîíàëà äëÿ ôóíêöèè w(x, t) çàïèøåì íåðàâåíñòâà Ðýëåÿ [28]:

c∫
b

w′′2(x, t) dx ≥ λ1

c∫
b

w′2(x, t) dx,

c∫
b

w′′2(x, t) dx ≥ µ1

c∫
b

w2(x, t) dx. (3.6)

x0∫
0

ϕ2
x dx ≥ η1

x0∫
0

ϕ2 dx, (3.7)

ãäå λ1 , µ1 - íàèìåíüøèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ ψ′′′′(x) = −λψ′′(x) ,

ψ′′′′(x) = µψ(x) , x ∈ (b, c) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (2.8); η1 =
π2

x20
- íàèìåíüøåå ñîáñòâåí-

íîå çíà÷åíèå êðàåâîé çàäà÷è ψ′′ = −ηψ , x ∈ (0, x0) ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè ψ(0) = 0 ,
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ψ(x0) = 0 , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò (2.5). Èíòåãðèðóÿ íåðàâåíñòâî (3.7) îò 0 äî y0 ïî
ïåðåìåííîé y , ïîëó÷èì∫∫

J

ϕ2
x(x, y, t) dxdy ≥ π2

x20

∫∫
J

ϕ2(x, y, t) dxdy. (3.8)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà: x∫
b

w′(x, t) dx

2

≤
x∫
b

12 dx

x∫
b

w′2(x, t) dx ≤
c∫
b

12 dx

c∫
b

w′2(x, t) dx,

(w(x, t)|xb )
2 ≤ (x|cb)

c∫
b

w′2 dx, w2(x, t) ≤ (c− b)

c∫
b

w′2(x, t) dx.

(3.9)

∫∫
J

ϕ2
y dxdy ≥ 2

y20

∫∫
J

(ϕ(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2 dxdy. (3.10)

Îöåíèì Φ(0) ñâåðõó, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà (3.6) è î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî −2ab ≤
≤ a2 + b2 :

Φ(0) ≤
∫∫
J

(
ϕ2
t0 +

(
a2 − V 2

)
ϕ2
x0 + a2ϕ2

y0

)
dxdy + a2

c∫
b

ϕ2(x, y0, 0) dx+

+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′2

0

)
dx.

(3.11)

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ϕt0 = ϕt(x, y, 0) , ϕx,0 = ϕx(x, y, 0) , ϕy0 = ϕy(x, y, 0) , ẇ0 =
= ẇ(x, 0) , w0 = w(x, 0) , w′

0 = w′(x, 0) , w′′
0 = w′′(x, 0) .

Îöåíèì Φ(t) ñíèçó, ïðèìåíÿÿ (3.6), (3.8), (3.10) äëÿ (3.1):

Φ(t) ≥
∫∫
J

(
ϕ2
t +

(
a2 − V 2

) π2

x20
ϕ2 +

a2

y20
(ϕ(x, y0, t)− ϕ(x, y, t))2

)
dxdy−

−2a2V

c∫
b

ϕ(x, y0, t)w
′(x, t) dx+

a2

ρ

c∫
b

(λ1D −N)w′2 dx.

(3.12)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:

f(x, t) =


0, x ∈ (0, b],
w′(x, t), x ∈ (b, c),
0, x ∈ [c, x0),

òîãäà èç (3.12) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

Φ(t) ≥
∫∫
J

[
ϕ2
t (x, y, t) +

(
(a2 − V 2)

π2

x20
ϕ2(x, y, t) +

a2

y20

)
ϕ2(x, y, t)−

−4a2

y20
ϕ(x, y0, t)ϕ(x, y, t) +

2a2

y20
ϕ2(x, y0, t)−

2a2V

y0
ϕ(x, y0, t)f(x, t)+

+
a2(λ1D −N)

ρy0
f 2(x, t)

]
dxdy.

(3.13)
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî ϕ(x, y, t) ,
ϕ(x, y0, t) , f(x, t) â (3.13) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

λ1D −N > 0. (3.14)

λ1D −N

ρy0
· 2(a

2 − V 2)π2

x20
− V 2

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20

)
> 0. (3.15)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.15):

N < λ1D − V 2x20ρy0
2(a2 − V 2)π2

(
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20

)
. (3.16)

Îöåíèâàÿ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó â (3.13) îòíîñèòåëüíî w(x, t) ñ ó÷åòîì (3.9), ïîëó÷èì:

Φ(t) ≥ ∆3y0
∆2(c− b)

w2(x, t), (3.17)

ãäå ∆2 = d11d22 − d212 > 0 , ∆3 = d33∆2 − d223d11 > 0 , d11 =
(a2 − V 2)π2

x20
+

2a2

y20
, d22 = d12 =

2a2

y20
, d23 =

V

y20
, d33 =

a2(λ1D −N)

ρy0
.

Ó÷èòûâàÿ (3.5), (3.11), (3.17), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî:

w2(x, t) ≤ ∆2(c− b)

∆3y0

∫∫
J

(ϕ2
t0 + (a2 − V 2)ϕ2

x0 + a2ϕ2
y0) dxdy+

+a2
c∫
b

ϕ2(x, y0, 0) dx+
a2

ρ

c∫
b

(
Mẇ2

0 +

(
D +

|N |+ ρV 2

λ1
+
β0
µ1

)
w′′2

0

)
dx,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.4), (3.14), (3.16). Òîãäà ðåøåíèå
w(x, t) çàäà÷è (2.1)-(2.8) óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âîçìóùåíèÿì íà÷àëüíûõ äàííûõ
ϕt0 , ϕx0 , ϕy0 , ϕ(x, y0, 0) , ẇ0 , w

′′
0 .

4. Ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Ðàçîáüåì: îòðåçîê [0, x0] íà n ÷àñòåé òî÷êàìè xi = hxi , i = 0, 1, . . . , n , ãäå hx =
x0
n
;

îòðåçîê [0, y0] - íà m ÷àñòåé òî÷êàìè yj = hyj , j = 0, 1, . . . ,m , ãäå hy =
y0
m
; îòðåçîê

[0;T ] - íà K ÷àñòåé òî÷êàìè tk = htk , k = 0, 1, . . . , K , ãäå ht =
T

K
.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ϕ(xi, yj, tk) = ϕijk , w(xi, tk) = wik .
Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèé è óñëîâèé (2.1)-(2.12) èìååò âèä

ϕijk+1 − 2ϕijk + ϕijk−1

h2t
+ 2V

ϕi+1jk − ϕijk − ϕi+1jk−1 + ϕijk−1

hxht
+ V 2ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
=

= a2
(
ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
+
ϕij+1k − 2ϕijk + ϕij−1k

h2y

)
;

(4.1)
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ϕimk+1 − ϕim−1k+1

hy
=
wik+1 − wik

ht
+ V

wi+1k − wik
hx

, i ∈ (ib, ic); (4.2)

ϕimk+1 − ϕim−1k+1

hy
= 0, i ∈ (0, ib] ∪ [ic, n); (4.3)

ϕi0k = ϕi1k; (4.4)

ϕ0jk = 0; (4.5)

ϕnjk = 0; (4.6)

−ρ
(
ϕimk − ϕimk−1

ht
+ V

ϕi+1mk − ϕimk
hx

)
=
D

h4x
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k)+

+
β2
h4xht

(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k − wi+2k−1 + 4wi+1k−1 − 6wik−1 + 4wi−1k−1−

−wi−2k−1) +
M

h2t
(wik+1 − 2wik + wik−1) +

N

h2x
(wi+1k − 2wik + wi−1k) +

β1
ht

(wik − wik−1) + β0wik,

i ∈ (ib, ic);
(4.7)

wibk+1 = 0, wick+1 = 0; (4.8)

wib+1k+1 =
1

2
wib+2k+1; wic−1k+1 =

1

2
wic−2k+1; (4.9)

wi0 = f1(xi), i ∈ (ib, ic) ; (4.10)

wi1 − wi0
ht

= f2(xi), i ∈ (ib, ic) ; (4.11)

ϕij0 = ψ1(xi, yj); (4.12)

ϕij1 − ϕij0
ht

= ψ2(xi, yj) ⇒ ϕij1 = ψ1(xi, yj) + htψ2(xi, yj). (4.13)

5. Ñîãëàñîâàíèå íà÷àëüíûõ äàííûõ

Ôóíêöèè f1(x) , f2(x) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.8):

f1(b) = f ′′
1(b) = f1(c) = f ′′

1(c) = 0 (5.1)

f2(b) = f ′′
2(b) = f2(c) = f ′′

2(c) = 0 (5.2)

Ôóíêöèè ψ1(x, y) , ψ2(x, y) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (2.4)-(2.5):

ψ1y(x, 0) = 0, x ∈ (0, x0), (5.3)

ψ2y(x, 0) = 0, x ∈ (0, x0), (5.4)

ψ1(0, y) = 0, ψ1(x0, y) = 0, y ∈ (0, y0), (5.5)

ψ2(0, y) = 0, ψ2(x0, y) = 0, y ∈ (0, y0). (5.6)

Ôóíêöèè f1(x) , f2(x) , ψ1(x, y) , ψ2(x, y) äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
óñëîâèåì (2.2)-(2.3) è óðàâíåíèåì (2.6),(2.7). Èç óðàâíåíèÿ (2.6),(2.7) ïîëó÷èì:

−ρ(ϕt(x, y0, 0) + V ϕx(x, y0, 0)) = Dw′′′′(x, 0) + β2ẇ
′′′′(x, 0) +Mẅ(x, 0) +Nw′′(x, 0)+

+β1ẇ(x, 0) + β0w(x, 0).
(5.7)
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Ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.2)-(2.3), íà÷àëüíîå óñêîðåíèå ñòåíêè

ẅ(x, 0) = ϕyt(x, y0, 0)− V ẇ′(x, 0) (5.8)

Ïîäñòàâëÿÿ (5.8) â (5.7), ïîëó÷èì

−ρ(ϕt(x, y0, 0) + V ϕx(x, y0, 0))−Mϕyt(x, y0, 0) = Dw′′′′(x, 0) + β2ẇ
′′′′(x, 0)−

−MV ẇ′(x, 0) +Nw′′(x, 0) + β1ẇ(x, 0) + β0w(x, 0)

Ñëåäîâàòåëüíî

−ρ(ψ2(x, y0) + V ψ1x(x, y0))−Mψ2y(x, y0) = Df1
′′′′(x) + β2f2

′′′′(x)−
−MV f2

′(x) +Nf1
′′(x) + β1f2(x) + β0f1(x)

(5.9)

Ñîãëàñíî (2.2)-(2.3), äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

ψ1y(x, y0) = f2(x) + V f1
′(x), x ∈ (b, c) (5.10)

ψ1y(x, y0) = 0, x ∈ (0, b] ∪ [c, x0). (5.11)

6. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

1) Çàäàåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
wi0 = f1(xi) , wi1 = f1(xi) + htf2(xi) , i = 0, 1, . . . , n ,
ϕij0 = ψ1(xi, yj) , ϕij1 = ψ1(xi, yj) + htψ2(xi, yj) , i = 0, 1, . . . , n , j = 0, 1, . . . ,m ;
2) Èç óðàâíåíèÿ (4.1) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà

ϕijk+1 = 2ϕijk − ϕijk−1 + h2ta
2

(
ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x
+
ϕij+1k − 2ϕijk + ϕij−1k

h2y

)
−

−2h2tV
ϕi+1jk − ϕijk − ϕi+1jk−1 + ϕijk−1

hxht
− V 2h2t

ϕi+1jk − 2ϕijk + ϕi−1jk

h2x

i = 1, . . . , n− 1 , j = 1, . . . ,m− 1 ;
3) Èç óñëîâèé (4.4)-(4.6) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ
ϕi0k+1 = ϕi1k+1 , ϕ0jk+1 = 0 , ϕnjk+1 = 0 , i = 1, . . . , n− 1 , j = 0, . . . ,m− 1 ;
4) Èç óðàâíåíèÿ (4.7) íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà

wik+1 =
h2t
M

[
−ρ
(
ϕimk − ϕimk−1

ht
+ V

ϕi+1mk − ϕimk
hx

)
− D

h4x
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik−

−4wi−1k + wi−2k) +
β2

h4xht
(wi+2k − 4wi+1k + 6wik − 4wi−1k + wi−2k − wi+2k−1 + 4wi+1k−1−

−6wik−1 + 4wi−1k−1 − wi−2k−1)−
M

h2t
(wik−1 − 2wik)−

N

h2x
(wi+1k − 2wik + wi−1k)−

−β1
ht

(wik − wik−1)− β0wik

]
, i = ib + 2, . . . , ic − 2;

5) Èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.8)-(4.9), íàõîäèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðîãèáà â ãðà-
íè÷íûõ òî÷êàõ îòðåçêà [b, c]

wibk+1 = 0 , wick+1 = 0 , wib+1k+1 =
1

2
wib+2k+1 , wic−1k+1 =

1

2
wic−2k+1 ;

6) Èç óñëîâèé (4.2)-(4.3) íàõîäèì

ϕimk+1 = ϕim−1k+1 + hy
wik+1 − wik

ht
+ V hy

wi+1k − wik
hx

, i ∈ [ib, ic] ,

ϕimk+1 = ϕim−1k+1 , i ∈ (0, ib) ∪ (ic, n) .
Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ ñ ïóíêòà 2 ïî 6 äëÿ k = 1, 2, . . . , K − 1 .
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7. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Ââåäåì ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (5.1)-(5.2), íàïðèìåð:

f1(x) = 0, f2(x) = sin
π(x− b)

b− c
.

Ñîãëàñíî óñëîâèÿì (5.10), (5.11), ôóíêöèÿ ψ1y(x, y0) ïðèìåò âèä:

ψ1y(x, y0) =

 0, x ∈ (0, b) ∪ (c, x0),

sin
π(x− b)

b− c
, x ∈ [b, c].

(7.1)

Ñ ó÷åòîì óñëîâèé (7.1), (5.3), (5.5) ôóíêöèþ ψ1(x, y) ìîæíî âçÿòü â âèäå

ψ1(x, y) =

 0, x ∈ (0, b) ∪ (c, x0),
y2

2y0
sin

π(x− b)

b− c
, x ∈ [b, c].

Óñëîâèÿ (7.1), (5.3), (5.5) âûïîëíÿþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ (5.9), çàäàäèì ψ2(x, y) â âèäå

ψ2(x, y) =



− cos
πy

y0

(M − ρ)πV

ρ(b− c)
sin

πx

2b
, x ∈ (0, b),

−1

ρ
cos

πy

y0

[
(M − ρ)πV

ρ(b− c)
cos

π(x− b)

(b− c)
−
(
β1 +

β2π
4

(b− c)4

)
sin

π(x− b)

b− c

]
, x ∈ [b, c],

− cos
πy

y0

(M − ρ)πV

ρ(b− c)
sin

π(x− x0)

2(c− x0)
, x ∈ (c, x0)

Óñëîâèÿ (5.4), (5.6) âûïîëíÿþòñÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàáî÷àÿ ñðåäà - âîçäóõ ( ρ = 1 ), ïëàñòèíà

èçãîòîâëåíà èç àëþìèíèÿ (E = 7 · 1010 , ρïë = 8480 ). Âûáåðåì ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû: x0 = 20 , b = 10 , c = 11 , y0 = 1 , h = 0, 005 , M = ρïëh = 42, 4 , ν = 0, 31 ,

D =
Eh3

12(1− ν2)
, V = 5 , a = 331 , β0 = 4 , β1 = 0, 4 , β2 = 0, 4 . Âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â

ñèñòåìå ÑÈ.

Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó (3.16) äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ (λ1 =
π2

(c− b)2
=

π2) ïîñòðîåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (îáîçíà÷åíà íà ðèñ. 7.1 ñåðûì öâå-
òîì) íà ïëîñêîñòè ¾óñèëèå N - ñêîðîñòü ïîòîêà V ¿ (ðèñ. 7.1). Íà ðèñóí-
êå 7.1à: V ∈ [0, 30] , íà ðèñóíêå 7.1á: V ∈ [0, a] , ãäå a - ñêîðîñòü çâóêà.
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Ð è ñ ó í î ê 7.1

Îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íà ïëîñêîñòè (V,N) .

Ñ èñïîëüçîâàíèåì îïèñàííîãî àëãîðèòìà, ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû, ðàçðàáîòàííîé íà
ÿçûêå C++, ïîëó÷åíû äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t) ïðè x ∈
∈ [b; c] , t = t0 è ïðè x∗ = (b+c)/2 , t ∈ [0; 2, 5] ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ N . Ïðè ðåàëèçàöèè
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî ââåäåíî ðàçáèåíèå n = 400 , m = 100 , K = 100000 .

1) N = −10000

Ð è ñ ó í î ê 7.2

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

2) N = 6000

Ð è ñ ó í î ê 7.3

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .
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3) N = 9790

Ð è ñ ó í î ê 7.4

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

Ðèñóíêè 7.2, 7.3 ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîñòè, à ðèñóíîê 7.4 - íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáà-
íèé óïðóãîãî ýëåìåíòà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîãëàñóþòñÿ ñ íåðàâåíñòâîì
(3.16).

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà è ðåàëèçîâàí ÷èñëåííûé ýêñïåðè-
ìåíò äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà (â ýòîì ñëó÷àå λ1 =
4π2

(c− b)2
= 4π2 ). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñóíêå 7.5 ïîñòðîåíû ãðàôèêè ôóíêöèè w(x, t)

ïðè x ∈ [b; c] , t = t0 è ïðè x∗ = (b+ c)/2 , t ∈ [0; 2, 5] ïðè N = 9790 .

Ð è ñ ó í î ê 7.5

Äåôîðìàöèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè è â òî÷êå x∗ .

Èç ñðàâíåíèÿ ðèñóíêîâ 7.4, 7.5 âèäíî, ÷òî ïðè N = 9790 â ñëó÷àå æåñòêîãî çàêðåïëå-
íèÿ íàáëþäàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü êîëåáàíèé óïðóãîãî ýëåìåíòà, â òî æå âðåìÿ äëÿ øàðíèð-
íîãî çàêðåïëåíèÿ èìååò ìåñòî íåóñòîé÷èâîñòü.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óïðóãîãî ýëåìåíòà êàíàëà ïðè ïðîòåêàíèè â íåì äîçâóêî-
âîãî ïîòîêà èäåàëüíîé æèäêîñòè (ãàçà). Óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà ñêîðîñòü
îäíîðîäíîãî ïîòîêà, ñæèìàþùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãî) ýëåìåíò óñèëèÿ, èçãèáíóþ æåñòêîñòü
óïðóãîãî ýëåìåíòà è äðóãèå ïàðàìåòðû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ðàçðàáîòàííàÿ ïðîãðàììà
÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà ïðîòî÷-
íîãî êàíàëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ �2014/232 Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè
è ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �15-01-08599.
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Research on dynamics and stability of an elastic element of
the �ow channel
c⃝ A. V. Ankilov4, P. A. Velmisov5, Ju. A. Tamarova6

Abstract. Dynamics and stability of an elastic element of a wall of a �ow channel with a subsonic
stream of gas or liquid in it is investigated. Analytical research on stability is conducted on the
basis of creation of positive-de�nite functional. The su�cient stability conditions are obtained.
Numerical research of dynamics and stability is conducted on the basis of �nite di�erence method
with subsequent realization of numeral experiment on C++.
Key Words: aerohydroelasticity, dynamics, stability, �ow channel, elastic plate, deformation,
subsonic �ow
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108 À. Î. Ñûðîìÿñîâ

ÓÄÊ 517.958:544.034:615.011

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îäíîìåðíîé äèôôóçèè
ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà èç õèòîçàíîâîé ïëåíêè
c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Â îäíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôóçèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùå-
ñòâà èç õèòîçàíîâîé ïëåíêè (ïëàñòûðÿ) â îêðóæàþùóþ âîäó. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè
äèôôóçèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïëåíêè ïî íàáîðó èçìåðåííûõ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
ñðåäíèõ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâà â ïëàñòûðå. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè
àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèôôóçèè è ìåòîäå íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Ïîâåäå-
íèå âåùåñòâà íà ãðàíèöå ðàçäåëà �õèòîçàíîâàÿ ïëåíêà � âîäà� ìîæåò áûòü îïèñàíî ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî (ñ
òå÷åíèåì âðåìåíè óáûâàþùåãî äî íóëÿ) êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè. Ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçî-
âàíèå óñëîâèé ïåðâîãî ðîäà â ñî÷åòàíèè ñ ãèïîòåçîé î ïåðåìåííîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè
äàåò íàèëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ, õèòîçàíîâàÿ ïëåíêà, îäíîìåðíàÿ çàäà÷à, îáðàòíàÿ çàäà÷à,
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ

1. Ââåäåíèå

Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â ìåäèöèíå ÿâëÿåòñÿ çàæèâëåíèå ðàí ñ ïîìîùüþ îðãà-
íè÷åñêèõ ïëåíîê (ïëàñòûðåé), ïðîïèòàííûõ ëåêàðñòâåííûì âåùåñòâîì (ËÂ). Äëÿ ýôôåê-
òèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ïëåíîê ñëåäóåò çíàòü òàêèå èõ õàðàêòåðèñòèêè, êàê êîýôôèöèåíò
äèôôóçèè, ÷òî ïîçâîëèò îöåíèâàòü ñêîðîñòü âïèòûâàíèÿ ËÂ èç ïëåíêè â êîæó ïàöèåíòà.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ óêàçàííîé õàðàêòåðèñòèêè ñëóæàò ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ: ïëåíêó ïðîïèòûâàþò íåêèì âåùåñòâîì, ïîìåùàþò â èçíà÷àëüíî ÷èñòóþ
âîäó è èçìåðÿþò èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè ëåêàðñòâà â âîäå ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Íà îñíî-
âàíèè ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè äåëàþò âûâîäû î ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ëåêàðñòâåííîãî
âåùåñòâà âíóòðè ïëàñòûðÿ. Â ñâîþ î÷åðåäü, ýòà âåëè÷èíà äîëæíà çàâèñåòü îò èñêîìîãî
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè.

Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàòíàÿ çàäà÷à äèôôóçèè áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â òîì, ÷òîáû ïî èçâåñò-
íûì ãåîìåòðè÷åñêèì ïàðàìåòðàì ïëåíêè (äëèíà, øèðèíà, òîëùèíà) è îïûòíûì äàííûì
î çàâèñèìîñòè ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ âíóòðè íåå îò âðåìåíè íàéòè íåèçâåñòíûé êîýô-
ôèöèåíò äèôôóçèè.

Èíôîðìàöèÿ î òàêèõ ýêñïåðèìåíòàõ ïðèâîäèòñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1, 2, 3]. Â íèõ
îïèñûâàþòñÿ îïûòû ñ ïëåíêàìè íà îñíîâå õèòîçàíà, ïðîïèòàííûìè àìèêàöèíîì èëè ñî-
åäèíåíèÿìè öåôàçîëèíà. Ïëåíêè èìåëè äëèíó è øèðèíó 0.5 ñì è òîëùèíó 0.1 ìì è ïîìå-
ùàëèñü â ïðîáèðêó îáúåìîì 10 ìë, çàïîëíåííóþ âîäîé, êîòîðóþ ïîñòîÿííî ïåðåìåøèâàëè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè ëåêàðñòâåí-
íîãî âåùåñòâà è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïëåíêè, îñíî-
âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è äèôôóçèè. Èñõîäíûé
ìàòåðèàë äëÿ ðàñ÷åòîâ âçÿò èç óêàçàííûõ âûøå ðàáîò.

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñà-
ðàíñê, syal1@yandex.ru

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è îäíîìåðíîé äèôôóçèè ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà . . . 109

2. Ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëåíêà èìååò òîëùèíó 2l è çàíèìàåò îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà −l ≤
≤ x ≤ l (ðèñ. 2.1). Äëèíà è øèðèíà ïëåíêè â ýêñïåðèìåíòàõ [1, 2, 3] ìíîãîêðàòíî áîëüøå
åå òîëùèíû, ïîýòîìó äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè äâà ïàðàìåòðà áåñêîíå÷íû.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ïîëîæèì l = 1/2 , òîãäà êîîðäèíàòà x áóäåò îáåçðàçìåðåíà íà òîëùèíó ïëàñòûðÿ.
Ñäåëàííûå âûøå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà âû-

äåëåíèÿ âåùåñòâà èç ïëàñòûðÿ îäíîìåðíîå óðàâíåíèå äèôôóçèè:

∂c

∂t
=

∂

∂x

(
D
∂c

∂x

)
, (2.1)

ãäå D � èñêîìûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, t � âðåìÿ, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîîðäè-
íàòà, c = c(t, x) � êîíöåíòðàöèÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà
âàðèàíòà: êîýôôèöèåíò D ïîñòîÿíåí èëè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ âðåìåíè t .

Íà÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ (2.1) ñëóæèò ñîîòíîøåíèå

c(0, x) = c0, −l < x < l. (2.2)

Êîíñòàíòà c0 åñòü íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â ïëàñòûðå.
Îáúåì ïëåíêè íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå îáúåìà âîäû, â êîòîðóþ îíà ïîìåùåíà.

Ïîýòîìó äàæå â ñëó÷àå âûõîäà 99% ëåêàðñòâà â âîäó ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà â
ïëåíêå âî ìíîãî ðàç ïðåâûñèò ñðåäíþþ êîíöåíòðàöèþ âíå åå. Òîò ôàêò, ÷òî â îáñóæäàåìûõ
ýêñïåðèìåíòàõ âîäà â ïðîáèðêå ðåãóëÿðíî ïåðåìåøèâàåòñÿ, ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü ãèïîòåçó
î ¾çàñòàèâàíèè¿ âûäåëèâøåãîñÿ ëåêàðñòâåííîãî âåùåñòâà âáëèçè ïîâåðõíîñòè ïëàñòûðÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîíöåíòðàöèþ ËÂ âíå ïëàñòûðÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíîé íóëþ.

Âûøåñêàçàííîå ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü äâà âàðèàíòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíî-
ñòè ïëåíêè. Ëèáî êîíöåíòðàöèÿ ËÂ ïîääåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ:

c(t,±l) = 0, t > 0, (2.3)

ëèáî ïîòîê ËÂ ïðîïîðöèîíàëåí êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà âíóòðè ïëåíêè:

∂c

∂x
= ∓kc, x = ±l, t > 0. (2.4)

Â ëþáîì èç íèõ âûäåëåíèå ËÂ â îêðóæàþùóþ âîäó ÷åðåç ëåâóþ è ïðàâóþ ãðàíèöó ïëà-
ñòûðÿ èäåò ñ îäèíàêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ, à çíà÷èò, c(t, x) åñòü ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ x .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



110 À. Î. Ñûðîìÿñîâ

Ïîñòîÿííûé êîýôôèöèåíò k â (2.4) òàêæå ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè k → ∞ óñëîâèå (2.4) ïåðåõîäèò â (2.3). Ïîýòîìó è ðåøåíèå çàäà÷è

(2.1), (2.2), (2.4) ïðè áîëüøèõ k äîëæíî ïåðåõîäèòü â ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3).
Óæå óïîìÿíóòàÿ ñðåäíÿÿ ïî òîëùèíå ïëåíêè êîíöåíòðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

⟨c⟩(t) = 1

2l

∫ l

−l
c(t, x)dx. (2.5)

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ⟨c⟩(t) â íåêîòîðûå ìîìåíòû âðåìåíè t èçâåñòíû.
Â ðàáîòå âû÷èñëåíèÿ âûïîëíåíû äëÿ òðåõ íàáîðîâ äàííûõ, ïðåäîñòàâëåííûõ ãðóïïîé

õèìèêîâ-ýêñïåðèìåíòàòîðîâ. Îïûòû ïðîâîäèëèñü íàä ïëåíêàìè, ñîäåðæàâøèìè 0.01 ìîëü
öåôàçîëèíà íà 1 ìîëü õèòîçàíà è ïîäâåðãíóòûìè ïðåäâàðèòåëüíîé òåðìîîáðàáîòêå â òå-
÷åíèå 30 ìèíóò (A), 60 ìèíóò (B) è 120 ìèíóò (C). Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû äàííûå î ñðåäíåé
êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà â ïëåíêàõ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.

Âðåìÿ îò íà÷àëà îïûòà, ÷ ⟨c⟩, ïëåíêà A ⟨c⟩, ïëåíêà B ⟨c⟩, ïëåíêà C
0.00 1.0000 1.0000 1.0000
0.17 0.7533 0.7333 0.7333
0.33 0.6467 0.6667 0.7067
0.50 0.5933 0.6000 0.3867
1.00 0.3333 0.4333 0.3733
1.50 0.1933 0.4333 0.3600
2.00 0.1800 0.3667 0.3467
3.00 0.1667 0.3333 0.3000
4.00 0.1533 0.1400 0.2333
5.00 0.1467 0.1267 0.1800
24.0 0.1333 0.1133 0.1667
72.0 0.1000 0.1000 0.1533
144 0.0467 0.0800 0.1133
168 0.0333 0.0667 0.1000
192 0.0333 0.0667 0.1000

Òàáëèöà 1: Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ËÂ â ïëåíêå îò âðåìåíè

Êàê âèäíî, ïåðå÷èñëåííûå êîíöåíòðàöèè îáåçðàçìåðåíû íà âåëè÷èíó c0 , ïðèíÿòóþ çà
1. Ïðè äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ âðåìÿ t òàêæå áóäåò îáåçðàçìåðèâàòüñÿ íà ïðîäîëæè-
òåëüíîñòü ýêñïåðèìåíòà tmax = 192 ÷.

3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äèôôóçèè òðåáóåòñÿ âíà÷àëå ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó
(2.1)�(2.3) èëè (2.1), (2.2), (2.4) è íàéòè çàâèñèìîñòü ⟨c⟩ îò âðåìåíè t . Ïîñëå ýòîãî ñëåäó-
åò ïîäîáðàòü èñêîìûå ïàðàìåòðû D è k òàê, ÷òîáû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ⟨c⟩ ñîãëàñîâû-
âàëèñü ñ îïûòíûìè äàííûìè. Êðèòåðèåì ñîãëàñîâàíèÿ ñëóæèò ìèíèìàëüíîñòü âåëè÷èíû
Q2 � ñóììû êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ.

Êàê ïðè ïîñòîÿííîì D , òàê è ïðè ñïåöèàëüíûõ âèäàõ çàâèñèìîñòè D îò âðåìåíè,
ïðÿìàÿ çàäà÷à äèôôóçèè äîïóñêàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó-
÷åíî ïóòåì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ [4]. Ýòî ïîçâîëÿåò çàòåì áåç îñîáåííûõ òðóäíîñòåé
ðåàëèçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ñèñòåìå Wolfram Mathematica [5].
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3.1. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) ïðè D = const èìååò âèä:

c(t, x) =
2c0
l

∞∑
n=0

(−1)n

λn
exp

(
−Dλ2nt

)
cosλnx, (3.1)

ãäå ñîáñòâåííûå ÷èñëà

λn =
1

l

(π
2
+ πn

)
. (3.2)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè, âû÷èñëåííîå èç (3.1)�(3.2) ñîãëàñíî (2.5), ðàâíî

⟨c⟩(t) = 2c0
l2

∞∑
n=0

1

λ2n
exp

(
−Dλ2nt

)
. (3.3)

Äëÿ ïîäáîðà D ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ â ñèñòåìå Mathematica ñóììèðîâàíèå
â (3.1) è ïðèâîäèìûõ äàëåå àíàëîãè÷íûõ ôîðìóëàõ îáðûâàëîñü ïðè n = 50 .

Ñ öåëüþ ïîâûñèòü êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ è óìåíüøèòü çíà÷åíèå Q2 âìåñòî óñëîâèé
ïåðâîãî ðîäà (2.3) ìîæíî ðàññìîòðåòü óñëîâèÿ òðåòüåãî ðîäà (2.4). Â ýòîì ñëó÷àå

c(t, x) = 2c0

∞∑
n=1

sinλnl

λnξ2n
exp

(
−Dλ2nt

)
cosλnx, (3.4)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

ξ2n = l +
k

k2 + λ2n
, (3.5)

à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λn ñóòü ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîðíè óðàâíåíèÿ

ctgλl =
λ

k
. (3.6)

Ïðè ôèêñèðîâàííîì l è k → ∞ óðàâíåíèå (3.6) ïåðåõîäèò â

ctgλl = 0,

à åãî êîðíè � â ÷èñëà (3.2) ñîîòâåòñòâåííî. Âûðàæåíèå (3.5) ïðè ôèêñèðîâàííîì λn è
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùèõ k ñòðåìèòñÿ ê l . Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â (3.4) äà-
åò ôîðìóëó (3.1), ÷òî ïîäòâåðæäàåò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä îò ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ñ
óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà.

Èç (3.4)�(3.6) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (2.4) ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ ËÂ åñòü

⟨c⟩(t) = 2c0k
2

l

∞∑
n=1

1

λ2n(k + l(k2 + λ2n))
exp

(
−Dλ2nt

)
. (3.7)

Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ áîëåå òðóäîåìêèì. Òåïåðü íåèçâåñòíûõ ïàðàìåò-
ðîâ äâà (D è k ), à çàâèñèìîñòü ⟨c⟩ îò k íîñèò ñëîæíûé õàðàêòåð: ïî k îïðåäåëÿåòñÿ
ñïåêòð (3.6), è ëèøü çàòåì λn ïîäñòàâëÿþòñÿ â (3.7). Â ñâÿçè ñ ýòèìè îáñòîÿòåëüñòâàìè
äëÿ îòûñêàíèÿ ïàðû îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé D, k ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì,
îðèåíòèðîâàííûé íà òî, ÷òî âåëè÷èíà Q2 èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì.

Ñíà÷àëà çàäàåòñÿ îòðåçîê [kmin; kmax] , âíóòðè êîòîðîãî îòûñêèâàåòñÿ k , à òàêæå òî÷-
íîñòü ε . Äàëåå âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà øàãîâ.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



112 À. Î. Ñûðîìÿñîâ

1. Îòðåçîê [kmin; kmax] äåëèòñÿ íà NK ÷àñòåé äëèíû ∆ = (kmax − kmin)/NK êàæäàÿ.

2. Äëÿ êàæäîãî èç çíà÷åíèé kj = kmin + j∆, j = 0, NK îòûñêèâàåòñÿ îïòèìàëüíîå
çíà÷åíèå D , ðàâíîå Dj , è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Q2 äëÿ ïàðû Dj, kj .

3. Îïðåäåëÿåòñÿ íîâûé, áîëåå êîðîòêèé îòðåçîê, ñîäåðæàùèé èñêîìîå k : åñëè ìèíè-
ìàëüíàÿ âåëè÷èíà Q2 äîñòèãàåòñÿ ïðè k = kj , òî ýòîò îòðåçîê åñòü [kj−1; kj+1] .

4. Ñ íîâûì îòðåçêîì ïðîäåëûâàþòñÿ òå æå äåéñòâèÿ, ÷òî è ñî ñòàðûì. Êîãäà äëèíà
îòðåçêà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå 2ε , â êà÷åñòâå îïòèìàëüíîãî k âûáèðàåòñÿ åãî ñåðåäèíà.

Ïîñêîëüêó íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë λn èç (3.6) äîâîëüíî òðóäîåìêî, èçëîæåííàÿ
âûøå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé áûëà îïòèìèçèðîâàíà ïî ÷èñëó ðàçáèåíèé NK .

Ïóñòü ïîñëå d ðàçáèåíèé ïåðâîíà÷àëüíûé îòðåçîê, íà êîòîðîì îòûñêèâàåòñÿ k , ïðè-
îáðåë äëèíó 2ε è ñîêðàòèëñÿ â A = (kmax−kmin)/(2ε) ðàç. Åñëè èñêîìûé ìèíèìóì Q2 íå
ñìåùåí ñèëüíî ê îäíîìó èç êîíöîâ [kmin; kmax] , òî çà êàæäîå ðàçáèåíèå äëèíà îòðåçêà ñî-
êðàùàåòñÿ â NK/2 = p ðàç, à çíà÷èò, pd = A . Êàæäûé �ïðîõîä� ïî îòðåçêó, âåäóùèé ê åãî
ñîêðàùåíèþ, ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ Q2 â NK+1 òî÷êå (åñëè íå çàïîìèíàòü ðåçóëüòàòû
ïðåäûäóùèõ âû÷èñëåíèé). Òàêèì îáðàçîì, âñåãî áóäåò âû÷èñëåíî

(NK + 1)d = (NK + 1) logpA = lnA · NK + 1

ln(NK/2)

çíà÷åíèé Q2 . Òàê êàê NK � öåëîå, òî ìèíèìóì (NK + 1)d äîñòèãàåòñÿ ïðè NK = 6 .
Çàïîìèíàíèå âåëè÷èíû Q2 íà êîíöàõ îòðåçêà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà êàæäîì èç d

øàãîâ ïðîèçâîäèòñÿ NK − 1 âû÷èñëåíèé, à îïòèìàëüíûì ñòàíîâèòñÿ NK = 4 .
Íà÷àëüíûå ãðàíèöû kmin è kmax îïðåäåëÿþòñÿ òàê. Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè èñõîä-

íîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ïî x â ïðåäåëàõ îò −l äî l è èñïîëüçîâàâ (2.4), (2.5), ïîëó÷èì

d⟨c⟩
dt

= −kD
l
c(t, l).

Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü c′0 � ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïðè t = 0 ; ýòà
âåëè÷èíà ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî íàéäåíà èç äàííûõ òàáë. 1 êàê ðàçäåëåííàÿ ðàçíîñòü
[6]. Òîãäà

c′0 = −kD
l
c0. (3.8)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ D(0) äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ìîæíî áðàòü
çíà÷åíèå, íàéäåííîå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà (2.3).
Ïîñëå ýòîãî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå k(0) äëÿ k íàõîäèòñÿ ïîäñòàíîâêîé D(0) â (3.8), à â
êà÷åñòâå kmin è kmax áåðóòñÿ âåëè÷èíû 10−2k(0) è 102k(0) ñîîòâåòñòâåííî.

Íåñìîòðÿ íà ñîîòíîøåíèå (3.8), âåëè÷èíû D è k íå çàâèñÿò äðóã îò äðóãà. Óêàçàííîå
ðàâåíñòâî èñïîëüçîâàëîñü ëèøü äëÿ îöåíêè ãðàíèö îòðåçêà, â êîòîðîì çàêëþ÷åíî èñêîìîå
k , è íèãäå áîëåå íå ïðèìåíÿëîñü. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ äâóìÿ ïðè÷èíàìè. Âî-ïåðâûõ, íàéòè
èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ çíà÷åíèå c′0 ìîæíî ëèøü ïðèáëèæåííî (è ñ äîâîëüíî âû-
ñîêîé ïîãðåøíîñòüþ). Âî-âòîðûõ, a priori ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ïà-
ðàìåòðîâ ìîäåëè äîëæíî âåñòè ê ëó÷øåìó ñîãëàñîâàíèþ ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Ïðèìåíåíèå (3.8) äëÿ òîãî, ÷òîáû âûðàçèòü D ÷åðåç k , âåäåò ê ñíèæåíèþ
÷èñëà ïàðàìåòðîâ è ìîæåò íèâåëèðîâàòü âîçìîæíûé ýôôåêò �âûðàâíèâàíèÿ� äàííûõ.
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3.2. Ñëó÷àé ïåðåìåííîãî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè

Îáùåé ÷åðòîé âûðàæåíèé (3.3) è (3.7) ñëóæèò ñòðåìëåíèå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ê
íóëþ ïðè t→ ∞ . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòàì îïûòîâ (ñì. òàáë. 1), ñîãëàñíî êîòîðûì
âåëè÷èíà ⟨c⟩ ñî âðåìåíåì ñòàáèëèçèðóåòñÿ, äîñòèãàÿ íåíóëåâîãî ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ:

lim
t→∞

⟨c⟩(t) = c∞ > 0.

Äàáû ïðèâåñòè ìîäåëü â áîëüøåå ñîîòâåòñòâèå ñ ðåàëüíûìè äàííûìè, ïîëîæèì, ÷òî
êîýôôèöèåíò äèôôóçèè çàâèñèò îò âðåìåíè è ïðè t → ∞ óáûâàåò äî íóëÿ: ñïîñîáíîñòü
ïëåíêè îòäàâàòü âåùåñòâî óìåíüøàåòñÿ, ÷òî âåäåò ê çàñòàèâàíèþ ËÂ âíóòðè íåå. Ýòà
ãèïîòåçà ïî-ïðåæíåìó ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèå (2.1), ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå.

Îáùåå âûðàæåíèå äëÿ îãðàíè÷åííîé ïðè t → ∞ è ÷åòíîé ïî êîîðäèíàòå x ôóíêöèè
c(t, x) , ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì (2.1), òàêîâî:

c(t, x) =
∑
n

Cn exp
(
− λ2n

∫ t

0

D(τ)dτ
)
cosλnx, (3.9)

ãäå Cn � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, λn � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Âåëè÷èíû Cn îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (2.2), íî ïðè ïîäñòàíîâêå t =

= 0 â (3.9) âèä ôóíêöèè D(t) íå èãðàåò ðîëè. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) áóäóò
îòëè÷àòüñÿ îò (3.1), (3.4) ëèøü çàìåíîé ìíîæèòåëåé exp(−Dλ2nt) íà áîëåå ñëîæíûå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèíÿòà ñëåäóþùàÿ çàâèñèìîñòü D îò âðåìåíè:

D(t) = D0e
−t/t0 , (3.10)

ãäå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå D0 è âðåìÿ ðåëàêñàöèè t0 ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè êîíñòàíòàìè.
Ñ ó÷åòîì (3.10) ôóíêöèÿ c(t, x) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.1)�(2.3), èìååò âèä

c(t, x) =
2c0
l

∞∑
n=0

(−1)n

λn
exp

(
− λ2nD0t0(1− e−t/t0)

)
cosλnx, (3.11)

à ñîîòâåòñòâóþùåå ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì

⟨c⟩(t) = 2c0
l2

∞∑
n=0

1

λ2n
exp

(
− λ2nD0t0(1− e−t/t0)

)
. (3.12)

Ïðè ýòîì ñïåêòð {λn} íå çàâèñèò îò íåñòàöèîíàðíûõ ñëàãàåìûõ â èñõîäíîì äèôôå-
ðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3.2).

Èç (3.12) ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ðàâíî

c∞ =
2c0
l2

∞∑
n=0

1

λ2n
exp

(
− λ2nD0t0

)
. (3.13)

Îòñþäà âûòåêàåò ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïîèñêà ïàðàìåòðîâ D0 è t0 .

1. Â êà÷åñòâå c∞ áåðåòñÿ ïîâòîðÿþùååñÿ (ñì. òàáë. 1) çíà÷åíèå ⟨c⟩ ïðè áîëüøèõ çíà-
÷åíèÿõ t . Ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãîðàçäî òî÷íåå, ÷åì c′0 .

2. Óðàâíåíèå (3.13) ïðèáëèæåííî ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé K0 = D0t0 .

3. Â ôîðìóëå (3.12) ïåðåìåííàÿ t0 çàìåíÿåòñÿ íà K0/D0 , à äëÿ ïîèñêà îñòàâøåãîñÿ
íåèçâåñòíûì ïàðàìåòðà D0 ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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Òàêèì æå îáðàçîì çàâèñèìîñòü (3.10) ó÷èòûâàåòñÿ â çàäà÷å ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
(2.4). Âûðàæåíèå (3.4) çàìåíÿåòñÿ íà

c(t, x) = 2c0

∞∑
n=1

sinλnl

λnξ2n
exp

(
−Dλ2nD0t0(1− e−t/t0)

)
cosλnx,

ïðè÷åì ñïåêòð íàõîäèòñÿ èç (3.6). Òîãäà ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

⟨c⟩(t) = 2c0k
2

l

∞∑
n=1

1

λ2n(k + l(k2 + λ2n))
exp

(
−Dλ2nD0t0(1− e−t/t0)

)
,

à äëÿ ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ⟨c⟩ ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå, àíàëîãè÷íîå (3.13):

c∞ =
2c0k

2

l

∞∑
n=1

1

λ2n(k + l(k2 + λ2n))
exp

(
−Dλ2nD0t0

)
. (3.14)

Ñ åãî ïîìîùüþ ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåõîä îò çàäà÷è ñ òðåìÿ íåèçâåñòíûìè D0 , t0 , k ê
çàäà÷å ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè D0 , k . Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèå (3.14) ðåøàåòñÿ îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé K0 = D0t0 . Â ñâîþ î÷åðåäü, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïàðû D0 , k îïèñàí ðàíåå.

4. Ðåçóëüòàòû è èõ îáñóæäåíèå

Ïðè ïîñòîÿííîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè è èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåðâî-
ãî ðîäà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (òàáë. 2).

Ðåçóëüòàò Ïëåíêà A Ïëåíêà B Ïëåíêà C
D 14.0524 8.4239 9.5997
Q2 0.0759 0.0748 0.2114

Òàáëèöà 2: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè D = const

Íè äëÿ îäíîé èç òðåõ ïëåíîê èñïîëüçîâàíèå óñëîâèé (2.4) âìåñòî (2.3) ïðè D = const
íå ïðèâåëî ê óìåíüøåíèþ Q2 . Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè óñëîâèé
ïåðâîãî ðîäà áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, â êîòîðîì çíà÷åíèÿ k áðàëèñü ðàâ-
íûìè 10m , m = 1, 10 . Äëÿ âñåõ ïëåíîê ïðè óâåëè÷åíèè m çíà÷åíèå Q2 ñíèæàëîñü,
ïðèáëèæàÿñü ê òîìó, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî ïðè èñïîëüçîâàíèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.3).

Ïðèìåíåíèå ãèïîòåçû îá ýêñïîíåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò
âðåìåíè âìåñòå ñ óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû (òàáë. 3).

Ðåçóëüòàò Ïëåíêà A Ïëåíêà B Ïëåíêà C
D0 17.0795 10.9500 14.4662
t0 0.0189 0.0231 0.0147
Q2 0.0378 0.0251 0.0715

Òàáëèöà 3: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðè D = D(t)

Êàê âèäíî, çíà÷åíèÿ Q2 ïðè D = D(t) â 2�3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì ïðè D = const .
Îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå ìàëûå âåëè÷èíû t0 , ÷òî ãîâîðèò î áûñòðîì (ïî ñðàâíåíèþ

ñ ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ýêñïåðèìåíòà) èçìåíåíèè äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ ïëåíêè.
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Ðåøåíèå çàäà÷è ñ ïåðåìåííûì êîýôôèöèåíòîì äèôôóçèè è óñëîâèÿìè òðåòüåãî ðîäà
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî çíà÷åíèÿ D0 è t0 äëÿ ïëåíêè A ìåíÿþòñÿ íà 24.1702 è 0.0168. Ïðè
ýòîì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå k = 18.4565 , à âåëè÷èíà Q2 óìåíüøàåòñÿ âåñüìà íåçíà÷è-
òåëüíî è ñîñòàâëÿåò 0.0353 (ïðîòèâ 0.0378). Äëÿ ïëåíîê B è C ïðèìåíåíèå óñëîâèé (2.4),
àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ D = const , íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ñóììû Q2 .

Íà ðèñ. 4.1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ⟨c⟩(t) äëÿ ïëåíêè A. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D , D0 è
t0 âçÿòû èç òàáë. 2 è 3.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êàê âèäíî, îáå ôîðìóëû (3.3) è (3.12) ñëóæàò õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ ðåçóëüòà-
òîâ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ t . Ïðè áîëüøèõ t êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ⟨c⟩
âûðàæåíèåì ñ D = const çàìåòíî ïàäàåò, à ñ D = D(t) � îñòàåòñÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèì.
Òåì ñàìûì, ïðèìåíåíèå ãèïîòåçû î ïåðåìåííîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè áîëåå ïðåäïî-
÷òèòåëüíî, õîòÿ èñïîëüçîâàíèå áîëåå ñëîæíûõ, íåæåëè (3.10), âèäîâ çàâèñèìîñòè D îò t
ìîãëî áû óëó÷øèòü êà÷åñòâî ïðèáëèæåíèÿ â ñðåäíåé ÷àñòè äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ t .

Óêàæåì ðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ D , D0 , t0 â ñèñòåìå ÑÈ (òàáë. 4).

Ðåçóëüòàò Ïëåíêà A Ïëåíêà B Ïëåíêà C
D 2.0330 · 10−13 ì2/ñ 1.2187 · 10−13 ì2/ñ 1.3889 · 10−13 ì2/ñ
D0 2.4780 · 10−13 ì2/ñ 1.5842 · 10−13 ì2/ñ 2.0929 · 10−13 ì2/ñ
t0 13063.7 ñ (3.63 ÷) 15966.7 ñ (4.44 ÷) 10160.6 ñ (2.82 ÷)

Òàáëèöà 4: Ðàçìåðíûå ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé

Çäåñü íàéäåííûå ðàíåå áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ âðåìåíè ðåëàêñàöèè óìíîæåíû íà
tmax = 6.912 · 105 ñ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óêàçàííîìó ðàíåå çíà÷åíèþ â 192 ÷.

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â ñèñòåìå ÑÈ èìååò ðàçìåðíîñòü ì2/ñ, à â êà÷åñòâå õàðàê-
òåðíîãî ìàñøòàáà äëèíû ðàíåå áûëà âçÿòà òîëùèíà ïëàñòûðÿ 2l = 10−4 ì. Ïîýòîìó
âû÷èñëåííûå ðàíåå çíà÷åíèÿ D = const è D0 óìíîæàþòñÿ íà (2l)2/tmax .
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Íàéäåííûå ðàçìåðíûå âåëè÷èíû t0 ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê îðèåíòèðîâî÷íîå âðå-
ìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî òà èëè èíàÿ ïëåíêà âñå åùå ïðèãîäíà â ìåäèöèíñêèõ öåëÿõ. Ïðè
t > t0 åå êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ðåçêî óìåíüøàåòñÿ, à âûõîä ËÂ çàìåäëÿåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî îáðàòíàÿ çàäà÷à äèôôóçèè äëÿ òåõ æå èñõîäíûõ äàííûõ (òàáë. 1) ðå-
øàëàñü â [7]. Â óêàçàííîé ñòàòüå áûëè ðàññìîòðåíû óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà ïðè D = const ,
êðàåâàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ÷èñëåííî, à äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïðèìåíÿëñÿ
ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Èçíà÷àëüíî âñå äàííûå îáåçðàçìåðèâàëèñü, à ïî îêîí÷àíèè ðåøå-
íèÿ ïðîèçâîäèëñÿ ïåðåõîä ê ðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Ê ñîæàëåíèþ, â êà÷åñòâå ìàñøòàáà
äëÿ êîîðäèíàòû x áûëà âûáðàíà äëèíà ïëåíêè (5 ìì), à íå åå òîëùèíà (0.1 ìì), â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî èòîãîâûå çíà÷åíèÿ D îêàçàëèñü çàâûøåíû. Ñ ó÷åòîì áîëåå êîððåêòíîãî
ìàñøòàáèðîâàíèÿ çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè äëÿ ïëåíîê A, B è C, âû÷èñëåííûå
â [7], îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè 2.1972 · 10−13 , 1.2726 · 10−13 è 1.2876 · 10−13 ì2/ñ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ÷òî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ òàáë. 4.

×òîáû ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà D = const
â óïîìÿíóòîé âûøå ñòàòüå è â íàñòîÿùåé ðàáîòå, áûëè ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû â ïàêåòå
ANSYS [8], ëèöåíçèåé íà èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî îáëàäàåò ÌÃÓ èì. Í. Ï. Îãàð¼âà. Ïðè
ýòîì áûëà èñïîëüçîâàíà ïîëíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó óðàâíåíèÿìè äèôôóçèè
(2.1) è òåïëîïðîâîäíîñòè. Âìåñòî êîýôôèöèåíòà D â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè ôèãó-
ðèðóåò îòíîøåíèå κ/(αρ) , ãäå κ , α , ρ � ñîîòâåòñòâåííî, òåïëîïðîâîäíîñòü, óäåëüíàÿ òåï-
ëîåìêîñòü è ïëîòíîñòü ñðåäû, à ðîëü êîíöåíòðàöèè c â ðàñ÷åòàõ âûïîëíèëà òåìïåðàòóðà
T . Â ïàìÿòü ANSYS áûëè ââåäåíû çíà÷åíèÿ κ , ÷èñëåííî ðàâíûå ðàçìåðíûì çíà÷åíèÿì
êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ïàðàìåòðû α è ρ áûëè ïîëîæåíû ðàâíûìè 1. Ïðåäïîëàãàëîñü,
÷òî T èçìåíÿåòñÿ â äèàïàçîíå îò 0◦C äî 1◦C .

Â õîäå ðàñ÷åòîâ áûëî íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà
â íàòóðíîì ýêñïåðèìåíòå ïðîèçâîäèëîñü èçìåðåíèå êîíöåíòðàöèè ËÂ â ïëåíêå, à òàêæå
âû÷èñëåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñðåäíèå òåìïåðàòóðû. Ôóíêöèÿ ⟨T ⟩(t) ïðîäåìîíñòðèðîâàëà
ïîâåäåíèå, ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íîå ïîâåäåíèþ ⟨c⟩(t) äëÿ D = const íà ðèñ. 4.1. Ñóììàð-
íîå îòêëîíåíèå âû÷èñëåííûõ ⟨T ⟩ (èëè ⟨c⟩ , ÷òî òî æå ñàìîå) îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âî
âñåõ ðàñ÷åòàõ îêàçàëîñü âåñüìà áëèçêèì ê ñîîòâåòñòâóþùèì âåëè÷èíàì Q2 (ñì. òàáë. 2),
ïðåâûøàÿ èõ íà äåñÿòûå äîëè ïðîöåíòà. Ýòî ãîâîðèò î êîððåêòíîñòè ðåçóëüòàòîâ â òàáë. 4,
à òàêæå (ñ ó÷åòîì êîððåêòèðîâêè ìàñøòàáà äëèíû) î ïðàâèëüíîñòè ðàñ÷åòîâ â [7].

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííûé â ñòàòüå ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè ïî èçâåñòíûì
ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì îñíîâàí íà ðåøåíèè îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äèôôóçèè ìåòî-
äîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ïîäáîðå íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ
ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Óêàçàííûé ïîäõîä íå òðåáóåò áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ðåñóðñîâ è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íà ëþáîì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå.

Ìåòîä áûë îïðîáîâàí íà òðåõ êîíêðåòíûõ íàáîðàõ îïûòíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü äâà âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (ïåðâîãî è òðåòüåãî ðîäà), îïèñûâàþùèå âû-
äåëåíèå ËÂ èç ïëåíêè, è äâå ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè: èñêîìàÿ
âåëè÷èíà ïîñòîÿííà èëè ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ñî âðåìåíåì. Áûë èçó÷åí ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé òðåòüåãî ðîäà ê áîëåå ïðîñòûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ðîäà.

Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ãèïîòåçà î ïåðåìåííîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè D äàåò ëó÷-
øåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ñ ýêñïåðèìåíòîì, ïðè ýòîì D îòíîñèòåëüíî áûñòðî
óáûâàåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Âûÿñíèëîñü òàêæå, ÷òî ïðèìåíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïåð-
âîãî ðîäà ïðåäïî÷òèòåëüíåå, òàê êàê ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ äàííûõ îò
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îïûòíûõ â ýòîì ñëó÷àå ìåíüøå.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé â ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ áûëè ïðîâåðåíû â ïàêåòå ANSYS.
Äàëüíåéøåå óëó÷øåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû ìåòîäà âîçìîæíî ïóòåì âûäâèæåíèÿ áîëåå

ñëîæíûõ ãèïîòåç î õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè îò âðåìåíè.
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Solution for inverse problem of medicine's one-dimensional
di�usion out of chitosan �lm
c⃝ A. O. Syromyasov 2

Abstract. The paper deals with one-dimensional model of medicine's di�usion out from the
chitosan �lm (plaster) in surrounding water. The �lm's di�usion characteristics are determined
using the set of measured average medicine concentrations in the �lm. The method is based on using
of analytical solution of direct di�usion problem. Medicine's behaviour on the boundary of �lm and
water may be described by the conditions of the �rst or of the third kind. The cases of constant
and time-dependent (tending to zero as time increases) di�usion coe�cient are discussed. The
paper shows that using �rst-kind boundary conditions with the hypothesis about time-dependent
di�usion coe�cient leads to the best matching with experimental data.
Key Words: di�usion, chitosan �lm, one-dimensional problem, inverse problem, analytical
solution, experimental data

2 Associate professor, Department of Applied mathematics, di�erential equations and theoretical mechanics,
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà

ÓÄÊ 517.9

Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ëèìèíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé è
òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò ëèíåéíîãî
òåðìîäåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè
c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî1, Ñ. Í. Íàãîðíûõ2, Ä. Â. Õèòåâà3

Àííîòàöèÿ. Ïðè îïèñàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè, êîòîðîìó ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà,
ââåäåí êîýôôèöèåíò, ñâÿçûâàþùèé ãðàäèåíò èçãèáà â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ, ÷òî çíà÷èòåëüíî
óïðîñòèëî çàäà÷ó. Íàïðÿæåíèå îáîëî÷êè ïîëîæåíî ïðîïîðöèîíàëüíûì äåôîðìàöèè è êâàä-
ðàòó ãðàäèåíòà èçãèáà. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé
íàçâàíî ëèìèíàëüíûì. Äèñëîêàöèîííàÿ ñòðóêòóðà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ñâîåîáðàçíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì äëÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé. Çíà÷åíèå îäíîãî èç
êîýôôèöèåíòîâ ëèìèíàëüíîãî óðàâíåíèÿ òåñíî ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ýòîãî òîïîëî-
ãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà. Âûáðàííûå â ýòîé ðàáîòå õàðàêòåðèñòèêè ïîçâîëèëè äîêàçàòü ñóùå-
ñòâîâàíèå íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ïðîöåññ, ïðè êîòîðîì ïëîòíîñòü äèñëîêà-
öèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Íî òàê êàê èç ôèçè÷åñêèé ñîîáðàæåíèé è ìàòåìàòè÷åñêèõ îñîáåí-
íîñòåé ëèìèíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ íóëþ, òî âðåìÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëåíî èç óñëîâèÿ, ÷òî ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé óìåíüøàåòñÿ äî
íåêîòîðîé âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóåìîé ìàëûì áåçðàçìåðíûì êîýôôèöèåíòîì δ . Ïðè òàêîì
ïðåäïîëîæåíèè ïîëó÷åíû íîâûå ãëîáàëüíûå îöåíêè, íà îñíîâå êîòîðûõ ëîêàëüíîå ðåøåíèå,
ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî áûëî äîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ, ïðîäëåíî çà êîíå÷íîå ÷èñëî
øàãîâ íà âåñü èíòåðâàë, íà êîòîðîì ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé íå ìåíüøå îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû,
õàðàêòåðèçóåìîé êîýôôèöèåíòîì δ . Äëÿ îöåíêè äëèíû èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé è óñëîâèé ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìóëà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ
÷àñòü èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû âûïîëíåíà íà îñíîâå ìåòîäà äîïîëíèòåëüíî-
ãî àðãóìåíòà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ëèìèíàëüíîñòü,
ãëîáàëüíûå îöåíêè, òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò

Ïðè îïèñàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè [1] áûë ââåäåí êîýôôèöèåíò β , ñâÿçû-
âàþùèé ãðàäèåíò èçãèáà ζ â äâóõ íàïðàâëåíèÿõ y , x , ÷òî óïðîñòèëî çàäà÷ó äî çàäà÷è
èçãèáà îáîëî÷êè. Íàïðÿæåíèå îáîëî÷êè áûëî ïîëîæåíî ïðîïîðöèîíàëüíûì äåôîðìàöèè
è êâàäðàòó ãðàäèåíòà èçãèáà ζ [2]. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå äëÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè
äèñëîêàöèé ν íàçâàíî ëèìèíàëüíûì ïîòîêîíåëèíåéíîãî òèïà. Äëÿ ïëîòíîñòåé âèäà [3] è
[4]

ν =
1

2dζ
, ν =

1− cos(α/2)

bζ cosχ
(1.1)

îíî èìååò âèä

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; algoritm@sandy.ru

3 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; geheimberater@yandex.ru
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∂ν

∂t
+
(
g − γ

ν

) 1

ν3

(
∂ν

∂x

)3

+Bν2 − Aν = 0, (1.2)

ãäå b - ìîäóëü âåêòîðà Áþðãåðñà, χ - óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ñêîëüæåíèÿ è ïîâåðõ-
íîñòüþ îáîëî÷êè, α - óãîë èçãèáà îáîëî÷êè, γ , g , B - ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè èçãèáå ïëàñòèíû âîçíèêàþò ïàðû êðàåâûõ äèñëîêàöèé ïðîòèâî-
ïîëîæíîãî çíàêà, ïàðàëëåëüíûõ îñè èçãèáà [4]. Ïîä äåéñòâèåì íàïðÿæåíèÿ äèñëîêàöèè
îäíîãî çíàêà âûòàëêèâàþòñÿ èç ïëàñòèíû, à äðóãîãî çíàêà äâèæóòñÿ âãëóáü ñ ìåíüøèì
íàïðÿæåíèåì. Âçàèìíîå îòòàëêèâàíèå è òåìïåðàòóðà ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ äèñëî-
êàöèîííûõ ñòåíîê ïåðåïåíäèêóëÿðíî ëèíèÿì ñêîëüæåíèÿ.

Êîýôôèöèåíò A â (1.2) èìååò âèä:

A =
E

1 + σ
· Db

3

KT
· βl

2lxd2
· Pxx
Pxy

, (1.3)

ãäå ïåðâûé ìíîæèòåëü õàðàêòåðèçóåò óïðóãèå ñâîéñòâà, âòîðîé - äèôôóçèþ äèñëîêàöèé
è òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ, òðåòèé - òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé,
÷åòâåðòûé - ñèëîâóþ íàãðóçêó îáîëî÷êè.

Èç òðåòüåãî ìíîæèòåëÿ A ïîëó÷èì

βl

2lxd2
=

β

2d2 cos(Φ)
,

ãäå cos(Φ) = lx/l , lx - ó÷àñòîê ðàçìíîæåíèÿ êðàåâûõ äèñëîêàöèé, l - ó÷àñòîê ñêîëüæåíèÿ.

Òîïîëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò

Îáîçíà÷èì

ℵ =
1

cos(Φ)
, (1.4)

è íàçîâåì ℵ òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì òèïà òî÷êè ðàçáèåíèÿ.
Èç (1.4) ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ ïåðåïîëçàíèÿ ÎÀ, çàðîæäåíèÿ ÀÂ, ñêîëüæåíèÿ ÎÂ

çàìåíÿåòñÿ ÷åðåç ó÷àñòîê ñêîëüæåíèÿ ÎÂ â ñòîðîíó ÎÀÂÎ è â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðî-
íó ÎÑÂÎ. Ýòà êîëëåêòèâíàÿ ñòðóêòóðà åñòü àíàëîã ïàðû äèñëîêàöèé ïðîòèâîïîëîæíîãî
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çíàêà. Ïðè cos(Φ) = 0,±1 äàííàÿ ñòðóêòóðà ðàçðóøàåòñÿ. Ïðè lx = l èñ÷åçàåò îòðåçîê
ðàçáèåíèÿ ÎÂ è òðàåêòîðèÿ ïåðåïîëçàíèÿ ÎÀ çàìûêàåòñÿ ñ ñîñåäíåé ÂÑ ïðè äâèæåíèè â
îäíó ñòîðîíó ÎÀÂÑÎ. Ó÷àñòîê çàðîæäåíèÿ ÀÂ ýêðàíèðóåòñÿ ó÷àñòêîì ñêîëüæåíèÿ ÎÂ.
Ïðè lx = 0 êîýôôèöèåíò (1.3) íå èìååò ñìûñëà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òî÷å÷íîìó èñòî÷íèêó
Ôðàíêà-Ðèäà. Òåðìîäåôîðìèðîâàíèåì îáîëî÷êè íàçîâåì òàêîå äåôîðìèðîâàíèå, â êîòî-
ðîì ïðèñóòñòâóåò òðåòèé ìíîæèòåëü (1.3). Äèñëîêàöèîííàÿ ñòðóêòóðà õàðàêòåðèçóåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ℵ íà ïðèìåðå êðàåâûõ äèñëîêàöèé.

Èç (1.3) - (1.4) âûòåêàåò, ÷òî ïðè

π

2
≤ Φ ≤ π (1.5)

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

A ≤ 0. (1.6)

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, ýòî óñëîâèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ïëîòíîñòü äèñî-
ëîêàöèé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2) çàäàäèì â âèäå:

ν (0, x) = φ (x) , −∞ < x <∞. (1.7)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (1.2), (1.7) îïðåäåëåíà â îáëàñòè

ΩT = {(t, x) : 0 ≤ t ≤ Ts,−∞ < x <∞}.
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.2), (1.7) ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíî-

ãî àðãóìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûì ìåòîäîì çàäà÷à (1.2), (1.7) ñâîäèòñÿ ê ðàñøèðåííîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìå:

dη(s, t, x)

ds
= 2

gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w1(s, t, x), (1.8)

η(t, t, x) = x, (1.9)

dw1(s, t, x)

ds
=

3gw0(s, t, x)− 4γ

w5
0(s, t, x)

w3
1(s, t, x)− 2Bw0(s, t, x)w1(s, t, x) + Aw1(s, t, x), (1.10)

w1(0, t, x) = φ′(η(0, t, x)), (1.11)

dw0(s, t, x)

ds
= Aw0(s, t, x)−Bw2

0(s, t, x) +
gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w2
1(s, t, x), (1.12)

w0(0, t, x) = φ(η(0, t, x)). (1.13)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

w1 = 3g

s∫
0

w3
1

w4
0

ds− 4γ

s∫
0

w3
1

w5
0

ds− 2B

s∫
0

w0w1ds+ A

s∫
0

w1ds+

+φ′

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 , (1.14)
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w0 = g

s∫
0

w2
1

w3
0

ds− γ

s∫
0

w2
1

w4
0

ds−B

s∫
0

w2
0ds+ A

s∫
0

w0ds+

+φ

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 . (1.15)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ïðè s = t äàåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîäðîáíûé âûâîä
ñèñòåìû (1.8) - (1.13) ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [1].

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîå ñóùåñòâî-
âàíèå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1.14) - (1.15). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà â ðàáîòå [1].

Òàêæå, ïðèìåíÿÿ ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà [5], ìû ïîëó÷èëè äîïîëíèòåëüíûå
óðàâíåíèÿ

dw2

ds
= −2

gw0 − γ

w4
0

w2
2 +

[
5
3gw0 − 4γ

w5
0

w2
1 + A− 2Bw0

]
w2 + 4

5γ − 3gw0

w6
0

w4
1 − 2Bw2

1, (1.16)

w2(0, t, x) = φ′′ (η(0, t, x)) , (1.17)

w2 = 6g

s∫
0

w2
1

w4
0

ds− 8γ

s∫
0

w2
1

w5
0

ds+ 20γ

s∫
0

w4
1

w6
0

ds− 12g

s∫
0

w4
1

w5
0

ds− 2B

s∫
0

w2
1ds+

+9g

s∫
0

w2
1

w4
0

w2ds− 12γ

s∫
0

w2
1

w5
0

w2ds− 2g

s∫
0

w2

w3
0

ds+ γ

s∫
0

w2

w4
0

ds− 2B

s∫
0

w2w0ds+

+A

s∫
0

w2ds+ φ′′

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 . (1.18)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîå ñóùåñòâî-
âàíèå òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1.14), (1.15), (1.18). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà â ðàáîòå [5].

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ çàäà÷à (1.2), (1.7) áóäåò èìåòü ðåøåíèå
íà âñåì ïðîìåæóòêå [0, Ts] .

Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïîëó÷èòü ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ ôóíêöèé w1 , w0 , w2 .
Èç (1.10) ñ ó÷åòîì (1.6) ïîëó÷èì

dw1

ds
=

(
3gw0 − 4γ

w5
0

w2
1 − 2Bw0 + A

)
w1,

Q =
3gw0 − 4γ

w5
0

w2
1 − 2Bw0 + A < 0,

w1 = φ′exp

−
s∫

0

Qdν

 > 0. (1.19)
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Èç (1.19) ñëåäóåò ïåðâàÿ ãëîáàëüíàÿ îöåíêà

|w1| ≤ Nφ, (1.20)

Nφ = max|sup|φ(x)|, sup|φ′(x)|, sup|φ′′(x)||.

Ïðèñòóïèì ê âûâîäó îöåíîê äëÿ ôóíêöèè w0 .
Èç óðàâíåíèÿ (1.12) ïîëó÷èì, ÷òî:

w0 = φ0exp

 s∫
0

(A−Bw0)dν −
s∫

0

(
γ − gw0

w5
0

w2
1

)
dν

 . (1.21)

Â ñèëó òîãî, ÷òî âñå ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ îòðèöàòåëüíû, ôóíêöèÿ w0 áóäåò
ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ. Ò.å. çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ (1.21) ñòàíåò óáûâàòü îòíîñèòåëüíî ñâîåãî
íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ. Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ w0 :

|w0| ≤ φ. (1.22)

Íî ïî ñìûñëó ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé íå ìîæåò áûòü ðàâíîé
íóëþ. ×òîáû ðåøàòü ôèçè÷åñêóþ çàäà÷ó ïðè íåíóëåâîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé, ââåäåì
óñëîâèå

|w0| ≥ δC∗
φ, (1.23)

ãäå δ - ìàëûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò.
Èç (1.12) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

dw0

ds
≥ Aw0 −Bw2

0 −
γw2

1

(δC∗
φ)

4
. (1.24)

Ïðàâàÿ ÷àñòü â (1.24) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí îòíîñèòåëüíî w0 . Íàé-
äåì åãî êîðíè:

w01 = − 1

2B

[
−A+

√
A2 − 4Bγw2

1

(δC∗
φ)

4

]
, w02 = − 1

2B

[
−A−

√
A2 − 4Bγw2

1

(δC∗
φ)

4

]

Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïðèìåì, ÷òî

A2 − 4Bγ(Nφ)
2

(δC∗
φ)

4
≥ 0 (1.25)

ïðè âûïîëíåíèè (1.20).
Èç (1.25) ïîëó÷àåì

δC∗
φ ≥

√
−2Nφ

A

√
Bγ. (1.26)

Èñõîäÿ èç (1.23), íàéäåì âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè. Ïðèìåì, ÷òî

C∗
φ ≤ φ ≤ Cφ. (1.27)

Èç (1.23) è (1.24) ñ ó÷åòîì (1.27) ïîëó÷èì
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s ≤
(1− δ)C∗

φ

BC2
φ + |A|Cφ + γ(Nφ)2

(δC∗
φ)

4

.

Îáîçíà÷èì

Ts =
(1− δ)C∗

φ

BC2
φ + |A|Cφ + γ(Nφ)2

(δC∗
φ)

4

. (1.28)

Íåðàâåíñòâî (1.28) îïðåäåëÿåò âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè.
Òåïåðü ïîëó÷èì ãëîáàëüíóþ îöåíêó äëÿ w2 . Â ðàáîòå [6] äëÿ óðàâíåíèÿ, ïîäîáíîìó

(1.16), áûëè ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå îöåíêè. Àíàëîãè÷íî Ëåììå ¾Max2¿ èç [6] ñôîðìóëè-
ðóåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ë å ì ì à 1.1. Åñëè

φ′′ > max[K2], (1.29)

òî íà âñåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.8) - (1.13), (1.16), (1.17) ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà

|w2| < K, (1.30)

ãäå K ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ

dK

ds
= C(K −K1)(K −K2),

â êîòîðîì K1 , K2 - êîðíè ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.16):

K1 =
−D −

√
D2 − 4CZ

2C
,

K2 =
−D +

√
D2 − 4CZ

2C
,

D = 5
3gφ− 4γ

(δC∗
φ)

5
(Nφ)

2 + A− 2Bφ,

C = −2
gφ− γ

(δC∗
φ)

4
,

Z = 4
5γ − 3gφ

(δC∗
φ)

6
(Nφ)

4 − 2B(Nφ)
2.

Â ðàáîòàõ [1], [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî w1(s, t, x) ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíê-
öèè ν(t, x) , à w2(s, t, x) ÿâëÿåòñÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé äëÿ ôóíêöèè ν(t, x) ïðè s = t .
Ñîîòâåòñòâåííî, îöåíêè (1.20), (1.22), (1.23), (1.30) ïðèìóò âèä

|ν(t, x)| ≤ φ, |ν(t, x)| ≥ δC∗
φ, |∂xν(t, x)| ≤ Nφ, |∂xxν(t, x)| < K. (1.31)

Ïîëó÷åííûå îöåíêè (1.31) äàþò âîçìîæíîñòü ïðîäëèòü ðåøåíèå íà âåñü èíòåðâàë
[0, Ts] .
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Áåðÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ν(T 0
s , x) , ïðîäëèì ðåøåíèå íà íåêîòîðûé èíòåð-

âàë [T 0
s , T

1
s ] , à çàòåì áåðÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ ν(T 1

s , x) , ïðîäëèì ðåøåíèå íà
ïðîìåæóòîê [T 1

s , T
2
s ] . Äëèíà ïðîìåæóòêà ðàçðåøèìîñòè íå áóäåò óìåíüøàòüñÿ, òàê êàê

îíà îïðåäåëÿåòñÿ ãëîáàëüíûìè îöåíêàìè (1.31), ñïðàâåäëèâûìè íà ëþáîì ïðîìåæóòêå
ðàçðåøèìîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ

ν(T ks , x) ∈ C̄2(R1), |ν(T ks , x)| ≤ φ, |ν(T ks , x)| ≥ δC∗
φ,

|∂xν(T ks , x)| ≤ Nφ, |∂xxν(T ks , x)| < K

äëÿ âñåõ k = 1, 2, ..., n , x ∈ R1 .
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ìîæåò áûòü ïðîäëåíî íà âåñü çàäàííûé

ïðîìåæóòîê [0, Ts] .
Îáùèé èòîã èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå òåîðåìû.
Â åå ôîðìóëèðîâêå âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì ìíîæåñòâà

∆T = {(s, t) : 0 ≤ s ≤ t ≤ Ts} .

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü φ ∈ C̄3(R1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

A ≤ 0,

A2 − 4Bγ(Nφ)
2

(δC∗
φ)

4
≥ 0.

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (1.2), (1.4) íà âñåì ïðîìåæóòêå [0, Ts] , ãäå

Ts =
(1− δ)C∗

φ

BC2
φ + |A|Cφ + γ(Nφ)2

(δC∗
φ)

4

−

âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ôèçè÷åñêîé ìîäåëè, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ν(t, x) ∈ C̄1,3

([0, Ts]× R1) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.14) - (1.15)
â âèäå ν(t, x) = w0(t, t, x) . Ïðè ýòîì ∂xν(t, x) = w1(t, t, x) , à ∂xxν(t, x) = w2(t, t, x) ,
ãäå ôóíêöèÿ w2(s, t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.16) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.17).
Ãëàäêîñòü ôóíêöèé w0 , w1 , w2 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè w0 ∈ C̄1,1,3 (∆T ×R1) ,
w1 ∈ C̄1,1,2 (∆T ×R1) , w2 ∈ C̄1,1,1 (∆T ×R1) .
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Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 29.04.2016

Nonlocal solvability of the liminal equation of the creeping
dislocations density and the topological invariant of the
linear thermal deformation of the shell
c⃝ S. N. Alekseenko4, S. N. Nagornykh5, D. V. Khiteva6

Abstract. In the description of a deformation of a shell a coe�cient introduced that links the
gradient of bending in two directions. That greatly simpli�ed the task. The stress in the shell is
proportional to the expected shell deformation and to the square of the gradient of the curvature.
The corresponding equation for the scalar density of dislocations is referred to as liminal. A
dislocation structure of the considered problem is characterized by a kind of topological invariant
for edge dislocations. The value of one of coe�cients in liminal equation is closely related to the
characteristics of this topological invariant. Characteristics selected in this work allowed us to prove
the existence of nonlocal solutions describing the process by which the dislocation density tends
to zero. But because of physical grounds and mathematical features of the liminal equations the
dislocation density cannot be zero, and then the time of existence of the solution is determined
from the condition that the dislocation density decreases to a certain value, characterized by a
small dimensionless coe�cient δ . Under this assumption, the new global estimates are obtained,
based on which the local solution, the existence of which was proved in previous works, extended
over a �nite number of steps for the whole interval in which the dislocation density is not less than
a certain value, characterized by the coe�cient δ . An explicit formula to estimate the length of
the existence interval of the solution under the made assumptions and conditions is obtained. The
mathematical part of the study of the considered problem is made on the basis of the method of
an additional argument.
Key Words: dislocations density, nonlinear �rst-order partial di�erential equation, liminality,
method of an additional argument, global estimates, topological invariant
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Ìîäåëèðîâàíèå àíñàìáëÿ íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé ñ
ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà
c⃝ Ë. Â. Êëî÷êîâà1, Þ. Í. Îðëîâ2, Ñ. À. Ôåäîðîâ3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ âûáîðî÷íîé
ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, íàáëþäàåìûõ íà ïðàêòèêå â âèäå
âðåìåííûõ ðÿäîâ. Âìåñòî èçó÷åíèÿ îäíîé èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé âðåìåííîãî ðÿäà ïðåä-
ëàãàåòñÿ ðàññìîòðåòü àíñàìáëü ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèé, ïîðîæäàåìûõ ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü äëÿ îïèñàíèÿ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ôóíêöèîíà-
ëîâ, çàäàííûõ íà ñëó÷àéíûõ òðàåêòîðèÿõ è èìåþùèõ ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Ýòî, íàïðèìåð,
èíäèêàòîð óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñà â âèäå ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè âðåäíûõ âåùåñòâ
çà îïðåäåëåííûé ïåðèîä âðåìåíè, èíäèêàòîð èçìåíåíèÿ ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè â
ðåãèîíå, ôóíêöèîíàë ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ çàãðÿçíåíèåì â âèäå ñíèæåíèÿ óðîâíÿ çà-
ãðÿçíåíèÿ â ðåçóëüòàòå îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé è ò.ï. Ôîðìóëèðóåòñÿ ìåòîä òåñòèðîâàíèÿ
óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà íà íåñòàöèîíàðíîì àíñàìáëå òðàåêòîðèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûáîðî÷íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà, àí-
ñàìáëü íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé, òåñòèðîâàíèå óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà.

1. Ââåäåíèå

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ïî ìîäåëèðîâàíèþ è ïðîãíîçèðîâàíèþ
âðåìåííûõ ðÿäîâ ñ ïîìîùüþ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òèïà Ëèóâèëëÿ è Ôîêêåðà-Ïëàíêà,
ïðèìåíåííûõ ê âûáîðî÷íûì ôóíêöèÿì ðàñïðåäåëåíèÿ [1, 2]. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ áûë
ïîñòðîåí ìåòîä ïðîãíîçèðîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ íåñòàöè-
îíàðíûì ïîâåäåíèåì íà çàäàííûé ãîðèçîíò âïåðåä. Åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì êèíåòè÷åñêî-
ãî ïîäõîäà ïðèìåíèòåëüíî ê âðåìåííîìó ðÿäó ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ àíñàìáëÿ âîçìîæíûõ
òðàåêòîðèé, êîòîðûå îòâå÷àþò âûÿâëåííûì òåíäåíöèÿì â èçìåíåíèè âûáîðî÷íûõ ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ â ñèëó òîãî èëè èíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â ðàáîòàõ [3, 4] áûëà ïîñòðîåíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðèìå-
íèòåëüíî ê ïðàêòè÷åñêîé çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ çàãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû ìåãàïîëè-
ñîâ, à òàêæå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èíôåêöèé èëè âðåäíûõ ïðèìåñåé â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíîé
è íåñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Â íèõ áûëè ïîñòðîåíû ñòàòèñòèêè, êîòîðûå òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü
ïî äàííûì âðåìåííîãî ðÿäà, ÷òîáû îïðåäåëèòü ïàðàìåòðû êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ
âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîãî ðÿäà. Çäåñü ìû îïèñûâàåì, êàê ìîæíî áûëî
áû íå òîëüêî ïðîãíîçèðîâàòü êîðèäîð âîçìîæíîãî èçìåíåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íî è
òåñòèðîâàòü ýôôåêòèâíîñòü òîãî èëè èíîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ, çàäàííîãî â âè-
äå ôóíêöèîíàëà íà ôðàãìåíòå ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè. Â ðåçóëüòàòå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ
ýâîëþöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èíòåíñèâíîñòü èñòî÷-
íèêà âðåäíûõ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíóþ àêòóàëüíîñòü.

Ïðàêòè÷åñêàÿ òðóäíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ, à íå ñòîõàñòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðàöèè çàãðÿçíåíèÿ ìåãàïîëèñîâ â çàâèñèìîñòè îò

1 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

2 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
ov3159fd@yandex.ru.

3 Àñïèðàíò Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà; klud@imamod.ru.
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ñëó÷àéíûõ óñëîâèé âîäíî-âîçäóøíîé ñðåäû ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñòî÷íèê çàãðÿçíåíèÿ ïî
èíòåíñèâíîñòè è ñîñòàâó ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì è ïðèòîì íåñòàöèîíàðíûì. Â ðåçóëüòàòå,
êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèìåíÿåìûå â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðîñòðàíñòâåííî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèìåñåé, ïðèîáðåòàþò äîïîëíèòåëüíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà èç-çà
íåîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè èñòî÷íèêà. Âîçìîæíîñòü îïèñàòü ýòó íåîïðåäåëåííîñòü êèíå-
òè÷åñêèì óðàâíåíèåì òîãî æå òèïà, ÷òî è ñðåäó, â êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåíîñ èçó÷à-
åìîãî ôàêòîðà, ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü óíèôèöèðîâàííóþ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîöåññà â
öåëîì. Ïîñòðîåííîå ÷èñëåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîãíîçíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîçäàíèÿ àëãîðèòìà ãåíåðàöèè ïó÷êà íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòî-
ðèé.

Íåîáõîäèìîñòü òåñòèðîâàíèÿ ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ, çàäàííîãî íà òðàåêòîðèè
íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ÷àñòî âîçíèêàåò ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ, ê êîòîðîé ñâîäÿòñÿ ìíîãèå çàäà÷è ïðèêëàäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà [5].
×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîãäà èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà, ïðåäñòàâëÿåìàÿ â âèäå âðåìåííîãî ðÿ-
äà, íàõîäèòñÿ â òîì èëè èíîì ñîñòîÿíèè, èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷å-
ðåç êîòîðûå è ïðîÿâëÿåòñÿ ýòî ñîñòîÿíèå, èìåþò õàðàêòåðíûå èìåííî äëÿ ýòîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Òîãäà èäåíòèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à
ðàñïîçíàâàíèÿ âûáîðî÷íîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ âûáîðêè êàê
ïðèíàäëåæàùåé îïðåäåëåííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðåøàåòñÿ â ñòàòèñòèêå ëèáî ïó-
òåì îöåíèâàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà,
ëèáî â ðàìêàõ íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà-
Ñìèðíîâà. Îäíàêî ïðèìåíåíèå êëàññè÷åñêèõ êðèòåðèåâ êîððåêòíî òîëüêî â ñòàöèîíàðíîì
ñëó÷àå, êîãäà åñòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âûáîðî÷íûõ ðàñïðåäåëåíèé ê ãåíåðàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíà, òî îáó÷åíèå àëãîðèòìà ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ íà äàííûõ çà ïðîøëûé ïåðèîä ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåñîñòîÿòåëüíûì. Â òàêîì
ñëó÷àå äëÿ áîëåå íàäåæíîãî ðàñïîçíàâàíèÿ íàäî òåñòèðîâàòü ðåøàþùóþ ôóíêöèþ íà
íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäàõ. Íî ôàêòè÷åñêè äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ñóùåñòâóåò òîëüêî
îäíà òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ â ñèëó íåñòàöèîíàðíîñòè íå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷-
íî áîëüøîé îáúåì âûáîðêè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü òåñòèðîâàíèÿ òåõ èëè
èíûõ èíäèêàòîðîâ ëîêàëüíîãî ïîâåäåíèÿ âðåìåííîãî ðÿäà ñ öåëüþ îöåíêè âåðîÿòíîñòè èõ
ïðàâèëüíîãî ñðàáàòûâàíèÿ.

Èíäèêàòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëû, çàäàííûå íà ôðàãìåí-
òàõ òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. ×òîáû îöåíèòü ýìïèðè÷åñêóþ óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îïðåäåëåííûé èíòåðâàë çíà÷åíèé èíäèêàòîðà îòâå÷àåò îæèäàåìîìó ïîâåäåíèþ
ðÿäà â íàñòîÿùåì èëè áóäóùåì, íóæíî èìåòü ìíîãî ðåàëèçàöèé èçó÷àåìîãî ïðîöåññà. Äëÿ
ýòîãî òðåáóåòñÿ ñãåíåðèðîâàòü ïó÷îê âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé âðåìåííîãî ðÿäà, âûáîðî÷-
íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîãî ýâîëþöèîíèðóåò îïðåäåëåííûì îáðàçîì, è ïðîâå-
ðèòü íà íåì óñòîé÷èâîñòü ñðàáàòûâàíèÿ èíäèêàòîðà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè íåñòà-
öèîíàðíûõ ðàñïðåäåëåíèé èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà îòíîñèòåëüíî âûáî-
ðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (äàëåå ÂÏÔÐ) âðåìåííîãî ðÿäà. Ïîäõîä ê ìî-
äåëèðîâàíèþ íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé íà îñíîâå ðåøåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ÂÏÔÐ áûë ïðåäëîæåí â [6], ãäå â êà÷åñòâå òàêîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâà-
ëîñü óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ. Â ðàáîòå [7] áûëî îáîñíîâàíî óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ
ÂÏÔÐ íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Òåì ñàìûì ñòàëî âîçìîæíûì êîððåêòíîå ìîäå-
ëèðîâàíèå àíñàìáëÿ òðàåêòîðèé âðåìåííîãî ðÿäà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ òèïà äèôôóçèè
ñî ñíîñîì.
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2. Ìåòîä ãåíåðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ òðàåêòîðèé

Áóäåì äëÿ óäîáñòâà íîðìèðîâêè ñ÷èòàòü, ÷òî èçó÷àåìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàâíî-
ìåðíî îãðàíè÷åíà ïî âðåìåíè, òàê ÷òî âñå åå çíà÷åíèÿ ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0; 1] .

Ïóñòü x(t) åñòü çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â äèñêðåòíûé ìîìåíò âðåìåíè t , ãäå
øàã ïî âðåìåíè ñ÷èòàåòñÿ åäèíè÷íûì, à fT (x, t) åñòü ÂÏÔÐ âûáîðêè äëèíû T ñ îêîí-
÷àíèåì â ìîìåíò âðåìåíè t , ò.å. âûáîðêè ôðàãìåíòà ðÿäà {x(t − T + 1), . . . , x(t)} . Âû-
áîðî÷íàÿ ïëîòíîñòü ñòðîèòñÿ ïî ðàâíîìåðíîìó ðàçáèåíèþ ãèñòîãðàììû â ñîîòâåòñòâèè
ñ ìåòîäèêîé, îïèñàííîé â [8], ïðè êîòîðîì ñòàòèñòè÷åñêàÿ íåîïðåäåëåííîñòü â ÷àñòîòàõ
ðàâíà òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé çíà÷åíèÿ ðÿäà ðàçëè÷àþòñÿ îäíî îò äðóãîãî, ò.å. 1/n , ãäå åñòü
÷èñëî êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ.

×èñëî êëàññîâûõ èíòåðâàëîâ n â çàâèñèìîñòè îò äëèíû âûáîðêè T è êîíêðåòíîé
ïîëó÷àþùåéñÿ ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

√
T

n∑
i=1

√
fT (i)(1− fT (i))

= nt1−1/(2n), (2.1)

ãäå t1−1/(2n) åñòü êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ïîðÿäêà 1 − 1/(2n) ñ T − 1 ñòå-
ïåíüþ ñâîáîäû. Ïî êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé ãèñòîãðàììå ÂÏÔÐ fT (x, t) ìîæíî ïîñòðîèòü
íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t) :

FT (x, t) =

1∫
0

fT (y, t)dy.

Ïîñêîëüêó ãèñòîãðàììà ÂÏÔÐ èìååò âèä

f(x) = fj, x ∈ [(j − 1)/n; j/n], j = 1÷ n, (2.2)

òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÂÔÐ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

F (x) = (nx− j) · fj+1 +

j∑
k=1

f(k), x ∈ [(j − 1)/n; j/n], j = 1÷ n. (2.3)

×òîáû èìèòèðîâàòü ïðîöåññ, áëèçêèé ê ðåàëüíûì íàáëþäåíèÿì, ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäó-
þùàÿ ñõåìà äåéñòâèé. Íà ïåðâîì ýòàïå ïî èìåþùèìñÿ èñòîðè÷åñêèì äàííûì ñòðîÿòñÿ
âûáîðî÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé x(t) èçó÷àåìîãî ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà çà òîò ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè T , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè t îïðåäåëåíà ÂÏÔÐ fT (x, t) (2.2) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé FT (x, t) ñîãëàñíî (2.3).
Çàòåì ãåíåðèðóåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûé íà [0; 1] ðÿä ÷èñåë {yk}
äëèíîé T . Ïóñòü t0 åñòü íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, â êîòîðûé ÂÏÔÐ fT (x, t0) èçâåñò-
íà. Òîãäà â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíè îäíà èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà, äëÿ êîòîðîãî ÂÏÔÐ ìåíÿåòñÿ îò fT (x, t0) äî fT (x, t0+T ) , ñòðîèòñÿ ïî ôîðìóëå
îáðàùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, äâèæóùåéñÿ
â ñêîëüçÿùåì îêíå äëèíû T :

yk = FT (xk, t0 + k). (2.4)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, ñîãëàñíî (2.4), â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èç ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t)
ãåíåðèðóåòñÿ òîëüêî îäíî çíà÷åíèå ðÿäà. Ñàìà æå FT (x, t) âûñòóïàåò â ýòîò ìîìåíò âðå-
ìåíè êàê ãåíåðàëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü. Òåì ñàìûì èìèòèðóåòñÿ ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ çà äè-
íàìèêîé íåñòàöèîíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà.
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Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ðÿäû {yk}j, j = 1, ·, N , ìîæíî ïîëó-
÷èòü ïó÷îê èç N òðàåêòîðèé, àññîöèèðîâàííûõ ñ äâóìÿ ÂÏÔÐ: fT (x, t) è fT (x, t + T ) ,
ñîãëàñíî íàáëþäàåìîé ýâîëþöèè ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé. Êàæäàÿ j -àÿ òðàåêòîðèÿ èç íàáîðà
òðàåêòîðèé ïîñòðîåííîãî ïó÷êà ïîðîæäàåò íà îòðåçêå [t0+1; t0+T ] ÂÏÔÐ f̃T (yj;x, t0+T ),
îòëè÷íóþ îò íàáëþäàåìîé fT (x, t0 + T ) . Îäíàêî ïî ïîñòðîåíèþ âñå ýòè âûáîðî÷íûå òðà-
åêòîðèè ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèÿìè îäíîãî è òîãî æå íåñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé.

Ïî ñîâîêóïíîñòè ñãåíåðèðîâàííûõ òðàåêòîðèé ìîæíî îöåíèòü, íàñêîëüêî çíà÷èìû îò-
êëîíåíèÿ ìîäåëüíîãî è ôàêòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèé. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ðàññòîÿíèå
ìåæäó ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ â íîðìå C

ρ = ∥F̃T ({y};x, t0 + T )− FT (x, t0 + T )∥. (2.5)

Ðàññìîòðèì òàêæå âñå ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÂÏÔÐ äëÿ ñãåíåðèðîâàííûõ òðà-
åêòîðèé

ρ = ∥F̃T ({y}; x, t0 + T )− F̃T ({y′}; x, t0 + T )∥. (2.6)

Åñëè áû ðàñïðåäåëåíèÿ FT (x, t) áûëè ñòàöèîíàðíû, òî ðàññòîÿíèÿ (2.6) ïîä÷èíÿëèñü
áû ñòàòèñòèêå Êîëìîãîðîâà�Ñìèðíîâà: P{ρ

√
T/2 < z} → K(z), T → ∞ , ãäå K(z) �

ôóíêöèÿ Êîëìîãîðîâà. Â íàøåì ñëó÷àå ýòîò êðèòåðèé íåïðèìåíèì èç-çà íåñòàöèîíàðíî-
ñòè ïðîöåññà, è äëÿ îöåíêè áëèçîñòè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèÿìè ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ñïåöè-
àëüíûé èíäèêàòîð, íàçûâàåìûé ñîãëàñîâàííûì óðîâíåì ñòàöèîíàðíîñòè. Äëÿ åãî ïîñòðî-
åíèÿ ïðîàíàëèçèðóåì ñòàòèñòèêó ðàññòîÿíèé ìåæäó òàê íàçûâàåìûìè âñòûê-âûáîðêàìè,
ò.å. ìåæäó ÂÔÐ FT (x, t) è FT (x, t + T ) , ñäâèíóòûìè îäíà îòíîñèòåëüíî äðóãîé íà âåëè-
÷èíó îêíà âûáîðêè:

ρ(T ; t) = ∥FT (x, t)− FT (x, t+ T )∥. (2.7)

Ïî èìåþùèìñÿ èñòîðè÷åñêèì äàííûì ïîñòðîèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(ρ;T ) ðàñ-
ñòîÿíèé (2.7), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ýìïèðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæ-
äó ðàñïðåäåëåíèÿìè íå áîëüøå ρ . Îïðåäåëèì äàëåå ñîãëàñîâàííûé óðîâåíü ñòàöèîíàðíî-
ñòè (ÑÓÑ) ρ∗(T ) òàê, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ðàññòîÿíèå ðàâíî çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, ò.å.
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

G(ρ;T ) = 1− ρ. (2.8)

Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2.8) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå

K
(
ε
√
T/2

)
= 1− ε, (2.9)

êîòîðîå îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ε(T ) , îáëàäàþùóþ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ïî âû÷èñëåíèþ ðàññòîÿíèé ìåæäó äâóìÿ âûáî-
ðî÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè äëèíû T â äîëå ñëó÷àåâ ε áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðåâûøåíèå
ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî ε . Åñëè îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé äëèíû âûáîðêè T îòíîøåíèå
ρ∗/ε áîëüøå åäèíèöû, òî ðÿä íåñòàöèîíàðíûé. Âåëè÷èíà

J(T ) =
ρ∗(T )

ε(T )
(2.10)

íàçûâàåòñÿ èíäåêñîì íåñòàöèîíàðíîñòè ðÿäà [9]. Åñëè æå íà íåêîòîðûõ äëèíàõ âûáîðêè
âåëè÷èíà J(T ) ≤ 1 , òî ðÿä ñòàöèîíàðíûé, è òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî åãî âûáîðî÷íûå
ðàñïðåäåëåíèÿ íå ýâîëþöèîíèðóþò. Äëÿ ðåàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ê îïèñàíèþ ýâîëþöèè ÂÏÔÐ ñëåäóåò îïðåäåëèòü òàêèå äëèíû, íà êîòîðûõ J(T ) > 1 .
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Â ðåçóëüòàòå ìîäåëèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå (2.4) ïîëó÷àåòñÿ àíñàìáëü òðàåêòîðèé âðå-
ìåííîãî ðÿäà, êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, ÑÓÑ ðàññòîÿíèé
(2.5) ïðèáëèæåííî ðàâåí ÑÓÑ ðàññòîÿíèé (2.6), ò.å. õàðàêòåðíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó âèðòó-
àëüíûìè âûáîðêàìè ðàâíî õàðàêòåðíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó âèðòóàëüíîé è ôàêòè÷åñêîé
òðàåêòîðèÿìè. Âî-âòîðûõ, åñëè ñðàâíèòü ñãåíåðèðîâàííûå âûáîðêè â îêíå [t0 + 1; t0 + T ]
ñ èñõîäíîé ÂÔÐ FT (x, t0) , òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÑÓÑ áóäåò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ρ∗(T )
â ñîîòâåòñòâèè ñ (2.8).

Îïèñàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ÷èñëåííûé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ íåñòàöè-
îíàðíîãî âðåìåííîãî ðÿäà ñ îïðåäåëåííûìè íåïàðàìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè åãî ÂÏÔÐ,
ýâîëþöèîíèðóþùåé â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà-Ïëàíêà (èëè èíûì ìîäåëüíûì
óðàâíåíèåì, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ÂÏÔÐ ðàññìàòðèâàåìîãî ðÿäà).

3. Ìîäåëü ýâîëþöèè âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ

Ñ÷èòàåì, ÷òî àíàëèç èíäåêñà íåñòàöèîíàðíîñòè ïîçâîëèë îïðåäåëèòü äëèíó T âûáîð-
êè, ïî êîòîðîé ñòðîèòñÿ ÂÏÔÐ fT (x, t) , òàê ÷òî äàëåå ýòà äëèíà ôèêñèðîâàíà. Äàëåå äëÿ
êðàòêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé èíäåêñ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îïóñêàåì. Â òîì æå îêíå äëè-
íû T ñòðîèì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèé Φ(x, v, t) çíà÷åíèé âðåìåííîãî ðÿäà
x(t) è åãî ïðèðàùåíèé v(t) = x(t+ 1)− x(t) . Ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

f(x, t) =

1∫
−1

Φ(x, v, t)dv, (3.1)

ãäå â ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ó÷òåíî, ÷òî x ∈ [0; 1] , òàê ÷òî v ∈ [−1; 1] . Â êà÷åñòâå
ìîäåëüíîãî óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè èñïîëüçóåì óðàâíåíèå Ôîêêåðà-Ïëàíêà îòíîñèòåëüíî
ÂÏÔÐ f(x, t) :

∂f

∂t
+

∂

∂x
(uf)− λ

2

∂2f

∂x2
= 0, (3.2)

ãäå ïàðàìåòðû ñíîñà (ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü u(x, t) ) è äèôôóçèè λ(t) â ñîîòâåòñòâèè ñ [7]
îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

u(x, t)f(x, t) =
∫
vΦ(x, v, t)dv;

λ(t) =
dσ2

dt
− 2covx,u(t), σ2(t) =

1∫
0

(x− x̄)2f(x, t)dx.
(3.3)

Â [7] äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îöåíêà âåëè÷èíû λ ïî âûáîðêå äëèíû T â
ñîîòâåòñòâèè ñ äèñêðåòíûìè àíàëîãàìè äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè èìååò âèä

λ(t) =
1

T

t∑
k=t−T+1

(x(k)− x(k + 1))2 − 1

T 2
(x(t+ 1)− x(t− T + 1))2 (3.4)

è ïðè T > 1 ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà. Ïàðàìåòð ñíîñà u(x, t) îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.3).
Â ÷èñëåííîé ñõåìå óêàçàííûå ïàðàìåòðû áåðóòñÿ ñ ïðåäûäóùåãî øàãà ïî âðåìåíè. Òîãäà
äèñêðåòíàÿ ôîðìà çàïèñè óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà (3.2) ñ ÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé äëÿ
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ýâîëþöèè ïî âðåìåíè ñ åäèíè÷íûì øàãîì è øàáëîíîì ëåâîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî
ïðîñòðàíñòâó ñ øàãîì h = 1/(100n) , ãäå n îïðåäåëÿåòñÿ â (2.1), èìååò âèä

fT (x, t+ 1) = fT (x, t) +
fT (x, t)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h
+

+
λ(t− 1)

2h2
(fT (x+ 2, t)− 2fT (x+ 1, t) + fT (x, t)) .

(3.5)

Çäåñü, îäíàêî, ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ÿâíûå ñõåìû ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé äèôôóçèîííî-
ãî òèïà íåóñòîé÷èâû, â ñâÿçè ñ ÷åì îíè èìåþò ñðàâíèòåëüíî ìàëûé ãîðèçîíò ïðîãíîçèðî-
âàíèÿ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ óñòîé÷èâîñòè äàëåå ìû èñïîëüçîâàëè ñõåìó, â êîòîðîé, âî-ïåðâûõ,
êàæäûé êëàññîâûé èíòåðâàë ðàçáèò åùå íà 100 ÿ÷ååê (ñ ó÷åòîì ðàâíîìåðíîñòè â íèõ, ïî
ïîñòðîåíèþ, âûáîðî÷íîé ïëîòíîñòè), è, âî-âòîðûõ, àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé
äåëàåòñÿ â ëåâî-ðàçíîñòíîì øàáëîíå, â êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè â ÿ÷åéêå x áåðåòñÿ ñî
ñëåäóþùåãî øàãà ïî âðåìåíè. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê ðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ
(äëÿ êðàòêîñòè íèæíèé èíäåêñ T îïóùåí):

fT (x, t+ 1) = fT (x, t) +
fT (x, t− 1)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h
+

+
λ(t− 1)

2h2
(2f(x− 1, t)− f(x, t+ 1)− f(x− 2, t)) .

Ðàçðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî f(x, t+ 1) , ïîëó÷àåì ñõåìó ðàñ÷åòà:

f(x, t+ 1) = fT (x, t)
fT (x, t)

1 + λ(t− 1)/2h2
+

+
fT (x, t)u(x, t− 1)− fT (x+ 1, t)u(x+ 1, t− 1)

h+ λ(t− 1)/2h
+

+
λ(t− 1)

λ(t− 1) + 2h2
(2f(x− 1, t)− f(x, t+ 1)− f(x− 2, t)) .

(3.6)

Îäíîâðåìåííî ñ ïîøàãîâûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2) ïî ñõåìå (3.6), êîãäà âåëè÷èíû
λ è u(x, t) ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ïî ôîðìóëàì (3.3), ñòðîèòñÿ è
àíñàìáëü ñîîòâåòñòâóþùèõ òðàåêòîðèé ñîãëàñíî ìåòîäèêå ï. 2.

4. Òåñòèðîâàíèå óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèè. Åãî ñòàòè-
ñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèå, êàê ñðåäíåå, äèñïåðñèÿ, ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê òåì
èëè èíûì ïàðàìåòðàì, íà ïðàêòèêå ìîãóò áûòü èçó÷åíû âñåãî ëèøü ïî åäèíñòâåííîé ðåà-
ëèçàöèè â âèäå êîíêðåòíîãî âðåìåííîãî ðÿäà. Ñ ó÷åòîì íåñòàöèîíàðíîñòè ïîâåäåíèÿ ðÿäà
ýòîãî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó èñïîëüçîâàíèå âûáîðîê áîëüøîé äëèíû ìîæåò ïðè-
âåñòè ê îøèáî÷íûì âûâîäàì, èáî àíàëèç áóäåò ïðîâîäèòüñÿ ïî íå àêòóàëüíûì äàííûì.
Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàöèÿ íàáîðà òðàåêòîðèé, îòâå÷àþùèõ òåêóùèì òåíäåíöèÿì
àíàëèçèðóåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíàëèç óïðàâëÿþùåãî ôóíêöèîíàëà
íà òàêîì àíñàìáëå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [10].
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Ïóñòü íà âûáîðêå äëèíû T çàäàí íåêîòîðûé ôóíêöèîíàë ψ{x(t−T+1), . . . , x(t)} . Ýòî
ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ñòàòèñòèêà â âèäå ñêîëüçÿùåé ñðåäíåé, à ìîæåò áûòü è íåêîòîðàÿ
ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ â âèäå óïðàâëåíèÿ äðóãîé ñëó÷àéíîé òðàåêòîðèåé. Ïîñëåäíÿÿ çà-
äà÷à ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàíà ïðè àíàëèçå ýôôåêòèâíîñòè ïðîâåäåíèÿ ìåðîïðèÿòèé ïî
óëó÷øåíèþ ýêîëîãè÷åñêîé èëè ýïèäåìèîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè â ðåãèîíå.

Ïðè òåñòèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà ψ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü, âî-ïåðâûõ, åãî ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà íà âûáîðêàõ, îòâå÷àþùèõ äàííîé ìîäåëè ýâîëþöèè ÂÏÔÐ, è, âî-âòîðûõ,
èçó÷èòü óñòîé÷èâîñòü ôóíêöèîíàëà ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè.

Ïåðâàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü âûáðàí èíòåðåñóþùèé íàñ ôðàã-
ìåíò âðåìåííîãî ðÿäà è íà íåì ïîñòðîåí ïó÷îê âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé ÷èñëîì N . Îáî-
çíà÷èì ψj çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íà j -îé òðàåêòîðèè. Åãî ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîë-
íîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì, êîòîðîå ñòðîèòñÿ ïî èìåþùèìñÿ N
çíà÷åíèÿì íà òðàåêòîðèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñðåäíåå, äèñïåðñèþ è îòíîñè-
òåëüíîå îòêëîíåíèå:

ψ̄ =
1

N

N∑
j=1

ψj, σ2
ψ =

1

N

N∑
j=1

(
ψj − ψ̄

)2
, Sψ =

ψ̄

σψ
. (4.1)

Ôîðìóëà (4.1) äàåò êîððåêòíûé îòâåò íà âîïðîñ, êàêîâà, íàïðèìåð, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
âîññòàíîâëåíèÿ íîðìàëüíûõ ýêîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû íà îïðåäåëåííîì ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè.

Âòîðàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñðåäñòâîì âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-
Ïëàíêà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé òðåíä u(x, t) è äèôôóçèÿ λ(t) ìåíÿþòñÿ îïðåäåëåííûì
îáðàçîì. Âû÷èñëÿÿ ñòàòèñòèêó (4.1) ôóíêöèîíàëà óïðàâëåíèÿ íà íîâûõ òðàåêòîðèÿõ,
ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ìîäèôèêàöèè óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü äîïó-
ñòèìûå ïðåäåëû, âíóòðè êîòîðûõ óïðàâëåíèå óñòîé÷èâî. ×óâñòâèòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëà
îïðåäåëÿåòñÿ êàê åãî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó, íàïðèìåð:

Λψ =
∂ ln ψ̄

∂ lnλ
. (4.2)

Çàäàâàÿ äîïóñòèìûå ãðàíèöû âàðèàöèè (4.2), ìîæíî â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïî-
ëó÷èòü äîïóñòèìûå ãðàíèöû âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ò.å. âû-
ÿñíèòü, ïðåäïîëîæèì, ïðè êàêîì ïðåäåëüíîì êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè ýôôåêòèâíîñòü
óïðàâëåíèÿ (4.1) èìååò ïîëîæèòåëüíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

Îïèñàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò òåñòèðîâàòü èíäèêàòîðû-ïðåäèêòîðû èçìåíåíèÿ êàêîãî-
ëèáî ñâîéñòâà âðåìåííîãî ðÿäà è ôóíêöèîíàëû ðàñïîçíàâàíèÿ ñîñòîÿíèé ðÿäà â øèðî-
êîì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ åãî âûáîðî÷íûõ ñòàòèñòèê. Ê åãî äîñòîèíñòâàì ñëåäóåò îòíåñòè
òî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ñòðåññ-òåñò íà ðàáîòîñïîñîáíîñòü èíäèêàòîðà â ïðåäåëàõ,
êîíòðîëèðóåìûõ èññëåäîâàòåëåì. Èñòîðè÷åñêèé æå ðÿä äàííûõ íå ïðåäîñòàâëÿåò òàêèõ
âîçìîæíîñòåé. Êðîìå òîãî, äëÿ êâàëèôèöèðîâàííîãî òåñòèðîâàíèÿ ðÿä äàííûõ çà ïðî-
øëûé ïåðèîä òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîãî âûÿâëåíèÿ èíòåðåñíûõ ñèòóàöèé, êëàñòåðèçàöèè
èõ, îïðåäåëåíèÿ îøèáîê ïðè êëàñòåðèçàöèè, ÷òî âåñüìà òðóäîåìêî è íå äàåò ïîëíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèÿ îá èìåþùèõñÿ ëîêàëüíûõ ïàòòåðíàõ ðÿäà. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé êîä, ãåíå-
ðèðóþùèé ïî ôðàãìåíòó òðàåêòîðèè íåñòàöèîíàðíîãî ðÿäà àíñàìáëü åãî íåñòàöèîíàðíûõ
æå ðåàëèçàöèé, ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêóþ âàæíîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 14�01�00145.
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Modeling of a non-stationary trajectories ensemble using
Fokker-Planck equation
c⃝ L. V Klochkova4, J. H. Orlov5, S. L. Fedorov6

Abstract. There is Discusses the kinetic Fokker-Planck equation for sample density distribution
functions of random variables seen in practice in the form of the time number. Instead of studying
one of the possible realizations of the time series it is proposed to consider an ensemble of random
trajectories generated by the empirical distribution function. A model is proposed to describe
the time variation functional de�ned on random trajectories and practical importance. This, for
example, the indicator of level of pollution of the metropolis in the form of average pollutant
concentration over a certain period of time, a similar indicator of the changing epidemiology in the
region, the functional e�ciency in the management of pollution in the form of lower pollution levels
as a result of certain actions, etc. There is formulated a method of testing the control functions for
the non-stationary trajectories ensemble.
Key Words: random distribution function, the Fokker-Planck equation, the ensemble of non-
stationary trajectories, the testing control functions
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþòñÿ ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå, îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



136 Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â Æóðíàë ÑÂÌÎ

Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿, ¾the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäíî èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò. å. ¾The study tested¿,
íî íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
� ââåäåíèå � êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
� ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
� ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
� îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
� çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2016. Ò. 18, � 1



Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex 137

Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò. ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò. ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü

Àëåêñååíêî Ñ. Í. 118

Àíêèëîâ À. Â. 94

Áîëîòèí Ë. Á. 7

Âåëüìèñîâ Ï. À. 94

Ãðèíåñ Â. Ç. 12,17

Äîëîâ Ì. Â. 27

Æóæîìà Å. Â. 12

Êëî÷êîâà Ë. Â. 126

Êîëîìèåö Ì. Ë. 31

Êðóãëîâ Å. Â. 27

Êóçíåöîâ Å. Á. 7

Êÿøêèí À. À. 45

Ëîãèíîâ Á. Â. 45

Ëóáûøåâ Ô. Â. 54

Ìàíàïîâà À. Ð. 54

Ìåäâåäåâ Â. Ñ. 12

Íàãîðíûõ Ñ. Í. 118

Îðëîâ Þ. Í. 126

Ïî÷èíêà Î. Â. 17

Ðÿçàíöåâà È. Ï. 70

Ñàõàðîâ À. Í. 31

Ñèìîíîâ Ï. Ì. 75

Ñûðîìÿñîâ À. Î. 108

Òàìàðîâà Þ. À. 94

Òàðàñîâà Í. À. 12

Òðåãóáîâà Å. Â. 31

Ôàéðóçîâ Ì. Ý. 54

Ôåäîðîâ Ñ. À. 126

Õèòåâà Ä. Â. 118

Øàìàíàåâ Ï. À. 45

Øèëîâñêàÿ À. À. 17

Þëäàøåâ Ò. Ê. 82
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140 Èíôîðìàöèÿ äëÿ ÷èòàòåëåé è ïîäïèñ÷èêîâ

Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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