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Îò ðåäàêöèè

Â òðåòüåì íîìåðå 17-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ íàèáîëåå çíà÷èìûå ðàáîòû ó÷å-
íûõ è ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè XII íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷å-
ñêîì ìîäåëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (ã. Ñàðàíñê, 28 � 30
àâãóñòà 2015 ãîäà).

Êîíôåðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâñêèì
ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåäíåâîëæñêèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ ãðàíò � 15-01-20610).

Âñå ñòàòüè èìåþò ïîëîæèòåëüíûå ðåöåíçèè è äîñòóïíû â ñåòè Internet íà
ñàéòå Íàó÷íîé Ýëåêòðîííîé Áèáëèîòåêè Elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Ìàòåìàòèêà

ÓÄÊ 517.9

Î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèé ëèìèíàëüíîãî

äèññèïàòèâíîãî óðàâíåíèÿ

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî 1, Ä. Â. Õèòåâà 2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ ëèìèíàëüíîãî äèñ-
ñèïàòèâíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò òðåòüè ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Òàê
æå, êàê áûëè ïîëó÷åíû ãëàâíûå óñëîâèÿ äëÿ ïðîäëåíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ,
ñòðîèòñÿ óðàâíåíèå ñî âòîðûìè ïðîèçâîäíûìè. Îñîáåííîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî,
÷òî îíî, ïðèâåäåííîå ê ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìå, èìååò óäîáíóþ äëÿ âûâå-
äåíèÿ ãëîáàëüíûõ îöåíîê ôîðìó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåð-
âîãî ïîðÿäêà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, ëèìèíàëüíîñòü.

Â äèññèïàòèâíîé ìåõàíèêå ìàòåðèàëîâ, îïðåäåëÿåìîé âçàèìîäåéñòâèåì äèñëîêàöèé è
òî÷å÷íûõ äåôåêòîâ, ñîâéñòâà ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêà-
ëÿðíîé ïëîòíîñòè äîñëîêàöèé [1]. Óêàçàííîå âçàèìîäåéñòâèå ïðèâîäèò ê ïåðåïîëçàíèþ
êðàåâûõ è ñêðó÷èâàíèþ âèíòîâûõ äèñëîêàöèé, ÷òî âî âíåøíèõ ñèëîâûõ ïîëÿõ âûçûâàåò
ðàçðóøåíèå. Êàê áûëî îòìå÷åíî â [2], âçàèìîäåéñòâèå äèñëîêàöèé ñ òî÷å÷íûìè äåôåêòàìè
ïðèñóòñòâóåò â áîëüøîì ÷èñëå ÿâëåíèé è àêòóàëüíî äëÿ òâåðäîòåëüíûõ òåõíîëîãèé.

Îñíîâûâàÿñü íà ðÿäå ôèçè÷åñêèõ äîïóùåíèé â [2] áûëî âûâåäåíî íåëèíåéíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé
äëÿ îäíîêîìïîíåíòíîãî èçãèáà ïëîñêîé ïëàñòèíû

∂ν

∂t
+
(
g − γ

ν

) 1

ν3

(
∂ν

∂x

)3

+Bν2 − Aν = 0, (1.1)

ãäå ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû γ , A , g , B èìåþò âïîëíå îïðåäåëåííûå âûðàæåíèÿ ÷åðåç
îñíîâíûå ôèçè÷åñêèå êîíñòàíòû è âåëè÷èíû. Äèôôèðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1) áûëî
íàçâàíî ëèìèíàëüíûì, ïîòîìó ÷òî äëÿ åãî ðåøåíèé âîçìîæíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ,
êàðäèíàëüíî ìåíÿþùèå õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé.

Ïðèìåì, ÷òî x ∈ R1 . Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) çàäàäèì â âèäå:

ν (0, x) = φ (x) , −∞ < x <∞. (1.2)

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä äîïîë-
íèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Â íà÷àëå ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó (1.1)-(1.2) ê ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ
óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (1.1) ïî x è, ââåäÿ íîâóþ íåèçâåñòíóþ ôóíê-
öèþ p(t, x) = ∂xν(t, x) , ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂p

∂t
+ 2p

gν − γ

ν4
∂p

∂x
=

3gν − 4γ

ν5
p3 − 2Bpν − Ap. (1.3)

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; geheimberater@yandex.ru
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Èç (1.1) "ñêîíñòðóèðóåì"åùå îäíî óðàâíåíèå ñ òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïå-
ðàòîðîì

∂ν

∂t
+ 2p

gν − γ

ν4
∂ν

∂x
= −Bν2 + Aν + p2

gν − γ

ν4
. (1.4)

Èç (1.2) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóåò íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ p :

p (0, x) = φ′(x). (1.5)

Ñîñòàâèì äëÿ çàäà÷è (1.2), (1.3), (1.4), (1.5) ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó
ñ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì

dη(s, t, x)

ds
= 2

gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w1(s, t, x), (1.6)

η(t, t, x) = x, (1.7)

dw1(s, t, x)

ds
=

3gw0(s, t, x)− 4γ

w5
0(s, t, x)

w3
1(s, t, x)− 2Bw0(s, t, x)w1(s, t, x) + Aw1(s, t, x), (1.8)

w1(0, t, x) = φ′(η(0, t, x)), (1.9)

dw0(s, t, x)

ds
= Aw0(s, t, x)−Bw2

0(s, t, x) +
gw0(s, t, x)− γ

w4
0(s, t, x)

w2
1(s, t, x), (1.10)

w0(0, t, x) = φ(η(0, t, x)). (1.11)

Â ðåçóëüòàòå ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:

w1 = 3g

s∫
0

w3
1

w4
0

ds− 4γ

s∫
0

w3
1

w5
0

ds− 2B

s∫
0

w0w1ds+ A

s∫
0

w1ds+

+φ′

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 , (1.12)

w0 = g

s∫
0

w2
1

w3
0

ds− γ

s∫
0

w2
1

w4
0

ds−B

s∫
0

w2
0ds+ A

s∫
0

w0ds+

+φ

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 . (1.13)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîå ñóùåñòâî-
âàíèå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé (1.12) - (1.13). Ïðè ýòîì ïðîìåæóòîê ðàçðåøèìîñòè 0 < t ≤ T0 îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðà-
è÷åñêè íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó Êîøè (1.1) - (1.2). Ôóíêöèè
p(t, x) = w1(t, t, x) , ν(t, x) = w0(t, t, x) äàäóò ðåøåíèå çàäà÷è (1.3), (1.4), (1.2), (1.5), à
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ôóíêöèÿ ν(t, x) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) - (1.2). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà ïðèâåäåíà
â ðàáîòå [2].

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü ïðîäëåâàòü ëîêàëüíîå ðåøåíèå, íàì ïîòðåáóþòñÿ ãëîáàëü-
íûå îöåíêè ôóíêöèé w0 , w1 , èõ ïåðâûõ è âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. À äëÿ ýòîãî íóæíî
âûâåñòè óäîáíîå äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò âòîðàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ïî x îò ôóíêöèè ν(t, x) . Îñîáåííîñòüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî îíî, ïðèâåäåííîå ê ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìå, èìååò óäîáíóþ äëÿ
âûâåäåíèÿ ãëîáàëüíûõ îöåíîê ôîðìó [3]. Ñîîòâåòñòâåííî, íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ òàêîãî óðàâíåíèÿ è îáîñíîâàòü ñâÿçü åãî ðåøåíèÿ ñ ôóíê-
öèÿìè ν(t, x) è p(t, x) . Ýòîìó ïî ñóùåñòâó è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Â íà÷àëå óòî÷íèì ñâÿçü ôóíêöèé ν(t, x) è p(t, x) . Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (1.4)
ïî x è âû÷èòàÿ ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èç (1.3), ïîëó÷èì äëÿ ðàçíîñòè ω(t, x) =
p(t, x)− ∂xν(t, x) óðàâíåíèå

∂ω

∂t
+ 2p

gν − γ

ν4
∂ω

∂x
= ω

[
3gν − 4γ

ν5
p2 + 2

3gν − 4γ

ν5
p
∂ν

∂x
− 2

∂p

∂x

gν − γ

ν4
− 2Bν + A

]
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì ω(0, x) = 0 . Ïðèìåíÿÿ ê ýòîé çàäà÷å Êîøè ìåòîä äîïîëíèòåëü-

íîãî àðãóìåíòà, ïîëó÷àåì, ÷òî ω(t, x) = 0 , ñëåäîâàòåëüíî

p(t, x) = ∂xν(t, x). (1.14)

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ýòî ðàññóæäåíèå âõîäèò ñîñòàâíîé ÷àñòüþ â îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî
ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.12) - (1.13) äàåò ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è
(1.1) - (1.2). Íî â [2] íà ýòîì íå áûëî àêöåíòèðîâàíî âíèìàíèå, à äëÿ äàííîé ðàáîòû îíî
èãðàåò ñóùóñòâåííóþ ðîëü.

Èç (1.14) ñëåäóåò âàæíûé âûâîä:
Åñëè φ ∈ C̄3(R1) , òî ν(t, x) ∈ C̄1,3([0, T0] × R1) . È èìåííî òàêàÿ ãëàäêîñòü ôóíêöèè

ν(t, x) íóæíà äëÿ ïðîäëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) - (1.2).
Òåïåðü äîáàâèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé (1.3), (1.4) óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ϑ =

∂xp = ∂xxν . Ñ ýòîé öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì (1.3) ïî x è, çàìåíèâ ∂xp íà ϑ , áóäåì
èìåòü

∂ϑ

∂t
+ 2p

gν − γ

ν4
∂ϑ

∂x
= −2

gν − γ

ν4
ϑ2 + 5

3gν − 4γ

ν5
p2ϑ+

+(A− 2Bν)ϑ+ 4
5γ − 3gν

ν6
p4 − 2Bp2. (1.15)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ äëÿ ϑ âîçüìåì

ϑ|t=0 = φ′′ (η(0, t, x)) . (1.16)

Òîãäà ê ïðèâåäåííîé âûøå ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìå (1.6) - (1.11) äî-
áàâèòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè w2(s, t, x) :

dw2

ds
= −2

gw0 − γ

w4
0

w2
2 +

[
5
3gw0 − 4γ

w5
0

w2
1 + A− 2Bw0

]
w2 + 4

5γ − 3gw0

w6
0

w4
1 − 2Bw2

1 (1.17)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
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w2(0, t, x) = φ′′ (η(0, t, x)) . (1.18)

Ñîîòâåòñòâåííî, ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.12) - (1.13) òàêæå äîáàâèòñÿ
óðàâíåíèå

w2 = 6g

s∫
0

w2
1

w4
0

ds− 8γ

s∫
0

w2
1

w5
0

ds+ 20γ

s∫
0

w4
1

w6
0

ds− 12g

s∫
0

w4
1

w5
0

ds− 2B

s∫
0

w2
1ds+

+9g

s∫
0

w2
1

w4
0

w2ds− 12γ

s∫
0

w2
1

w5
0

w2ds− 2g

s∫
0

w2

w3
0

ds+ γ

s∫
0

w2

w4
0

ds− 2B

s∫
0

w2w0ds−

−A
s∫

0

w2ds+ φ′′

x+ 2γ

t∫
0

w1

w4
0

ds− 2g

t∫
0

w1

w3
0

ds

 . (1.19)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè 0 < t < ϑ2 ,
ãäå

ϑ2 = min

∣∣∣∣M1,M2,
kNφ

M3

∣∣∣∣ , (1.20)

M1 =
9Nφ[

3|g| (10Nφ)3(
Cφ
2

)4 + 4|γ| (10Nφ)3(
Cφ
2

)5 + 2|B|
(
Cφ

2
+Nφ

)
10Nφ + |A|10Nφ

] , (1.21)

M2 =
Cφ

2[
|g| (10Nφ)2(

Cφ
2

)3 + |γ| (10Nφ)2(
Cφ
2

)4 + 2|B|
(
Cφ

2
+Nφ

)2

+ |A|
(
Cφ

2
+Nφ

)] , (1.22)

M3 = 6|g|(10Nφ)
2(

Cφ

2

)4 + 8|γ|(10Nφ)
2(

Cφ

2

)5 + 20|γ|(10Nφ)
4(

Cφ

2

)6 + 12|g|(10Nφ)
4(

Cφ

2

)5 + 2|B| (10Nφ)
2 +

+9|g|(10Nφ)
2(k + 1)Nφ(
Cφ

2

)4 + 12|γ|(10Nφ)
2(k + 1)Nφ(
Cφ

2

)5 + 2|g|(k + 1)Nφ(
Cφ

2

)3 +

+|γ|(k + 1)Nφ(
Cφ

2

)3 + 2|B|
(
Cφ
2

+Nφ

)
(k + 1)Nφ + |A|(k + 1)Nφ, (1.23)

Nφ = max|sup|φ(x)|, sup|φ′(x)|, sup|φ′′(x)||, φ ≥ Cφ > 0, k = const, (1.24)

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|w1
n| ≤ 10Nφ, |w0

n| ≤
Cφ
2

+Nφ, |w0
n| ≥

Cφ
2
, |w2

n| ≤ (k + 1)Nφ (1.25)

è èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (1.19) èìååò åäèíñòâåííîå äèôôåðåíöèðóåìîå ïî t è ïî x
ðåøåíèå w2(s, t, x) .
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Â ñèëó îñíîâíîãî ïðèíöèïà ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà ôóíêöèÿ ϑ(t, x) =
w2(s, t, x) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (1.15) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.16).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî âûøå äëÿ ôóíêöèé ν(t, x) è p(t, x) ,
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ϑ(t, x) = ∂xp(t, x) , à çíà÷èò ϑ(t, x) = ∂xxν(t, x) .

Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê òåîðåìå, êîòîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà ñëóæèòü îñíîâîé äëÿ âûâîäà
ãëîáàëüíûõ àïðèîðíûõ îöåíîê. Â åå ôîðìóëèðîâêå âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì ìíîæå-
ñòâà ∆Υ := {(s, t) : 0 ≤ s ≤ t ≤ Υ} .

Òåîðåìà. Ïóñòü φ ∈ C̄3(R1) . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Υ > 0 , ÷òî ïðè 0 < t ≤ Υ
çàäà÷à Êîøè (1.1) - (1.2) èìååò ðåøåíèå ν(t, x) ∈ C̄1,3 ([0, γ]×R1) , êîòîðîå îïðåäåëÿåò-
ñÿ èç ðàñøèðåííîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñèñòåìû (1.6) - (1.11) â âèäå ν(t, x) = w0(t, t, x) .
Ïðè ýòîì ∂xν(t, x) = p(t, x) = w1(t, t, x) , à ∂xxν(t, x) = ∂xp(t, x) = ϑ(t, x) = w2(t, t, x) ,
ãäå ôóíêöèÿ w2(s, t, x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.17) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (1.18).
Ãëàäêîñòü ôóíêöèé w0 , w1 , w2 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè w0 ∈ C̄1,1,3 (∆Υ ×R1) ,
w1 ∈ C̄1,1,2 (∆Υ ×R1) , w2 ∈ C̄1,1,1 (∆Υ ×R1) .

Çàìå÷àíèå. Çíà÷åíèå Υ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè g , γ , B , A , Cφ = infφ è Nφ =
max{sup|φ|, sup|φ′|, sup|φ′′|, sup|φ′′′|} .
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On the di�erentiability of solutions of the liminal

dissipative equation

c⃝ S. N. Alekseenko3, D. V. Khiteva4

Abstract. There is established the conditions under which the solutions of the liminal dissipative
equation have third derivatives with respect to the spatial variables. As principal conditions for
a prolongation of solutions are formulated for the second derivatives, the equation for the second
derivative of a solution to considered problem is constructed. The peculiarity of this equation is
that its in the extended characteristic system has a convenient to deducing of global estimates
form.
Key Words: dislocation density, nonlinear �rst-order partial di�erential equation, liminality
method of an additional argument

3 The professor of the applied mathematics chair, Nizhniy Novgorod State Technical University, Nizhniy
Novgorod; sn-alekseenko@yandex.ru

4 The undergraduate of the applied mathematics chair, Nizhniy Novgorod State Technical University, Nizhniy
Novgorod; geheimberater@yandex.ru
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ÓÄÊ 517.9

Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ

A-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûìè áàçèñíûìè

ìíîæåñòâàìè íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Ì. Ê. Íîñêîâà2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ A-äèôôåîìîðôèçìû, çàäàííûå íà çà-
ìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí
îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, äèôôåîìîðôèçì Àíîñîâà

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü M � çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå 3-ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé d è íà í¼ì çàäàí
äèôôåîìîðôèçì f . Äèíàìèêà äèôôåîìîðôèçìà f âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
åãî íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (f) . Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðû
îðáèò íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ
äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷íîñòü ìíîæåñòâà NW (f) . Äèíàìè÷åñêè ãèïåð-
áîëè÷íîñòü âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî ëþáàÿ òî÷êà p ∈ NW (f) îáëàäàåò íåóñòîé÷èâûì è
óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì

W u(p) = {x ∈M : d(fk(p), fk(x)) → 0 ïðè k → +∞} è
W s(p) = {x ∈M : d(fk(p), fk(x)) → 0 ïðè k → −∞} ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè Rq, q ∈ {0, . . . , n} è Rn−q ïðè èíúåêòèâíîé èììåðñèè.
Óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è âñþäó ïëîòíîñòè â íåì ïå-

ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ ìíîæåñòâà NW (f) â îáúåäèíåíèå êîíå÷-
íîãî ÷èñëà, òàê íàçûâàåìûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ çàìû-
êàíèåì íåêîòîðîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïîâåäåíèÿ òðà-
åêòîðèé íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ äèôôåîìîðôèçìà f (Ω -
óñòîé÷èâîñòè), ïîìèìî ãèïåðáîëè÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà, íåîáõîäèìûì ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèå îòñóòñòâèÿ öèêëîâ, òî åñòü íàáîðîâ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ B1, . . . , Bk, Bk+1 = B1

ñî ñâîéñòâîì
W s
Bi

∩W u
Bi+1

̸= ∅, i = 1, . . . , k.

Ýòè æå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè äëÿ Ω -óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà f .
Ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé Ω -óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ãëàäêàÿ ôóíê-
öèÿ, óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíîæåñòâàõ
è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ òî÷åê
NW (f) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ Ω -óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íà M , íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç áàçèñíûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè ðàâíîé
äâóì. Ïóñòü f ∈ G . Â ñèëó [1] è [2], êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè B ìíîæåñòâà NW (f)
ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì òîðîì ðó÷íî âëîæåííûì4 â M è âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè èìåþò

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ; vgrines@yandex.ru
2 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè ÍÈÓ ÂØÝ; olga-pochinka@yandex.ru
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Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ A-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ . . . 13

îäèí è òîò æå ïåðèîä kf ≥ 1 , à îòîáðàæåíèå fkf |B òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà5. Òîð B ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì6

äèôôåîìîðôèçìà f .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïðèíàäëåæà-

ùèõ NW (f) . Ìíîæåñòâà A , R íå ïóñòû è ãðàíèöà êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè V
ìíîæåñòâà M \ (A ∪R) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû A ⊂ A
è îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû R ⊂ R . Ïðè ýòîì çàìûêàíèå cl V ãîìåîìîðôíî
ìíîãîîáðàçèþ T2 × [0, 1] . Òàêèì îáðàçîì, îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M , äîïóñêàþùåå
äèôôåîìîðôèçìû êëàññà G , ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîäìíîæåñòâ, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî T2 × [0, 1] , è êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîðîì,
ïðèíàäëåæàùèì ïåðåñå÷åíèþ äâóõ òàêèõ ïîäìíîæåñòâ. Çàìåòèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G , áóäó÷è ðó÷íûì òîðîì, ìîæåò íå áûòü ãëàäêèì íè â îäíîé òî÷êå
(ñì., íàïðèìåð, [4]). Òåì íå ìåíåå, íà M ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèì ìíîæåñòâîì
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2015 ãîäó (ïðîåêò ¾Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû è èõ ïðè-
ëîæåíèÿ¿), Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû � 13-01-12452
îôè-ì è 15-01-03689-à) è Ðîññèéñêîãî Íàó÷íîãî ôîíäà (ãðàíò 14-41-00044).

2. Ëåììà î ñãëàæèâàíèè ôóíêöèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì îñíîâíîé òåõíè÷åñêèé ìîìåíò ïîñòðîå-
íèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü K ⊂ M � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî çàìêíóòîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ M ðàçìåðíîñòè n , U � íåêîòîðàÿ êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà K .
Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : U → [0; 1] , ãëàäêàÿ íà U \ K è φ−1(0) = K .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g : [0; 1] → [0; 1] , òàêàÿ ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ψ = g ◦φ ãëàäêàÿ
íà âñåì ìíîæåñòâå U , ïðè÷åì ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• g � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ íà [0; 1] ;

• g′(0) = 0 è g′(c) ̸= 0, ∀c ∈ (0; 1] ;

• g(c) = c, ∀c ∈ [1
2
; 1] .

4 Äâóìåðíûé òîð B íàçûâàåòñÿ ðó÷íî âëîæåííûì â ìíîãîîáðàçèå M , åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
íà îáðàç g : T2 × [−1, 1] → M òàêîé, ÷òî g(T2 × {0}) = B .

5 Àëãåáðàè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T2 = R2/Z2 íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì Ĉ , çàäàâàåìûé

ìàòðèöåé C =

(
a b
c d

)
èç ìíîæåñòâà GL(2,Z) öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì ±1 . Òî åñòü

Ĉ(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) (mod 1) . Àëãåáðàè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Ĉ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 ìàòðèöû C óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì |λ1| < 1 < |λ2| . Ïðè ýòîì ìàòðèöà C
òàêæå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé.

6 Ìíîæåñòâî B íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñò-
íîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,

∩
j≥0

f j(U) = B . Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1

íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ c ∈ (0, 1] ïîëîæèì α(c) = min{1, d2(φ−1(c), K)} è
β(c) = max{1, max

x∈φ−1([c,1])
|grad φ(x)|} 7. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèè α(c) è β(c) ÿâëÿþòñÿ

íåïðåðûâíûìè, ïðè÷åì α(c) � íåóáûâàþùàÿ íà (0; 1] è ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå c∗ ∈ (0; 1]
òàêîå, ÷òî α(c) � ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà (0; c∗] , à β(c) � íåâîçðàñòàþùàÿ. Òîãäà ôóíê-

öèÿ γ(c) = α(c)
β(c)

ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà ïîëóèíòåðâàëå (0; 1] è lim
c→0

α(c)
β(c)

= 0 .

Ïîñòðîèì C2 -ãëàäêóþ ôóíêöèþ g : [0; 1] → [0; 1] , òàêóþ ÷òî
a) g′(c) > 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1) ;
b) g(c) ≤ γ(c) äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1

8
) ;

c) g′(c) ≤ γ(c) äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1
8
) ;

d) g(c) = c äëÿ ëþáîãî c ∈ [1
2
; 1] .

Âîçüìåì îòêðûòîå ïîêðûòèå ïîëóèíòåðâàëà (0; 1] ìíîæåñòâàìè
U1 = {x ∈ R : 1

2
< x ≤ 1}

U2 = {x ∈ R : 1
4
< x ≤ 1}

Ui = {x ∈ R : 1
2i
< x < 1

2i−2} , i = 3, 4, . . . ,
è ñëåäóþùåå ëîêàëüíî êîíå÷íîå ðàçáèåíèå åäèíèöû8, ïîä÷èíåííîå ýòîìó ïîêðûòèþ:

∀i = 2, 4, . . . , σi(x) =

 e

(x− 1
2i−1 )

4

(x− 1
2i
)(x− 1

2i−2 ) , åñëè x ∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

0, åñëè x /∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

σ1(x) =

{
1− σ2(x), åñëè x ∈ (1

2
; 1];

0, åñëè x /∈ (1
2
; 1];

∀i = 3, 5, . . . , σi(x) =


1− σi−1(x), åñëè x ∈

[
1

2i−1 ,
1

2i−2

)
;

1− σi+1(x), åñëè x ∈
(

1
2i
, 1
2i−1

)
;

0, åñëè x /∈
(

1
2i
, 1
2i−2

)
;

Ïîëîæèì εi = γ
(

1
2i

)
äëÿ âñåõ i = 4, 5, . . . . Ïóñòü ε1 = ε2 =

1 , ε3 =

1
2
−

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx−
1
2∫
0

σ2(x)dx

1
2∫
0

σ3dx

. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ôîðìóëîé g(c) =


c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx, åñëè c ∈ (0; 1];

0, åñëè c = 0
. Çàìåòèì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ãëàäêîé, òàê êàê

åå ïðîèçâîäíàÿ � ñóììà ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïîêàæåì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé, ïðîâåðèâ
óñëîâèÿ a)-d).

7 Ìíîæåñòâî C = φ−1([c, 1]) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, äîïóñêàåò ïîêðûòèå êîíå÷íûì
÷èñëîì ãëàäêèõ êàðò. Ïîä ìàêñèìóìîì ìîäóëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè φ â òî÷êå x ∈ C ïîíèìàåòñÿ íàè-
áîëüøèé èç ïîñ÷èòàííûõ â ýòèõ êàðòàõ ìîäóëåé ãðàäèåíòîâ ýòîé ôóíêöèè.

8 Ïóñòü äàíî îòêðûòîå ïîêðûòèå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè Uα .
Ðàçáèåíèåì åäèíèöû, ïîä÷èíåííûì ïîêðûòèþ {Uα} íàçûâàåòñÿ íàáîð ãëàäêèõ ôóíêöèé σγ : M → R ,
îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• Äëÿ âñåõ γ , Supp(σγ) ⊂ Uα äëÿ íåêîòîðîãî α (ãäå Supp(σγ) � çàìûêàíèå ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
ôóíêöèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ)

• 0 ≤ σγ ≤ 1 íà M

• ∀x ∈ M èìååì
∑
γ
σγ(x) = 1

Åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Wx òàêàÿ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W ∩ Supp(σγ) íåïó-
ñòî íå áîëåå ÷åì äëÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà èíäåêñîâ γ , òî òàêîå ðàçáèåíèå åäèíèöû íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî

êîíå÷íûì.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 3



Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ A-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ . . . 15

a) Ïîñêîëüêó g′(c) =
∞∑
i=1

εiσi(c) , òî g′(c) > 0 äëÿ ëþáîãî c ∈ (0; 1) .

b) Äëÿ i = 4, 5, . . . ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εi} óáûâàþùàÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî
c ∈ (0; 1] ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íîìåð i∗ òàêîé, ÷òî c ∈

(
1

2i
∗−1 ;

1
2i

∗−2

]
. Òîãäà σi∗(c) ̸= 0

è σi(c) = 0 äëÿ âñåõ i /∈ {i∗, i∗ + 1} . Èç âûáîðà ïàðàìåòðîâ εi äëÿ c ∈ (0, 1
8
) ïîëó-

÷àåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ g(c) =
c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx =
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

εiσi(x))dx <
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

εi∗σi(x))dx =

εi∗
c∫
0

(
∞∑
i=i∗

σi(x))dx < εi∗
c∫
0

(
∞∑
i=1

σi(x))dx = εi∗
c∫
0

1dx = εi∗c < εi∗ = γ(
(

1
2i

∗
)
< γ(c) .

c) Äëÿ g′(c), c ∈ (0, 1
4
) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà g′(c) =

∞∑
i=i∗

εiσi(c) <

εi∗
∞∑
i=i∗

σi(c) = εi∗ < γ(c) .

d) Ïðè c ∈ [1
2
; 1] âåðíà öåïî÷êà ðàâåíñòâ g(c) =

c∫
0

(
∞∑
i=1

εiσi(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx +

1
2∫
0

ε3σ3(x)dx +

1
2∫
0

ε2σ2(x)dx +
c∫
1
2

(ε1σ1(x) + ε2σ2(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx + ε3

1
2∫
0

σ3(x)dx +

ε2

1
2∫
0

σ2(x)dx+ ε2
c∫
1
2

(σ1(x) + σ2(x))dx =

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx+

1
2
−

1
2∫
0

(
∞∑
i=4

εiσi(x))dx−
1
2∫
0

σ2(x)dx

1
2∫
0

σ3dx

1
2∫
0

σ3(x)dx+

1
2∫
0

σ2(x)dx+ (c− 1
2
) = c . Òàêèì îáðàçîì, g(c) = c äëÿ c ∈ [1

2
; 1] .

Ïîêàæåì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ ψ = g ◦ φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà U .
Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî grad ψ = g′ · grad φ , ýòî íàì ïðèãîäèòñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ

ðàññóæäåíèé.
Òàê êàê íà ìíîæåñòâå U \K ôóíêöèÿ ψ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êàê ñóïåðïîçèöèÿ ãëàäêèõ

ôóíêöèé, òî íàì îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ψ � ãëàäêàÿ íà ìíîæåñòâå K .
Ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ K è ëîêàëüíóþ êàðòó (Ua, ha) , ãäå ha : Ua →

Rn � äèôôåîìîðôèçì, îòîáðàæàþùèé íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü Ua ∈ U 9 òî÷êè a â
Rn , ïðè÷åì òî÷êà a ïåðåõîäèò â òî÷êó O(0, 0) . Ñíà÷àëà ïîêàæåì äèôôåðåíöèðóå-
ìîñòü. Åñëè ôóíêöèÿ ψa = ψ(h−1

a (x)) äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå O , òî ôóíêöèÿ ψ
äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ ψa äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå O è
èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ðàâíûå íóëþ â ýòîé òî÷êå, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

= 0 , ãäå s ∈ Rn è ρ åâêëèäîâà ìåòðèêà â Rn , îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé

ρ(s1, s2) =
√
(x11 − x21)

2 + (x12 − x22)
2 + · · ·+ (x1n − x2n)

2 äëÿ s1, s2 ∈ R2 . Ïðîâåðêà ðà-

âåíñòâà lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

= 0 è çàâåðøèò äîêàçàòåëüñòâî äèôôåðåíöèðóåìîñòè.

Ââåäåì íà Rn ìåòðèêó da ôîðìóëîé da(s1, s2) = d(h−1
a (s1), h

−1
a (s2)) äëÿ s1, s2 ∈ Rn . Â

ñèëó [5] (ëåêöèÿ 15), ìåòðèêè ρ è da ýêâèâàëåíòíû â íåêîòîðîé êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòè
U(O) òî÷êè O , òî åñòü ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < c1 ≤ c2 òàêèå, ÷òî

∀s1, s2 ∈ U(O) : c1da(s1s2) ≤ ρ(s1, s2) ≤ c2da(s1, s2).

Äëÿ s ∈ U(O) ïîëîæèì w = h−1
a (s) è c = φ(h−1

a (s)) = φ(w) . Òîãäà lim
s→O

ψa(s)
ρ(s,O)

=

lim
s→O

ψ(h−1
a (s))

c1d(h
−1
a (s),a)

= lim
w→a

ψ(w)
c1d(w,a)

= lim
w→a

g(φ(w))
c1d(w,a)

= lim
w→a

g(c)
c1d(w,a)

< lim
w→a

α(c)
β(c)c1d(w,a)

≤ lim
w→a

d2(w,a)
c1d(w,a)

=

9 Îêðåñòíîñòü âûáåðåì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ∀w ∈ Ua : φ(w) < 1
8
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lim
w→a

d(w,a)
c1

= 0 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå (ψa)
′
xi
, i = 1, . . . , n íåïðåðûâíû â òî÷êå O ,

òî åñòü lim
s→O

(ψa)
′
xi
(s) = 0, i = 1, . . . , n , ÷òî ýêâèâàëåíòíî lim

s→O
|grad ψa(s)| = 0 . Îáîçíà÷èì

÷åðåç Jh−1
a

ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ h−1
a , ÷åðåç ||Jh−1

a
|| � åãî íîðìó, ïîä÷èíåííóþ åâêëèäîâîé

íîðìå âåêòîðà â R2 è ÷åðåç B êîíñòàíòó òàêóþ, ÷òî ||Jh−1
a
(s)|| ≤ B äëÿ âñåõ òî÷åê s â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè O . Òîãäà lim
s→O

|grad ψa(s)| = lim
s→O

|Jh−1
a
(s) · g′(c) · grad φ(w)| ≤

lim
s→O

||Jh−1
a
(s)|| · |g′(c)| · |grad φ(w)| ≤ lim

s→O
B · α(c)

β(c)
· |grad φ(w)| ≤ lim

w→a
B · d2(w,a)

|grad φ(w)| · |grad φ(w)| ≤
lim
w→a

B · d2(w, a) = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ψ � ãëàäêàÿ íà U .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ
èç êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.1. Ëþáîé äèôôåîìîðôèçì f ∈ G îáëàäàåò ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü V � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ (A ∪R)

òàêàÿ, ÷òî ∂V = A∪R , ãäå A ∈ A , R ∈ R . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. äîñòàòî÷íî
ïîñòðîèòü ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φ : cl V → [0, 1] äëÿ fkf .

Ñîãëàñíî ðàáîòå [3] ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì χ : T2 × (0, 2) → V òàêîé, ÷òî ðàñ-
ñëîåíèå íà äâóìåðíûå òîðû {Tt = χ(T2 × {t}), t ∈ (0, 2)} ÿâëÿåòñÿ fkf -èíâàðèàíòíûì.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ φ : cl V → [0, 2] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(z) =


t, åñëè z ∈ Tt;
0, åñëè z ∈ A;
2, åñëè z ∈ R;

Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà V , íåïðåðûâíîé íà cl V , óáûâàþ-
ùåé âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, à òàêæå íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê íà ìíîæåñòâå M .
Ïîëîæèì UA = χ(T2 × (0, 1]) ∪ A è φA = φ|UA

. Èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò
ôóíêöèÿ g

A
: [0, 1] → [0, 1] , òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ ψ

A
= g

A
◦ φ

A
ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé íà UA äëÿ fkf . Ïîëîæèì UR = χ(T2 × (1, 2]) ∪ R è φR = 2− φ|UR
. Èç ëåììû

2.1. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ g
R
: [0, 1] → [0, 1] , òàêàÿ ÷òî ôóíêöèÿ ψ

R
= g

R
◦ φ

R

ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà UA äëÿ f−kf . Òàê êàê ôóíêöèè g
A
è g

R
ÿâëÿþòñÿ

òîæäåñòâåííûìè íà îòðåçêå [1
2
, 1] , òî ôóíêöèÿ

ψ(z) =

{
φ

A
(z), åñëè z ∈ UA;

2− φ
R
(z), åñëè z ∈ UR;

ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà cl V äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fkf .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Construction of an energy function for A-di�eomorphisms

of two-dimensional non-wandering sets on 3-manifolds
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Abstract. In this paper we consider the A-di�eomorphisms of closed orientable 3-manifolds.
Assuming that the non-wandering set of the di�eomorphism consists of basic sets whose topological
dimension is two, it is proved that it has the energy function.
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ÓÄÊ 517.928.7

Î ÿâíûõ îöåíêàõ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ïåðâîé

òåîðåìå Áîãîëþáîâà

c⃝ Ï. Ñ. Êðàñèëüíèêîâ1

Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé â ìåòîäå
óñðåäíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ ïî Áîãîëþáîâó ñèñòåì. Ïîêàçàíî, ÷òî âèä ýòèõ îöåíîê çàâèñèò îò
çíà÷åíèé íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà Λ∗ , âëèÿþùåãî íà õàðàêòåð ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî.
Ôîðìóëèðóåòñÿ óòâåðæäåíèå î ÿâíûõ îöåíêàõ òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (ãèïîòåçà Âîëîñîâà).
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü äèô-
ôåðååíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âðåìåííîå ñðåäíåå, òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ, ìåòîä óñðåäíåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå Í.Í. Áîãîëþáîâà [1], â ñòàòüÿõ È.È. Ãèõìàíà [2],
Ì.À. Êðàñíîñåëüñêîãî [3], â ðàáîòàõ äðóãèõ àâòîðîâ îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà
óñðåäíåíèÿ ñòàíäàðòíîé ïî Áîãîëþáîâó ñèñòåìû

ẋ = εX(x, t), x ∈ Rn, ε≪ 1 (1.1)

èìååò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð:

∥x(t)− u(t)∥ → 0 ïðè ε→ 0, t ∈ [0, L/ε]

Çäåñü L � ïðîèçâîëüíûé, ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ïàðàìåòð, u(t) � ðåøåíèå óñðåäíåííûõ
óðàâíåíèé

u̇ = εX(u), X(x) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(x, t) dt (1.2)

Èçâåñòíî [4], ÷òî ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ïðàâîìåðíîñòü àñèìïòîòè÷åñêèõ îöå-
íîê ñîìíèòåëüíà, òàê êàê ïàðàìåòð ε ôèêñèðîâàí è ðåäêî áûâàåò ìàëûì. ×òîáû ïðèìå-
íèòü ìåòîä óñðåäíåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóþò ¾æåëåçíûé çàêîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðîéêó
ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíîé áåñêîíå÷íî áîëüøîé, à îäíó òðåòü �
áåñêîíå÷íî ìàëîé¿ [5]. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ ïðèõîäèò-
ñÿ îãðàíè÷èâàòü ïàðàìåòð ε ñíèçó, òàê êàê ïðè óìåíüøåíèå ε ìåíÿåòñÿ âèä óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ (ìåíÿåòñÿ ìîäåëü çàäà÷è). Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè íå ðàáîòàþò.

ßâíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ âïåðâûå ïîëó÷åíà äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé
÷àñòè â ðàáîòå [6]:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X(x, t) ïåðèîäè÷íà ïî t ñ ïåðèîäîì T , ñó-
ùåñòâóåò íåïðåðûâíûé è ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûé ïî t (0 6 t <∞) ãðàäèåíò ôóíêöèè
X(x, t) , x ∈ D , ïðè ýòîì ðåøåíèÿ x(t), u(t) îïðåäåëåíû ïðè 0 6 t < ∞ . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî L ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C , çàâèñÿùàÿ îò L òàêàÿ, ÷òî

∥x(t)− u(t)∥ 6 C(L)ε, ïðè t ∈ [0, L/ε]

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (íàöèî-
íàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò), ã. Ìîñêâà; krasil06@rambler.ru.
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J.G. Besjes [7] óñèëèë ýòè ðåçóëüòàòû: ïîëó÷èë ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ êîýôôèöèåíòà
C(L) â òåîðåìå 1.1. Ðàññìîòðåë òàêæå ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé
îò âðåìåíè è ïîëó÷èë òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ïîðÿäêà

√
δ(ε) . Çäåñü

δ(ε) = εΛ(ε), Λ(ε) = sup
x∈D

 sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

[
X(x, τ)−X(x)

]
dτ

∥∥∥∥∥∥
 (1.3)

D - îáëàñòü èçìåíåíèÿ ôàçîâîé ïåðìåííîé x .

2. Òåîðåìà Áîãîëþáîâà. Áûñòðîå ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå.

Ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Áîãîëþáîâà èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü X(x, t)
îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îòêðûòîé, ñâÿçíîé îáëàñòè D′ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xn)

τ , êî-
ãäà t ∈ [0,+∞) è óäîâëåòâîðÿåò â íåêîòîðîé îòêðûòîé ïîäîáëàñòè D × [0,+∞) , D ∈ D′

ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) óñëîâèþ íåïðåðûâíîñòè ïî t ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ x
2) óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî x ñ íåçàâèñèìîé îò x è t êîíñòàíòîé λ :∥∥X (

x(1), t
)
−X

(
x(2), t

)∥∥ 6 λ
∥∥x(1) − x(2)

∥∥ ,
ãäå ∥x∥ =

√∑
k

x2k

3) óñëîâèþ ðàâíîìåðíîãî îãðàíè÷åíèÿ â îáëàñòè D × [0,+∞) , ò.å.

∥X(x, t)∥ < M, M = const

ñðàçó äëÿ âñåõ x ∈ D è t > 0
4) óñëîâèþ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîìåðíîãî ïî u ∈ D ïðåäåëà

X(u) = lim
T→+∞

1

T

T∫
0

X(u, t) dt

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ([1], [7]).

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
1�4, íàêëàäûâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé, òîãäà äëÿ ëþáûõ
íàïåðåä çàäàííûõ L > 0 è ρ > 0 ìîæíî íàéòè ïîëîæèòåëüíîå ε0(L, ρ) , òàêîå, ÷òî
åñëè u = u(t, ε) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé

u̇ = εX(u), u(0) = x0,

îïðåäåëåííîå â èíòåðâàëå 0 6 t < ∞ è ïðèíàäëåæàùåå îáëàñòè D âìåñòå ñ ρ -
îêðåñòíîñòüþ, òî äëÿ âñÿêîãî ε èç èíòåðâàëà (0, ε0) è ïðè 0 6 t < L/ε ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

1. X(x, t) � T �ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè t , òîãäà

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6 εTM(λL+ 2)eλL (2.1)

2. X(x, t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè, òîãäà

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6
√
δ(ε) 2L

√
2λM eλL (2.2)

Çäåñü δ(ε) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.3), ïðè ýòîì δ(ε) → 0 ïðè ε→ 0 .
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Â ðàáîòå [8] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðå-
ìåíè äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå â âîïðîñå ïîëó÷åíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ
çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

Λ∗ = lim
ε→0

Λ(ε) = sup
x∈D

sup
06T6∞

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

X̃(x, τ) dτ

∥∥∥∥∥∥ , X̃(x, τ) = X(x, τ)−X(x)

Î÷åâèäíî, ÷òî Λ∗ îãðàíè÷èâàåò ôóíêöèþ Λ(ε) ñâåðõó.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Λ∗ <∞ . Ñëåäóÿ Âîëîñîâó Â.Ì.[9], ââåäåì îïðåäåëåíèå

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ
áûñòðûì ïî âðåìåíè è ðàâíîìåðíûì ïî x , åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû T ∗ è Λ , íå
çàâèñÿùèå îò x , òàêèå, ÷òî ïðè T > T ∗ è ëþáîì x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî∥∥∥∥∥∥ 1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ −X(x)

∥∥∥∥∥∥ 6 Λ

T
.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååì

X(x) =
1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ +O

(
1

T

)
Ïîëîæèì

S(x, T )
def
=

T∫
0

X̃(x, τ) dτ

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì ïî âðåìåíè è ðàâíî-
ìåðíûì ïî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

sup
x∈D

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ = Λ∗ <∞. (2.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (2.3). Òîãäà,
åñëè â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà îñòàâèòü òîëüêî íîðìó èíòåãðàëà, çàìåíèâ T íà
ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî T ∗ , òî íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä ∥S(x, T ∗)∥ 6 Λ∗ < ∞ . Áîëåå òîãî,
äëÿ ëþáûõ x ∈ D è ëþáûõ T > T ∗ áóäåì èìåòü∥∥∥∥∥∥

T∫
0

X(x, τ) dτ −X(x)T

∥∥∥∥∥∥ 6 Λ, (2.4)

ãäå Λ = Λ∗ . Ïîäåëèâ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà T , ïîëó÷èì óñëîâèå áûñòðîé ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ.

Ïóñòü âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì. Òîãäà ñóùåñòâóþò Λ <∞ è T ∗ òàêèå,
÷òî ïðè ëþáûõ x ∈ D è ëþáîì T > T ∗ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (2.4). Îöåíèì ñâåðõó
âåëè÷èíó Λ∗ :

Λ∗ = sup
x∈D

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ 6 sup
x∈D

sup
06T<T ∗

∥S(x, T )∥+ sup
x∈D

sup
T ∗6T<∞

∥S(x, T )∥
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Î÷åâèäíî, ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åíî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ T è êîìïàêòíîñòè D , âòîðîå ñëàãàåìîå ìåíüøå Λ â ñèëó óñëîâèÿ
áûñòðîé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó Λ∗ <∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) íàðóøàåòñÿ ïðè ðåçîíàíñàõ, åñëè X(x, t) çàâèñèò îò
âðåìåíè êâàçè - ïåðèîäè÷åñêè, à åå ðÿä Ôóðüå ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ:

X(x, t) = X(0)(x) +
m∑

∥k∥=1

X(k)(x)ei(k, ω)t, ω = (ω1, . . . , ωr)

Òîãäà èíòåãðàë S(x, T ) îãðàíè÷åí ïî T ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî x , åñëè D êîìïàêòíî
è îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû:

∥S(x, T )∥ =

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

m∑
∥k∥=1

X(k)(x)ei(k,ω)τ dτ

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
m∑

∥k∥=1

X(k)(x)

i(k, ω)

(
ei(k,ω)T − 1

)∥∥∥∥∥∥ 6
m∑

∥k∥=1

∥∥∥∥∥X(k)(x)

(k, ω)

∥∥∥∥∥ <∞

Íàëè÷èå ðåçîíàíñîâ âåäåò ê áåñêîíå÷íîìó ðîñòó ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ïîëèíîìà ñî
âðåìåíåì, òàê êàê

lim
z→0

eizT − 1

iz
= lim

z→0

eizT

i
(iT ) = T

Êàê ñëåäñòâèå, èíòåãðàë S(x, T ) ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé âðåìåíè T .
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå áûñòðîé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî ÿâëÿåòñÿ íåÿâíîé

ôîðìîé çàïèñè îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ, êîãäà ôóíêöèÿ X(x, t) ïðåäñòàâèìà êîíå÷íûì ðÿ-
äîì Ôóðüå. Àíàëîãè÷íûé âûâîä ñïðàâåäëèâ è äëÿ áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ Ôóðüå, íî ñ íåêî-
òîðûìè îãîâîðêàìè. Íå îñòàíàâëèâàÿñü ïîäðîáíî íà àíàëèçå, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â îò-
ñóòñòâèè ðåçîíàíñîâ ïàðàìåòð Λ∗ ìîæåò ïðèíèìàòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèå çíà÷åíèÿ, åñëè
÷àñòîòû ñëàáî íåñîèçìåðèìû, ïðè ýòîì ñïåêòîð ÷àñòîò ôóíêöèè X(x, t) èìååò ïðåäåëüíîé
òî÷êîé íîëü. Äàëåå, â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî t ðÿäà Ôóðüå äëÿ èíòåãðàëà
S(x, T ) ïàðàìåòð Λ∗ ìîæåò ïðèíèìàòü áåñêîíå÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ (ñîîòâåòñòâóþùèé
ïðèìåð ïîñòðîèë Ïóàíêàðå [10]).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåðåçîíàíñíûé ñëó÷àé, òàê êàê ïðè ðåçîíàíñå âðå-
ìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ íåðàâíîìåðíî, è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà Áîãîëþáîâà íå ðàáîòàåò.

Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî. Ñïðàâåäëè-
âî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî, è âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

S(x,∞) =

∞∫
0

X̃(x, τ)dτ

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x ∈ D .
2. Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) ðàñõîäèòñÿ, êîãäà x ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó

ïîäìíîæåñòâó D̃ îáëàñòè D , ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî ïî x ∈ D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ <∞; (2.5)
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íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ x ∈ D \ D̃ .
Òîãäà ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ áûñòðûì, ò.å. Λ∗ <∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 1 ëåììû. Ïðåäïîëîæèì ïðî-
òèâíîå: Λ∗ = ∞ . Èç íåïðåðûâíîñòè X̃(x, t) ïî x è t ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü èíòåãðàëà
S(x, T ) íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå D , êîãäà T êîíå÷íî. Ïîýòîìó íà áåñêîíå÷íîì èíòåð-
âàëå èçìåíåíèÿ âðåìåíè T ñóïðåðóì ïî x îò íåïðåðûâíîé íîðìû ∥S(x, T )∥ ïðèíèìàåò
áåñêîíå÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå òîëüêî ïðè T = ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë
S(x,∞) ðàñõîäèòñÿ ïðè íåêîòîðîì x ∈ D , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 1. Òàêèì îáðàçîì,
Λ∗ < ∞ , ïîýòîìó, íà îñíîâàíèè ïðåäûäóùåé ëåììû, âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî
è ðàâíîìåðíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2. Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

Λ∗ 6 sup
x∈D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥+ sup
x∈D\D̃

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥

Ïåðâîå ñëàãàåìîå îãðàíè÷åíî â ñèëó íåðàâåíñòâà (2.5), âòîðîå � â ñèëó ñõîäèìîñòè èíòå-

ãðàëà S(x,∞) íà ìíîæåñòâå D \ D̃ , ïîýòîìó Λ∗ <∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèè, îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî áûñòðîãî ðàâíîìåðíîãî ñðåäíåãî. Î÷åâèäíî,
÷òî ôóíêöèÿ Λ(ε) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (õîòÿ áû â øèðîêîì ñìûñëå, ò.å. íå óáûâàåò) ïðè
ε→ 0 . Ñïðàâåäëèâî òàêæå ðàâåíñòâî

Λ∗ = lim
ε→0

Λ(ε)

Åñëè ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, ò.å. Λ∗ < ∞ , òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëîñû

0 6 δ(ε) 6 εΛ∗,

òàê êàê 0 6 Λ(ε) 6 Λ∗ . Ïîýòîìó δ(ε) = O(ε) .

3. Ìåäëåííîå ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò è ðàâíî X(x) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ìåä-
ëåííûì ïî âðåìåíè è ðàâíîìåðíûì ïî x , åñëè ñòðåìëåíèå ñðåäíåãî ê ñâîåìó ïðåäåëüíîìó
çíà÷åíèþ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïî x ðàâåíñòâîì

X(x) =
1

T

T∫
0

X(x, τ) dτ +O

(
g(T )

T

)
, (3.1)

ãäå g(T ) � ïîëîæèòåëüíàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(T ) → ∞ ïðè T → ∞ , ïðè
ýòîì

lim
T→∞

g(T )

T
= 0. (3.2)

Óñòàíîâèì ñâÿçü ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì Λ∗ . Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì íåêîòîðûå
ïîíÿòèÿ.
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Íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f(x, t) áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íî áîëüøîé ïðè t → ∞ â
îáëàñòè D , åñëè äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ D âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ
óñëîâèé:

(i) ôóíêöèÿ f(x, t) èìååò áåñêîíå÷íûé ïðåäåë

lim
t→∞

∥f(x, t)∥ = ∞

(ii) ôóíêöèÿ f(x, t) íå èìååò ïðåäåëà ïðè t→ ∞ , íî ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî áîëüøåì
N ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè t = ∞ â êîòîðîé íîðìà ∥f(x, t)∥ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå
áîëüøå N õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå t = t∗ èç ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x, t) � ôóíêöèÿ, áåñêîíå÷íî áîëüøàÿ ïðè t → ∞ , g(t) > 0 �
ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî g(t) → ∞ ïðè t→ ∞ .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî f(x, t) èìååò îäèíàêîâûé ñ g(t) ïîðÿäîê ðîñòà ïðè t → ∞ ðàâ-
íîìåðíî ïî x â îáëàñòè B , åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî áîëüøåãî γ > 0 ñóùåñòâóþò
êîíñòàíòû A1(γ) > 0, A2(γ) > 0 òàêèå, ÷òî ïðè ëþáîì x ∈ B âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
ïîëîñû

A1(γ)g(t) 6 ∥f(x, t)∥ 6 A2(γ)g(t), (3.3)

êîãäà t ∈ [γ,∞) . Áóäåì ïèñàòü f(x, t) = O(g(t)) ïðè t→ ∞ ðàâíîìåðíî ïî x .
Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå ïîëîñû (3.3) íå òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ôóíêöèè f(x, t)

ïðè t→ ∞ .

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñóùåñòâóåò, D � êîì-
ïàêòíîå ìíîæåñòâî. Òîãäà âðåìåííîå ñðåäíåå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííûì ïî âðåìåíè è ðàâíî-
ìåðíûì ïî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Λ∗ = ∞ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ∗ = ∞ . Îöåíèì ïîðÿäîê ìàëîñòè
ôóíêöèè

∆(x, T ) =

∥∥∥∥∥∥ 1

T

T∫
0

X(x, τ)dτ −X(x)

∥∥∥∥∥∥ =
1

T
∥S(x, T )∥ ,

êîãäà T ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ëåììû (2.1.) íåñîá-

ñòâåííûé èíòåãðàë S(x,∞) áóäåò ðàñõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè D̃ ⊆ D , ïðè ýòîì
â ýòîé ïîäîáëàñòè èìååì

sup
06T<∞

∥S(x, T )∥ = ∞

Òàêîå âîçìîæíî, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ D̃ ñóùåñòâóåò íåîãðàíè÷åííûé ïðåäåë

lim
T→∞

∥S(x, T )∥ = ∞.

Ïðåäåëà ìîæåò è íå áûòü, íî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ S(x, T ) ðàñõîäèòñÿ, ê ïðèìåðó,
îñöèëëèðóÿ ñî âðåìåíåì òàê, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, à íàè-
áîëüøèå è íàèìåíüøèå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà S(x, T ) ñòðåìÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê +∞ è
−∞ ïðè T → ∞ .

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî S(x, T ) óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ áåñêîíå÷íî áîëüøîé ôóíê-
öèè ïðè T → ∞ . Ïóñòü g(T ) � ñêàëÿðíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ îäèíàêîâûé
ñ S(x, t) , ðàâíîìåðíûé ïî x ïîðÿäîê ðîñòà ïðè T → ∞ . Òîãäà S(x, T ) = O(g(T )) . Òàê
êàê ∆(x, T ) → 0 ïðè T → ∞ ðàâíîìåðíî ïî x , òî S(x, T ) èìååò ìåíüøèé ïîðÿäîê ðîñòà,
÷åì ôóíêöèÿ T , òî åñòü

lim
T→∞

g(T )

T
= 0. (3.4)
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Òàêîå âîçìîæíî, åñëè g(T ) èìååò, ê ïðèìåðó, îäíî èç ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâëåíèé:

g(T ) = Tα, O < α < 1; g(T ) = lnk T ; g(T ) =
T

lnk T
; g(T ) =

T∫
2

1

lnk τ
dτ, k > 0 (3.5)

Ñ÷èòàåì T > 1 äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé.
Èòàê, ∆(x, T ) åñòü ìàëàÿ âåëè÷èíà ïîðÿäêà g(T )/T , ïîýòîìó èìååì ðàâíîìåðíóþ ïî

x îöåíêó (3.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî îöåíêà (3.1). Ýòî çíà÷èò, ÷òî

∥S(x, T )∥ = T∆(x, T ) = O(g(T )),

Òàêèì îáðàçîì, íîðìà ôóíêöèè S(x, T ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïîëîñû (3.3). Ïåðåõîäÿ ê
äâîéíîìó ñóïðåðîìó ïî x ∈ D è T ∈ [0,∞] , ïîëó÷èì Λ∗ = ∞ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó ìàëîñòè ôóíêöèè δ(ε) â ñëó-
÷àå Λ∗ = ∞ . Äåéñòâèòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
ε→0

ε

δ(ε)
=

1

Λ∗ = 0,

ïîýòîìó ε = o(δ(ε)) . Ìîæåì óòî÷íèòü ýòó îöåíêó, èñõîäÿ èç ñâîéñòâ ìåäëåííîãî ñðåäíåãî.
Äëÿ ýòîãî ðàâíîìåðíîå ïî x ðàâåíñòâî (3.1) ïðåäñòàâèì â âèäå

J(x, h/ε)
def
= sup

x∈D

∥∥∥∥∥∥ εh
h/ε∫
0

X̃ (x, τ) dτ

∥∥∥∥∥∥ = O

(
ε

h
g

(
h

ε

))
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

δ(ε) = sup
06h6L

hJ

(
h

ε

)
,

ïîëó÷èì

δ(ε) = O

(
εg

(
h∗

ε

))
,

ãäå h∗ � âíóòðåííàÿ òî÷êà èíòåðâàëà [0, L] , â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå ñóïðåìóìà.
Èñïîëüçóÿ âèä ôóíêöèé g(T ) (ñì. ôîðìóëû (3.5)), èìååì îäíî èç âîçìîæíûõ ïðåäñòàâ-
ëåíèé δ(ε) (ñ÷èòàåì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî h∗ = 1 ):

δ(ε) = O
(
ε1−α

)
, 0 < α < 1; δ(ε) = O

(
ε lnk(1/ε)

)
; δ(ε) = O

(
1

| lnk ε|

)
, k > 0 (3.6)

4. Ãèïîòåçà Âîëîñîâà Â.Ì.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå îöåíêè ìàëîñòè ôóíêöèè δ(ε) , ìîæåì óòî÷íèòü îöåíêó
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2.2) â òåîðåìå Áîãîëþáîâà äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìîñòè
ïðàâûõ ÷àñòåé îò âðåìåíè.

Åñëè ðàâíîìåðíîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, òî èìååì

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ 6
√
ε 2L

√
2λM eλL
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Äëÿ ìåäëåííîãî ñðåäíåãî îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ (2.2) ñîõðàíÿåòñÿ, ïðè ýòîì δ(ε)
ñðàâíèìà ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè ñ âåëè÷èíîé (εg (1/ε)) è, êàê ñëåäñòâèå, ìîæåò ñîâïàäàòü
ñ îäíîé èç ÿâíûõ ôîðìóë (3.6).

Çàìåòèì, ýòè îöåíêè íå ÿâëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè. Â ðàáîòàõ [9], [11] óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî
â ñëó÷àÿ áûñòðîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà
ïîðÿäêà ε . Îäíàêî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà îòñóòñâóåò. Ïîýòîìó ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå, äîïîëíåííîå ïðåäïîëîæåíèåì î òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ìåäëåííîé
ñõîäèìîñòè ñðåäíåãî, áóäåì íàçûâàòü ãèïîòåçîé Âîëîñîâà.

Ãèïîòåçà Âîëîñîâà Â.Ì. Åñëè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1) âûïîëíåíû
óñëîâèÿ (1) − (4) òåîðåìû Áîãîëþáîâà, íàêëàäûâàþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà ïðàâûå ÷àñòè
ýòèõ óðàâíåíèé, ïðè ýòîì âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ áûñòðî, òî òî÷íîñòü ïðèáëè-
æåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ áóäåò âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ε .

Åñëè âðåìåííîå ñðåäíåå ñõîäèòñÿ ìåäëåííî, òî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ � âåëè÷èíà
ïîðÿäêà δ(ε) , ε = o(δ(ε)) .

Äîêàæåì ãèïîòåçó ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ïðàâóþ ÷àñòü.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1)−(4) òåîðåìû Áî-
ãîëþáîâà, ïðè ýòîì ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïåðâûå ïðîèçâîäíûå X ′

x(x, t), S
′
u(u, t) , à òàê-

æå âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò X(x, t) ïî x , êîãäà 0 6 t <∞, x, u ∈ D . Ïóñòü x(t), u(t) �
ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåíííûå ïðè 0 6 t <∞ , ρ > 0 �
ïðîèçâîëüíîå ìàëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè 0 6 t < ∞ ðåøåíèå u(t)
ïðèíàäëåæèò âìåñòå ñ ρ � îêðåñòíîñòüþ îáëàñòè D , L > 0 � ïðîèçâîëüíî áîëüøîå
÷èñëî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε0(ρ) è êîíñòàíòà C òàêèå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε èç èíòåðâàëà
(0, ε0) è ïðè 0 6 t 6 L/ε ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ.

1 . Ïóñòü Λ∗ <∞ , òîãäà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ � âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε :

∥x(t)− u(t)∥ 6 ε
(
CLeλL + Λ∗) , λ = n sup

x∈D
sup

06t<∞
∥X ′

x(x, t)∥

2 . Åñëè Λ∗ = ∞ , îöåíêà òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ óõóäøàåòñÿ:

∥x(t)− u(t)∥ 6 δ(ε)
(
λLn−1eλL + 1

)
, ε = o(δ(ε))

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì, íàðÿäó ñ u(t) , �óëó÷øåííîå� ðåøåíèå z(t)
óñðåäíåííûõ óðàâíåíèé (1.2):

z(t) = u(t) + εS(u(t), t)

Äèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî t , ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå S(u, t) :

ż = u̇+ ε
∂S

∂t
+ ε

∂S

∂u
u̇ = εX(u) + εX̃(u, t) + ε2

∂S

∂u
X(u) =

= εX(u, t) + ε2
∂S

∂u
X(u)

Äîïîëíèì ýòî ðàâåíñòâî ñîîòíîøåíèåì

ẋ = εX(x, t)

Åñëè òåïåðü âû÷åñòü èç íåãî ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

ẋ− ż = εX(x, t)− εX(z, t) +G(u, t),
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ãäå

G(u, t) = εX(z, t)− εX(u, t)− ε2
∂S

∂u
X(u)

Èíòåãðèðóÿ ýòî ðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ îò íóëÿ äî t , èìååì

∥x(t)− z(t)∥ 6 ελ

t∫
0

∥x(τ)− z(τ)∥dτ +

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
Çäåñü λ � êîíñòàíòà Ëèïøèöà, èìåþùàÿ, â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ,
âèä

λ = n sup
x∈D

sup
06t<∞

∥X ′
x(x, t)∥

Îòñþäà ñëåäóåò, íà îñíîâå ëåììû Ãðîíîóëëà, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, L/ε] òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ îïèñûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

∥x(t)− z(t)∥ 6 sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ eλL
1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ∗ <∞ . Óïðîñòèì ïåðâûå äâà ÷ëåíà ôóíêöèè G(u, t) :

εX(z, t)− εX(u, t) = ε2
(
∂X

∂z

)
0

S(u, t) +O(ε3) (4.1)

Çäåñü, ïðè îöåíêè îñòàòî÷íîé ñóììû ðÿäà áûëà èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà êîíå÷íûõ ïðèðà-
ùåíèé Ëàãðàíæà äëÿ êàæäîé i - îé êîìïîíåíòû âåêòîðà X(x, t) â âèäå

εXi(z, t)− εXi(u, t)− ε2
(
∂Xi

∂z

)
0

S(u, t) =

=
ε

2!
d2Xi(u+ εθS(u, t), t), (dzi = εSi, 0 < θ < 1)

ãäå d2Xi � êâàäðàòè÷íàÿ, áèíîìèàëüíàÿ ôîðìà ïåðåìåííûõ dzi ; èñïîëüçîâàíû òàêæå
óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè S(u, t) (êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Λ∗ <∞ ) è âòî-
ðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî z îò ôóíêöèè X(z, t) . Òîãäà èìååì:

G(u, t) = ε2G∗(u, t) +O(ε3)

ãäå

G∗(u, t) =

(
∂X

∂x

)
0

S(u, t)− ∂S

∂u
(u, t)X(u)

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû ôóíêöèÿ G∗(u, t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ñâåðõó íåêîòîðîé
êîíñòàíòîé C , ïîýòîìó, îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû òðåòüåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, èìååì

sup
06t6L/ε

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

G(u(τ), τ)dτ

∥∥∥∥∥∥ 6 εCL

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî∣∣∣∥x(t)− u(t)∥ − ∥εS(u(t), t)∥
∣∣∣ 6 ∥x(t)− u(t)− εS(u(t), t)∥ 6 εCLeλL,
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ò.å.
∥x(t)− u(t)∥ 6 ε

(
CLeλL + Λ∗)

2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé Λ∗ = ∞ . Ôóíêöèÿ S(u, t) íåîãðàíè÷åíà, îäíàêî íà ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [0, L/ε] íîðìà ε∥S(u, t)∥ èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè, ðàâíûé δ(ε) = εΛ(ε) , ò.ê.

0 6 ε∥S(u, t)∥ 6 δ(ε)

Ïîýòîìó ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèÿ ñîõðàíÿþò ñèëó, íî òðåáóþò óòî÷íåíèÿ. Òàê, â ôîð-
ìóëå (4.1) ñèìâîë O(ε3) ñëåäóåò çàìåíèòü íà O(ε2δ(ε)) , òîãäà G(u, t) ïðåäñòàíåò â âèäå

G(u, t) = ε2
(
∂X

∂x

)
0

(u, t)S(u, t)− ε2
∂S

∂u
(u, t)(u, t)X(u) +O(ε2δ(ε))

Ïåðâûé ÷ëåí ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïîðÿäîê ìàëîñòè εδ(ε) , âòîðîé � ε2 , òðåòèé � ε2δ(ε) .
Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû � âåëè÷èíû áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì, òàê êàê ε = o(δ(ε)) . Îòáðàñûâàÿ èõ, èìååì

∥G(t)∥ 6 ελδ(ε)n−1

Òîãäà, íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøåì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, L/ε] íîðìà ðàçíîñòè ðåøåíèé
u(t), z(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥x(t)− z(t)∥ 6 n−1δ(ε)λLeλL

è, ñëåäîâàòåëüíî,

∥x(t)− u(t)∥ 6 ∥x(t)− z(t)∥+ ε∥S(u, t)∥ 6 δ(ε)
(
λLn−1eλL + 1

)
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Êàê ñëåäóåò èç âûøå ïðèâåäåííûõ ïðåäñòàâëåíèé ôóíêöèè δ(ε) , âîçìîæíûå îöåíêè
òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ â ñëó÷àå ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåäíåãî èìåþò âèä

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε(1−α), 0 < α < 1;

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε lnk(1/ε);

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ 1

| lnk ε|
;

∥x(t, ε)− u(t, ε)∥ ∼ ε

ε−1∫
2

1

lnk τ
dτ, k > 0

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî â ñëó÷àå áûñòðîé ñõîäèìîñòè âðåìåííîãî ñðåä-
íåãî òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε , åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåêîòîðûå äî-
ïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Íàèáîëåå îáðåìåíèòåëüíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå ðàâíîìåðíîé
îãðàíè÷åííîñòè ïðîèçâîäíîé S ′

u(u, t) . Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ôóíêöèÿ X(x, t)
êâàçè-ïåðèîäè÷íà ñ ïîñòîÿííûì âåêòîðîì ÷àñòîò ω = (ω1, . . . , ωm) , ïðåäñòàâèìà êîíå÷-
íûì ðÿäîì Ôóðüå, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, îáëàñòü D êîìïàêòíà. Òîãäà Λ∗ < ∞ , ïðè
ýòîì

∥S ′
u(u, T )∥ 6

m∑
∥k∥=1

∥∥∥∥∥X
′ (k)
u (u)

(k, ω)

∥∥∥∥∥ <∞

Çäåñü X(k)(u) � êîýôôèöèåíòû ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè X(x, t) .
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Ðàâíîìåðíàÿ îãðàíè÷åííîñòü ïðîèçâîäíîé S ′
u(u, T ) ñîõðàíÿåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, êîãäà

ðÿä Ôóðüå áåñêîíå÷åí, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû è Λ∗ <∞ . Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå Λ∗ <∞
ãàðàíòèðóåò, â ñèëó òåîðåìû Áîðà, êâàçè-ïåðèîäè÷íîñòü èíòåãðàëà S(u, T ) ïðè ëþáîì u ∈
D . Òîãäà ôóíêöèÿ S ′

u(u, T ) êâàçè-ïåðèîäè÷íà è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà.
Ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû òàêæå ïðîèçâîäíûå X ′

x(x, t), X
′
xx(x, t) ïðè x ∈ D .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 4.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ X(x, t) êâàçè-ïåðèîäè÷íà ñ ïî-
ñòîÿííûì âåêòîðîì ÷àñòîò, îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû, ïðè ýòîì Λ∗ < ∞ . Òîãäà òî÷-
íîñòü ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà óñðåäíåíèÿ åñòü âåëè÷èíà ïîðÿäêà ε .

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ îöåíîê òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ
â ìåòîäå óñðåäíåíèÿ îòêðûòà, òàê êàê íå äîêàçàíà ãèïîòåçà Âîëîñîâà âî âñåé ïîëíîòå.

Áëàãîäàðíîñòü.
Àâòîð ïðèçíàòåëåí ïðîô. Êîñåíêî È.È. çà ïîìîùü â èññëåäîâàíèÿõ: ñâÿçü ìåæäó ïà-

ðàìåòðîì Λ∗ <∞ è áûñòðûì âðåìåííûì ñðåäíèì áûëà óêàçàíà Êîñåíêî È.È. â ÷àñòíîé
áåñåäå.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 14-21-
00068) â Ìîñêîâñêîì àâèàöèîííîì èíñòèòóòå.
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On explicit estimates of the approximation accuracy in

�rst Bogolyubov's theorem

c⃝ Krasil'nikov P.S.2

Abstract. The problem of explicit estimates for the approximation accuracy in the averaging
method of Bogolyubov standard systems is investigated. It is shown that estimates depends on
some parameter Λ∗ , which a�ects the convergence of the time average. We formulate a statement
on the explicit estimates for the approximation accuracy (Volosov's hypothesis). Hypothesis is
proved under some additional restrictions on the right-hand side of di�erential equations.

Key Words: time average, the accuracy of the approximation, the averaging method

2 Head of Di�erential Equations Department, Moscow Aviation Institute (National Research University),
Moscow; krasil06@rambler.ru.

Zhurnal SVMO. 2015. V. 17, No. 3



30 Ò. Ô. Ìàìåäîâà, Ä. Ê. Åãîðîâà, Å. Â. Äåñÿåâ

ÓÄÊ 517.9

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëóêàñà ïî

÷àñòè ïåðåìåííûõ

c⃝ Ò. Ô. Ìàìåäîâà1, Ä. Ê. Åãîðîâà2, Å. Â. Äåñÿåâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå, äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî, îñíîâàííûé íà ìåòîäå ñðàâíåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé
ïîäõîä ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ èññëåäóåìûõ óðàâíåíèé ñòðîÿòñÿ óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ, ïî-
âåäåíèå ðåøåíèé êîòîðûõ èçâåñòíî. Çàòåì ÷åðåç ýòàëîííûå ôóíêöèè ñðàâíèâàþòñÿ ðåøåíèÿ
ýòèõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìå-
òîä ñðàâíåíèÿ, ìîäåëü Ëóêàñà

1. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ íà îñíîâå
ìåòîäà ñðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dy

dt
= A(t)y (1.1)

è
dx

dt
= A(t)x+ f(t, x) (1.2)

ãäå A: [T, +∞ )→ Hom(Rn, Rn) � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Âûÿñíèì: êàêèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè ñâÿçàíû ðåøåíèÿ ýòèõ äâóõ äèôôå-

ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé?
Ïóñòü N = {1, 2, ..., n } è N0 ⊆M ⊆M0 ⊆M0 ⊆ N,

R0 = {x : x ∈ Rn, x = colon(x1 , x2, ..., xn), xj = 0, j /∈M0}.

Ïðåäïîëîæèì òàê æå, ÷òî

|fj(t, x1, x2, ..., xn)| ≤ λj(t, |xj1 | , ...,
∣∣xjq ∣∣),

∀j ∈ N, f(t, x) = f(t, x1, ..., xn) = colon(f1(t, x1, ..., xn), ..., fn(t, x1, ..., xn)),

çäåñü
λj(t, r1, ..., ri, ..., rq) ≤ λj(t, r1, ..., ri, ..., rq), ri ≤ ri, i = 1, q

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé
ìåõàíèêè ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï.Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê;
mamedovatf@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï.Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê;
egorovadk@mail.ru.

3 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ ¾Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï.Îãàð¼âà¿, ã. Ñàðàíñê;
desyaev@rambler.ru.
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ïðè âñåõ t ∈ [T,+∞) .
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà Y (t) = (yij(t)), i, j ∈ 1, n óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåì ñ÷èòàòü

íîðìèðîâàíà â òî÷êå t0 ∈ [T,+∞) è Y −1(t) = (yji(t)).
Ïóñòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè:

µi : [T,+∞) → R1
+,mi : [T,+∞) → R1

+

óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì:

µi(t) ≥ max |yij(t)|
j∈N0

,mi(t) ≥ max{max
j∈M0

|yij(t)| , µi(t)},

ãäå T ≤ t < +∞, i ∈M0.
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè µi(t) áóäåì íàçûâàòü ýòàëîííûìè ôóíêöèÿìè ñðàâíåíèÿ.
Áóäåì ñ÷èòàòü i1 = 1, i2 = 2, ..., iq = q.

Ïóñòü ïðè ëþáîì c ≥ 0 ôóíêöèè

Pi = c
∑
k∈M0

|yik(t)|+
∫ t

t0

∣∣∣∣∣ ∑
j∈N,k∈B

yik(t)y
jk(s)

∣∣∣∣∣λj(s, cm(s))ds+

∫ +∞

t

∣∣∣∣∣ ∑
j∈N,k∈M

yik(t)y
jk(s)

∣∣∣∣∣λj(s, cm(s))ds,

ãäå i = q + 1, n ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ t ≥ t0 ≥ T,B = N\M.
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

Ω = {φ : φ ∈ C(p)([T,+∞), Rn), |φi(t)| ≤ c1mi(t), i = 1, q, |φi(t)| ≤ c2pi(t), i = q + 1, n,

c1, c2 ∈ R+
1 , p ≥ 0}.

Çäåñü c1, c2 � ôèêñèðîâàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Äîïóñòèì,

Ii(t, φ) =

∫ t

t0

∑
j∈N,k∈B

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds−

∫ +∞

t

∑
j∈N,k∈M

yik(t)y
jk(s)fj(s, φ(s))ds,B = N\M

(1.3)
ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ i ∈ N, c ∈ R1

+, φ ∈ Ω . Êðîìå òîãî, íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû â (1.3)
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ïðè t ∈ [T,+∞). [1]

Ò å î ð å ì à 1.1. [2]. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(1.3). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t0 äëÿ ðåøåíèÿ y(t : t0y0), y0 ∈ R0, R0 = {x : x ∈ Rn}
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x(t : t0, x0), x0 ∈ R0 , äëÿ êîòîðîãî ñëåäóåò âûïîëíåíèå àñèìïòî-
òè÷åñêîãî ðàâåíñòâà:

xi(t) =
∑
j∈M0

yij(t)γj + o(µi(t))t→ +∞, ∀i ∈M0. (1.4)

Ò å î ð å ì à 1.2. [2]. Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ (1.3) äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(1.2) x(t : t0, x0), x0 ∈ R0 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî:

xi(t : t0, x0) = o(mi(t)),

ãäå t→ +∞ è ∀ i ∈M0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x(t : t0, x0), x0 ∈ R0 (1.2)
ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y(t : t0, y0), y0 ∈ R0 (1.1) òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå
ðàâåíñòâî (1.4).
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Ò å î ð å ì à 1.3. [2]. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è óñëîâèå (1.3) èìååò

ìåñòî ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî 0 < c ≤ c0 è Ii(t,c)
µi(t)

→ 0, µi(t) ≤ k, k > 0, ∀i ∈
M0 ïðè A → 0, òî, åñëè óðàâíåíèå (1.1) óñòîé÷èâî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ∀i ∈ M0,òî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) òàêæå óñòîé÷èâî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ è, åñëè
óðàâíåíèå (1.1) íåóñòîé÷èâî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ i, i ∈ M0,òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (1.2) òàêæå íåóñòîé÷èâî ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ.

2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Å.Â. Âîñêðåñåíñêîãî ê àíàëèçó óñòîé÷èâî-
ñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëóêàñà ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ê ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Ëóêàñà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêîíîìè÷åñêîãî ðîñòà Ëóêàñà èìååò âèä [3]:

d
dt
K(t) = A(t)k(t)βh(t)1−β+γu(t)1−β+γ − (µK + n)k(t)− c(t)

d
dt
h(t) = δ(1− u(t))h(t)− µhh(t)

d
dt
c(t) = c(t)

σ
[βA(t)k(t)β−1h(t)1−β+γu(t)1−β+γ − (ρ+ µK)]

d
dt
u(t) = 1

β−γu(t)
{
P + δQ[1− u(t)]− β c(t)

k(t)

}
.

(2.1)

ãäå A(t) � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîãðåññ, k(t) � ôèçè÷åñêèé êà-
ïèòàë, β � äîëÿ ôèçè÷åñêîãî êàïèòàëà, h(t) � óðîâåíü ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, γ �
ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, µK � íîðìà àìîðòèçàöèè ôèçè÷åñêîãî êàïèòàëà, n � òåìï
èçìåíåíèÿ ÷èñëåííîñòè ðàáî÷åé ñèëû, c(t) � óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå, δ � ïîëîæèòåëü-
íûé òåõíîëîãè÷åñêèé ïàðàìåòð, u(t) � äîëÿ âðåìåíè èíäèâèäà, ïîñâÿùåííàÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè, µh � íîðìà àìîðòèçàöèè ÷åëîâå÷åñêîãî êàïèòàëà, σ � ïîñòî-
ÿííàÿ ìåðà îòíîñèòåëüíîé íåñêëîííîñòè ê ðèñêó, ρ � äèñêîíòèðóþùèé ôàêòîð, P =
α+ (1− β)(n+ µK) + δp− µh(1− β + γ) è Q = (q − p)− (β − γ).
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ (1.2) íà óñòîé÷èâîñòü ïðåîáðàçóåì (2.1).
Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå:

q(t) ≡ c(t)

k(t)
, x(t) ≡ k(t)

A(t)
1

1−βh(t)
1−β+γ
1−β

= k(t)A(t)
1

β−1h(t)
1−β+γ
β−1 .

Âû÷èñëÿÿ ëîãàðèôìè÷åñêóþ ïðîèçâîäíóþ è ïîäñòàâëÿÿ òåìïû ðîñòà ôóíêöèé:
k(t), h(t), c(t) , à òàêæå èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷èì:

1

x(t)

dx(t)

dt
= x(t)β−1u(t)1−β+γ − ψ[1− u(t)]− q(t)−M

1

q(t)

dq(t)

dt
= ϕx(t)β−1u(t)1−β+γ − q(t)− ξ,

ãäå

ψ = −δ1− β + γ

1− β
, ξ =

ρ

σ
− n− µK(1−

1

σ
),M =

α

1− β
+ n+ µK − µh

1− β + γ

1− β
, ϕ =

β

σ
− 1.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì, ÷òî ìîäåëü Ëóêàñà (2.1) ïðèìåò âèä:

dx(t)
dt

= x(t)βu(t)1−β+γ + ψ[1− u(t)]x(t)− q(t)x(t)−Mx(t)
dq(t)
dt

= ϕx(t)β−1u(t)1−β+γq(t)− [q(t)]2 − ξq(t)
du(t)
dt

= 1
β−γu(t){P + δQ[1− u(t)]− βq(t)}

dc(t)
dt

= 1
σ
c(t)[βx(t)β−1u(t)1−β+γ − (ρ+ µK)]

(2.2)

ãäå

ψ = −δ 1−β+γ
1−β , ξ = ρ

σ
− n− µK(1− 1

σ
),M = α

1−β + n+ µK − µh
1−β+γ
1−β ,

ϕ = β
σ
− 1, P = α + (1− β)(n+ µK) + δp− µh(1− β + γ), Q = (q − p)− (β − γ).

Çàïèøåì îäíîðîäíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííóþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ñèñòåìå (2.2):

dx(t)
dt

= (ψ −M)x(t)
dq(t)
dt

= −ξq(t)
du(t)
dt

=
(

P
β−γ +

δQ
β−γ

)
u(t)

dc(t)
dt

= −ρ+µK
σ

c(t)

(2.3)

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáðàòíàÿ èìåþò âèä:

Y (t) =


e(ψ−M)t 0 0 0

0 e−ξt 0 0

0 0 e
P+δQ
β−γ

t 0

0 0 0 e−
(ρ+µK )

σ
t



Y −1(s) =


e−(ψ−M)s 0 0 0

0 eξs 0 0

0 0 e−(
P+δQ
β−γ )s 0

0 0 0 e
(ρ+µK )

σ
s


Çäåñü èìååì: N = {1, 2, 3, 4},M0 = {1, 2, 3, 4}, B = N\M0 = {}.

Ñäåëàåì îöåíêó íåëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2).
Èìååì:

∥f1(t, x)∥ =
∥∥x(t)βu(t)1−β+γ − ψx(t)u(t)− x(t)q(t)

∥∥ =

=
∥∥x(t)[k(t)β−1A(t)h(t)1−β+γu(t)1−β+γ − ψu(t)− − c(t)

k(t)
]

∥∥∥∥ .
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðàçâèòûõ ýêîíîìèê ôóíêöèÿ A(t) ≥ 1 íà ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìå-

æóòêå âðåìåíè. Ïðèìåì ýòî äîïóùåíèå.
Êðîìå òîãî, c(t) � óäåëüíîå ïîòðåáëåíèå � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, u(t) � äîëÿ âðå-

ìåíè èíäèâèäà, ïîñâÿùåííàÿ ïðîèçâîäñòâåííîé äåÿòåëüíîñòè � âåëè÷èíà, íàõîäÿùàÿñÿ â
ïðîìåæóòêå [0, 1] .

Ïîýòîìó, åñëè ψ ≥ 0 è 1− β + γ ≥ 0, òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

∥f1(t, x)∥ ≤
∥∥x(t)k(t)β−1h(t)1−β+γ

∥∥ .
Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ òàêèõ ôóíêöèé ÷åëîâå÷åñêîãî è ôèçè÷å-

ñêîãî êàïèòàëà, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé: aebt ,
ãäå a, b = const.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1e
b1t � ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ôèçè÷åñêèé êàïèòàë, a2e

b2t �
ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ÷åëîâå÷åñêèé êàïèòàë.

Èìååì:

∥f1(t, x)∥ ≤
∥∥x(t)k(t)β−1h(t)1−β+γ

∥∥ =
∥∥x(t)a1a2e(b1(β−1)+b2(1−β+γ))t

∥∥ .
Ðàññìîòðèì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ìîäåëè ïî ÷àñòè ïåðåìåííûõ ïî ìåòîäó Âîñêðåñåíñêîãî:

Ïî ïåðåìåííîé x(t) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

b1(β − 1) + b2(1− β + γ) < 0.

Èòàê,

∥f1(t, x)∥ ≤
∥∥x(t)a1a2e(b1(β−1)+b2(1−β+γ))t

∥∥ = c1
∥∥x(t)e−c2t∥∥ = c1 |x(t)| e−c2t = λ1(t, |x|),

ãäå
c1 = a1a2 = const,
c2 = b1(β − 1) + b2(1− β + γ) = const.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì íåëèíåéíûå ÷àñòè îñòàëüíûõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (2.2).

∥f2(t, x)∥ =

∥∥∥∥q(t)[ϕk(t)β−1A(t)h(t)1−β+γ − c(t)

k(t)
]

∥∥∥∥ ≤ ϕc1 |q(t)| e−c2t = λ2(t, |q|).

Ïî ïåðåìåííîé q(t) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

1− β + γ ≥ 0,
b1(β − 1) + b2(1− β + γ) < 0.

Àíàëîãè÷íî,
∥f3(t, x)∥ ≤ λ3(t, |x3|).

Ïî ïåðåìåííîé u(t) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

β

β − γ
≤ 0.

∥f4(t, x)∥ ≤ β

σ

∥∥c(t)k(t)β−1A(t)h(t)1−β+γu(t)1−β+γ
∥∥ ≤ β

σ
c1 |c(t)| e−c2(t) = λ4(t, |c|).

Ïî ïåðåìåííîé c(t) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:

b1(β − 1) + b2(1− β + γ) < 0,
1− β + γ ≥ 0 ⇔ β ≤ 1 + γ.

.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ (1.3):

I1(t) = −
∫ +∞

t

y11(t)y
11(s)f1(s, φ(s))ds,
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I2(t) = −
∫ +∞

t

y22(t)y
22(s)f2(s, φ(s))ds

I3(t) = −
∫ +∞

t

y33(t)y
33(s)f3(s, φ(s))ds

I4(t) = −
∫ +∞

t

y44(t)y
44(s)f4(s, φ(s))ds.

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

ψ −M < 0, (ψ −M + c2) > 0,
ξ > 0, (ξ − c2) < 0,
P+δQ
β−γ < 0, (P+δQ

β−γ + c3) > 0,
ρ+µK
σ

> 0, (ρ+µK
σ

− c2) < 0.

(2.4)

Òîãäà

||I1(t)|| ≤
∫ +∞

0

e(ψ−M)te−(ψ−M)sce−c2sds <∞,

||I2(t)|| ≤
∫ +∞

0

e−ξteξsce−c2sds <∞,

||I3(t)|| ≤
∫ +∞

0

e
P+δQ
β−γ

te−
P+δQ
β−γ

sce−c3sds <∞,

||I4(t)|| ≤
∫ +∞

0

e−
(ρ+µK )

σ
te

(ρ+µK )

σ
sce−c2sds <∞.

Òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèÿ Ii(t) ñóùåñòâóþò äëÿ i = 1, 4 è íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû
ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t íà [T,+∞) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (2.4). Êðîìå òîãî Ii(t) → 0
ïðè A→ 0 äëÿ i = 1, 4 .

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 âûïîëíåíû è ðàññìàòðèâàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ìîäåëü óñòîé÷èâà ïî âñåì ïåðåìåííûì ïðè íàëîæåííûõ äîïóùåíèÿõ.
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ÓÄÊ 517.948.67

Î âîçìóùåíèè ôðåäãîëüìîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ

c⃝ Ä. Ã. Ðàõèìîâ1

Àííîòàöèÿ. Íà îñíîâå ìåòîäà ðåäóêöèè, ïðåäëîæåííîãî â ñòàòüÿõ [6], [7], ïîçâîëÿþùåãî
ñâîäèòü èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ âîçìóùåíèÿ êðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ê ïðîñòûì, ðàç-
âèò ðåäóêöèîííûé ìåòîä âîçìóùåíèé ôðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ
îïåðàòîð-ôóíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîäû òåîðèè áèôóðêàöèé ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äèñêðåò-
íûé ñïåêòð, òåîðèÿ âîçìóùåíèé, óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ, îáîáùåííûå æîðäàíîâû öåïî÷êè,
ðåãóëÿðèçàöèÿ

1. Ââåäåíèå.

Îñíîâû òåîðèè âîçìóùåíèé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ çàëîæåíû â
ðàáîòàõ Ô. Ðåëëèõà [1]. Çàòåì ýòè èññëåäîâàíèÿ ïðîäîëæåíû â ðàáîòàõ Á.Ñê.-Íàäü [2],
Ò. Êàòî [3], M. È. Âèøèêà è Ë. A. Ëþñòåðíèêà [4]. Â. À. Òðåíîãèí [5] èññëåäîâàë ýòè
çàäà÷è ìåòîäàìè òåîðèè âåòâëåíèÿ è áèôóðêàöèé. Ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ ðàçâåòâëåíèÿ
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ìåòîä äèàãðàììû Íüþòîíà èì áûëè îïðåäåëåíû êàê òî÷íîå êî-
ëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, òàê è çàâèñèìîñòü ýòèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îò ìàëûõ
îòêëîíåíèé âîçìóùåííîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà îò íåâîçìóøåííîãî. Ñëó÷àé êðàòíîãî
ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ðàññìîòðåí â ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû ñîîòâåòñòâóþùåãî îáîáùåí-
íîãî æîðäàíîãî íàáîðà (ÎÆÍ). Äëÿ ñëó÷àÿ íåïîëíîãî ÎÆÍ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîïîëíå-
íèÿ äàííîãî íàáîðà. Â äàëüíåéøåì ýòîò ìåòîä áûë ðàçâèò äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ îïåðàòîð-
ôóíêöèé Á. Â. Ëîãèíîâûì èÞ. Á. Ðóñàêîì [8]. Â äàííîé ðàáîòå ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
ðåäóêöèè, ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòàõ [6], [7], ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñâåäåí
ê ïðîñòîìó, ñíÿòî ïðåäïîëîæåíèå ïîëíîòû ÎÆÍ è â 2n ðàç óìåíüøåí îáúåì âû÷èñëåíèé,
âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ è íàõîæäåíèè âñåõ âîçìóùåííûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è èì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü E1, E2− íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, A(t) ∈ L{E1, E2} îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà t ∈ G ⊂ C.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Òî÷êà λ ∈ G íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé òî÷êîé
îïåðàòîð-ôóíêöèè A(t), åñëè îïåðàòîð A(λ) èìååò îãðàíè÷åííûé îáðàòíûé
A−1(λ) ∈ L{E1, E2}. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ρ(A), íàçûâàþò ðåçîëüâåíò-
íûì ìíîæåñòâîì A(t), à ìíîæåñòâî σ(A) = C− ρ(A) ñïåêòðîì îïåðàòîðà A(t).

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè, ôèëèàë ÌÃÓ èì.Ì. Â. Ëîìîíîñîâà â
ã. Òàøêåíòå, ã. Òàøêåíò; Davranaka@yandex.ru.
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Òî÷êà ñïåêòðà λ0 íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü òî÷êè
λ0, âñå òî÷êè êîòîðîé ðåãóëÿðíû.

Åñëè ïðè íåêîòîðîì λ óðàâíåíèå A(λ)x = 0 èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = φ ,
òî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, à ðåøåíèå φ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì
ýëåìåíòîì îïåðàòîð-ôóíêöèè A(t). Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îáðàçó-
åò äèñêðåòíûé ñïåêòð σp(A) îïåðàòîðà A(t). Ìíîæåñòâî âñåõ ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îáðàçóåò ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî
N(A(λ)) îïåðàòîðà A(λ). Ñîáñòâåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî N∗(A(λ)) îïåðàòîðà A∗(λ)
íàçûâàþò äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ïóñòü λ ôðåäãîëüìîâà òî÷êà σp(A) è N(A(λ)) = {φi}n1 , N∗(A(λ)) = {ψi}n1 .
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû Õàíà-Áàíàõà ñóùåñòâóþò ñèñòåìû ýëåìåíòîâ {γi}n1 ⊂
E∗

1 , {zi}n1 ⊂ E2, áèîðòîãîíàëüíûå ñîîòâåòñòâåííî ê {φi}n1 , {ψi}n1 . Òîãäà ïðîåêòîðû

P =
n∑
i=1

⟨·, γi⟩φi, Q =
n∑
i=1

⟨·, ψi⟩zi ïîðîæäàþò ñëåäóþùèå ðàçëîæåíèÿ â ïðÿìûå ñóììû:

E1 = En
1 ⊕ E∞−n

1 , E2 = E2n ⊕ E2,∞−n. Îïåðàòîð Ã(λ) = A(λ) +
n∑
i=1

⟨·, γi⟩zi íåïðåðûâíî

îáðàòèì, îáðàòíûé ê íåìó Γ = Ã−1(λ) îãðàíè÷åí (ëåììà Øìèäòà-Òðåíîãèíà [5]).
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Ã(λ)φi = zi, Γzi = φi, è Ã∗(λ)ψi = γi, Γ

∗γi = ψi.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. [5]) Ýëåìåíòû φ
(1)
i ≡ φi, φ

(2)
i , . . . , φ

(pi)
i îáðàçóþò îáîá-

ùåííóþ A(λ) -æîðäàíîâó öåïî÷êó äëèíû pi, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýëåìåíòó φi, åñëè
âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:

A(λ)φ
(s)
i =

s−1∑
j=1

Ajφ
(s−j)
i , s = 2, pi, (2.1)

ãäå Aj =
1
j!
A(j)(λ), j = 1, 2, 3, . . . , ïðè ýòîì äëÿ âñåõ ψl ∈ N∗(A(λ)) ⟨

s−1∑
j=1

Ajφ
(s−j)
i , ψl⟩ =

0, s = 2, pi, è ⟨
pi∑
j=1

Ajφ
(pi+1−j)
i , ψk⟩ ≠ 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ôóíêöèîíàëà ψk ∈ N∗(A(λ)).

Ýëåìåíòû φ
(2)
i , . . . , φ

(pi)
i íàçûâàþò A(λ) -ïðèñîåäèíåííûìè ýëåìåíòàìè.

Òàê êàê óðàâíåíèÿ (2.1) ðàçðåøèìû íåîäíîçíà÷íî, òðåáóåì, ÷òîáû ⟨φ(s)
i , γj⟩ = 0, j, i =

1, n, s = 2, pi. Ýòèì A(λ) -ïðèñîåäèíåííûå ýëåìåíòû φ
(2)
i , . . . , φ

(pi)
i îïðåäåëÿþòñÿ åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì

φ
(s)
i =

∑
s=s1l1+s2l2+···+sklk

[
(ΓAs1)

l1(ΓAs2)
l2 · · ·ΓAsk)lk

]
φi, (2.2)

s = 2, pi, i = 1, n.

Ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ {φ(s)
i }, s = 2, pi, i = 1, n, íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì A(λ)

-æîðäàíîâûì íàáîðîì, à ÷èñëî N = p1 + p2 + · · · + pn êîðíåâûì ÷èñëîì îïåðàòîðà
A(λ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. [5] Îïåðàòîð-ôóíêöèÿ A(t) èìååò â òî÷êå λ ïîë-
íûé ÎÆÍ, åñëè

det

∥∥∥∥∥
⟨

pi∑
j=1

Ajφ
(pi+1−j)
i , ψl

⟩∥∥∥∥∥ ̸= 0. (2.3)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 3



Î âîçìóùåíèè ôðåäãîëüìîâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ 39

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÎÆÍ áóäåò íåïîëíûì, åñëè õîòÿ áû îäíà öåïî÷êà èìååò áåñ-
êîíå÷íóþ äëèíó èëè îïðåäåëèòåëü (2.3) ðàâåí íóëþ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ îáùèõ íóëåé îïåðàòîðîâ A(λ0)

è
∞∑
s=1

As(λ− λ0)
s íàçîâåì "óñëîâèåì ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ".

Ïóñòü äàëåå ε ∈ C ìàëûé ïàðàìåòð, |ε| ≤ ϱ0 è A (t; ε) =
∞∑

k+l=0

Alkµ
lεk : E1 →

E2, µ = t− λ0, âîçìóùåííàÿ îïåðàòîð-ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî A (t; 0) = A(t), λ0− ôðåä-
ãîëüìîâà òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà A(t) ñ N(A(λ0)) = {φi0}n1 , N∗(A(λ0)) =
{ψi0}n1 . Òðåáóåòñÿ íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ0+µ(ε) îïåðàòîðà A (λ; ε) , òàêèå, ÷òî
µ(ε) → 0 ïðè ε→ 0, è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû. Ñîãëàñíî òåîðåìå
Ô.Ðåëëèõà [1] îïåðàòîð A (λ; ε) èìååò â òî÷íîñòè n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε) (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè φi(ε), ψi(ε), ïðè÷åì
êðàòíîñòü λi(ε) íåèçâåñòíà. Ïóñòü {γi0}n1 , {zi0}

n
1 áèîðòîãîíàëüíûå ê {φi0}n1 , {ψi0}

n
1

ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ êàæäîãî i = 1, n ââåäåì îïåðàòîð

Ai (t) = A (t) +
∑
j ̸=i

⟨·, γj0⟩ zj0. (2.4)

Òî÷êà λ0 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ôðåäãîëüìîâîé òî÷êîé äëÿ ñîâîêóïíîñòè îïåðàòîðîâ
(2.4) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì φi0 è äåôåêòíûì ôóíêöèîíàëîì ψi0

äëÿ êàæäîãî i = 1, n, ò.å. dimN
(
Ai(λ0)

)
= dimN∗

(
Ai(λ0)

)
= 1. Çàìåíÿÿ â ðàçëîæåíèè

A(t; ε) îïåðàòîð A(t) íà Ai(t), ïîëó÷èì îïåðàòîðû

Ai (λ; ε) ≡ A (λ; ε) +
∑
j ̸=i

⟨·, γj0⟩ zj0. (2.5)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ (ñì. îïðåäåëåíèå
2.4). Åñëè λi(ε) è φi(ε), ψi(ε), i = 1, n ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è èì ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû è äåôåêòíûå ôóíêöèîíàëû îïåðàòîðà A(t; ε), òî ïðè êàæäîì
i = 1, n è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε λi(ε) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì
îïåðàòîðà (2.5) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ñîáñòâåííûì ýëåìåíòîì è äåôåêòíûì ôóíêöèî-
íàëîì

φ̃i(ε) = φi +
∑
s̸=i

cisφs, ψ̃i(ε) = ψi +
∑
s ̸=i

disψs. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè λi(ε) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì (2.5), òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò èùåì â âèäå (2.6), ò.å.

0 = Ai (λi; ε)φ̃i(ε) =

= A (λi; ε)φi +
∑
j ̸=i

cijA (λi; ε)φj +
∑
j ̸=i

⟨φi, γj0⟩ zj0 +
∑
j ̸=i

∑
s̸=i

cis ⟨φs, γj0⟩ zj0

èëè
0 =

∑
j ̸=i

cijA (λi; ε)φj +
∑
j ̸=i

⟨φi, γj0⟩ zj0 +
∑
j ̸=i

∑
s̸=i

cis ⟨φs, γj0⟩ zj0.

Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ ψk0, k ̸= i èìååì∑
s̸=i

cis [⟨φs, γk0⟩+ ⟨A (λi; ε)φs, ψk0⟩] = −⟨φi, γk0⟩ , k ̸= i. (2.7)
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Çäåñü A (λi; ε)φs = A (λi; ε)φi + A (λi; ε) (φs − φi) = A (λi; ε) (φs − φi) . Òîãäà â ñèëó ðàç-
ëîæåíèé [1] φs(ε) = φs0 + εφs1 + ε2φs2 + · · · è A (λi; ε) = A (λ0; 0) +O(ε) ïîëó÷àåì

A (λi; ε) (φs − φi) = (A (λ0; 0) +O(ε)) (φs0 − φi0 +O(ε)) = O(ε).

Òàê êàê ⟨φi, γk0⟩ = 1 + O(ε), îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.7) îòëè÷åí îò íóëÿ, è ïîýòîìó
îíà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åäèíñòâåííîñòü ψ̃i(ε) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ (2.5) ÿâëÿþòñÿ òàê-
æå ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè îïåðàòîðà A(t; ε).

Óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ òðåáóåìîå â òåîðåìå 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïóñòü

Ïóñòü

A0 =

1 0 0
0 1 0
0 0 2

 , A10 =

1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , A01 =

1 1 0
1 1 0
0 0 0

 .

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âîçìóùåíèè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ:

(A0 − λA10 − εA01) x = 0.

Íåâîçìóùåííàÿ çàäà÷à (A0 − λA10) x = 0 èìååò äâóêðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå
λ0 = 1 ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûå âåêòîðàìè φ10 = (1, 0, 0)T , φ20 = (0, 1, 0)T .

Âûïèñàâ âåêîâîé îïðåäåëèòåëü çàäà÷è det (A− λA10 − εA01) ≡ (2 − λ)(1 − λ)(1 −
2ε − λ) = 0 óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 = 1 âîçìóùåííàÿ
çàäà÷à èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1(ε) = 1, λ1(ε) = 1 − 2ε ñ ñîáñòâåííûìè
âåêòîðàìè φ̃1(ε) = (1,−1, 0)T , φ̃2(ε) = (1,−1, 0)T ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðèì óñëîâèå
ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ:

(A0 − 1 · A10) (φ10 − φ20) =

0 0 0
0 0 0
0 0 1

 1
−1
0

 = 0,

A01(φ10 − φ20) =

1 1 0
1 1 0
0 0 0

 1
−1
0

 = 0,

ò.å. φ10 − φ20 ∈ N(A− 1 · A10) ∩N(A01). Óñëîâèå ñíÿòèÿ âûðîæäåíèÿ íå âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðîèçâîäèì ðåãóëÿðèçàöèþ

Ã1 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

+ ⟨·, φ20⟩φ20 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 2− λ− ε 0
0 0 2− λ

 ,

Ã2 =

1− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

+ ⟨·, φ10⟩φ10 =

2− λ− ε −ε 0
−ε 1− λ− ε 0
0 0 2− λ

 .

Âèäíî, ÷òî λ1(ε) = 1, è λ1(ε) = 1 − 2ε íå ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè äëÿ

Ã1 è Ã2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 2.1.
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3. Âîçìóùåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îáîáùåííûõ æîðäàíîâûõ öåïî÷åê, ò.å. ⟨A1φi0, ψi0⟩ ̸= 0, i = 1, n,
ïóñòü φ̃i(ε) - ñîáñòâåííûé ýëåìåíò îïåðàòîðà Ai (λi; ε) ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λi(ε). Òîãäà Ai (λi; ε)φ̃i(ε) = 0 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

A(λ0)φ̃i(ε) = A (µi(ε)) φ̃i(ε) +Hi (λi(ε); ε) φ̃i(ε)−
∑
j ̸=i

⟨φ̃i(ε), γj0⟩ zj0, (3.8)

ãäå A (µi(ε)) = A(λ0)− A (λi(ε)) , Hi (λi(ε); ε) = A (λi(ε))− A (λi(ε); ε) . Ïðèìåíåíèå îïå-
ðàòîðà Ý.Øìèäòà Ã(λ0) , Γ = Ã−1(λ0), ñâîäèò (3.8) ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå{

Ã(λ0)φ̃i(ε) = A (µi(ε)) φ̃i(ε) +Hi (λi(ε); ε) φ̃i(ε) + ξizi0,
ξi = ⟨φ̃i(ε), γi0⟩.

(3.9)

Çàïèñàâ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3.9) â âèäå

φ̃i(ε) = ξi
[
I − ΓA (µi(ε))− ΓHi (λi(ε); ε)

]−1
φi0 (3.10)

è ïîäñòàâèâ φ̃i(ε) âî âòîðîå óðàâíåíèå (3.9) ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ ñîáñòâåí-
íîãî çíà÷åíèÿ λ0 :

⟨
[
A (µi(ε)) +Hi (λi(ε); ε)

] [
I − ΓA (µi(ε))− ΓHi (λi(ε); ε)

]−1
φi0, ψi0⟩ = 0. (3.11)

èëè ó÷èòûâàÿ àíàëèòè÷íîñòü îïåðàòîðà A(t; ε) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (λ0, 0), ïîñëå
ðàçëîæåíèÿ â ñòåïåííîé ðÿä ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.2)

∞∑
s=1

∞∑
l=0

Lsliµ
s
iε
l = 0, Lsli =

∑
(s,l)=(s1,l1)+···+(sk,lk)

⟨As1l1ΓAs2l2 . . .ΓAsklkφi0, ψi0⟩ . (3.12)

Ïðè íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êîýôôèöèåíò L10 = ⟨A1φi0, ψi0⟩ îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïî-
ýòîìó µi(ε) äëÿ âñåõ i = 1, n îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (3.12) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì
ñòåïåíÿì ε . Îïðåäåëèâ µi(ε) è ïîäñòàâëÿÿ åãî â ôîðìóëó (3.10), íàõîäèì ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ñîáñòâåííûé ýëåìåíò φ̃i(ε) â âèäå ðÿäà ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε . Òåì ñàìûì
äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè dimN (A(λ0)) = dimN∗ (A(λ0)) = n è ⟨A1φi0, ψi0⟩ ̸= 0
äëÿ âñåõ i = 1, n, òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε ñóùåñòâóþò ðîâíî n ïðîñòûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε) (λi(0) = λ0) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû
φ̃i(ε) è äåôåêòíûå ôóíêöèîíàëû ψ̃i(ε), àíàëèòè÷åñêèå ïî ε.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé íàëè÷èÿ ÎÆÖ{
φ
(j)
i0

}j=1,pi

i=1,n
, òàêèõ, ÷òî ⟨

pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0 äëÿ âñåõ i = 1, n. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

âñå ÎÆÖ êîíå÷íû. Òîãäà â (3.12) ñîãëàñíî (2.2) Lpi0 = ⟨
pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0.

Óáûâàþùàÿ ÷àñòü äèàãðàììû Íüþòîíà, ïîñòðîåííîé äëÿ óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ
(3.12) ñîñòîèò ëèáî èç îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (1, 1) è (pi, 0) (òàê áóäåò, åñëè
âñå L0j ðàâíû íóëþ è L11 ̸= 0), ëèáî èç äâóõ îòðåçêîâ: óêàçàííîãî âûøå è îòðåçêà,
ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè (1, 1) è (0, qi) ãäå qi− íîìåð ïåðâîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ÷ëåíà
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {L0j}. Ïåðâîìó îòðåçêó îòâå÷àåò ïîêàçàòåëü 1

pi−1
, à âòîðîìó
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îòðåçêó â ëþáîì ñëó÷àå�öåëî÷èñëåííûé ïîêàçàòåëü. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A(λ, ε)

äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, èìååò ðîâíî N =
n∑
i=1

pi (N− êîðíåâîå ÷èñëî) ðàçëè÷íûõ

íåïðåðûâíûõ ïî ε ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λi(ε), λi(0) = λ0, ïðè÷åì n ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε è N − n ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ñòåïåíÿì ε
1

pi−1 . Êàæäîìó λi(ε) îòâå÷àåò ñîáñòâåííûé ýëåìåíò
φ̃i(ε) ïðåäñòàâèìûé ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì ïî òåì æå ñòåïåíÿì ε, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå
åìó λi(ε). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ïðè íàëè÷èè ÎÆÖ Lpi0 = ⟨
pi∑
k=1

Akφ
(pi+1−k)
i0 , ψi0⟩ ̸= 0 äëÿ

âñåõ i = 1, n. Åñëè L0j = 0, j = 1,∞ è L11 ̸= 0, òî ñóùåñòâóþò N ïðîñòûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è îòâå÷àþùèõ èì ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

ðÿäîâ ïî ñòåïåíÿì ε
1

pi−1 . Åñëè æå L0j = 0, j = 1, qi − 1, L0qi ̸= 0, L11 ̸= 0, òî ñóùå-
ñòâóþò ðîâíî N ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðè÷åì n èç íèõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûìè ïî öåëûì ñòåïåíÿì ε, à îñòàëüíûå N−n
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîáñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûìè ïî ñòåïåíÿì ε

1
pi−1 .

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Êîãäà L0j = 0, j = 1,∞ è L11 = 0, ìåòîä äèàãðàììû
Íüþòîíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîá-
ñòâåííûìè ýëåìåíòàìè ïðåäñòàâèìûõ ñõîäÿùèìèñÿ ðÿäàìè ïî äðîáíûì ñòåïåíÿì ε,
ïî îòëè÷íîìó îò íóëÿ ïåðâîìó êîýôôèöèåíòó èç ðÿäà {L1j}.
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On Fredholm eigenvalues perturbations for linear

operators.
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Abstract. In work on the basis of the reduction method, developed in works [6], [7], allowing to
reduce cases of the multiple eigenvalues to simple, the problem of perturbation of the Fredholm
points of a discrete spectrum of linear operator-functions is investigated.
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ÓÄÊ 517.958

Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à äëÿ óðàâíåíèÿ

âÿçêîóïðóãîñòè â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

c⃝ Æ. Ø. Ñàôàðîâ 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîìåðíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå
âîçíèêàåò â òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïëîòíîñòüþ ρ = ρ(x) è êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå µ =
µ(x), λ = λ(x) . Çàäà÷à èçó÷àåòñÿ â îãðàíè÷åííîé ïî x îáëàñòè [0, l].Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
ðàâíû íóëþ. Ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé íà ëåâîì êîíöå ýòîãî
îòðåçêà â âèäå ñîñðåäîòî÷åííîãî èñòî÷íèêà âîçìóùåíèé, à íà ïðàâîì - íóëü. Äëÿ ïðÿìîé
çàäà÷è èçó÷àåòñÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ÿäðà, âõîäÿùåãî â èíòåãðàëüíûé ÷ëåí
óðàâíåíèÿ, ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ôóíêöèè ñìåùåíèé ïðè x = 0. Îáðàòíàÿ çàäà-
÷à çàìåíÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
ôóíêöèé. Ê ýòîé ñèñòåìå â ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ñ âåñîâûìè íîðìàìè ïðèìå-
íÿåòñÿ ïðèíöèï ñæàòûõ îòîáðàæåíèé. Äîêàçàíà òåîðåìà ãëîáàëüíîé îäíîçíà÷íîé ðàçðåøè-
ìîñòè è ïîëó÷åíà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ çàäà÷à, óðàâíåíèå âÿçêîóïðóãîñòè, ÿäðî èíòåãðàëà, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äåëüòà-ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ íàïðÿæåíèé

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âÿçêîóïðóãîñòè â îãðàíè÷åííîé
ïî ïåðåìåííîé x îáëàñòè D := {(x, t) : 0 < x < l, t > 0}

ρ(x)
∂2u(x, t)

∂t2
=
∂T (x, t)

∂x
(1.1)

ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ

u |t<0≡ 0, 0 ≤ x ≤ l, (1.2)

T (x, t) |x=0= δ(t), T (x, t) |x=l= 0, (1.3)

ãäå u(x, t) - ôóíêöèÿ ñìåùåíèé, δ(t) - äåëüòà - ôóíêöèÿ Äèðàêà; T - ôóíêöèÿ íàïðÿæå-
íèé:

T (x, t) = µ(x)
∂u(x, t)

∂x
+

∫ t

0

k(t− τ)µ(x)
∂u(x, τ)

∂x
dτ. (1.4)

Îäíîìåðíàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè ÿäðà èç îäíîãî óðàâíåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè
â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñ ðàñïðåäåëåííûìè èñòî÷íèêàìè âîçìóùåíèé ðàññìîòðåíà â [1].
Ìåòîäîì Ôóðüå çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âîëüòåððîâñêîãî òèïà
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé çàâèñÿùèõ îò âðåìåííîé ïåðåìåííîé. Îäíàêî, â ïðè-
ëîæåíèÿõ íàèáîëåå èíòåðåñíûìè ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è, êîãäà äàííûå ïðÿìîé çàäà÷è
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèíãóëÿðíûå îáîáùåííûå ôóíêöèè. Îäíà èç òàêèõ çàäà÷ èçó÷åíà [2]
ãäå ïðîñòðàíñòâåííóþ îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ïîëóïðÿìàÿ x > 0. Â ðàáîòå [3] ðàññìîòðåíà
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à â îãðàíè÷åííîé ïî x îáëàñòè 0 < x < l, ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöåí-
òàìè Ëàìý è ïîñòîÿííîé ïëîòíîñòüþ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùèé ñëó-
÷àé çàäà÷è â [3] êîãäà ρ, µ, λ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé x , óäîâëåòâîðÿþùèìè

1 Ïðîãðàììèñò 1-êàòåãîðèè öåíòðà èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Òàøêåíòñêèé óíèâåðñèòåò èíôîðìà-
öèîííûõ òåõíîëîãèé, ã. Òàøêåíò; j.safarov65@mail.ru.
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óñëîâèÿì ρ(x) > 0, µ(x) > 0, λ(x) > 0 , ïðè÷åì ρ′(+0) = µ′(+0) = λ′(+0) = 0. Îáðàò-
íàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ÿäðà k(t), t > 0, âõîäÿùåãî â (1.1) ïîñðåäñòâîì
ôîðìóëû (1.4), åñëè îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) - (1.4) èçâåñòíà äîïîëíèòåëüíàÿ
èíôîðìàöèÿ

u(x, t)|x=+0 = f(t), t > 0, (1.5)

f(t) - çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Êàê è â [4, ñ.53-59], çäåñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿ-
åòñÿ ìåòîä õàðàêòåðèñòîê. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî îäíî óðàâíåíèå (à íå ñèñòåìà
óðàâíåíèé) ôóíêöèÿ λ(x) íå áóäåò âõîäèòü â óðàâíåíèþ [5].

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ ïåðåìåííóþ y ïî ôîðìóëå

y = ψ(x) :=

∫ x

0

dξ

ν(ξ)
, ν(x) :=

√
µ(x)

ρ(x)
.

×åðåç ψ−1(y) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, îáðàòíóþ ê ψ(x).
Îñíîâíûìè ðåçóëüòàòàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå òåîðåìû ãëîáàëüíîé

îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f(t) ∈ C3 [0, 2l] è f(+0) = −a.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è (1.1)−(1.5) k(t) ∈ C2[0, 2l]

äëÿ ëþáîãî l > 0 , ãäå a = [µ(+0)ρ(+0)]−
1
2

Ïóñòü K(h0) - ìíîæåñòâî ôóíêöèé k(t) ∈ C2[0, 2l] , óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ t ∈ [0, 2l]
íåðàâåíñòâó ∥k(t)∥C2[0,2l] ≤ h0 ñ ôèêñèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé h0. Ýòà ïî-
ñòîÿííàÿ îïðåäåëåíà â (4.10).

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü k1(t) ∈ K(h0), k
2(t) ∈ K(h0) - ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

(1.1) - (1.6) ñ íàáîðîì äàííûõ{
ρ1(ψ−1(y)), µ1(ψ−1(y)), f 1(t)

}
,{

ρ2(ψ−1(y)), µ2(ψ−1(y)), f 2(t)
}
,

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî C = C(h0, h00, l) , h00 =

max

{
∥ρ1(y)∥C3[0, ψ−1(l)], ∥µ1(y)∥C3[0, ψ−1(l)], ∥f 1(t)∥C2[0, 2l], ∥ρ2(y)∥C3[0,ψ−1(l)],

∥µ2(y)∥C3[0,ψ−1(l)], ∥f 2(t)∥C2[0,2l]

}
, ÷òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà óñòîé÷èâîñòè

∥k1(t)− k2(t)∥C2[0,2l] ≤ C

[
∥ρ1 − ρ2∥C3[0,ψ−1(l)] + ∥µ1 − µ2∥C3[0,ψ−1(l)] + ∥f 1 − f 2∥C2[0,2l]

]
. (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì ïðèâîäÿòñÿ â ðàçäåëå 4.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ

Ïîäñòàâëÿÿ (1.4) â (1.1) ïåðåïèøåì ðàâåíñòâà (1.1)− (1.3) :

ρ(x)
∂2u

∂t2
=

∂

∂x

(
µ(x)

∂u

∂x

)
+

∫ t

0

k(t− τ)
∂

∂x

(
µ(x)

∂u(x, τ)

∂x

)
dτ, (2.1)

u|t<0 ≡ 0, (2.2)
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[
µ(x)

∂u

∂x
+

∫ t

0

k(t− τ)µ(x)
∂u(x, τ)

∂x
dτ

]
x=+0

= δ(t). (2.3)[
µ(x)

∂u

∂x
+

∫ t

0

k(t− τ)µ(x)
∂u(x, τ)

∂x
dτ

]
x=l

= 0. (2.4)

Ïóñòü

v(y, t) :=
u (ψ−1(y), t)

s(y)
, s(y) :=

√
ν(+0)ρ(+0)

ν (ψ−1(y)) ρ (ψ−1(y))
.

Òîãäà îáðàòíàÿ çàäà÷à (2.1)− (2.4) , (1.5) â òåðìèíàõ âíîâü ââåäåííûõ ôóíêöèé è ïåðå-
ìåííîé y ïðèíèìàåò âèä

∂2v

∂t2
=
∂2v

∂y2
+ q(y)v +

∫ t

0

k(t− τ)

(
∂2v(y, τ)

∂y2
+ q(y)v(y, τ)

)
dτ, (2.5)

0 < y < L, t ∈ R.

v|t<0 ≡ 0. (2.6)[
∂v(y, t)

∂y
+

∫ t

0

k(t− τ)
∂v(y, t)

∂y
dτ

]
y=+0

= aδ(t). (2.7)[
∂v(y, t)

∂y
+

∫ t

0

k(t− τ)
∂v(y, t)

∂y
dτ

]
y=L

= 0. (2.8)

v(y, t)|y=+0 = f(t), 0 < y < L, (2.9)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

q(y) =
s′′(y)

s(y)
− 2

[
s′(y)

s(y)

]2
, L := ψ(l).

Îáîçíà÷èì [
v(y, t) +

∫ t

0

k(t− τ)v(y, τ)dτ

]
exp (−k(0)t/2) = w(y, t).

Òîãäà, êàê íåòðóäíî âèäåòü

v(y, t) = exp (k(0)t/2)w(y, t) +

∫ t

0

r(t− τ) exp (k(0)τ/2)w(y, τ)dτ,

ãäå

r(t) = −k(t)−
∫ t

0

k(t− τ)r(τ)dτ. (2.10)

Îòíîñèòåëüíî íîâûõ ôóíêöèé w(y, t) è r(t) óðàâíåíèÿ (2.5)−(2.9) çàïèñûâàþòüñÿ â âèäå

∂2w

∂t2
=
∂2w

∂y2
+H(y)w −

∫ t

0

h(t− τ)w(y, τ)dτ, 0 < y < L, t ∈ R, (2.11)

w|t<0 ≡ 0, (2.12)

∂w

∂y

∣∣∣∣
y=+0

= aδ(t), (2.13)
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∂w

∂y

∣∣∣∣
y=L

= 0, (2.14)

w|y=+0 = f0(t) +

∫ t

0

k0(t− τ)f0(τ)dτ, (2.15)

ãäå

H(y) := q(y) +
r2(0)

4
− r′(0), h(t) := r′′(t) exp (r(0)t/2) ,

f0(t) := f(t) exp (r(0)t/2) , k0(t) := k(t) exp (r(0)t/2) .

Â (2.11) èñïîëüçîâàíî ðàâåíñòâî k(0) = −r(0) , âûòåêàþùåå èç (2.10).

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü k(t) ∈ C2[0, ∞). Òîãäà

w(y, t) ≡ 0 (2.16)

äëÿ (y, t) ∈ D1 := {(y, t) : 0 < y < L, 0 < t < y} ,

w(y, t) = −a−
∫ t−y

0

∫ τ
2

0

[
H(ξ)w(ξ, τ − ξ)−

∫ τ−2ξ

0

h(α)w(ξ, τ − ξ − α)dα

]
dξdτ−

−
∫ t

t−y

∫ 2τ−t+y
2

τ−t+y

[
H(ξ)w(ξ, 2τ − t+ x− ξ)−

∫ 2τ−t+y−2ξ

0

h(α)w(ξ, 2τ − t+ y − ξ − α)dα

]
dξdτ,

(2.17)

äëÿ (y, t) ∈ D2 := {(y, t) : 0 < y < L, y < t < 2L− y} .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ

(y, t) ∈ D0 :=

{
(y, t) : 0 < y < L, 0 < t <

L

2
−
∣∣∣∣y − L

2

∣∣∣∣} ⊂ D1

ðàâåíñòâî (2.16) ñëåäóåò èç ôîðìóëû Äàëàìáåðà äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
(2.11) ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè (2.12).

Äàëåå ðàññìîòðèì ïó÷îê õàðàêòåðèñòèê îïåðàòîðà ∂
∂t
+ ∂

∂y
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç îòðåçîê

(0, L) îñè y. Îí âûñåêàåò íà ïðàâîé ãðàíèöå îáëàñòè D \D0 îòðåçîê (0, L). Ïðåäñòàâëÿÿ
âîëíîâîé îïåðàòîð â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ(

∂

∂t
+

∂

∂y

)(
∂

∂t
− ∂

∂y

)
è èíòåãðèðóÿ ðàâåíñòâî (2.11) âäîëü îòðåçêà ôèêñèðîâàííîé õàðàêòåðèñòèêè ïó÷êà, çà-
êëþ÷åííîãî â D \D0, íàéäåì, èñïîëüçóÿ óñëîâèå (2.12)(

∂

∂t
− ∂

∂y

)
w|y=L =

=

∫ t

t
2

[
H(τ − t+ L)w(τ − t+ L, τ)−

∫ τ

0

h(τ − α)w(τ − t+ L, α)dα

]
dτ, t ∈ (0, L).

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.14) ïðè y = L, èç ýòîãî ðàâåíñòâà, íàõîäèì

w(L, t) =
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=

∫ t

0

∫ τ

τ
2

[
H(τ1 − τ + L)w(τ1 − τ + L, τ1)−

∫ τ1

0

h(τ1 − α)w(τ1 − τ + L, α)dα

]
dτ1dτ, t ∈ (0, L).

Ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ âî âíóòðåííîì èíòåãðàëå τ íà ξ ïî ôîðìóëå τ1−τ+ l = ξ,
ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïåðåïèøåì â âèäå

w(L, t) =

=

∫ t

0

∫ L

L− τ
2

[
H(ξ)w(ξ, τ − L+ ξ)−

∫ τ−L+ξ

0

h(τ − L+ ξ − α)w(ξ, α)dα

]
dξdτ, t ∈ (0, L).

(2.18)
Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (2.11) âäîëü õàðàêòåðèñòèêè dy/dt = 1, ïîëó÷àåì(

∂

∂t
− ∂

∂y

)
w(y, t) =

=

∫ x

L+y−t
2

[
H(ξ)w(ξ, ξ + t− y)−

∫ ξ+t−y

0

h(ξ + t− y − α)w(ξ, α)dα

]
dξ, (y, t) ∈ D1\D0.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (2.18), íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ w(y, t) â îáëàñòè D1\D0 :

w(y, t) =

=

∫ t+y−L

0

∫ l

L− τ
2

[
H(ξ)w(ξ, τ − L+ ξ)−

∫ τ−L+ξ

0

h(τ − L+ ξ − α)w(ξ, α)dα

]
dξdτ+

+

∫ t

t+y−L

∫ t+y−τ

L+t+y−2τ
2

[
H(ξ)w(ξ, ξ + 2τ − t− y)−

−
∫ ξ+2τ−t−y

0

h(ξ + 2τ − t− y − α)w(ξ, α)dα

]
dξdτ.

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèè ëåììû, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì
âîëüòåððîâñêîãî òèïà ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì. Îòñþäà

w(y, t) ≡ 0, (y, t) ∈ D1\D0

è ôîðìóëà (2.16) óñòàíîâëåíà.
Ðàññìîòðèì îáëàñòü

D2 := {(y, t) : 0 < y < L, y < t < 2L− y} .

Èíòåãðèðóÿ (2.2) âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåé õàðàêòåðèñòèêè, íàõîäèì

(
∂

∂t
+

∂

∂y

)
w|y=0 = −

∫ t
2

0

[
H(ξ)w(ξ, t− ξ)−

∫ t−2ξ

0

h(α)w(ξ, t− ξ − α)dα

]
dξ, t ∈ (0, 2L).

Â ñî÷åòàíèè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2.3) ïðè y = 0 ýòî ðàâåíñòâî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü
w(y, t) ïðè y = 0 :

w(0, t) = −a−
∫ t

0

∫ τ
2

0

[
H(ξ)w(ξ, τ − ξ)−

∫ τ−2ξ

0

h(α)w(ξ, τ − ξ − α)dα

]
dξdτ, t ∈ (0, 2L).
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Èñïîëüçóÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì äëÿ w(y, t) èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.17).
Ïåðåõîäÿ â ýòîì óðàâíåíèè ê ïðåäåëó ïðè t→ y + 0, çàìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî

w(y, y + 0) = −a, y ∈ (0, L). (2.19)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (2.2) − (2.3) òåðïèò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà ïðè ïåðåõîäå
÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ëèíèè t = y. Ïðè ýòîì ñêà÷îê ôóíêöèè ðàâåí −a. Óðàâíåíèå
(2.17) ÿâëÿåòñÿ â îáëàñòè D2 óðàâíåíèåì âîëüòåððîâñêîãî òèïà. Ïîýòîìó ðåøåíèå åãî
åäèíñòâåííî â êëàññå ôóíêöèé, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó C(D2), è ìîæåò áûòü ïî-
ëó÷åíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â ýòîì êëàññå
âûòåêàåò èç ïðèíàäëåæíîñòè k(t) êëàññó C2[0, 2L]. Áîëåå òîãî, íåïîñðåäñòâåííûì äèô-
ôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (2.17) íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åãî ðåøåíèå ïðèíàäëåæèò
êëàññó C2(D2).

3. Ñâåäåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé

Ë å ì ì à 3.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû îáðàòíàÿ çàäà÷à (2.11) - (2.15)
äëÿ (y, t) ∈ D2 ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å íàõîæäåíèÿ âåêòîð - ôóíêöèé w(y, t), wt(y, t),
wtt(y, t), h(t), k0(t), k

′
0(t), k

′′
0 (t) èç ñèñòåìû, ñîñòàâëåííîé èç ðàâåíñòâà (2.18) è ñëå-

äóþùèõ óðàâíåíèé:

wt(y, t) =
a

2

∫ y

0

H(
t+ y − 2β

2
)dβ−

−
∫ t−y

2

0

[
H(ξ)w(ξ, t− y − ξ)−

∫ t−y−2ξ

0

h(α)w(ξ, t− y − ξ − α)dα

]
dξ−

−
∫ y

0

∫ t+y−2β
2

y−β

[
H(ξ)wt(ξ, t+ y − 2β − ξ) + ah(t+ y − 2β − 2ξ)−

−
∫ t+y−2β−2ξ

0

h(α)wt(ξ, t+ y − 2β − ξ − α)dα

]
dξdβ, (3.1)

wtt(y, t) =
a

4

(
H(

t+ y

2
) +H(

t− y

2
)

)
−

−ay
2
h(t− y)− 1

2

∫ y

0

H(
t+ y − 2β

2
)B(

t+ y − 2β

2
)dβ−

−
∫ t−y

2

0

[
H(ξ)wt(ξ, t− y − ξ) + ah(t− y − 2ξ)−

∫ t−y−2ξ

0

h(α)wt(ξ, t− y − ξ − α)dα

]
dξ−

−
∫ y

0

∫ t+y−2β
2

y−β

[
H(ξ)wtt(ξ, t+ y − 2β − ξ)−B(ξ)h(t+ y − 2β − 2ξ)−

−
∫ t+y−2β−2ξ

0

h(α)wtt(ξ, t+ y − 2β − ξ − α)dα

]
dξdβ, (3.2)

h(t) = H ′(
t

2
)− 1

a
H(

t

2
)B(

t

2
)− 2

a
f ′′′
0 (t)−
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−2

a

[
f ′′(0)− 3

a
[f ′(0)]

2

]
k0(t)−

4

a
f ′(0)k′0(t) + 2k′′0(t)−

2

a

∫ t

0

k0(τ)f
′′′
0 (t− τ)dτ−

−2

a

∫ t
2

0

[
H(ξ)wtt(ξ, t− ξ)− h(t− 2ξ)B(ξ)−

∫ t−2ξ

0

h(α)wtt(ξ, t− ξ − α)dα

]
dξ, (3.3)

k0(t) = −r(0) +
(
r2(0)

2
− r′(0)

)
t+

∫ t

0

(t− τ)k′′0(τ)dτ, (3.4)

k′0(t) =
r2(0)

2
− r′(0) +

∫ t

0

k′′0(τ)dτ, (3.5)

k′′0(t) = −h(t) +
(
r2(0)

4
− r′(0)

)
k0(t)−

∫ t

0

h(t− τ)k0(τ)dτ. (3.6)

Íåèçâåñòíûå ÷èñëà â ýòèõ ðàâåíñòâàõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ â íóëå çàäàííîé
ôóíêöèè f(t) è åå ïðîèçâîäíûõ, ïîíèìàåìûå êàê ïðàâûé ïðåäåë, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

r(0) = −2

a
f ′(0), r′(0) =

1

2a

[
−f ′′(0) +

2

a
[f ′(0)]

2
+ aq(0)

]
. (3.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (2.18) âûâåäåíî èç
ñîîòíîøåíèé (2.12) - (2.14). Çàìåíÿÿ âî âíåøíåì èíòåãðàëå ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (2.18)
ïåðåìåííîå èíòåãðèðîâàíèå τ íà β ïî ôîðìóëå t − τ = β è äèôôåðåíöèðóÿ åãî ïî-
ñëåäîâàòåëüíî äâà ðàçà ïî ïåðåìåííîé t, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿ (3.1), (3.2).
Ïðè ýòîì äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèå (3.1) èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (2.19), à äëÿ (3.2) -
ñîîòíîøåíèå (2.19) è ðàâåíñòâî

wt(y, y) =
a

2

∫ y

0

H(ξ)dξ =: B(y),

âûòåêàþùåå èç (3.1). Äàëåå â óðàâíåíèè (2.18) ïîëîæèì y = 0 è âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì
(2.15). Òîãäà, èìååì

f0(t) +

∫ t

0

k0(τ)f0(t− τ)dτ =

= −a−
∫ t

0

∫ τ
2

0

[
H(ξ)w(ξ, τ − ξ)−

∫ τ−2ξ

0

h(α)w(ξ, τ − ξ − α)dα

]
dξdτ, t ∈ (0, 2L).

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè îáðàòíîé çàäà÷è

f(0) = −a.

Äèôôåðåíöèðóÿ ïðåäûäóùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

f ′
0(t)− ak0(t) +

∫ t

0

k0(τ)f
′
0(t− τ)dτ =

= −
∫ t

2

0

[
H(ξ)w(ξ, t− ξ)−

∫ t−2ξ

0

h(α)w(ξ, t− ξ − α)dα

]
dξ, t ∈ (0, 2L). (3.8)

Ïîëàãàÿ çäåñü t = 0 è èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî r(0) = −k(0), âûòåêàþùåå èç (2.10), ïîëó÷àåì
r(0) = −2f ′(0). Äèôôåðåíöèðóÿ (3.8), èìååì

f ′′
0 (t) + k0(t)f

′
0(0)− ak′0(t) +

∫ t

0

k0(τ)f
′′
0 (t− τ)dτ =
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= aH(
t

2
)−

∫ t
2

0

[
H(ξ)wt(ξ, t− ξ) + ah(t− 2ξ)−

∫ t−2ξ

0

h(α)wt(ξ, t− ξ − α)dα

]
dξ, t ∈ (0, 2L).

(3.9)
Â ýòîì ðàâåíñòâå, òàêæå ïîëàãàÿ t = 0 è ïðîèçâåäÿ ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ, âûðà-
çèì r′(0), ÷åðåç èçâåñòíûå ÷èñëà ïî ôîðìóëàì (3.7) . Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå
(3.3) ïîëó÷èòñÿ â ðåçóëüòàòå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ðàâåíñòâî (3.9) . Äëÿ çàìûêàíèÿ ñè-
ñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.18) , (3.1) − (3.3) èñïîëüçóþòñÿ î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà
(3.4)−(3.6) . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû, ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
óñòàíàâëèâàåòñÿ îáû÷íûì ïðèåìîì [6].

Òåì ñàìûì ëåììà 2 äîêàçàíà.

4. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.8) è (3.1)− (3.6) â âèäå îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ

φ = Aφ (4.1)

ãäå
φ = [φ1(y, t), φ2(y, t), φ3(y, t), φ4(t), φ5(t), φ6(t), φ7(t)] =

[w(y, t), wt(y, t), wtt(y, t)+
ay

2
h(t− y), h(t)+

2

a

[
f ′′(0)− 3

a
[f ′(0)]

2

]
k0(t)+

4

a
f ′(0)k′0(t)−2k′′0(t),

k0(t), k
′
0(t), k

′′
0(t) + h(t)−

(
r2(0)

4
− r′(0)

)
k0(t)

]
− âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ ñ êîìïîíåíòàìè φi, i = 1, 7, à îïåðàòîð A îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå
ôóíêöèé φ ∈ C[D2] è â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâåíñòâàìè (2.8) è (3.1) − (3.6) èìååò âèä
A = (A1, A2, A3, A4, A5, A6, A7) :

A1φ = φ01 −
∫ t−y

0

∫ τ
2

0

[
H(ξ)φ1(ξ, t− ξ)− 1

3

∫ t−2ξ

0

[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−

−4

a
f ′(0)φ6(α)]φ1(ξ, t− ξ − α)dα

]
dξdτ −

∫ t

t−y

∫ 2τ−t+y
2

τ−t+y

[
H(ξ)φ1(ξ, 2τ − t+ y − ξ)−

−1

3

∫ 2τ−t+y−2ξ

0

[2φ7(α)+φ4(α)+3q00φ5(α)−
4

a
f ′(0)φ6(α)]φ1(ξ, 2τ−t+y−ξ−α)dα

]
dξdτ, (4.2)

A2φ = φ02 −
∫ t−y

2

0

[
H(ξ)φ1(ξ, t− y − ξ)−

−1

3

∫ t−y−2ξ

0

[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−
4

a
f ′(0)φ6(α)]φ1(ξ, t− y − ξ − α)dα

]
dξ−

−
∫ y

0

∫ t+y−2β
2

y−β

[
H(ξ)φ2(ξ, t+ y − 2β − ξ)− 1

3
[2φ7(t+ y − 2β − 2ξ) + φ4(t+ y − 2β − 2ξ)+

+3q00φ5(t+y−2β−2ξ)− 4

a
f ′(0)φ6(t+y−2β−2ξ]− 1

3

∫ t+y−2β−2ξ

0

[2φ7(α)+φ4(α)+3q00φ5(α)−

4

a
f ′(0)φ6(α)]φ2(ξ, t+ y − 2β − ξ − α)dα

]
dξdβ, (4.3)
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A3φ = φ03−
∫ t−y

2

0

[
H(ξ)φ2(ξ, t−y−ξ)+

a

3
[2φ7(t−y−2ξ)+φ4(t−y−2ξ)+3q00φ5(t−y−2ξ)−

−4

a
f ′(0)φ6(t− y − 2ξ)]− 1

3

∫ t−y−2ξ

0

[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−

−4

a
f ′(0)φ6(α)]φ2(ξ, t− y − ξ − α)dα

]
dξ −

∫ y

0

∫ t+y−2β
2

y−β

[
H(ξ)φ2(ξ, t+ y − 2β − ξ)−

ay

6
[2φ7(t+ y − 2β − 2ξ) + φ4(t+ y − 2β − 2ξ) + 3q00φ5(t+ y − 2β − 2ξ)−

−4

a
f ′(0)φ6(t+y−2β−2ξ)]− 1

3
B(ξ)[2φ7(t+y−2β−ξ)+φ4(t+y−2β−ξ)+3q00φ5(t+y−2β−ξ)−

−4

a
f ′(0)φ6(t+ y − 2β − ξ)]− 1

3

∫ t+y−2β−2ξ

0

[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−

−4

a
f ′(0)φ6(α)][φ3(ξ, t+ y − 2β − ξ − α) +

aξ

6
[2φ7(t+ y − 2β − 2ξ − α)+

+φ4(t+y−2β−2ξ−α)+3q00φ5(t+y−2β−2ξ−α)−4

a
f ′(0)φ6(t+y−2β−2ξ−α)]dα

]
dξdβ, (4.4)

A4φ = φ04 −
2

a

∫ t

0

φ5(τ)f
′′′
0 (t− τ)dτ + 2

∫ t
2

0

[
[H(ξ)φ3(ξ, t− ξ) +

aξ

6
[2φ7(t− 2ξ) + φ4(t− 2ξ)+

+q00φ5(t− 2ξ)− 4

a
f ′(0)φ6(t− 2ξ)]− B(ξ)

3
[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−

4

a
f ′(0)φ6(α)]−

−1

3

∫ t−2ξ

0

[2φ7(α) + φ4(α) + 3q00φ5(α)−
4

a
f ′(0)φ6(α)][φ3(ξ, t− ξ − α)+

+
aξ

6
[2φ7(t− 2ξ−α)+φ4(t− 2ξ−α)+3q00φ5(t− 2ξ−α)− 4

a
f ′(0)φ6(t− 2ξ−α)]dα

]
dξ, (4.5)

A5φ = φ05 +
1

3

∫ t

0

(t− τ)[φ7(τ)− φ4(τ) + q0φ5(τ) +
4

a
f ′(0)φ6(τ)]dτ, (4.6)

A6φ = φ06 +
1

3

∫ t

0

[φ7(τ)− φ4(τ) + q0φ5(τ) +
4

a
f ′(0)φ6(τ)]dτ, (4.7)

A7φ = φ07 −
1

3

∫ t

0

[2φ7(t− τ) + φ4(t− τ) + q0φ5(t− τ)− 4

a
f ′(0)φ6(t− τ)]φ5(τ)dτ, (4.8)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

φ0(y, t) = (φ01, φ02, φ03, φ04, φ05, φ06, φ07) :=[
−a, a

2

∫ y

0

H(
t+ y − 2β

2
)dβ,

a

4

(
H(

t+ y

2
) +H(

t− y

2
)

)
− 1

2

∫ y

0

H(
t+ y − 2β

2
)×

×B(
t+ y − 2β

2
)dβ,H ′(

t

2
)− 1

a
H(

t

2
)B(

t

2
)− 2

a
f ′′′
0 (t),
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−r(0) +
(
r2(0)

2
− r′(0)

)
t,
r2(0)

2
− r′(0), 0

]
.

q0 :=
5

2a
f ′′(0)− 6

a2
[f ′(0)]2 − 1

2
q(0), q00 := − 1

3a
f ′′(0) +

2

a2
[f ′(0)]2 − 1

3
q(0).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cσ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ïîðîæäåííûõ ñåìåé-
ñòâîì âåñîâûõ íîðì

||φ||σ = max{ sup
(y,t)∈D2

|φi(x, t)e−σt|, i = 1, 3, sup
t∈[0,2L]

|φj(t)e−σt|, j = 4, 7}, σ ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè σ = 0 ýòî ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì íåïðåðûâíûõ
ôóíêöèé ñ îáû÷íîé íîðìîé. Ýòó íîðìó áóäåì îáîçíà÷àòü äàëåå ∥φ∥. Â ñèëó íåðàâåíñòâà

e−σt∥φ∥ ≤ ∥φ∥σ ≤ ∥φ∥, (4.9)

íîðìû ∥φ∥σ è ∥φ∥ ýêâèâàëåíòíû äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî T ∈ (0,∞). ×èñëî σ
áóäåì âûáðàòü ïîçæå. Ïóñòü Qσ(φ0, ∥φ0∥) := {φ : ∥φ−φ0∥ ≤ ∥φ0∥} - øàð ðàäèóñà ∥φ0∥ ñ
öåíòðîì â òî÷êå φ0 íåêîòîðîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà Cσ(σ ≥ 0) , â êîòîðîì

∥φ0∥ = max(∥φ01∥, ∥φ02∥, ∥φ03∥, ∥φ04∥, ∥φ05∥, ∥φ06∥, ∥φ07∥).

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ Qσ(φ0, ∥φ0∥) èìååò ìåñòî îöåíêà

∥φ∥σ ≤ ∥φ0∥σ + ∥φ0∥ ≤ 2∥φ0∥.

Ïóñòü φ(x, t) ∈ Qσ(φ0, ∥φ0∥). Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå σ > 0 îïåðàòîð
A ïåðåâîäèò øàð â øàð, ò.å. Aφ ∈ Qσ(φ0, ∥φ0∥) . Íà ñàìîì äåëå, ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ
(4.2)− (4.8) ñîñòàâëÿÿ íîðìó ðàçíîñòåé, äëÿ (y, t) ∈ D2 èìååì

∥Aφ− φ∥σ = sup
(x,t)∈D2

|(Aφ− φ)e−σt| ≤ ∥φ0∥
σ

α0,

∥(Aφ1 − Aφ2)1∥σ = sup
(x,t)∈D2

|(Aφ1 − Aφ2)1e
−σt| ≤ ∥φ1 − φ2∥σ

σ
β0

ãäå

α0 := max

(
L

[
3H0+4∥φ0∥(3+3q00+

4

a
|f ′(0)|)L

]
, 2

[
H0

2
+L(H0+1+2q00+

4

3a
|f ′(0)|)(3

4
+9L∥φ0∥)

]
,

2

[
H0(1+

L

4
)+(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)(a

2
+
aL2

8
+
B0L

4
+∥φ0∥(2L+1+

aL

2
(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)))·3L2

]
,

2

[
2

a
F0 + 2H0 + (1 + q00 +

4

3a
|f ′(0)|)(1

2
+B0 + 2∥φ0∥(4 + a(1 + q00 +

4

3a
|f ′(0)|)))L

]
,

2(2a+ aq0 + 4|f ′(0)|) · 2L
3a

,
2(2a+ aq0 + 4|f ′(0)|)

3a
,

2

[
(r(0) + 2r00L)(3a+ 2q0 + 4)

3
+

2

9a2
L2∥φ0∥(3a+ 2q0 + 4)(2a+ q0 + 4)

])
β0 := max

(
L

[
3H0

2
+2∥φ0∥(3+3q00+

4

a
|f ′(0)|)L

]
,

[
H0

2
+L(H0+1+2q00+

4

3a
|f ′(0)|)(3

4
+18L∥φ0∥)

]
,
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[
H0(1+

L

4
)+(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)(a

2
+
aL2

8
+
B0L

4
+2∥φ0∥(2L+1+

aL

2
(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)))·3L2

]
,

[
2

a
F0+2H0+(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)(1

2
+B0+2∥φ0∥(4+a(1+q00+

4

3a
|f ′(0)|)))L

]
,
2L(2a+ aq0 + 4|f ′(0)|)

3a(
2+ 2r0 +4|f ′(0)|

)
,

[
(r(0) + 2r00L)(3a+ 2q0 + 4)

3
+

4

9a2
L2∥φ0∥(3a+2q0 +4)(2a+ q0 +4)

])
.

Êàê ñëåäóåò èç ïðîäåëàííûõ îöåíîê åñëè ÷èñëî σ âûáðàíî èç óñëîâèÿ σ > max(α0, β0),
òî îïåðàòîð A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà Qσ(φ0, ∥φ0∥). Òîãäà, ñîãëàñíî ïðèíöèïó Áàíàõà,
óðàâíåíèå (4.1) èìååò è ïðèòîì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â Qσ(φ0, ∥φ0∥) ïðè ëþáîì ôèêñè-
ðîâàííîì T > 0.

Òàê êàê k0(t) = k(t) exp (r(0)t/2) , òî ïî íàéäåííîé ôóíêöèè k0(t) ôóíêöèÿ k(t) íàõî-
äèòñÿ ïî ôîðìóëå

k(t) = k0(t) exp (−r(0)t/2) .

Òåîðåìà 1.1 äîêàçàíà.
Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 1.2. Òàê êàê óñëîâèÿ òåîðåìû1.1 âûïîëíåíû, òî ðåøåíèå (4.1)

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Qσ(φ0, ∥φ0∥) è ∥φi∥σ ≤ 2∥φ0∥, i = 1, 7. Òàêèì îáðàçîì,

max
t∈[0,2l]

|k(t)| ≤ 2∥φ0∥ exp (|r(0)|l) := h0. (4.10)

Ïóñòü φj, j = 1, 2 - âåêòîð ôóíêöèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (4.1) ñ íàáîðîì

äàííûõ

{
ρj(ψ−1(y)), µj(ψ−1(y)), f j(t)

}
, j = 1, 2, ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. ñïðàâåäëèâû óðàâ-

íåíèÿ φj = Aφj äëÿ j = 1, 2. Èçâåñòíûå ôóíêöèè ρj [ψ−1(y)] , µj [ψ−1(y)] , j = 1, 2 â
ñâîáîäíûå ÷ëåíû ýòèõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ÷åðåç
ñëîæíûå ôóíêöèè Hj(y), qj(y), sj(y), j = 1, 2. Ïåðåõîäÿ â ýòèõ âûðàæåíèÿõ ê ðàçíî-
ñòÿì ρ1− ρ2, µ1−µ2, ïîäîáíî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî â êíèãå [7, ñ.95-110], èç ðàññóæäåíèé,
ïðîâåäåííûõ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, äëÿ σ ≥ σ∗ ïîëó÷èì îöåíêó∥∥φ1 − φ2

∥∥
σ
≤ C0γ +

σ∗

σ

∥∥φ1 − φ2
∥∥
σ
, (4.11)

ãäå

γ := ∥ρ1 − ρ2∥C3[0,ψ−1(l] + ∥µ1 − µ2∥C3[0,ψ−1(l] + ∥f 1 − f 2∥C2[0,2l]

è ïîñòîÿííàÿ C0 çàâèñèò îò òåõ ïàðàìåòðîâ, ÷òî è C â òåîðåìå 2. Èç íåðàâåíñòâ (4.9) è
(4.11) ñëåäóåò îöåíêà ∥∥k10 − k20

∥∥ ≤ C1γ,

ñ ïîñòîÿííîé σC0/(σ− σ∗). Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ óðàâíåíèå (4.9) äëÿ {k1, k10} , {k2, k20} è
èñïîëüçóÿ (4.11), ïîëó÷èì îöåíêó (1.6).
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The one-dimensional inverse problem for the equation of

viscoelasticity in a bounded domain.

c⃝ J. Sh. Safarov 2

Abstract. One-dimensional integro-di�erential equation, which arises in the theory of
viscoelasticity with density ρ = ρ(x) and Lame coe�cients µ = µ(x), λ = λ(x) is considered.
This problem is studied in a bounded domain with respect to x , exactly on segment [0, l] . The
initial conditions are zero. The boundary conditions are a function of the stress at the left end of
segment [0, l] in the form of a concentrated source of perturbation, and on the right - zero. For the
direct problem we study the inverse problem of determining the kernel belonging to the integral
term of the equation, for supplementary information about the function of the displacement at
x = 0 . The inverse problem is replaced by an equivalent system of integral equations for the
unknown functions. To the system in the space of continuous functions with weighted norms, the
principle of contraction mappings is applied. Theorems global unique solvability and stability of
the solution of the inverse problem are proved.

Key Words: inverse problem, equation of viscoelasticity, the kernel of the integral, integro-
di�erential equation, delta function, stress function

2 Programmer 1 category Center of Information Technologies, Tashkent University of Information
Technologies, Tashkent; j.safarov65@mail.ru.
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ÓÄÊ 517.9

Îá îäíîì êëàññå ëîêàëüíî ïðèâîäèìûõ íåëèíåéíûõ

ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ

âîçìóùåíèÿìè â âèäå îäíîðîäíûõ âåêòîðíûõ

ïîëèíîìîâ

c⃝ Ï.À. Øàìàíàåâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïîëó÷åíî ðàñøèðåíèå êëàññà ëîêàëüíî ïðèâîäèìûõ íåëèíåéíûõ ñè-
ñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ âîçìóùåíèÿìè â âèäå îäíîðîäíûõ âåê-
òîðíûõ ïîëèíîìîâ ê ëèíåéíûì ñèñòåìàì ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îñ-
íîâàí íà ïîñòðîåíèè íåëèíåéíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé ñèñòåì. Äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåëèíåéíîãî
ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè òåîðåìû î íåïîäâèæíîé òî÷êè îïå-
ðàòîðà, â ÷àñòíîñòè ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå â ñòàòüå
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé âïðàâî íà áåñêîíå÷íûé ïîëóèíòåðâàë è âëåâî
íà êîíå÷íûé èíòåðâàë, à òàê æå îöåíêè íîðì ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ïîêàçàíî, ÷òî
íåëèíåéíûé îïåðàòîð, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîñòðîåíî íåëèíåéíîå ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ. Ðàññìîòðåí ïðèìåð íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, äëÿ êîòîðîãî äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëîêàëüíàÿ ïðèâîäèìîñòü, íåëèíåéíûå ëÿïóíîâñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ,
íåëèíåéíûå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïåðàòîð ñæàòèÿ, íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà, ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé.

1. Ââåäåíèå

Äëÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîíÿòèå ïðèâîäèìîñòè ââåäåíî â
çíàìåíèòîé ðàáîòå À.Ì.Ëÿïóíîâà "Îáùàÿ çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ"[1]. Â ñëó÷àå
íåëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîíÿòèå ïðèâîäèìîñòè áóäåì ïîíèìàòü
â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ Å.Â.Âîñêðåñåíñêîãî, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [2].

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= f(t, x), (1.1)

ãäå x ∈ Rn , à âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t, x) òàêàÿ, ÷òî

f ∈ C (k,l)(T × Rn,Rn), k ≥ 0, l ≥ 1, T = [T,+∞), f(t, 0) ≡ 0. (1.2)

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü T ≥ 0 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ñèñòåì âèäà (1.1) ñóùåñòâóåò ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé, îïðåäåëåí-

íûõ ïðè âñåõ t ≥ T , ïðè÷åì ýòè ðåøåíèÿ çàïîëíÿþò íåêîòîðóþ îáëàñòü D ïðîñòðàíñòâà
Rn+1 :

D =
{
(t, x) : t ∈ T , x ∈ Xt, Xt ⊆ Rn

}
,

ãäå Xt (t ∈ T ) � îáëàñòè, ñîäåðæàùèå îêðåñòíîñòü íóëÿ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò øàð Sp ⊂ Rn ,
ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà p > 0 , òàêîé, ÷òî Sp ⊂ Xt ïðè âñåõ t ∈ T .

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru
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Åñëè ó ñèñòåìû âèäà (1.1) ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) , ãäå (t0, x0) ∈ T × Rn , îïðåäåëåíû ïðè
âñåõ t ≥ T , òî ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.1) îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì Ξ [2], [3].

Åñëè æå ó ñèñòåìû âèäà (1.1) ñóùåñòâóåò ñîâîêóïíîñòü ðåøåíèé x(t : t0, x0) , îïðå-
äåëåííûõ ïðè âñåõ t ≥ T , ëèøü òîëüêî ïðè (t0, x0) ∈ D , òî ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1.1) îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Ω .

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Xt = Rn ïðè âñåõ t ∈ T , òî â ýòîì ñëó÷àå D = T × Rn . Îòêóäà
ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t0, x0) ∈ T ×Rn âñå ðåøåíèÿ ñèñòåì èç ìíîæåñòâà Ω îïðåäåëåíû
ïðè âñåõ t ≥ T . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâà Ω è Ξ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àå Ξ ⊆ Ω .

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå x = φ(t, y) èç ëÿïóíîâñêîé ãðóïïû (LG,Ξ) (ñì. [2]) íà
ìíîæåñòâå Ω . Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ∈ T ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

x = φt(y), x, y ∈ Rn.

Òàê êàê îòîáðàæåíèå φt ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì ïðîñòðàíñòâà
Rn íà ñåáÿ, òî

x = φt(y), y ∈ Vt, x ∈ Ut = φt
(
Vt
)
, (1.3)

(ãäå Vt ⊂ Rn � îáëàñòü, ñîäåðæàùàÿ îêðåñòíîñòü íóëÿ) òàêæå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷-
íûì îòîáðàæåíèåì îáëàñòè Vt íà îáëàñòü Ut .

Â ðàáîòå [9] ââåäåíî îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Äîïîëíèì åãî ñëåäóþùèì îáðàçîì

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Äâå ñèñòåìû èç ìíîæåñòâà Ω íàçîâåì ëîêàëüíî ïðè-
âîäèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå φ ∈ (LG,Ξ) òàêîå, ÷òî ïðè êàæäîì ôèê-
ñèðîâàííîì t ∈ T äèôôåîìîðôèçì

φt : Vt 7→ Ut, (1.4)

(çäåñü, Xt ⊃ Vt , Ut � îáëàñòè, ñîäåðæàùèå îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò øàð
Sp ⊂ Rn ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà p > 0 , òàêîé, ÷òî Sp ⊂ Vt, Ut ïðè âñåõ t ∈ T ), ïå-
ðåâîäèò òî÷êè y ∈ Vt , ïðèíàäëåæàùèå ðåøåíèÿì îäíîé ñèñòåìû, â ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè x ∈ Ut äðóãîé ñèñòåìû.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïóñòü Xt = Rn ïðè âñåõ t ∈ T , è êðîìå ýòîãî, Vt è Ut ïðè
âñåõ t ∈ T òàêæå ñîâïàäàþò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì Rn Òîãäà, åñëè äâå ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïðèâîäèìûìè ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (1.1.),
òî, âñå ðåøåíèÿ îäíîé ñèñòåìû ïåðåâîäÿòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì φ ∈ (LG,Ξ) â ðåøåíèÿ
äðóãîé ñèñòåìû, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýòè ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ïðèâîäèìûìè â ñìûñëå
ðàáîò [2], [3].

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Åñëè Ω ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåéíûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, òî èç ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè äâóõ ñèñòåì èç Ω ñëåäóåò
èõ ïðèâîäèìîñòü ïî Ëÿïóíîâó.

Â ðàáîòàõ [4], [5] è [9] ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäèìîñòè íåëèíåéíûõ ñèñòåì
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [9], [10]�[14].
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èç Ω âèäà

dx

dt
= Ax+ P (t, x), (2.1)

ãäå P (t, x) � îäíîðîäíûé âåêòîðíûé ïîëèíîì ñòåïåíè q ≥ 1 îòíîñèòåëüíî x , ïðè÷åì
âåêòîð-ôóíêöèÿ P (t, x) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî t ( t ∈ T ). Ïðèìåíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ èç
ðàáîòû [6], ïîëó÷èì

P (t, x) =

P
(q)
1 (t, x)
. . .

P
(q)
n (t, x)

 (2.2)

P
(q)
i (t, x) =

∑
|p|=q

ψ(i)
p (t)xp, i = 1, . . . , n, (2.3)

çäåñü xp = xp11 . . . xpnn ,ψ
(i)
p (t) = ψ

(i)
p1,...,pn(t) , |p| = p1 + . . .+ pn , p = (p1, . . . , pn) , pi ∈ N0 , N0

� ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|ψ(i)
p (t)| ≤ ψ(t) ≤ C ∀ t ≥ T, i = 1, . . . , n; |p| = q,

ãäå C ∈ R .
Ñòàâèòñÿ çàäà÷à î ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

(2.1) ê ëèíåéíîé ñèñòåìå
dy

dt
= Ay, (2.4)

ãäå y ∈ Rn , A � ïîñòîÿííàÿ (n× n) � ìàòðèöà.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Λ � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî èç âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ; λ � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî èç âåùåñòâåííûõ ÷àñòåé ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A ; m1 + 1 � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê æîðäàíîâîé êëåòêè
ìàòðèöû A , ñîîòâåòñâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâ-
íà λ ; m2+1 � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê æîðäàíîâîé êëåòêè ìàòðèöû A , ñîîòâåòñâóþùèé
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ, âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ðàâíà Λ .

Ïóñòü Y (t−s) � ìàòðèöà Êîøè ëèíåéíîé ñèñòåìû (3.2), íîðìèðîâàííàÿ â íóëå. Òîãäà
äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû îöåíêè [7, ñ.302]

||Y (t− s)|| ≤ K1e
Λ(t−s)ρm2(t− s) t ≥ s, (2.5)

∥Y (t− s)∥ ≤ K2e
λ(t−s)ρm1(t− s) t ≤ s, (2.6)

ãäå K � êîíñòàíòà;

ρβ(t) =

{
1 åñëè | t | < 1,

| t |β åñëè| t | ≥ 1.
(2.7)

ãäå β � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
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3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü áîëåå øèðîêèé
êëàññ ñèñòåì âèäà (2.1), îáëàäàþùèå ïðîäîëæèìûìè ðåøåíèÿìè âïðàâî íà ïîëóèíòåðâàë
[t0,+∞) , ïî ñðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè ëåììû 2.1 ðàáîòû [10].

Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü ïðè Λ < 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|t qm2ψ(t)| ≤ d1 ∀ t ≥ T, (3.1)

à ïðè Λ ≥ 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë

+∞∫
T

e(q−1)Λττ qm2ψ(τ)dτ. (3.2)

Òîãäà ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) ñèñòåìû (2.1), íà÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ (t0, x0) ∈ D1 , ãäå

D1 = {(t, v) : (q − 1)K1||v||q−1

+∞∫
t

e(q−1)Λ(τ−t)τ qm2ψ(τ)dτ < 1}, (3.3)

ïðîäîëæèìû âïðàâî ïðè âñåõ t ≥ t0 , ïðè÷åì äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥x(t : t0, x0)∥ ≤ KD1e
Λ(t−t0)ρm2(t− t0)||x0||, t ≥ t0. (3.4)

ãäå

KD1 =
11− (q − 1)K1||v||q−1

+∞∫
t0

e(q−1)Λ(τ−t0)τ qm2ψ(τ)dτ

q−1 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 2.1 èç ðàáîòû [10]

Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü 0 < λ < Λ < qλ . Òîãäà ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) ñèñòåìû (2.1),
íà÷àëüíûå äàííûå êîòîðûõ (t0, x0) ∈ D2 , ãäå

D2 = {(t, v) : (q − 1)K2||v||q−1

t∫
T

e(q−1)λ(τ−t)τ qm1ψ(τ)dτ < 1}, (3.5)

ïðîäîëæèìû âëåâî ïðè âñåõ t ≤ t0 , ïðè÷åì äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥x(t : t0, x0)∥ ≤ KD2e
λ(t−t0)ρm1(t− t0)||x0||, t ≤ t0. (3.6)

ãäå

KD2 =
11− (q − 1)K2||v||q−1

t0∫
T

e(q−1)λ(τ−t0)τ qm1ψ(τ)dτ

q−1 .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàïèøåì ðåøåíèå x(t : t0, x0) ñèñòåìû (2.1) â èíòåãðàëüíîé
ôîðìå

x(t) = Y (t− t0)x0 −
t0∫
t

Y (t− s)P (s, x(s))ds, t ≤ t0. (3.7)

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (2.6), ïîëó÷èì

∥x(t : t0, x0)∥ ≤ K2e
λ(t−t0)ρm1(t− t0)||x0||+

+ K2

t0∫
t

eλ(t−τ)ρm1(t− τ)ψ(τ) ∥x(τ : t0, x0)∥q dτ. (3.8)

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî (3.8) ñëåäóþùèì îáðàçîì

∥x(t : t0, x0)∥ e−λ(t−t0)
1

ρm1(t− t0)
≤ K2||x0||+

+K2

t0∫
t

e(q−1)λ(τ−t0)ρqm1(τ − t0)ψ(τ)

[
||x(τ : t0, x0)||e−λ(τ−t0)

1

ρm1(τ − t0)

]q
dτ. (3.9)

Ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

ξ(t) = ∥x(t : t0, x0))∥ e−λ(t−t0)
1

ρm1(t− t0)
, (3.10)

è äåëàÿ çàìåíó â íåðàâåíñòâå (3.9), ïîëó÷èì

ξ(t) ≤ K2||ξ0||+K2

t0∫
t

e(q−1)λ(τ−t0)τ qm1ψ(τ)[ξ(τ)]qdτ, t ≤ t0.

Äàëåå, ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû Áèõàðè ([8, ñ.112]) â
ñëó÷àå t ≤ t0 è ïîëàãàÿ â îáîçíà÷åíèÿõ ðàáîòû [8] Φ(u) = um , ïîëó÷èì

ξ(t) ≤ KD2ξ0, t ≤ t0.

Äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïî ôîðìóëå (3.10), ïîëó÷èì îöåíêó (3.6). Ëåììà 3.2. äîêàçàíà.
Â ðàáîòå [10] ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè ñèñòåì (2.1) è

(3.2), òðåáóþùèå ïðè qΛ− λ < 0 âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ

tm1+qm2ψ(t) → 0 t→ +∞, (3.11)

à ïðè qΛ− λ ≥ 0 ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

+∞∫
T

e(qΛ−λ)ssm1+qm2ψ(s)ds. (3.12)

Ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü áîëåå øèðîêèé êëàññ ëî-
êàëüíî ïðèâîäèìûõ ñèñòåì âèäà (2.1).
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ñïðàâåäëèâû âñå óñëîâèÿ ëåìì 3.1. è 3.2. Òîãäà, äëÿ òîãî
÷òîáû ñèñòåìû (2.1) è (3.2) áûëè ëîêàëüíî ïðèâîäèìûìè äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îäíîãî
èç óñëîâèé

1) ïðè qΛ < λ ≤ Λ < 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|tm1+qm2ψ(t)| ≤ C1 <
λ− qΛ

K2

∀ t ≥ T, (3.13)

2) ïðè qΛ− λ ≥ 0 è Λ− qλ ≥ 0 ñõîäèòñÿ èíòåãðàë (3.12),

3) ïðè 0 < λ < Λ < qλ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|tqm1+m2ψ(t)| ≤ C2 <
qλ− Λ

K1C2

∀ t ≥ T. (3.14)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2), äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ
àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì ðàáîòû [10].

Ïóñòü ñïðàâåäëèâî óñëîâèå 1) qΛ < λ ≤ Λ < 0 .
Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ φ0(s, t, v) ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ0(s, t, v) =

x(s : t, v), ïðè ||v|| < R(t)

x

(
s : t,

v

||v||
R(t)

)
, ïðè ||v|| ≥ R(t),

(3.15)

ãäå

R(t) =

[
−Λ

K1d1

]q−1

eΛt.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà D1 â ëåììå 3.1. ñëåäóåò, ÷òî

φ0(s, t, v) = x(s : t, v), åñëè (t, v) ∈ D1. (3.16)

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ëèíåéíîãî âêëþ÷åíèÿ [7, ñ.557] ê ðàçíîñòè ðåøåíèé x(1)(t : t0, u) è
x(2)(t : t0, v) ñèñòåìû (2.1). Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.4), ïîëó÷èì

∥x(1)(t : t0, u)− x(2)(t : t0, v)∥ ≤ K2e
Λ(t−t0)ρm2(t− t0)||u− v||, t ≥ t0. (3.17)

Òîãäà âåêòîð-ôóíêöèÿ φ0(s, t, v) , îïðåäåëåííàÿ ïî ôîðìóëå (3.15), óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííîé v âî âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn [7, ñ.555]

||φ0(s, t, v)− φ0(s, t, u)|| ≤ K2e
Λ(t−t0)ρm2(t− t0)||u− v||, t ≥ t0, ∀u, v ∈ Rn. (3.18)

Â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Φv = −
+∞∫
t

Y (t− s)P (s, φ0(s, t, v))ds, (3.19)

ãäå φ0 � îïðåäåëåí ïî ôîðìóëå (3.15).
Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ â Rn . Ïóñòü u , v ∈ Rn . Òîãäà,

ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 1) òåîðåìû è (3.18), ïîëó÷èì

||Φu− Φv|| ≤ K2e
(λ−qΛ)t

+∞∫
t

e(qΛ−λ)ssm1+qm2ψ(s)ds||u− v||.
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Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.13), ïîëó÷èì

||Φu− Φv|| ≤ θ1||u− v||, θ1 =
K2C1

λ− qΛ
< 1, ∀ u, v ∈ Rn.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé 3) 0 < λ ≤ Λ < qλ .
Îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ φ0(s, t, v) ïî ôîðìóëå (3.15), ãäå

R(t) =

(
λ

K2

) 1
q−1

 t∫
T

e(q−1)λ(τ−t)τ qm1ψ(τ)dτ

− 1
q−1

.

Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà D2 â ëåììå 3.2. ñëåäóåò, ÷òî

φ0(s, t, v) = x(s : t, v), åñëè (t, v) ∈ D2.

Â ïðîñòðàíñòâå Rn ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Φv = −
t∫

T

Y (t− s)P (s, φ0(s, t, v))ds. (3.20)

Ïîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ â Rn . Ïóñòü u , v ∈ Rn . Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 3) òåîðåìû è (3.18), ïîëó÷èì

||Φu− Φv|| ≤ K1e
(Λ−qλ)t

t∫
T

e(qλ−Λ)ssqm1+m2ψ(s)ds||u− v||.

Ó÷èòûâàÿ îöåíêó (3.14), ïîëó÷èì

||Φu− Φv|| ≤ θ2||u− v||, θ2 =
K1C2

qλ− Λ
< 1, ∀ u, v ∈ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ â Rn . Êðîìå òîãî, îïåðàòîð
Φ ïåðåâîäèò Rn â Rn .

Òàê êàê Rn � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ï.10.1 [7, ñ.506] âûïîë-
íåíû, è ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì u ∈ Rn óðàâíåíèå

v = u+ Φv (3.21)

èìååò â Rn åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ëþáîãî ýëåìåíòà v(0) ∈ Rn .

Ïîëàãàÿ L = I−Φ , ãäå I � òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð â Rn , çàïèøåì óðàâíåíèå (3.21)
â âèäå

Lv = u.

Òàê êàê îíî èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîì u ∈ Rn , òî ñóùåñòâóåò [7] îáðàò-
íûé îïåðàòîð L−1 òàêîé, ÷òî

L−1u = v.

Ïîëîæèì
φ(t, v) ≡ Lv ∀ t ≥ T, (3.22)
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φ−1(t, u) ≡ L−1u ∀ t ≥ T. (3.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå φ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ T ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì [7], ïðè÷åì

∥φ(t, u)∥ ≤ c1∥u∥, u ∈ Rn, t ≥ T.

∥φ−1(t, v)∥ ≤ c2∥v∥, v ∈ Rn, t ≥ T.

Êðîìå ýòîãî, ïðåîáðàçîâàíèÿ φ è φ−1 ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïî ïåðâîé è
íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî âòîðîé ïåðåìåííûì [9].

Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå y = φ(t, x) ïðè (t, x) ∈ D1 â ñëó÷àå 1) è (t, x) ∈ D2

â ñëó÷àå 3) óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè ñèñòåì
(2.1) è (3.2).

Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðàçîâàíèÿ (3.22) è (3.23) óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ 1.1 è ÿâëÿ-
åòñÿ ëÿïóíîâñêèìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìû (2.1) è (3.2) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïðèâîäèìû.
Òåîðåìà 3.1 äîêàçàíà.

4. Ïðèìåð ëîêàëüíî ïðèâîäèìîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

dt
= αx+ ψ(t)xq, t ≥ 0, (4.1)

ãäå x ∈ R , q ≥ 2 , α � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð, ψ(t) � ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ
ïî t ∈ [0,+∞) , 0 < ψ(t) ≤ C ïðè âñåõ t ≥ 0 , C � êîíñòàíòà.

Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0 äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) èìååò
âèä

x(t : t0, x0) =
x0 e

α (t−t0)[
1− (q − 1)xq−1

0

t∫
t0

eα (q−1)(s−t0)ψ(s)ds

] 1
q−1

(4.2)

Èç ôîðìóëû (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò êàê ïðîäîëæèìûå, òàê è íåïðîäîëæèìûå
ðåøåíèÿ âïðàâî íà ïîëóèíòåðâàë [t0,+∞) . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1)
áûëè ïðîäîëæèìû âïðàâî íà ïîëóèíòåðâàë [t0,+∞) , íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû
âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

1− (q − 1)xq−1
0

t∫
t0

eα (q−1)(s−t0)ψ(s)ds > 0, ∀ t ≥ t0. (4.3)

Èç óñëîâèÿ (4.3), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîäîëæèìîñòè âïðàâî ðåøåíèé ïðè âñåõ t ≥ t0 ,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî áû íà÷àëüíûå äàííûå (t0, x0) óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèþ

(q − 1)xq−1
0

+∞∫
t0

eα (q−1)(s−t0)ψ(s)ds < 1. (4.4)

Â ïðåäïîëîæåíèè ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ (4.4), èññëåäóåì íà ëîêàëüíóþ ïðèâîäè-
ìîñòü óðàâíåíèå (4.1) ê óðàâíåíèþ

dy

dt
= αy, (4.5)
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Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü óñëîâèé ëåììû 3.1. è òåîðåìû 3.1.
Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1) íàéäåì Λ = λ = α , m1 = m2 = 0 . Ñðàâíèâàÿ óñëîâèå (4.4) ñ

óñëîâèÿìè (3.1), (3.3) è (3.3) ëåììû 3.1., çàêëþ÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ ëåììû âûïîëíÿþòñÿ
è ÿâëÿþòñÿ êàê äîñòàòî÷íûìè, òàê è íåîáõîäèìûìè, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæèìûõ
ðåøåíèé âïðàâî íà ïîëóèíòåðâàë [t0,+∞) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4.1).

Äëÿ ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àè êîãäà α < 0 , α = 0 è
α > 0 .

Ïóñòü α < 0 . Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 1) qΛ < λ ≤ Λ < 0 òåîðåìû, ïðè÷åì
îöåíêà (3.13) ïðèíèìàåò âèä

|ψ(t)| ≤ C1 < −(q − 1)α ∀ t ≥ T, (4.6)

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.1) è (4.5)
äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ îöåíêè (4.6).

Ïóñòü α = 0 . Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 2) λ ≤ 0 ≤ Λ < qΛ è èíòåãðàë (3.12)
ïðèíèìàåò âèä

+∞∫
T

ψ(s)ds. (4.7)

Òîãäà, äëÿ ëîêàëüíîé ïðèâîäèìîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.1) è (4.5) ïðè âñåõ
q ≥ 2 äîñòàòî÷íî ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (4.7).

Ïóñòü α > 0 . Ýòîò ñëó÷àé òàê æå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ 2) òåîðåìû è èíòåãðàë (3.12)
ïðèíèìàåò âèä

+∞∫
T

eα (q−1)sψ(s)ds. (4.8)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè óñëîâèè ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà (4.8) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
(4.1) è (4.5) ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíî ïðèâîäèìûìè ïðè âñåõ q ≥ 2 .
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On a class of locally reducible nonlinear systems of

ordinary di�erential equations with perturbations in the

form of homogeneous vector polynomials

c⃝ P.A. Shamanaev2

Abstract. The article received a extension of the class is locally reducible nonlinear systems of
ordinary di�erential equations with perturbations in the form of homogeneous vector polynomials
to linear systems with constant matrix. The method of proof is based on constructing a nonlinear
Lyapunov transformation, linking the corresponding solutions of linear and nonlinear systems.
The proof of the existence of a nonlinear Lyapunov transformation based on the application of
the theorem on a �xed point operator, in particular the contraction mapping principle. Using
the information in the article su�cient conditions of extendibility decisions right on the endless
pollinterval and left on the �nal interval, as well as estimates for the norms of solutions of nonlinear
systems, the author showed that the nonlinear operator based nonlinear Lyapunov transformation
is an operator of compression. The article considers the example of a nonlinear di�erential equation,
for which su�cient conditions for local reducibility are necessary.

Key Words: local reducibility, nonlinear Lyapounov transformations, nonlinear systems of
ordinary di�erential equations, compression operator, a �xed point of the operator, extendibility
of solutions

2 Associate Professor of the Department of Applied Mathematics, Di�erential Equations and Theoretical
Mechanics, Ogarev Mordovia State University, Saransk; korspa@yandex.ru

Zhurnal SVMO. 2015. V. 17, No. 3



66 Ò. Ê. Þëäàøåâ

ÓÄÊ 517.968

Î ðàçðåøèìîñòè îäíîé ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ôðåäãîëüìà

÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî
èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì. Ðàçðàáîòàí ìåòîä âûðîæäåííîãî ÿäðà äëÿ ñëó÷àÿ èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Îò-
ëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî óäàëîñü ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìó-
ëó âû÷èñëåíèÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñìåøàííîé çàäà÷è. Íåëèíåéíàÿ ñìåøàííàÿ çàäà÷à
ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñî ñëîæíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ñèñòåìà èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíà êàê ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðè âûïîëíåíèè îïðåäå-
ëåííîãî óñëîâèÿ. Íàéäåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèé
âûÿâëÿòü íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè äàííîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíî íåëèíåéíîå èíòå-
ãðàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Äîêàçàíà òåîðåìà îá
îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.
Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå
òèïà Ôðåäãîëüìà, âûðîæäåííîå ÿäðî, àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îäíîçíà÷íàÿ ðàç-
ðåøèìîñòü

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ â îáëàñòè Ω ≡ ΩT × Ω l èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåä-
ãîëüìà âèäà

∂ 4u(t, x)

∂ x ∂ t3
− λ

T∫
0

K(t, s)u(s, x)ds =

= p 1(t) ·
T∫

0

u(s, x)ds+ p 2(t) · f

x, T∫
0

l∫
0

H(s, y)u(s, y)dyds

 (1.1)

ñî ñìåøàííûìè óñëîâèÿìè

u(0, x) = φ 1(x), u(T, x) = φ 2(x), u t(0, x) = φ 3(x), x ∈ Ω l, (1.2)

u(t, 0) = ψ(t), t ∈ ΩT , (1.3)

ãäå p k(t) ∈ C(ΩT ), k = 1, 2 , f(x, γ) ∈ C(Ω l) × R) , φ k(x) ∈ C 1(Ω l), k = 1, 3 , K(t, s) =
n∑
i=1

a i(t)b i(s) , 0 < a i(t), b i(s) ∈ C(ΩT ) , ψ(t) ∈ C(ΩT ) , ΩT ≡ [0, T ] , Ω l ≡ [0, l] , λ �

ïàðàìåòð, 0 <
T∫
0

l∫
0

|H(t, x)|dxdt <∞ .

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursunbay@rambler.ru
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåé-
íîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà ñ âûðîæäåííûì ÿäðîì.

Ïîä ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.3) ïîíèìàåì ôóíêöèþ u(t, x) ∈ C 3,1(Ω) ,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (1.1) è ñìåøàííûì óñëîâèÿì (1.2) è (1.3).

Îòìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ìíîãèõ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ â ðå-
àëüíîì ìèðå, ÷àñòî ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé, íå èìåþùèõ
àíàëîãîâ â êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå. Òåîðèÿ ñìåøàííûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ñèëó åå ïðèêëàäíîé âàæíîñòè â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðåäñòàâëÿþò
áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [1].

Èçó÷åíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïîñâÿùåíî áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàáîò (ñì., íàïð. [2] � [7]). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [3] èçó÷åíû âîïðîñû ïîëíîé
êëàññèôèêàöèè è ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Çäåñü ïîëó÷åíû êîíêðåòíûå
òèïû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èí-
òåðåñ äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî ñëåäóåò èññëåäîâàòü
óðàâíåíèþ (1.1). Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì è ñîâåðøåíñòâîâàíèåì
ìåòîäèêè ðàáîò [8] � [15].

2. Ñâåäåíèå çàäà÷ó (1.1) � (1.3) ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ

c i(x) =

T∫
0

b i(s)u(s, x)ds (2.1)

óðàâíåíèå (1.1) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

∂ 4u(t, x)

∂ x ∂ t3
= λ

n∑
i=1

a i(t) · c i(x) + p 1(t) ·
T∫

0

u(s, x)ds+ p 2(t) · f(x, γ),

ãäå γ =
T∫
0

l∫
0

H(s, y)u(s, y)dyds ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé êîíñòàíòîé.

Ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

∂ 3u(t, x)

∂ t3
= E(t) + λ

n∑
i=1

a i(t)

x∫
0

c i(y)dy+ p 1(t) ·
x∫

0

T∫
0

u(s, y)dsdy+ p 2(t) ·
x∫

0

f(y, γ)dy, (2.2)

ãäå E(t) � íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå ΩT ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíî íèæå.
Èñïîëüçîâàíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè Ãðèíà ñ ó÷åòîì óñëîâèé (1.2) â (2.2) äàåò

u(t, x) = h(t, x) +

T∫
0

G(t, s)E(s)ds+
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+λ
n∑
i=1

µ i(t)

x∫
0

c i(y)dy + q 1(t) ·
x∫

0

T∫
0

u(s, y)dsdy + q 2(t) ·
x∫

0

f(y, γ)dy, (2.3)

ãäå

h(t, x) =

(
1− t2

T 2

)
φ 1(x) +

t2

T 2
φ 2(x) +

(
t− t2

T 2

)
φ 3(x),

G(t, s) =

{
sT−ts
2T 2 (ts+ sT − 2tT ), 0 ≤ s ≤ t,

− t2

2T 2 (T − s)2, t ≤ s ≤ T,

µ i(t) =

T∫
0

G(t, s)a i(s)ds, q k(t) =

T∫
0

G(t, s)p k(s)ds, k = 1, 2.

Ó÷åò óñëîâèÿ (1.3) â (2.2) äàåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà ïåðâîãî ðîäà îò-
íîñèòåëüíî ôóíêöèè E(t)

T∫
0

G(t, s)E(s)ds = g(t), (2.4)

ãäå g(t) = ψ(t)− h(t, 0) .
Ïî õàðàêòåðó ïîñòàíîâêè çàäà÷: ψ(0) = φ 1(0) , òî åñòü ψ(0) = h(0, 0) . Ïðåäïîëîæèì,

÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

ψ(t) = h(t, 0), t ∈ ΩT . (2.5)

Òîãäà óðàâíåíèå (2.4) ïðèìåò âèä

T∫
0

G(t, s)E(s)ds = 0,

òî åñòü èç ïðàâîé ÷àñòè (2.3) èñ÷åçíåò âòîðîå ñëàãàåìîå:

u(t, x) = h(t, x) + λ

n∑
i=1

µ i(t)

x∫
0

c i(y)dy + q 1(t) ·
x∫

0

T∫
0

u(s, y)dsdy + q 2(t) ·
x∫

0

f(y, γ)dy. (2.6)

Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.5) âûïîëíèìîå. Åñëè φ 2(0) = φ 3(0) = 0 , òî îíî åùå óïðîùà-
åòñÿ

ψ(t) =

(
1− t2

T 2

)
φ 1(0).

ßñíî, ÷òî E(t) = 0, t ∈ (0, T ) . Ïîäñòàâëÿÿ (2.6) â (2.1), èìååì

c i(x) =

T∫
0

b i(s) [h(s, x)+

+λ
n∑
j=1

µ j(s)

x∫
0

c j(y)dy + q 1(s) ·
x∫

0

T∫
0

u(θ, y)dθdy + q 2(s) ·
x∫

0

f(y, γ)dy

 ds. (2.7)
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Ïðèìåì îáîçíà÷åíèÿ

A ij =

T∫
0

b i(s)µ j(s)ds,

B i(x) =

T∫
0

b i(s)

h(s, x) + q 1(s) ·
x∫

0

T∫
0

u(θ, y)dθdy + q 2(s) ·
x∫

0

f(y, γ)dy

 ds. (2.8)

Òîãäà èç (2.7) ïîëó÷àåì îòíîñèòåëüíî c i(x) ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé (ÑÈÓ)

c i(x)− λ

n∑
j=1

A ij

x∫
0

c j(y)dy = B i(x), i = 1, n. (2.9)

ÑÈÓ (2.9) ðåøèì ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ

c i(x) = − 1

ω
c′i(x), 0 < ω = const, i = 1, n. (2.10)

Èç óñëîâèÿ (2.1) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (1.3) ïîëó÷èì

c i(0) =

T∫
0

b i(s) · ψ(s)ds.

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ïîäñòàâèì (2.10) â ÑÈÓ (2.9). Òîãäà ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî c i(x)
ñëåäóþùóþ ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑÀÓ)

c i(x) +
λ

ω

n∑
j=1

A ij · c j(x) = B i(x), i = 1, n. (2.11)

ãäå

B i(x) = B i(x) +
λ

ω

n∑
j=1

A ij

T∫
0

b i(s) · ψ(s)ds. (2.12)

Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (2.11) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà ïðè ëþáûõ êîíå÷íûõ
B i(x) , åñëè âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå

∆(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ

ω
A11

λ
ω
A12 . . . λ

ω
A1n

λ
ω
A21 1 + λ

ω
A22 . . . λ

ω
A2n

...
...

. . .
...

λ
ω
An1

λ
ω
An2 . . . 1 + λ

ω
Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.13)

Îïðåäåëèòåëü ∆(λ) â (2.13) åñòü ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî λ ñòåïåíè íå âûøå n . Óðàâ-
íåíèå ∆(λ) = 0 èìååò íå áîëåå n ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Ýòè êîðíè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
÷èñëàìè ÿäðà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1). Äðóãèå çíà÷åíèÿ λ ÿâëÿþò-
ñÿ ðåãóëÿðíûìè, ïðè êîòîðûõ óñëîâèå (2.13) âûïîëíÿåòñÿ. Äëÿ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé λ
ñèñòåìà (2.11) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè ëþáîé êîíå÷íîé è íåíóëåâîé ïðàâîé ÷à-
ñòè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òàêèõ ðåãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ óñòàíàâëèâàåòñÿ
îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîñòàâëåííîé ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) � (1.3).
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Ñíà÷àëà ðåøåíèÿ ÑÀÓ (2.11) çàïèñûâàåì â âèäå

ci(x) =
∆i(λ, x)

∆(λ)
, i = 1, n, (2.14)

ãäå

∆i(λ, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ

ω
A11 . . . λ

ω
A1(i−1) B1(x)

λ
ω
A1(i+1) . . . λ

ω
A1n

λ
ω
A21 . . . λ

ω
A2(i−1) B2(x)

λ
ω
A2(i+1) . . . λ

ω
A2n

...
...

...
...

...
. . .

...
λ
ω
An1 . . . λ

ω
An(i−1) Bn(x)

λ
ω
An(i+1) . . . 1 + λ

ω
Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ñðåäè ýëåìåíòîâ îïðåäåëèòåëåé ∆i(λ, x) íàõîäÿòñÿ ôóíêöèè Bi(x) . Â ñâîþ î÷åðåäü,

ôóíêöèè Bi(x) ñîäåðæàòü â ñåáÿ íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ u(t, x) è â ñîñòàâå ôóíêöèè
f(x, γ) . Â ñàìîì äåëå, ýòà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ íàõîäèëàñü â ïðàâîé ÷àñòè ÑÀÓ (2.11).
×òîáû âûâåñòè å¼ èç çíàêà îïðåäåëèòåëÿ âûðàæåíèå â (2.12) ñ ó÷åòîì (2.8) çàïèøåì â
ñëåäóþùåì âèäå

B i(x) = B 1i(x) +

x∫
0

T∫
0

u(θ, y)dθdy ·B 2i +

x∫
0

f(y, γ)dy ·B 3i,

ãäå B 1i(x) =
T∫
0

h(s, x) · b i(s)ds+ λ
ω

n∑
j=1

A ij

T∫
0

b i(s) · ψ(s)ds ,

B k+1i =
T∫
0

q k(s) · b i(s)ds , k = 1, 2 .

Â ýòîì ñëó÷àå, ñîãëàñíî ñâîéñòâó îïðåäåëèòåëÿ èìååì

∆i(λ, x) = ∆1i(λ, x) +

x∫
0

T∫
0

u(θ, y)dθdy ·∆ 2i(λ) +

x∫
0

f(y, γ)dy ·∆3i(λ),

ãäå

∆ki(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + λ

ω
A11 . . . λ

ω
A1(i−1) B k1

λ
ω
A1(i+1) . . . λ

ω
A1n

λ
ω
A21 . . . λ

ω
A2(i−1) B k2

λ
ω
A2(i+1) . . . λ

ω
A2n

...
...

...
...

...
. . .

...
λ
ω
An1 . . . λ

ω
An(i−1) B kn

λ
ω
An(i+1) . . . 1 + λ

ω
Ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
k = 1, 3 , ∆1i(λ) = ∆1i(λ, x) , B 1i = B 1i(x) .

Òîãäà (2.14) ïðèîáðåòàåò âèä

ci(x) =
∆ 1i(λ, x)

∆(λ)
+

x∫
0

T∫
0

u(θ, y)dθdy · ∆ 2i(λ)

∆(λ)
+

x∫
0

f(y, γ)dy
∆ 3i(λ)

∆(λ)
, i = 1, n. (2.15)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.15) â (2.6), èìååì ñëåäóþùåå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

u(t, x) = Φ(t, x) +

x∫
0

q 1(t) · x∫
0

T∫
0

u(s, y)dsdy + q 2(t) · f(y, γ)+

+α 1(t) ·
y∫

0

T∫
0

u(s, z)dsdz + α 2(t) ·
y∫

0

f(z, γ)dz

 dy, (2.16)
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ãäå

Φ(t, x) = h(t, x) + λ
n∑
i=1

µ i(t)

x∫
0

∆ 1i(λ, y)

∆(λ)
dy,

γ =

T∫
0

l∫
0

H(s, ξ)u(s, ξ)dξds, α k(t) = λ
n∑
i=1

µ i(t)
∆ k+1i(λ)

∆(λ)
, k = 1, 2.

3. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1) � (1.3)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè l(t, x) ∈ C(Ω) ðàñìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ íîðìà∥∥l(t, x∥∥
C
= max

{∣∣l(t, x)∣∣ : (t, x) ∈ Ω
}
.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü:
1) Âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.5) , (2.10) è (2.13) ;

2) β = max
{∣∣Φ(t, x)∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ ;

3) M = max

{∣∣∣∣ x∫
0

[
q 2(t) · f(y, γ) + α 2(t)

y∫
0

f(z, γ)dz

]
dy

∣∣∣∣ : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ ;

4)
∣∣∣f(x, γ1)− f(x, γ2)

∣∣∣ ≤ L(x)
∣∣∣γ1 − γ2

∣∣∣ , 0 < L(x) ∈ C(Ω l) ;

5) ρ = δ 2 + δ 1 · δ 3 < 1 , ãäå δ 1 =
T∫
0

l∫
0

∣∣∣H(t, x)
∣∣∣dxdt <∞ ,

δ 2 = max

{
x∫
0

|q 1(t) + α 1(t)l| dy : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ .

δ 3 = max

{
x∫
0

∣∣∣∣q 2(t) · L(y) + α 2(t)
y∫
0

L(z)dz

∣∣∣∣ dy : (t, x) ∈ Ω

}
<∞ .

Òîãäà â îáëàñòè Ω ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1) �
(1.3) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ óðàâíåíèÿ
(2.16)

u 0(t, x) = 0, u k+1(t, x) = Φ(t, x)+

+

x∫
0

q 1(t) · T∫
0

u k(s, y)ds+ α 1(t)

y∫
0

T∫
0

u k(s, z)dsdz

 dy+
+

x∫
0

q 2(t) · f(y, γ k) + α 2(t)

y∫
0

f(z, γ k)dz

 dy, k = 0, 1, 2, . . . , (3.1)

ãäå γ k =
T∫
0

l∫
0

H(s, ξ)u k(s, ξ)dξds .

Â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè∥∥∥u 1(t, x)− u 0(t, x)
∥∥∥
C
≤ β +M, (3.2)∥∥∥u k+1(t, x)− u k(t, x)
∥∥∥
C
≤
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≤ max


x∫

0

[
|q 1(t)| ·

T∫
0

∥∥∥u k(s, y)− u k−1(s, y)
∥∥∥
C
ds+

+|α 1(t)| ·
y∫

0

T∫
0

∥∥∥u k(s, z)− u k−1(s, z)
∥∥∥
C
dsdz

]
dy : (t, x) ∈ Ω

+

+δ 1max


x∫

0

[
|q 2(t)| · L(y) ·

∥∥∥u k(t, y)− u k−1(t, y)
∥∥∥
C
+

+|α 2(t)|
y∫

0

L(z) ·
∥∥∥u k(t, z)− u k−1(t, z)

∥∥∥
C
dz

]
dy : (t, x) ∈ Ω

 ≤

≤ ρ ·
∥∥∥u k(t, x)− u k−1(t, x)

∥∥∥
C
. (3.3)

Èç îöåíîê (3.2) è (3.3) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.16) ÿâëÿåòñÿ ñæèìà-
þùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè Ω ñìåøàííàÿ çàäà÷à (1.1) � (1.3) èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå.

4. Çàêëþ÷åíèå

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ðàçäåëîâ ñî-
âðåìåííîé òåîðèè óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà,
äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî íå ïðèìåíèì ìåòîä Ôóðüå ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. Äîêàçàíà òåî-
ðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è (1) � (3). Ãëàâíîé îñîáåííîñòüþ
ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñâåñòè äàííîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó è óäîáíî-
ìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âèäó, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÿäðî âûðîæäåííîå. Äàííàÿ ðàáîòà ìîæåò áûòü
ïðèìåíåíà ïðè òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
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On solvability of a mixed problem for fredholm

integro-di�erential equation of fourth order with

degenerate kernel

c⃝ T. K. Yuldashev2

Abstract. It is studying the one value solvability of a mixed value problem for a nonlinear partial
Fredholm integro-di�erential equation of the fourth order with degenerate kernel. It is developed
the method of degenerate kernel to the case of partial Fredholm integro-di�erential equations of
the fourth order. A distinctive feature of this work is that it was possible to obtain an approximate
calculation formula for solving the considering mixed value problem. The nonlinear mixed value
problem is reduced to a system of integral equations with complex right-hand side. The system of
integral equations is considered as a system of algebraic equations under certain condition. It is
founded a method for solving the system of algebraic equations that can be identify unknown
functions in the right-hand side of the system. It is obtained the nonlinear Volterra integral
equation of the second kind with respect to the second argument. It is proved the theorem of one
value solvability of the mixed value problem for a nonlinear partial Fredholm integro-di�erential
equation of the fourth order with degenerate kernel. In this it is used the method of successive
approximations.

Key Words: mixed value problem, integro-di�erential equation, Fredholm type equation.
degenerate kernel, system of algebraic equations, one valued solvability

2 Associate professor of Higher Mathematics Chair, M. F. Reshetnev Siberian State Aerospace University,
Krasnoyarsk, tursunbay@rambler.ru

Zhurnal SVMO. 2015. V. 17, No. 3



Îá èñïîëüçîâàíèè WENO-îãðàíè÷èòåëÿ â íåÿâíîé ñõåìå äëÿ ìåòîäà . . . 75

Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà

ÓÄÊ 519.63

Îá èñïîëüçîâàíèè WENO-îãðàíè÷èòåëÿ â íåÿâíîé

ñõåìå äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè

ôóíêöèÿìè

c⃝ Ð. Â. Æàëíèí 1, À. Â. Ìàêñèìêèí 2, Â. Ô. Ìàñÿãèí 3, À. È. Ïàíòþøèí 4,
Å. Å. Ïåñêîâà 5

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ ìåòîäèêà íà îñíîâå íåÿâíîé ñõåìû äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòî-
äà Ãàëåðêèíà. Ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàíèå WENO-îãðàíè÷èòåëÿ äëÿ ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé
ðåøíèÿ íà ðàçðûâàõ. Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è ¾blast waves¿ ïîêàçàíà ñîñòîÿòåëüíîñòü
ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðûâíûé ìåòîä Ãàëåðêèíà, íåÿâíàÿ ñõåìà, óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíà-
ìèêè, WENO-îãðàíè÷èòåëü

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåò ïðîäîëæåíèåì ðàáîò [1, 2], ãäå èññëåäîâàëàñü íåÿâíàÿ ìåòî-
äèêà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà, îñíîâàííàÿ íà ïðåäñòàâëåíèè ñèñòåìû ñåòî÷-
íûõ óðàâíåíèé â ¾äåëüòà-ôîðìå¿. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà
ðåøåíèè íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Íüþòîíà. Äëÿ ïîäàâëåíèÿ
íåôèçè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ âáëèçè ðàçðûâîâ ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå WENO-
îãðàíè÷èòåëÿ [3].

2. Íåÿâíàÿ ñõåìà äëÿ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàëåðêèíà

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà

∂U

∂t
+
∂F (U)

∂x
= 0, (2.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhrv@mrsu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
maksimkinav@appmath.mrsu.ru.

3 Ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè-
÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
masyaginvf@appmath.mrsu.ru.

4 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
pantyushinai@appmath.mrsu.ru.

5 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷å-
ñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
peskovaee@appmath.mrsu.ru.
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ãäå

U =

 ρ
ρu
ρE

 , F (U) =

 ρu
ρu2 + p

(ρE + p)u

 ,

E = ϵ+
u2

2
, p = ρϵ(γ − 1).

Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü, p � äàâëåíèå, u � ñêîðîñòü, ϵ � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ,
γ � ïîêàçàòåëü àääèàáàòû. Ñèñòåìà (2.1) ðàññìàòðèâàåòñÿ âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè.

Ðàññìîòðèì íåÿâíóþ ñõåìó äëÿ ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöè-
ÿìè [4], ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòå [1]:

M
Un+1 − Un

τ
− L(Un+1) = 0, (2.2)

ãäå Un � âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ âåêòîðà U ïî áàçèñó ïðî-
ñòðàíñòâà ïîëèíîìîâ, â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå [1].

Ïîëó÷åííàÿ íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà (2.2) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Íüþòîíà. Ïðè ýòîì íà êàæäîì
øàãå ìåòîäà Íüþòîíà íåîáõîäèìî ðåøàòü ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé(

1

τ
M −

(
∂L

∂U

)
s

)
(∆U)s = −

(
M

(Un+1)s − Un

τ
− L((Un+1)s)

)
, s = 0, 1, . . . (2.3)

îòíîñèòåëüíî (∆U)s = (Un+1)s+1− (Un+1)s , ãäå (Un+1)0 = Un . Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3)
èñïîëüçîâàëñÿ ðåøàòåëü GMRES èç áèáëèîòåêè HYPRE [5, 6].

Îáîçíà÷èì ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2), ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå íüþòîíîâñêèõ èòåðàöèé,
êàê U∗ . Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ñõåìà îáëàäàåò ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âûøå ïåð-
âîãî, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü îãðàíè÷èòåëè äëÿ ïîäàâëåíèÿ îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ íà ðàç-
ðûâàõ. Ïîýòîìó çíà÷åíèå Un+1 íà íîâîì âðåìåííîì ñëîå íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Un+1 = ΛΠhU
∗, (2.4)

ãäå ΛΠh � îãðàíè÷èòåëü.

3. WENO-îãðàíè÷èòåëü

Â êà÷åñòâå îãðàíè÷èòåëÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü WENO-îãðàíè÷èòåëü, îïèñàííûé â ðà-
áîòå [3]. Äëÿ åãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî âûäåëèòü òàê íàçûâàåìûå ¾ïëîõèå¿ ÿ÷åéêè.
Ïðîöåäóðà èõ îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùàÿ.

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå ðåøåíèÿ â êàæäîé ÿ÷åéêå ñåòêè

ūi =
1

∆x

∫
Ii

udx (3.1)

è ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïåðåìåííûå

ũi = u−i+1/2 − ūi, ˜̃ui = ūi − u+i+1/2. (3.2)

Çàòåì, îáîçíà÷èâ
∆+ūi = ūi+1 − ūi, ∆−ūi = ūi − ūi−1, (3.3)
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âû÷èñëèì
ũmi = minmod(ũi,∆+ūi,∆−ūi), ˜̃u

m
i = minmod(˜̃ui,∆+ūi,∆−ūi), (3.4)

ãäå

minmod(a1, a2, a3) =

{
smin(a1, a2, a3), åñëè s = sign(a1) = sign(a2) = sign(a3);

0, èíà÷å.
(3.5)

Äàëåå, åñëè ũmi ̸= ũi èëè ˜̃umi ̸= ˜̃ui , òî ÿ÷åéêà ñ íîìåðîì i ïîìå÷àåòñÿ, êàê ¾ïëîõàÿ¿.
Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ÿ÷ååê, òðåáóþùèõ ïðèìåíåíèÿ îãðàíè÷èòåëÿ, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäó-

þùàÿ ïðîöåäóðà [3].
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ÿ÷åéêè Ii òðåáóåòñÿ ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èòåëÿ. Ðàññìîòðèì

ïîëèíîìû pi−1(x) , pi(x) , pi+1(x) , îïðåäåëÿþùèå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) â ÿ÷åéêàõ Ii−1 ,
Ii , Ii+1 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëîæèì

¯̄pi−1 =
1

∆xi

∫
Ii

pi−1(x)dx, ¯̄pi =
1

∆xi

∫
Ii

pi(x)dx, ¯̄pi+1 =
1

∆xi

∫
Ii

pi+1(x)dx. (3.6)

È â êà÷åñòâå íîâîãî ïîëèíîìà â ÿ÷åéêå Ii âîçüìåì ïîëèíîì

pNi (x) = ΛΠhpi(x) = ω0p̌i−1 + ω1pi + ω2p̌i+1, (3.7)

ãäå
p̌i−1 = pi−1(x)− ¯̄pi−1 + ¯̄pi, p̌i+1 = pi+1(x)− ¯̄pi+1 + ¯̄pi, (3.8)

à âåñîâûå êîýôôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ω0 + ω1 + ω2 = 1 .
Äàííûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé ñõåìå WENO

[7, 8]:

ωj =
αj
2∑

k=0

αk

, j = 0, 1, 2, (3.9)

ãäå

αk =
γk

(10−6 + βk)2
, k = 0, 1, 2. (3.10)

Àíàëîãè÷íî ðàáîòàì [7, 8] βk áóäåì íàçûâàòü èíäèêàòîðîì ãëàäêîñòè è âû÷èñëÿòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

βk =
2∑
l=0

xi+1/2∫
xi−1/2

∆x2l−1
i−1+k

(
∂lpk(x)

∂xl

)2

dx. (3.11)

Âîçíèêàåò âîïðîñ âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ γ0 , γ1 , γ2 . Èñõîäÿ èç îïèñàííîé âûøå ñõåìû
íà íèõ íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Â ðàáîòå [3] ïðåäëàãàåòñÿ
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

γ0 = 0.001, γ1 = 0.998, γ2 = 0.001, (3.12)

ãàðàíòèðóþùèå ñîõðàíåíèå èñõîäíîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è îòñóòñòâèå îñöèëëÿöèé íà ðàç-
ðûâàõ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàíû òàêèå æå çíà÷åíèÿ.
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4. Çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óäàðíûõ âîëí (blast waves)

Â êà÷åñòâå òåñòîâîé çàäà÷è áûëà âûáðàíà çàäà÷à î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ óäàðíûõ âîëí
ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè [9]:

U(x, 0) =


UL, 0 ≤ x < 0.1,

UM , 0.1 ≤ x < 0.9,

UR, 0.9 ≤ x ≤ 1,

(4.1)

ãäå
ρL = ρM = ρR = 1,
vL = vM = vR = 0,
pL = 103, pM = 10−2, pR = 102,

à íà êîíöàõ îòðåçêà [0,1] çàäàâàëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòðàæåíèÿ.
Íà ðèñóíêå 4.1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íà ñåòêàõ ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 200, 400,

800 (÷èñëåííûå ïîòîêè âû÷èñëÿëèñü êàê òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà íà ãðàíèöå ìåæäó
ÿ÷åéêàìè [10]). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, â êà÷åñòâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü ðåçóëüòàòû
ðàñ÷åòà ìåòîäîì Ãîäóíîâà íà ñåòêå ñ ÷èñëîì ÿ÷ååê 20000. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíû ïî-
ãðåøíîñòè è ïîðÿäêè ñõîäèìîñòè. Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ îöåíèâàëàñü â ñëåäóþùåé íîðìå:

||Uh − UT ||L1 =
b∫
a

|Uh − UT | dx,

ãäå Uh � âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè, UT � òî÷íûå çíà÷åíèÿ èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ.

Êàê âèäíî èç ãðàôèêà è òàáëèöû, ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè íàáëþäàåòñÿ ñõî-
äèìîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê òî÷íîìó, ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè âûøå ïåðâîãî.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Íà ðèñóíêå 4.2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïëîòíîñòè ïîëó÷åííûå ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ðàçíû-
ìè ñïîñîáàìè âû÷èñëåíèÿ ÷èñëåííûõ ïîòîêîâ (òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Ðèìàíà, ïîòîêè
Êóðàíòà�Èçàõñîíà�Ðèññà, ïîòîêè Ëàêñà-Ôðèäðèõñà).
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Òàáëèöà 1: Ïîðÿäîê ñõîäèìîñòè (N � êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê ñåòêè)

N || · ||L1 Order, || · ||L1

100 0.2882971 �
200 0.2130803 0.4362
400 0.1173680 0.8604
800 0.05131574 1.1936

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Âî âñåõ ðàñ÷åòàõ äëÿ ðåøàòåëÿ GMRES ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà Êðûëîâà çàäàâà-
ëàñü ðàâíîé 20.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ íåÿâíàÿ ñõåìà ñ
èñïîëüçîâàíèåì WENO-îãðàíè÷èòåëÿ ñîñòîÿòåëüíà è äåìîíñòðèðóåò õîðîøóþ òî÷íîñòü.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 14-01-31260 ìîë_à).
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About the use of WENO-limiter in the implicit scheme for

the Discontinuous Galerkin method

c⃝ R. V. Zhalnin6, A. V. Maksimkin7, V. F. Masyagin8, A. I. Pantyushin9,
E. E. Peskova10

Abstract. The paper studies a technique based on the implicit scheme for discontinuous Galerkin
method. WENO-limiter used to suppress oscillations on discontinuities. The ¾blast waves¿ problem
solved for showing the viability of the proposed method.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è èíôîðìàòèêà

ÓÄÊ 519.6

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àíàëèçà 2-ôàçíîãî ðàâíîâåñèÿ

ñìåñè è åå ðåàëèçàöèÿ â èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìå

c⃝ Å. Â. Áèðþêîâà1, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí2 Ê. Ô. Êîëåäèíà3

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ àíàëèçà ïàðîæèä-
êîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ óãëåâîäîðîäíûõ ñìåñåé. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îïèñàíèÿ ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì ïðèðîäíûõ óãëåâî-
äîðîäîâ. Ðåàëèçîâàíà èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà äëÿ ðàñ÷åòà, âêëþ÷àþùàÿ â
ñåáÿ îïðåäåëåíèå ñîñòàâîâ è êîëè÷åñòâåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ïàðîâîé è æèäêîé ôàç ïðè çàäàí-
íûõ äàâëåíèè, òåìïåðàòóðå è îáùåì ñîñòàâå ñìåñè. Áàçà äàííûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìíîæåñòâà
âçàèìîñâÿçàííûõ ôàêòîðîâ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîñëåäîâàòåëüíûå
è ïàðàëëåëüíûå àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ïàðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ìíîãîêîìïîíåíòíûõ óã-
ëåâîäîðîäíûõ ñèñòåìàõ, ñîäåðæàùèõ âîäó. Ïðîâåäåí àíàëèç ñóùåñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ íåôòåé è ïðè-
ðîäíûõ ãàçîâ â ïîðèñòîé ñðåäå. Ïðîâåäåíû âû÷èñëåíèÿ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç
ëèòåðàòóðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíàëèç ïàðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ, èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñèñòåìà, ìíîãîêîìïîíåíòíûå óãëåâîäîðîäíûå ñèñòåìû

1. Ââåäåíèå

Ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé ïðèðîäíûõ óãëåâîäîðîäîâ
áàçèðóþòñÿ íà êîìïëåêñíîì èñïîëüçîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, ëàáîðàòîðíûõ èññëå-
äîâàíèé è ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
ðàçðàáîòêè è ýêñïëóàòàöèè ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è ãàçà ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå
ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì ïðèðîäíûõ óãëåâîäîðîäîâ âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïðåäåëåíèå ñîñòà-
âîâ è êîëè÷åñòâåííîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ ïàðîâîé è æèäêîé ôàç ïðè çàäàííûõ
äàâëåíèè, òåìïåðàòóðå è îáùåì ñîñòàâå ñìåñè [1]. Äàííàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà ðàçðàáîòàí-
íîì ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè àíàëèçà ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåì ïðèðîäíûõ óãëåâîäî-
ðîäîâ [2].

2. Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Ïðè çàäàííûõ òåðìîáàðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ìîëüíûå äîëè è
ñîñòàâû æèäêîé è ãàçîâîé ôàç, íà êîòîðûå ðàçäåëèòñÿ èñõîäíàÿ ñìåñü ïî ìîäåëè:

1 Ñòóäåíòêà ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; lenka.birukova@mail.ru

2 Ñò. íàó÷. ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã.
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
fi,L − fi,V = 0, i = 1, N

xi ∗ L+ ii ∗ V − zi = 0, i = 1, N∑N
i=1 yi − 1 = 0

L+ V = 1

(2.1)

Â ñèñòåìå ïåðâûå N óðàâíåíèé îïèñûâàþò óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
- ðàâåíñòâî ëåòó÷åñòåé êîìïîíåíòîâ â ñîñóùåñòâóþùèõ ïàðîâîé è æèäêîé ôàçàõ. Ñëå-
äóþùèå N óðàâíåíèé îïèñûâàþò ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ êîìïîíåíòîâ â ôàçàõ. Ëåòó÷åñòè
êîìïîíåíòîâ â ïàðîâîé fi,V è æèäêîé fi,L ôàçàõ ðàññ÷èòûâàþòñÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ
òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ ôàç [3].

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûëà ïðèìåíåíà ðàçðàáîòàííàÿ èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñèñòåìà (ÈÂÑ) [2].

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà àíàëèçà ïðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ â

ìíîãîêîìïîíåíòíûõ óãëåâîäîðîäíûõ ñèñòåìàõ

Áûë ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ðàñ÷åòà ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ïàð-æèäêîñòü [2]

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ èç ëèòåðàòóðû [1]. Äàííûå çàìåðîâ ïîêàçàëè, ÷òî â çàëåæè Á íà÷àëüíîå äàâëåíèå
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ðàâíî 59,1 ÌÏà, à òåìïåðàòóðà ñîñòàâëÿåò 125 ◦C. Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåí êîìïîíåíò-
íûé ñîñòàâ èññëåäîâàííîãî ïëàñòîâîãî ôëþèäà.

Òàáëèöà 1. Êîìïîíåíòíûé ñîñòàâ ïëàñòîâîãî ôëþèäà çàëåæè Á.

Ñîäåðæàíèå
Êîìïîíåíò

% ìîë % ìàññ
Àçîò 0,10 0,06

Äèîêñèä óãëåðîäà 1,81 1,71
Ìåòàí 65,82 22,73
Ýòàí 7,41 4,80
Ïðîïàí 5,04 4,79
èçî-Áóòàí 1,85 2,32
í-Áóòàí 1,96 2,46

èçî-Ïåíòàí 1,23 1,91
í-Ïåíòàí 0,86 1,34

C6 1,74 3,22
C7 2,19 4,72
C8 1,38 3,40
C9 1,51 4,18
C10+ 7,10 42,37
Âñåãî 100 100

Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé âûøå àëãîðèòì ìû ïîëó÷èëè ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå
â Òàáëèöå 2.

Òàáëèöà 2. Ñîñòàâ ãàçîâîé è æèäêîé ôàç ïî ðåçóëüòàòàì ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà
ôëþèäà çàëåæè Á

% ìîë
Êîìïîíåíò

Ãàçîâàÿ ôàçà Æèäêàÿ ôàçà
Àçîò 0,13 0,04

Äèîêñèä óãëåðîäà 1,38 2,44
Ìåòàí 72,5 55,79
Ýòàí 4,06 12,43
Ïðîïàí 1,20 10,78
èçî-Áóòàí 0,22 4,28
í-Áóòàí 1,77 4,63

èçî-Ïåíòàí 0,06 2,98
C6 1,26 2,45
C7 1,02 3,94
C8 0,3 2,99
C9 0,1 3,56
C10+ 0,04 17,68
Âñåãî 82,5 126,1

Ðåçóëüòàòû áóäóò ïðîàíàëèçèðîâàíû ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ðåàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ðàñ÷åòà ïà-
ðîæèäêîñòíîãî ðàâíîâåñèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ óãëåâîäîðîäíûõ ñèñòåì, ðàçðàáîòàíà
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èíôîðìàöèîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ ñèñòåìà àíàëèçà ðàâíîâåñèÿ. Ìåòîäèêà àïðîáèðîâàíà íà
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èç ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ.
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Mathematical model analysis of 2-phase equilibrium

mixture and its implementation in the information system

c⃝ E. V. Biryukova4, I. M. Gubaydullin5, K. F. Koledina6

Abstract. This paper is devoted to mathematical modeling of the vapor-liquid equilibrium
analysis of multicomponent hydrocarbon mixtures. The aim is to develop a mathematical model
describing the phase of the systems of natural hydrocarbons. Implemented data-processing system
to calculate, including the determination of the composition and the quantitative ratio of the
vapor and liquid phases at a given pressure, temperature and composition of the total mixture.
The database includes a plurality of interconnected factors thermodynamic equilibrium, serial
and parallel algorithms for calculating vapor-liquid equilibria in multicomponent hydrocarbon
systems containing water. The analysis of existing experimental studies on the modeling of the
thermodynamic properties of oil and natural gas in a porous medium. Carried out calculations to
experimental data from the literature.

KeyWords: analysis of the vapor-liquid equilibrium, information computer system, hydrocarbon
multi-component system
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ÓÄÊ 517.6

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåàêöèè ñèíòåçà

ãåðàíèëïèðîôîñôàòà

c⃝ Î. Þ. Êèðüÿíîâà1, È. È. Êèðüÿíîâ2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3

Àííîòàöèÿ. Èçó÷åíèå êèíåòèêè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü â ìàòåìàòè-
÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ, êîòîðûå ïðîòåêàþò â ñèñòåìàõ ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ,
â êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Èññëåäîâàíèå êèíåòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñëîæíîé ñèñòåìû
ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, â êîòîðîé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðà-
öèé ñîñòàâíûõ êîìïîíåíòîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòè îòäåëüíûõ ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé, â
êîòîðûõ îäíè ýëåìåíòû ïðåâðàùàþòñÿ â äðóãèå. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ òåîðåòè÷å-
ñêîå èññëåäîâàíèå ñèíòåçà ãåðàíèëïèðîôîñôàòà. Ñîçäàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ ïðåäñòàâèòü òå÷åíèå ïðîöåññà áèîñèíòåçà ãåðàíèëïèðîôîñôàòà ïðè èçìåíåíèè ôàêòîðîâ,
âëèÿþùèõ íà åãî ïðîòåêàíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåðàíèëïèðîôîñôàò, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, ìåâàëîíîâûé ïóòü

1. Ââåäåíèå

Ñî÷åòàíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ áóðíî ðàçâèâà-
þùèìèñÿ ñîâðåìåííûìè èíôîðìàöèîííûìè òåõíîëîãèÿìè ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îïòè-
ìàëüíî óïðàâëÿòü õèìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, íî è òàêæå èññëåäîâàòü ñëîæíûå ôèçèêî-
áèîëîãè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè, êîòîðûå íåâîçìîæíî èññëåäîâàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûìè,
íàòóðíûìè îïûòàìè. Â îñíîâå ïðîöåññîâ îáìåíà êëåòêè ñî ñðåäîé è âíóòðåííåãî ìåòà-
áîëèçìà ëåæèò ñëîæíàÿ ñåòü îðãàíèçîâàííûõ îïðåäåëåííûì îáðàçîì âî âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçëè÷íûõ ðåàêöèé. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ ïðîöåññîâ èçìåíÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè
ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ, ÷èñëåííîñòü îòäåëüíûõ êëåòîê, áèîìàññà îðãàíèçìîâ. Îñíîâíûå èñ-
õîäíûå ïðåäïîñûëêè ïðè îïèñàíèè êèíåòèêè â áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ â îáùåì òàêèå æå,
êàê è â õèìè÷åñêîé êèíåòèêå.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âåùåñòâ
íà îñíîâå ñõåì õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü [1],
[2], êîòîðàÿ òàêæå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè îòäåëüíûõ ñòàäèé. Íà îñ-
íîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî óñòàíîâèòü ðåàêöèîííóþ ñïîñîáíîñòü ëþáîãî âåùåñòâà,
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè â ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèÿõ [3], [4].

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ãåðàíèëïèðî-
ôîñôàòà (îäíîãî èç ïðîñòåéøèõ òåðïåíîèäîâ) íà îñíîâå ðàçðàáîòêè åãî êèíåòè÷åñêîé ìî-
äåëè, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, èäåí-
òèôèêàöèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ,
ã. Óôà;olga.kiryanova27@gmail.com.

2 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ñòðóêòóðíîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà;
ilya.lsc@gmail.com

3 Ñò. íàó÷. ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ,
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2. Àòîìàðíî-ìîëåêóëÿðíûé è êèíåòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ
ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ

Èññëåäîâàíèå ñëîæíîãî õèìè÷åñêîãî ìåõàíèçìà îñíîâûâàåòñÿ íà 3 ïîäõîäàõ: ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûé, àòîìàðíî-ìîëåêóëÿðíûé (êâàíòîâî-õèìè÷åñêèé), êèíåòè÷åñêèé. Êèíåòè-
÷åñêèé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè ìîäåëè íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ. Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü � ýòî ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ðåàêöèè èëè
ñêîðîñòè ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâ îò óñëîâèé åå ïðîòåêàíèÿ (êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, òåì-
ïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è äð.) [5]. Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîñòàâëÿþòñÿ íà îñíîâå ñõåì ðåàê-
öèè. Àäåêâàòíîñòü ìîäåëè çàâèñèò îò ñõåì õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé (äåòàëèçèðîâàííîé
ñõåìû). Ïðåîäîëåíèå ýíåðãåòè÷åñêîãî áàðüåðà, íåîáõîäèìîå äëÿ íà÷àëà ðåàêöèè, ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ðàñ÷åòà. Ïîýòîìó ïåðåä ðàçðàáîòêîé êèíå-
òè÷åñêèõ ìîäåëåé æåëàòåëüíî ïðîâåñòè êâàíòîâî-õèìè÷åñêèé ðàñ÷åò. Îäíîé èç ðåøàåìûõ
çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ îïòèìèçàöèÿ ñòðóêòóðû ìîëåêóë, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èçó÷èòü ñòðóêòóðû
ìîëåêóë è èõ ýíåðãèè â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè (âàêóóìå). Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è çàêëþ÷à-
åòñÿ â ìíîãîêðàòíîì âû÷èñëåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè ýíåðãèè ìîëåêóëû è âàðèàöèè ñòðóê-
òóðíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ äîñòèæåíèÿ ñòðóêòóðû, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìó ïîëíîé
ýíåðãèè ìîëåêóëû. Ïîëó÷åííàÿ îïòèìèçèðîâàííàÿ ñòðóêòóðà ìîëåêóëû îïèñûâàåò ìîëå-
êóëó â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè (â âàêóóìå/ðàçðåæåííîì èäåàëüíîì ãàçå, ïðè òåìïåðàòóðå
àáñîëþòíîãî íóëÿ). ×àùå âñåãî îïòèìèçàöèÿ ãåîìåòðèè ïðèâîäèò â òî÷êó ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà. ×òîáû ïðîèçîøëà õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ìåæäó äâóìÿ ÷àñòèöàìè (àòîìàìè, ìîëå-
êóëàìè, èîíàìè), íåîáõîäèìî èõ ñòîëêíîâåíèå. Íî íå êàæäîå ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö ïðèâî-
äèò ê èõ âçàèìîäåéñòâèþ. Ýòî ïðîèñõîäèò ëèøü â òîì ñëó÷àå, åñëè ÷àñòèöû ñáëèæàþòñÿ
íà ðàññòîÿíèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè. Ïðè
ýòîì ïðîèñõîäèò ðàçðóøåíèå îäíèõ è îáðàçîâàíèå äðóãèõ ñâÿçåé. Ïðè îáðàçîâàíèè õè-
ìè÷åñêîé ñâÿçè ýëåêòðîííàÿ ñòðóêòóðà ïîëó÷èâøèõñÿ ÷àñòèö ïðèíèìàåò êîíôèãóðàöèþ,
ñîîòâåòñòâóþùóþ íàèáîëüøåé ýíåðãèè ñâÿçè.

Íàèìåíüøàÿ ýíåðãèÿ àêòèâèðîâàííûõ èñõîäíûõ ÷àñòèö, íåîáõîäèìàÿ äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ìîãëà ïðîèçîéòè ðåàêöèÿ, íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé àêòèâàöèè [6]. Äëÿ ðàñ÷åòà ýíåðãèè
àêòèâàöèè èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå Ýéðèíãà-Ïîëÿíè[7]:

k =
kB · T
h

· e
−∆G
R·T (2.1)

ãäå ∆ G � ýíåðãèÿ Ãèááñà (Äæ/ìîëü); kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà (Äæ/Ê); h ïî-
ñòîÿííàÿ Ïëàíêà (Äæ*ñ). Äàííîå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

k =
kB · T
h

· e
∆S
R · e

−∆H
R·T (2.2)

ãäå k � êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè (−1 ); T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà (Ê); ∆ H �
ýíòàëüïèÿ àêòèâàöèè (Äæ); R � óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ (8,31 Äæ/(ìîëü*Ê));
∆ S ýíòðîïèÿ àêòèâàöèè (Äæ/(ìîëü*Ê)). Â äàííîé ðàáîòå áûë ïðîâåäåí ðàñ÷åò îïòè-
ìèçèðîâàííûõ ñòðóêòóð ìîëåêóë ñ ïîñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì ñâîáîäíîé ýíåðãèè Ãèááñà
îòäåëüíî âçÿòîé ìîëåêóëû è ðåàêöèè â öåëîì.
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3. Ñõåìà õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ ãåðàíèë-
ïèðîôîñôàòà.

Ìåõàíèçì èññëåäóåìîé ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ ãåðàíèëïèðîôîñôàòà óñëîâíî ìîæíî ðàç-
äåëèòü íà 3 ñòàäèè:

1-ÿ ñòàäèÿ � ñèíòåç ìåâàëîíîâîé êèñëîòû:

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñõåìà ñèíòåçà ìåâàëîíîâîé êèñëîòû

2-ÿ ñòàäèÿ - îáðàçîâàíèå èçîïðåíîâîãî èíòåðìåäèàòà (èíòåðìåäèàò - ïðîìåæóòî÷íîå
õèìè÷åñêîå ñîåäèíåíèå, ó÷àñòâóþùåå â ñèíòåçå âíóòðè ñèñòåìû):

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñõåìà îáðàçîâàíèÿ èçîïðåíîâîãî èíòåðìåäèàòà

3-ÿ ñòàäèÿ - îáðàçîâàíèå àöèêëè÷åñêîãî ìîíîòåðïåíà:
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ñõåìà îáðàçîâàíèÿ ãåðàíèëïèðîôîñôàòà

Ñ òî÷êè çðåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé, óðàâíåíèÿ ðåàêöèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëå-
äóþùåì âèäå:

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Óðàâíåíèÿ õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé

ãäå:
X1=C2 H4 O2 (óêñóñíàÿ êèñëîòà)
X2=C21 H36 O16 N7 P3 S (êîôåðìåíò À)(CoA)
X3=C23 H38 O17 N7 P3 S (àöåòèëêîôåðìåíò À)(Acetyl-CoA)
X4=H2 O (âîäà)
X5=C25 H40 O18 N7 P3 S (àöåòîàöåòèë-êîôåðìåíò À)
X6=C27 H44 O20 N7 P3 S (3-ìåòèë-3-îêñè-ãëþòàðèë-êîôåðìåíò À)
X7=C21 H29 O17 N7 P3 (íèêîòèíàìèäàäåíèíèíóêëåîòèä ôîñôàò (ÍÀÄÔ))(NADPH))
X8=C6 H12 O4 (ìåâàëîíîâàÿ êèñëîòà)
X9=C10 H16 O13 N5 P3 (àäåíîçèíòðèôîñôàò (ÀÒÔ)) (ATP)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2015. Ò. 17, � 3



90 Î. Þ. Êèðüÿíîâà, È. È. Êèðüÿíîâ, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí

X10=C10 H14 O7 N5 P (àäåíîçèíìîíîôîñôàò (ÀÌÔ)) (AMP)
X11=C O2 (óãëåêèñëûé ãàç)
X12=C5 H12 O7 P2 (èçîïåíòèíèëïèðîôîñôàò) (IPP)
X13=C5 H12 O7 P2 (äèìåòèëàëëèëïèðîôîñôàò) (DMAPP)
X14=C6 H14 O10 P2 (äèôîñôàò ìåâàëîíîâîé êèñëîòû)
X15=C10 H20 O7 P2 (ãåðàíèëïèðîôîñôàò) (GPP)
X16=H4 O7 P2 (äèôîñôîðíàÿ êèñëîòà)
X17=C21 H33 O17 N7 P3 (íèêîòèíàìèäàäåíèíèíóêëåîòèä ôîñôàò (ÍÀÄÔ) ñ êàòèîíà-

ìè H)
Íà íà÷àëüíîì ýòàïå, áîëåå ïîäðîáíî áûëè èññëåäîâàíû 6, 7 è 8 ðåàêöèè. Ðàññìîòðèì

ðåàêöèþ ðàñïàäà äèôîñôàòà ìåâàëîíîâîé êèñëîòû ïîä äåéñòâèåì ÀÒÔ. Â ìåõàíèçìå îáðà-
çîâàíèÿ ãåðàíèëïèðîôîñôàòà 6-ÿ ñòàäèÿ. Äàííàÿ ñòàäèÿ âûáðàíà ïî ïðè÷èíå äîñòàòî÷íî
ïðîñòûõ ñòðóêòóð ìîëåêóëû âîäû, óãëåêèñëîãî ãàçà è èçîïåíòèëïèðîôîñôàòà.

X14− > X4 +X11 +X12 (3.1)

Ýíåðãèÿ Ãèááñà âåùåñòâ, ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè:
ðåàêöèÿ 6: Äèôîñôàò ìåâàëîíîâîé êèñëîòû (X14 ) - -988.405024 (Õàðòðè/ìîëü)
Âîäà(X4 ) - -75.329719 (Õàðòðè/ìîëü)
Óãëåêèñëûé ãàç (X11 ) - -185.994961 (Õàðòðè/ìîëü)
Èçîïåíòèëïèðîôîñôàò (X12 ) - -727.068757 (Õàðòðè/ìîëü)
Ýíåðãèÿ Ãèááñà (Õàðòðè/ìîëü) ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê:

∆G = (−75.329719 + (−185.9949) + (−727.068757))− (−988.405024) = 0.021587 (3.2)

Ïåðåâåäåì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè â êêàë/ìîëü:

∆G = 0.021587 · 627.5095 = 13.546 (3.3)

Òîãäà êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè áóäåò ðàâíà ñîãëàñíî óðàâíåíèþ :

k6 =
1.380662 · 10( − 23) · 298.15

6.626176 · 10( − 34)
· e

−13/546·1000
1.987·298.15 = 729.33(c−1) (3.4)

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ñâîáîäíûå ýíåðãèè ðåàãåíòîâ è âåùåñòâ ðåàêöèé 7,8.

k7 = 1.06e+ 8(c−1) (3.5)

k8 = 1.29e+ 45(c−1) (3.6)

Îïðåäåëèâ íåêîòîðûå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé, (â íàøåì ñëó÷àå øåñòîé, ñåäüìîé è âîñü-
ìîé ñòàäèé), è ñäåëàâ ðÿä äîïóùåíèé, íå èñêàæàþùèõ êà÷åñòâî èññëåäîâàíèé, ìîæíî
ïåðåéòè íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé (çàäà÷è Êîøè), ïðåäñòàâëÿþùèõ êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàêöèè ñèíòåçà
ãåðàíèëïèðîôîñôàòà, ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ.
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

dx1
dt

=W1,
dx2
dt

= −W1 +W2W3 +W4,
dx3
dt

=W1 − 2W2 −W3,
dx4
dt

=W1 −W3 +W6,
dx5
dt

=W2 −W3,
dx6
dt

=W3 −W4,
dx7
dt

=W4,
dx8
dt

=W4 −W5,
dx9
dt

= −W5,
dx10
dt

= W5,
dx11
dt

= W6,
dx12
dt

= W6 −W7 −W8,
dx13
dt

= W7 −W8,
dx14
dt

= W5 −W6,
dx15
dt

= W8,
dx16
dt

= W8,
dx17
dt

= −W4

(3.7)



W1 = k1 ·X1 ·X2,
W2 = k2 ·X2

2,
W3 = k3 ·X3 ·X4 ·X5,
W4 = k4 ·X6 ·X17,
W5 = k5 ·X8 ·X9,
W6 = k6 ·X14,
W7 = k7 ·X12,
W8 = k8 ·X12 ·X13,

(3.8)

Íà÷àëüíûå äàííûå äëÿ çàäà÷è Êîøè: Íà÷àëüíûå êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèé:

k6(0) = 729.33(c−1)

k7 = 1.06e8(c−1)

k8 = 1.29e45(c−1)

ki(0) = 1(c−1), i = 1− 5

Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ:

x1(0) = 1,

x2(0) = 1,

x9(0) = 1,

x17(0) = 1 , îñòàëüíûå x(i) = 0 .
Ñèñòåìà áûëà ðåøåíà â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå ÏÀ10 c ïðèìåíåíèåì áèáëèîòåêè

ñâåðõòî÷íûõ ðåøàòåëåé SADEL ìåòîäîì Ìàíè÷åâà-Èëüèíñêîãî [8].
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4. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Íà ðèñóíêå 4.1 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê äèíàìèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâX1 ,
X3 , X6 , X9 ñ òå÷åíèåì âðåìåíè. Âåùåñòâà X1 , X9 ÿâëÿþòñÿ èñõîäíûìè â äàííîì ïðî-
öåññå, îíè ïîëíîñòüþ ðàñõîäóþòñÿ â õîäå ðåàêöèè. Îáðàùàåò íà ñåáÿ òîò ôàêò, ÷òî X9 ,
ïðåæäå ÷åì àêòèâíî âñòóïàòü â ðåàêöèþ ïðîõîäèò èíäóêöèîííûé ïåðèîä. Òàê êàê X9

âñòóïàåò â ðåàêöèþ ñ âåùåñòâîì X8 , êîòîðîå îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåàêöèè 4, òî ìîæíî
êîëè÷åñòâåííî îïðåäåëèòü âðåìåííîé èíòåðâàë îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà X8 . Èíäóêöèîííûé
ïåðèîä íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ïðîäóêòà X16 áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà. Äî íåêîòîðîãî âðåìå-
íè (êîòîðîå ìîæíî êîëè÷åñòâåííî óñòàíîâèòü) âåùåñòâî X3 ÿâëÿåòñÿ ïðîäóêòîì ðåàêöèè
(ñòàäèè) 1, íî äàëåå îíî ïîëíîñòüþ ðàñõîäóåòñÿ â ðåàêöèÿ îáðàçîâàíèÿ àöåòèë-êîôåðìåíòà
À è 3-ìåòèë-3-îêñè-ãëþòàðèë-êîôåðìåíòà À. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàâ êèíåòè÷åñêóþ
ìîäåëü, ìîæíî ïðîñëåäèòü ïîâåäåíèå âñåõ êîìïîíåíòîâ â õîäå áèîëîãè÷åñêîãî ïðîöåñ-
ñà: êàêîé èç íèõ, â êàêîå âðåìÿ àêòèâíî âñòóïàåò â ðåàêöèþ; êîãäà íàñòóïàåò, àêòèâíàÿ
(ìàêñèìàëüíàÿ) ôàçà îòäåëüíûõ ñòàäèé; íàáëþäàòü âåñü æèçíåííûé öèêë áèîëîãè÷åñêèõ
ñîåäèíåíèé. Êèíåòè÷åñêèå êðèâûå èçìåíåíèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé êà÷åñòâåííî ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ ëèòåðàòóðíûìè äàííûìè [9].

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êèíåòè÷åñêèå êðèâûå èçìåíåíèÿ èñõîäíûõ ðåàãåíòîâ è ïðîäóêòîâ ñèíòåçà ãåðàíèëïèðîôîñôàòà

Êàê âèäíî èç ðèñóíêà 4.2, â ðàéîíå 5 ñåêóíä ïðåêðàùàåòñÿ àêòèâíîå èçìåíåèå êîíöåí-
òðàöèè âåùåñòâ X10 , X16 è X17 . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ îïðåäåëåííîãî ìîìåíòà âðåìåíè,
â áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìå óñòàíàâëèâàåòñÿ ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, è ââåäåíèå äîïîëíèòåëü-
íîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâ íå èìååò ñìûñëà, òàê êàê íå ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ ïðîöåññà.

Ð è ñ ó í î ê 4.2

Óñòàíîâëåíèå ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïî ïðîäóêòàì ñèíòåçà ãåðàíèëïèðîôîñôàòà
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5. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäóåìûé îáúåêò, ìåõàíèçì ðåàêöèè ñèíòåçà ãåðàíèëïèðîôîñôàòà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñëîæíûé áèîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ. Ó÷àñòâóþùèå â ðåàêöèè áèîëîãè÷åñêèå ñîåäèíå-
íèÿ èìåþò ñëîæíóþ õèìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Íà äàííûé ìîìåíò, ïðîâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå
ðàñ÷åòû êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèè 6-8 ñòàäèé. Åñòåñòâåííî, íåîáõîäèìî ðàññ÷èòàòü âñå
îñòàâøèåñÿ êîíñòàíòû è îïðåäåëèòü ýíåðãåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíîé
ìîäåëè ðåàêöèè.

Ðàçðàáîòàíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåõàíèçìà îáðàçîâàíèÿ ãåðàíèëïèðîôîñôàòà. Ïðî-
âåäåíû ïåðâûå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû è ñäåëàíû ïðåäâàðèòåëüíûå, âàæíûå
ôèçèêî-áèîëîãè÷åñêèå âûâîäû, êîòîðûå â äàëüíåéøèì òðåáóåò ñâîåãî óòî÷íåíèÿ è äîáàâ-
ëåíèÿ. Ïðîâåäåíà áîëüøàÿ ïîäãîòîâèòåëüíàÿ ðàáîòà, äëÿ óñïåøíîãî ïðîâåäåíèÿ íàòóð-
íîãî ýêñïåðèìåíòà è äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ îáðàçîâàíèÿ áîëåå ñëîæíûõ
òåðïåíîâ, îáðàçóþùèõñÿ íà îñíîâå ãåðàíèëïèðîôîñôàòà. Äàííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò
îïðåäåëèòü îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïàðàìåòðîâ ïðîâåäåíèÿ íàòóðíîãî áèîëîãè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, ò.å îðãàíèçàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ïîäõîäà - ïëàíèðîâàíèå îïòèìàëüíîãî
áèîëîãè÷åñêîãî íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîçâîëÿò ñýêîíîìèòü çà-
òðàòû è ñîêðàòèòü âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è
â êîíå÷íîì èòîãå ïîëó÷èòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðåàêöèé ìåâàëîíîâîãî ïóòè [10].
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Abstract. The study of kinetics of biological systems plays the major role in mathematical
modelling of processes, which are occur with de�nite velocity, in the concrete sequence. The research
of kinetic behavior of a complex system reduces to the construction of a mathematical model. The
variation of concentration velocity of each component in this model expressed in terms of velocity
of an elementary reaction. The aim of a current paper was theoretical study of synthesis of geranyl
pyrophosphate. Moreover, the mathematical model was constructed which allows us describe the
biosynthesis of geranyl pyrophosphate dependent on variation of a�ecting factors.
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ÓÄÊ 517.86

Ñêîðèíã êàê ìîäåëü ôîðìèðîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî

ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã

c⃝ Ì. À. Ïüÿíêîâ1, Ï. Ì. Ñèìîíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ñôîðìèðîâàòü îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü öåí-
íûõ áóìàã, íî è îñóùåñòâëÿòü ìîíèòîðèíã â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì êîíúþíêòóðû ôîíäîâîãî
ðûíêà. Ìîäåëü îñíîâàíà íà ìîäåëè ñêîðèíãà. Ñêîðèíã ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîöåññ îöåíè-
âàíèÿ, ïîñòðîåíèÿ ðåéòèíãà è âûäåëåíèÿ ðåéòèíãîâûõ êëàññîâ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ â ïðå-
äåëàõ îäíîðîäíîé ãðóïïû íà îñíîâå ðàñ÷åòà êîìïëåêñíîãî îöåíî÷íîãî ïîêàçàòåëÿ äëÿ êàæ-
äîãî îáúåêòà, ñ ó÷åòîì êîëè÷åñòâåííûõ è êà÷åñòâåííûõ ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà êà÷åñòâî
îáúåêòà, è çíà÷èìîñòè äàííûõ ôàêòîðîâ äëÿ ëèö, ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåìàÿ
ìîäåëü ñêîðèíãà îáåñïå÷èâàåò êîìïëåêñíûé ó÷åò ôàêòîðîâ, ïðÿìî è êîñâåííî âëèÿþùèõ íà
ïðèâëåêàòåëüíîñòü öåííîé áóìàãè, â òîì ÷èñëå ëèêâèäíîñòè è ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé
äåÿòåëüíîñòè ýìèòåíòîâ. Íà ïðèìåðå ðîññèéñêîãî ôîíäîâîãî ðûíêà ñôîðìèðîâàíû îïòèìàëü-
íûå ïîðòôåëè öåííûõ áóìàã íà îñíîâå ìîäåëåé Ìàðêîâèöà, Øàðïà, Ýñòðàäû, Íåäîñåêèíà ñ
íå÷åòêîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è è ìîäåëè ñêîðèíãà Ñèíÿâñêîé, è ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíà-
ëèç ïîðòôåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñêîðèíã, ìîäåëü, äîõîäíîñòü, ðèñêè, ëèêâèäíîñòü, ðîññèéñêèé ôîíäîâûé
ðûíîê, àãðåãèðîâàííûé ïîêàçàòåëü, ïîðòôåëü öåííûõ áóìàã

Ñêîðèíã öåííûõ áóìàã ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé òðàäèöèîííûì ìåòîäàì ôèíàíñîâîãî
àíàëèçà ôîíäîâûõ ðûíêîâ è ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü åäèíûé îáîáùåííûé ïîêàçàòåëü èíâå-
ñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè êàæäîé öåííîé áóìàãè íà îñíîâå åå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îöåíêè ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê áèðæåâîé ñòàòèñòèêè è îò÷åòíîñòè ýìèòåíòîâ, òàê è ýêñïåðò-
íûõ ñóæäåíèé [1]. Ìîäåëè ñêîðèíãà ïðèìåíÿþòñÿ â ýêîíîìè÷åñêîé ïðàêòèêå ïðè îöåíêå
êðåäèòîñïîñîáíîñòè ôèçè÷åñêèõ è þðèäè÷åñêèõ ëèö [2], ðèñêà áàíêðîòñòâà è ðåøåíèè
äðóãèõ çàäà÷.

Ìîäåëü ñêîðèíãà Ñèíÿâñêîé [3] îáåñïå÷èâàåò êîìïëåêñíûé ó÷åò ôàêòîðîâ, ïðÿìî è
êîñâåííî âëèÿþùèõ íà ïðèâëåêàòåëüíîñòü öåííîé áóìàãè, â òîì ÷èñëå ëèêâèäíîñòè è
ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîêàçàòåëåé äåÿòåëüíîñòè ýìèòåíòîâ.

Íàìè áûëè ïîäîáðàíû ôàêòîðû è ýêñïåðòíûå îöåíêè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìà ìîäåëè
ïðèíÿëà âèä:

Y = αret

Nret∑
i=1

βreti Xret
i + αrisk

Nrisk∑
i=1

βriski Xrisk
i + αL

NL∑
i=1

βLi X
L
i ,

ãäå:
Y � ïîêàçàòåëü èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè öåííîé áóìàãè;
αret , αrisk , αL , � ñòåïåíè çíà÷èìîñòè äëÿ èíâåñòîðà ñîîòâåòñòâåííî äîõîäíîñòè, ðèñêà

è ëèêâèäíîñòè;
Xret
i , Xrisk

i , XL
i � íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëåé, âëèÿþùèõ ñîîòâåòñòâåííî

íà äîõîäíîñòü, ðèñê è ëèêâèäíîñòü;
βreti , βriski , βLi � ñòåïåíü çíà÷èìîñòè i -ãî ïîêàçàòåëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû.
Äàííàÿ ìîäåëü ñêîðèíãà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äîõîäíîñòü, ðèñ-

êè è ëèêâèäíîñòü:

1 Àñïèðàíò êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; pyankov.psu@yandex.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; simpm@mail.ru
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äîõîäíîñòü � äîõîäíîñòü àêöèè, ïîêàçàòåëü Dividend/Price ;
ðèñê � P/BV (îòíîøåíèå ðûíî÷íîé êàïèòàëèçàöèè ê âåëè÷èíå ñîáñòâåííîãî êàïè-

òàëà), P/E (îòíîøåíèå ðûíî÷íîé êàïèòàëèçàöèè ê ïðèáûëè), ôèíàíñîâûé ëåâåðèäæ,
ìàêñèìàëüíàÿ ïðîñàäêà;

ëèêâèäíîñòü � ñðåäíåìåñÿ÷íûé îáúåì îáðàùåíèÿ.
Ïî òàáëèöå ðåéòèíãîâûõ êëàññîâ (òàáëèöà 1) îïðåäåëÿåòñÿ ðåéòèíãîâûé êëàññ äëÿ

êàæäîé öåííîé áóìàãè â çàâèñèìîñòè îò àãðåãèðîâàííîãî ïîêàçàòåëÿ Y .

Òàáëèöà 1. Òàáëèöà ðåéòèíãîâûõ êëàññîâ.

Çíà÷åíèå èí-
äåêñà Y

Òîðãîâàÿ ðåêîìåí-
äàöèÿ

Ðåéòè-
íãîâûé
êëàññ

Ñòåïåíü óâåðåí-
íîñòè â òîðãî-
âîé îïåðàöèè

Îïèñàíèå ðåéòèí-
ãîâîãî êëàññà

µ2 6 Y < µ1 Ïîêóïêà öåííîé
áóìàãè

A+ 100% Âûñîêèå èíâåñòè-
öèîííûå êà÷åñòâà
àêöèè

µ3 6 Y < µ2 ×àñòè÷íàÿ ïîêóï-
êà

A
Y − µ3

µ2 − µ3

× 100% Öåííûå áóìàãè
èìåþò íå ïëîõèå
èíâåñòèöèîí-
íûå êà÷åñòâà, íî
èçìåíÿþùèåñÿ
ðûíî÷íûå óñëîâèÿ
ìîãóò ïðèâåñòè ê
óõóäøåíèþ èõ

µ4 6 Y < µ3 Óäåðæàíèå öåííîé
áóìàãè

B+ 100% Ïðîäàæà öåííûõ
áóìàã íå ïðè-
íåñåò âûãîäû, à
óäåðæàíèå âîç-
ìîæíî ïðèíåñåò
íåêîòîðóþ ïîëüçó

µ5 6 Y < µ4 ×àñòè÷íàÿ ïðîäà-
æà

B
Y − µ5

µ4 − µ5

× 100% Öåííûå áóìàãè
èìåþò íå ëó÷øèå
èíâåñòèöèîííûå
êà÷åñòâà

0 6 Y < µ5 Ïðîäàæà öåííîé
áóìàãè

C 100% Íèçêèå èíâåñòèöè-
îííûå êà÷åñòâà

Çíà÷åíèÿ µ1 , µ2 , µ3 , µ4 , µ5 îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ýêñïåðòíûõ îöåíîê.
Îïòèìàëüíàÿ äîëÿ àêöèé êëàññîâ A+ , A íîâîãî ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

γA+i =
Y A+
i

s∑
m=1

Y A+
m +

w∑
t=1

Y A
t H

A
t

,

ãäå:
γA+i � îïòèìàëüíàÿ äîëÿ â èíâåñòèöèîííîì ïîðòôåëå i -é öåííîé áóìàãè, îòíîñÿùèåñÿ

ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó A+ ;
Y A+
i � èíäåêñ èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè ýòîé öåííîé áóìàãè;
s � êîëè÷åñòâî öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó A+ ;
m � íîìåðà öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó A+ ;
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w � êîëè÷åñòâî öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó A ;
t � íîìåðà öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó A ;
Y A+
m � èíäåêñû èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåé-

òèíãîâîìó êëàññó A+ ;
Y A
t � èíäåêñû èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåé-

òèíãîâîìó êëàññó A ;
HA
t � ñòåïåíü óâåðåííîñòè â òîðãîâîé îïåðàöèè öåííîé áóìàãè, îòíîñÿùåéñÿ ê ðåé-

òèíãîâîìó êëàññó A .
Ìîäåëü ñêîðèíãà ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ñôîðìèðîâàòü îïòèìàëüíûé ïîðòôåëü öåííûõ

áóìàã, íî è îñóùåñòâëÿòü ìîíèòîðèíã â ñâÿçè ñ èçìåíåíèåì êîíúþíêòóðû ôîíäîâîãî ðûí-
êà. Öåííûå áóìàãè, ïîïàäàþùèå â ðåéòèíãîâûé êëàññ B , ïðîäàþòñÿ ÷àñòè÷íî. Äëÿ òîãî,
÷òîáû óñòàíîâèòü îïòèìàëüíóþ äîëþ â ïîðòôåëå öåííûõ áóìàã êëàññà B èñïîëüçóåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà:

γBi =
Y B
i H

B
i

s∑
m=1

Y A+
m +

w∑
t=1

Y A
t +

R∑
r=1

Y B+
r +

v∑
u=1

Y B
u H

B
u

,

ãäå:
R � êîëè÷åñòâî öåííûõ áóìàã, âõîäÿùèõ â ðåéòèíãîâûé êëàññ B+ ;
r � íîìåðà öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó B+ ;
v � êîëè÷åñòâî öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó B ;
u � íîìåðà öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåéòèíãîâîìó êëàññó B ;
Y B+
r �� èíäåêñû èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê

ðåéòèíãîâîìó êëàññó B+ ;
Y B
u �� èíäåêñû èíâåñòèöèîííîé ïðèâëåêàòåëüíîñòè öåííûõ áóìàã, îòíîñÿùèõñÿ ê ðåé-

òèíãîâîìó êëàññó B ;
HB
u � ñòåïåíü óâåðåííîñòè â òîðãîâîé îïåðàöèè u -é öåííîé áóìàãè èç êëàññà B .

Íà îñíîâå àêöèé ðîññèéñêîãî ôîíäîâîãî ðûíêà ÌÌÂÁ çà 2014 ãîä áûëè ñôîðìèðîâàíû
ïîðòôåëè öåííûõ áóìàã íà îñíîâå ìîäåëåé Ìàðêîâèöà, Øàðïà, Ýñòðàäû, Íåäîñåêèíà ñ
íå÷åòêîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è è ìîäåëè ñêîðèíãà Ñèíÿâñêîé. Îïòèìàëüíûå äîëè àêöèé â
ïîðòôåëÿõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2.

Äîõîäíîñòü ó âñåõ ïÿòè ïîðòôåëåé öåííûõ áóìàã çàôèêñèðîâàíà íà óðîâíå 2,5%.
Íà îñíîâå êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåíèÿ ïîðòôåëÿìè êîýôôèöèåíòà Àëüôà

Äæåíñåíà, êîýôôèöèåíòà Øàðïà, êîýôôèöèåíòà �Èíôîðìàöèîííîå îòíîøåíèå� è êîýô-
ôèöèåíòà Êàëìàð áûë ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîðòôåëåé öåííûõ áóìàã (òàáëèöà
3).

Ïî êðèòåðèþ êîýôôèöèåíòà Àëüôà Äæåíñåíà ëó÷øèì ïîðòôåëåì ñòàë ïîðòôåëü, ïî-
ñòðîåííûé ïî ìîäåëèØàðïà, ïî êðèòåðèþ êîýôôèöèåíòàØàðïà � ïîðòôåëü Íåäîñåêèíà,
ïî êðèòåðèþ êîýôôèöèåíòà �Èíôîðìàöèîííîå îòíîøåíèå� � ïîðòôåëü Øàðïà. Ïî êðè-
òåðèÿì êîýôôèöèåíòà Êàëìàð, ìàêñèìàëüíîé ïðîñàäêè è ðèñêà ëó÷øèì ñòàë ïîðòôåëü
ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ìîäåëè ñêîðèíãà Ñèíÿâñêîé.
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Òàáëèöà 2. Îïòèìàëüíûå äîëè àêöèé â ïîðòôåëÿõ öåííûõ áóìàã.

Êîìïàíèè Ìàðêîâèö Øàðï Ýñòðàäû Íåäîñåêèí Ñèíÿâñêàÿ
Polyus Gold
International

- 8,16% - - -

ÀËÐÎÑÀ - 14,04% 4,28% - -
ÂÒÁ - - 2,43% - 10,32%

ËÓÊÎÉË - - - - 12,04%
Ìàãíèò 38,45% - 0,15% 48,45% 3,16%
ÌÌÊ - 9,13% 4,31% - -
ÍËÌÊ - 6,75% 51,92% - 0,99%
Íîâàòýê - 3,93% - - 5,9%
Íîðíèêåëü - - - - 14,21%
ÏÈÊ 40,86% 26,86% 8,51% 51,55% 14,61%
Ñåâåðñòàëü - 9,18% 14,87 - -
Ñóðãóòíåôòåãàç
(ïðèâ.)

- 0,33% - - 13,15%

Òàòíåôòü - - - - 4,67%
Òàòíåôòü (ïðèâ.) 20,68% 5,22% - - 10,46%
ÔîñÀãðî - 16,39% 13,53% - -
×åðêèçîâî - - - - 10,48%

Òàáëèöà 3. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîðòôåëåé öåííûõ áóìàã.

Ìàðêîâèöà Øàðïà Ýñòðàäû Íåäîñåêèí Ñèíÿâñêàÿ
Jensen's
alpha

-0,00138 0,0009653 -0,001327 -0,000185 0,0002569

Sharpe ratio 0,006790 -0,103523 0,010498 0,027569 0,015124
Information
ratio

-0,08383 0,066511 0,016959 0,043698 0,056119

Calmar
ratio

-1,24887 -1,144775 -0,682925 -1,328881 -1,441247

Ìàêñ. ïðî-
ñàäêà

-18,73% -16,51% -19,35% -15,20% -10,25%

Ðèñê 0,43% 0,35% 0,39% 0,47% 0,31%

È òàê, ìîäåëü ñêîðèíãà Ñèíÿâñêîé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íà ñëàáîðàçâèòûõ ðûí-
êàõ, íàïðèìåð, íà ðîññèéñêîì ôîíäîâîì ðûíêå, òàê êàê ó÷èòûâàåò ôàêòîð ëèêâèäíîñòè.
Â ìîäåëü ìîæåò áûòü âêëþ÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ôàêòîðîâ êàê êîëè÷åñòâåííûõ, òàê
è êà÷åñòâåííûõ.

Â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè òåðïèìîñòè ê ðèñêó èíâåñòîð ìîæåò âûáèðàòü êîýôôèöè-
åíòû çíà÷èìîñòè äîõîäíîñòè, ðèñêà è ëèêâèäíîñòè. Ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ñêîðèíãà ìîæíî
îñóùåñòâëÿòü ìîíèòîðèíã ïîðòôåëÿ öåííûõ áóìàã ñ èçìåíåíèåì êîíúþíêòóðû ðûíêà.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îäèíàêîâûõ ñôåð, îêðóæåííûõ

ÄÝÑ

c⃝ À. Î. Ñûðîìÿñîâ1, Í. Â. Åðåìêèíà2

Àííîòàöèÿ. Íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ñðåäå ñ äâóìÿ îäèíà-
êîâûìè íåïîäâèæíûìè ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè, êîòîðûå îêðóæåíû øèðîêèìè äâîéíûìè
ýëåêòðè÷åñêèìè ñëîÿìè. Ðåøåíèå ïîëó÷åíî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ
ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà è ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñôåðè-
÷åñêèõ ÷àñòèö.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, óðàâíåíèå Ïóàññîíà � Áîëüöìàíà, óðàâíå-
íèå Ãåëüìãîëüöà, ìóëüòèïîëü, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíê-
öèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíèå ãîäû èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ âçâåøåííûõ ÷àñòèö â ñïëîøíîé ñðåäå
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå àêòóàëüíûì. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷èñòûå âåùåñòâà, â îòëè÷èå îò
ðàçëè÷íûõ äèñïåðñíûõ ñèñòåì, â ïðèðîäå è â òåõíèêå âñòðå÷àþòñÿ ðåäêî [8].

Äàííûå ñèñòåìû ìîæíî èçó÷àòü ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî ñâÿçàíî ñ áîëüøèìè çàòðàòàìè.
Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèñïåðñíûõ ñðåä øèðîêî ïðèìåíÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå. Îíî íå èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü íàòóðíûõ èññëåäîâàíèé, îäíàêî ïîçâî-
ëÿåò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü ïîòðåáíîñòü â ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ, ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé
ýêîíîìèþ âðåìåíè è äåíåæíûõ ñðåäñòâ.

Ìåæäó ÷àñòèöàìè, âçâåøåííûìè â ñðåäå, ìîæåò âîçíèêàòü ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå âçà-
èìîäåéñòâèå. Êàê ïðàâèëî, îíî ïðîèñõîäèò îïîñðåäîâàííî � ïðè ïåðåêðûòèè äâîéíûõ
ýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ (ÄÝÑ), îáðàçóþùèõñÿ âîêðóã ÷àñòèö âçâåñè. Îïèñàíèå ÄÝÑ ïðèâî-
äèò ê ñèñòåìå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [5], äëÿ óïðîùåíèÿ êîòîðîé
âûäâèãàþòñÿ òå èëè èíûå äîïîëíèòåëüíûå ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òàê, åñëè ñðåäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèëüíûé ýëåêòðîëèò, òî äâîéíûå ñëîè âîêðóã ÷à-
ñòèö ÿâëÿþòñÿ îòíîñèòåëüíî òîíêèìè [1]. Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âáëèçè îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, à âçàèìîäåéñòâèå ñâî-
äèòñÿ ê âîçíèêíîâåíèþ ðàñêëèíèâàþùåãî äàâëåíèÿ â çîíå ñëàáîãî ïåðåêðûòèÿ ñëîåâ [2].

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñåí è ïðîòèâîïîëîæíûé âàðèàíò: íåñóùàÿ ñðåäà
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëàáûé ýëåêòðîëèò (òàêîâû, íàïðèìåð, ìíîãèå îðãàíè÷åñêèå âåùå-
ñòâà). Â ýòîì ñëó÷àå äâîéíûå ñëîè âîêðóã ÷àñòèö âåñüìà øèðîêè, à îïèñûâàþùèå èõ
óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçóþòñÿ [9]. Âñëåäñòâèå áîëüøîé ïðîòÿæåííîñòè ÄÝÑ ñîâåðøåííî íåäî-
ñòàòî÷íî îïèñûâàòü ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â îêðåñòíîñòè êàæäîé ÷àñòèöû ïî îòäåëüíîñòè.
Íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó î ðàñïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ïî-
âåðõíîñòè ìíîãèõ ÷àñòèö îäíîâðåìåííî.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ
îäèíàêîâûõ íåïîäâèæíûõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ñïëîøíîé ñðåäå, îêðóæåííûõ øèðîêèìè

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê, syal1@yandex.ru

2 Ñòóäåíò ôàêóëüòåòà ìàòåìàòèêè è èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê
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ÄÝÑ. Ðåøåíèå çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì
ôóíêöèÿì. Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïðèìåíåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû,
à òàêæå òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà [3].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåïîäâèæíàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà, â êîòîðîé ðàñïîëîæåíû äâå íåïîäâèæ-
íûå ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû Ω(1) è Ω(2) ðàäèóñà a . Âåêòîð r⃗ äëèíû r = |r⃗| ñîåäèíÿåò öåí-
òðû ÷àñòèö. Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 ñ
íà÷àëîì â öåíòðå ïåðâîé ÷àñòèöû è îñüþ Ox3 , ñîíàïðàâëåííîé ñ r⃗ . Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûå
îðòû êîîðäèíàòíûõ îñåé ÷åðåç e⃗1 , e⃗2 , e⃗3 , ñîîòâåòñòâåííî. Âåêòîð x⃗ = (x1, x2, x3) çàäà-
åò ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïåðâîé ÷àñòèöû, à
âåêòîð x⃗− r⃗ � îòíîñèòåëüíî öåíòðà âòîðîé (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èñêîìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàë ψ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå. Âíå ÷àñòèö
îí óäîâëåòâîðÿåò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà � Áîëüöìàíà (óðàâíåíèþ Ãåëüì-
ãîëüöà):

∆ψ = κ2ψ. (2.1)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Âåëè÷èíà κ−1 åñòü õàðàêòåðíàÿ òîëùèíà äâîéíîãî ñëîÿ [9].
Íà ïîâåðõíîñòè êàæäîé èç ÷àñòèö ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí è ðàâåí ψa , âäàëè îò ÷àñòèö

îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

ψ|∂Ω(1) = ψ|∂Ω(2) = ψa,
(2.2)

ψ → 0, |x⃗| → ∞.

Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè ôóíêöèè ψ(x⃗) , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ (2.1) è ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì (2.2).
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3. Ìåòîä ðåøåíèÿ

Õîðîøî èçâåñòíî îáðàùàþùååñÿ â íóëü íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1),
îáëàäàþùåå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé:

ψ = C0Λ0, (3.1)

ãäå çàâèñÿùèé îò x⃗ ìóëüòèïîëü îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Λ0(x⃗) =
e−κ|x⃗|

|x⃗|
, (3.2)

à êîíñòàíòà C0 íàõîäèòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Åñëè ïîòåíöèàë ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ψa
ïðè |x⃗| = a , òî

C0 = aψae
κa. (3.3)

Äëÿ îòûñêàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëà âîêðóã äâóõ ÷àñòèö áûëî áû ëîãè÷íî èñ-
ïîëüçîâàòü áèñôåðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò; ïîäîáíûé ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿ, íàïðèìåð,
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ïîâåðõ-
íîñòÿõ. Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî â óðàâíåíèè Ãåëüìãîëüöà ïåðåõîä ê áèñôåðè÷åñêèì êîîðäè-
íàòàì íå ïðèâîäèò ê ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõ [6]. Êðîìå òîãî, ñ ïîìîùüþ îäíîãî è òîãî
æå ìåòîäà õîòåëîñü áû ìîäåëèðîâàòü âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷à-
ñòèö. Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû êîîðäèíàò, â êîòîðîé êîîðäèíàòíûå èçîïîâåðõíîñòè
ñîâïàäàþò ñ ãðàíèöàìè ëèøü äâóõ ÷àñòèö, íå ìîæåò ðåøèòü çàäà÷ó.

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïàðíîãî ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ÷àñòèö âçâåñè îáîáùèì âûðàæåíèå (3.1). Ïîäðîáíåå, â ðåøåíèå ñëåäóåò âêëþ÷èòü
ìóëüòèïîëè, çàâèñÿùèå íå òîëüêî îò x⃗ , íî è îò x⃗ − r⃗ . Êðîìå òîãî, ôóíêöèé âèäà (3.2)
íå õâàòàåò äëÿ îäíîâðåìåííîãî óäîâëåòâîðåíèÿ âñåõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (2.2), ïîýòîìó
èñïîëüçóåì â ðàçëîæåíèè ïîòåíöèàëà è ìóëüòèïîëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà:

ψ = C0(1)Λ(x⃗) + Cj(1)Λj(x⃗) + Cjk(1)Λjk(x⃗) + Cjkl(1)Λjkl(x⃗) + . . .+
(3.4)

+C0(2)Λ(x⃗− r⃗) + Cj(2)Λj(x⃗− r⃗) + Cjk(2)Λjk(x⃗− r⃗) + Cjkl(1)Λjkl(x⃗− r⃗) . . .

Çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà: ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ áóêâåííûì èí-
äåêñàì ïðîèçâîäèòñÿ ñâåðòêà � ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Ìóëüòèïîëè âûñøèõ
ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

Λj···k(x⃗) =
∂

∂xj
· · · ∂

∂xk
Λ0(x⃗) (3.5)

è ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè (2.1), ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ ïðè |x⃗| → ∞ . Ðÿä (3.4) áåñêîíå÷åí;
ðàíã ìóëüòèïîëÿ, íà êîòîðîì áóäåò îáîðâàíà ñóììà, çàâèñèò îò âûáðàííîé òî÷íîñòè. Ïî-
ñòîÿííûå òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû C⃗(N) ñëåäóåò íàéòè èç óñëîâèé (2.2). Çäåñü è äàëåå
N = 1, 2 îçíà÷àåò íîìåð ÷àñòèöû.

Ñ óâåëè÷åíèåì òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ è ðàíãà ìóëüòèïîëåé ÷èñëî êîìïîíåíò Cj···k(N)
ðàñòåò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: òàê, òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàíãà èìååò 34 = 81
êîìïîíåíòó. Óìåíüøèòü ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïîçâîëÿåò òàêîå ñîîáðàæåíèå. Ñîãëàñíî (3.4),
Cj···k(N) ñâîðà÷èâàþòñÿ ñ ìóëüòèïîëÿìè, êîòîðûå ïî îïðåäåëåíèþ (3.5) ñèììåòðè÷íû.
Ïîýòîìó è ñàìè Cj···k(N) òàêæå ñèììåòðè÷íû ïî âñåì ñâîèì èíäåêñàì.

Äëÿ äàëüíåéøèõ óïðîùåíèé èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [3].
Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.2) äîëæíî èìåòü òó æå ñèììåòðèþ, ÷òî è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Íî äëÿ íèõ Ox3 ñëóæèò ïîâîðîòíîé îñüþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäÿò
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äâå çåðêàëüíûå ïëîñêîñòè Ox1x3 è Ox2x3 . Ýòè ýëåìåíòû ñèììåòðèè îòâå÷àþò ãðóïïå
∞ ·m (â îáîçíà÷åíèÿõ Øóáíèêîâà), áàçèñîì êîòîðîé ñëóæàò b⃗ = e⃗3 è δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗ 22 + e⃗ 23 .

Ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ íà ñåáÿ ïîíèìàþòñÿ êàê òåíçîðíûå, à êîìïîíåíòû δ⃗ ñóòü ñèìâîëû
Êðîíåêåðà δij :

δij =

{
1, i = j,
0, i ̸= j.

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè ïî èíäåêñàì òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû, ðàçëîæåííûå ïî òàêîìó
áàçèñó, âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ci(N) = A(N)bi,

Cij(N) = B(N)δij +D(N)bibj,

Cijk(N) = E(N)(δijbk + δikbj + δjkbi) + F (N)bibjbk,

Cijkl(N) = G(N)(δijδkl + δikδjl + δikδil) +H(N)(δijbkbl + δikbjbl + δilbjbk + δjkbibl +

+δjlbibk + δklbibj) +K(N)bibjbkbl, . . .

Ïîñêîëüêó ìóëüòèïîëè Λj···k óäîâëåòâîðþò óðàâíåíèþ (2.1), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

δlmΛj···klm = κ2Λj···k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå ñèìâîë Êðîíåêåðà, íå äàþò ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî
âêëàäà â ñóììó (3.4). Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

Ci(N) = CB(N)bi, Cij(N) = CC(N)bibj, Cijk(N) = CD(N)bibjbk, . . .

Òîãäà ôîðìóëà (3.4) ïðèíèìàåò âèä:

ψ = C0(1)Λ0(x⃗) + CB(1)Λ3(x⃗) + CC(1)Λ33(x⃗) + CD(1)Λ333(x⃗) + CE(1)Λ3333(x⃗) +

+CF (1)Λ33333(x⃗) + CG(1)Λ333333(x⃗) + CH(1)Λ3333333(x⃗) + . . .

+C0(2)Λ0(x⃗− r⃗) + CB(2)Λ3(x⃗− r⃗) + CC(2)Λ33(x⃗− r⃗) + (3.6)

+CD(2)Λ333(x⃗− r⃗) + CE(1)Λ3333(x⃗− r⃗) + CF (2)Λ33333(x⃗− r⃗) +

+CG(2)Λ333333(x⃗− r⃗) + CH(2)Λ3333333(x⃗− r⃗) + . . .

Îòìåòèì, ÷òî òàêîé æå ïîäõîä (ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì è èñïîëü-
çîâàíèå òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæå-
íèÿ) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ äâîéíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ñëîåâ âîêðóã ÷àñòèö,
îáðàçóþùèõ ïåðèîäè÷åñêóþ ðåøåòêó [7].

Íåèçâåñòíûìè â (3.6) îñòàþòñÿ ëèøü ñêàëÿðíûå ôóíêöèè C0(N) , CB(N) , CC(N) è
ò.ä. Áóäåì èñêàòü èõ â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî öåëûì íåîòðèöàòåëüíûì ñòåïåíÿì äâóõ ìàëûõ
áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ

ε =
a

r
, δ = κr =

r

κ−1
, (3.7)

ãäå ε îòâå÷àåò çà îòíîñèòåëüíóþ óäàëåííîñòü ÷àñòèö äðóã îò äðóãà, à δ � çà îòíîñè-
òåëüíóþ òîëùèíó ÄÝÑ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ðàññòîÿíèåì. Ïîñêîëüêó δ < 1 ,
äâîéíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñëîè âåñüìà øèðîêè.

Íàïðèìåð, C0(N) ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî ñòåïåíÿì ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C0(N) = C000(N) + C001(N)δ + C002(N)δ2 + C003(N)δ3 + C004δ
4 + . . .

+C010(N)ε+ C011(N)εδ + C002(N)εδ2 + C003(N)εδ3 + C004εδ
4 + . . . (3.8)

+C020(N)ε2 + C021(N)ε2δ + C022(N)ε2δ2 + C023(N)ε2δ3 + C024ε
2δ4 + . . .
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Îòìåòèì, ÷òî C0(N) � åäèíñòâåííûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, ðàçëîæåíèå êîòîðûõ íà÷è-
íàåòñÿ ñ âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ìíîæèòåëü ε0δ0 . Ýòî ïîçâîëÿåò ïðè ε → 0 , δ → 0
îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå (3.1)�(3.3).

Äëÿ ïîèñêà êîýôôèöèåíòîâ C000(N) , C010(N) è èì ïîäîáíûõ ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèé
àëãîðèòì.

1. Ôîðìóëà (3.4) ïîäñòàâëÿåòñÿ â êàæäîå èç óñëîâèé (2.2) íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö. Äëÿ
áîëüøåãî óäîáñòâà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ íà ãðàíèöå Ω(2) äåëàåòñÿ çàìåíà
x⃗ 7→ x⃗+ r⃗ . Óñëîâèå çàòóõàíèÿ ïîëÿ âäàëè îò ÷àñòèö óäîâëåòâîðÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè
áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî ôóíêöèè (3.5) íà áåñêîíå÷íîñòè îáðàùàþòñÿ â íóëü.

2. Íàéäåííûå âûðàæåíèÿ è ψa óìíîæàþòñÿ íà aeκa � ýòîò ìíîæèòåëü ôèãóðèðóåò â
ðåøåíèè çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå (3.3) è, ñóäÿ ïî âñåìó, áóäåò òàêæå ïðèñóòñòâî-
âàòü â ðåøåíèè çàäà÷è î äâóõ ÷àñòèöàõ.

3. Â ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèÿõ ñëåäóåò èçáàâèòüñÿ îò ñòåïåíåé êîîðäèíàòû x3 âûøå
ïåðâîé, à òàêæå îò âåëè÷èí r , κ . Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

x23 = a2 − x21 − x22, r =
a

ε
, κ =

εδ

a
.

Ïåðâîå èç íèõ ñïðàâåäëèâî íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèö, îñòàëüíûå äâà ïîëó÷àþòñÿ èç
(3.7). Òåïåðü ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà íà ∂Ω(1) è ∂Ω(2) ,
ñîäåðæàò ëèøü ìàëûå ïàðàìåòðû, ðàäèóñ ÷àñòèö a , êîîðäèíàòû âåêòîðà x⃗ (ïðè÷åì
x3 � íå âûøå, ÷åì â ïåðâîé ñòåïåíè) è íåèçâåñòíûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè C0(N) ,
CB(N) , CC(N) è ò.ä.

4. Ìóëüòèïîëè è èñêîìûå ôóíêöèè ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ,
ïðè ýòîì äëÿ C0(N) , CB(N), . . . èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ âèäà (3.8).

5. Ñîãëàñíî (2.2), êàæäîå èç ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé ïðèðàâíèâàåòñÿ ê âåëè÷èíå

Ψ = aψae
κa.

Ýòî ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû C000(N) , C001(N) ,...,
CB010(N) è ò.ä. Åå ðåøåíèå è ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì. Ïðè ïîâûøåíèè âûáðàííîé òî÷íî-
ñòè êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â ñóììå (3.4) áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ, à çíà÷èò, áóäåò ðàñòè
è ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â ñèñòåìå.

Èçëîæåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí â ñèñòåìå Wolfram Mathematica.

4. Ðåçóëüòàòû

Ïàðàìåòðû (3.7) íåçàâèñèìû, è çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ
ìåæäó íèìè; ïðè ýòîì ïðåäïîëîæåíèå îá îòíîñèòåëüíîì ïîðÿäêå ìàëîñòè ïàðàìåòðîâ
äîëæíî áûòü âûäâèíóòî çàðàíåå � äî ðàçëîæåíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî èõ ñòåïåíÿì. Íàìè
áûëè ðàññìîòðåíû òðè âàðèàíòà ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ε è δ .

1. Óêàçàííûå ïàðàìåòðû èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê: ε ∼ δ . Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ
òî÷íîñòüþ O(

√
(ε8)2 + (δ8)2) . Ñîîòâåòñòâåííî, â ðàçëîæåíèÿ íå âêëþ÷àëèñü ñëàãà-

åìûå, ñîäåðæàùèå ìíîæèòåëè ε5δ4 , ε2δ8 è ò.ä. � èõ ñóììàðíûé ïîðÿäîê ìàëîñòè
áîëüøå 8.
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2. δ ∼ ϵ2 . Çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ òî÷íîñòüþ O(ε8) . Ñëàãàåìûå ñ ìíîæèòåëÿìè εδ4 ,
ε3δ3 è ò.ï. èñêëþ÷àëèñü èç ðàññìîòðåíèÿ, ïîñêîëüêó èõ ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ε â
äàííîì ñëó÷àå ïðåâûøàåò 8.

3. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âàðèàíòó, ϵ ∼ δ2 . Â ýòîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû
áûëè íàéäåíû ñ òî÷íîñòüþ O(δ8) .

Âíå çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ (3.7)
ðåøåíèå çàäà÷è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Âî-ïåðâûõ, ïðè ε → 0 è δ → 0 èñêîìîå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ïåðåõîäèò â ðàñ-
ïðåäåëåíèå âîêðóã äâóõ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö (3.1)�(3.3): C0(1) = C0(2) = Ψ ,
îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 0.

Âî-âòîðûõ, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

C0(2) = C0(1), CB(2) = −CB(1), CC(2) = CC(1), CD(2) = −CD(1), . . .

ò.å. çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïîëÿì ÷åòíîãî ïîðÿäêà, ðàâíû, à
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìóëüòèïîëÿì íå÷åòíîãî ïîðÿäêà � ïðîòèâîïîëîæíû. Ïðè óêàçàííûõ ñî-
îòíîøåíèÿõ ñòàíîâÿòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ðàâåíñòâà

ψ(x⃗) = ψ(r⃗ − x⃗).

Àíàëîãè÷íî [4], ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñèììåòðèåé èçó÷àåìîé êîíôèãóðàöèè ÷àñòèö îòíîñèòåëü-
íî ñåðåäèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî èõ öåíòðû.

Ïðè ε ∼ δ èñêîìûå ðàçëîæåíèÿ òàêîâû:

C0(1) = Ψ
(
1− ε+ εδ − εδ2

2
+
εδ3

6
− εδ4

24
+
εδ5

120
− εδ6

720
+

εδ7

5040
+ ε2 − 3ε2δ + 3ε2δ2 −

−11ε2δ3

6
+

5ε2δ4

6
− 37ε2δ5

120
+

7ε2δ6

72
− ε3 + 5ε3δ − 55ε3δ2

6
+

55ε3δ3

6
−

−51ε3δ4

8
+

1249ε3δ5

360
+ 2ε4 − 7ε4δ +

55ε4δ2

3
− 57ε4δ3

2
+

175ε4δ4

6
− 3ε5 +

+12ε5δ − 97ε5δ2

3
+

395ε5δ3

6
+ 5ε6 − 21ε6δ +

1783ε6δ2

30
− 9ε7 + 37ε7δ + 15ε8

)
,

CB(1) = Ψa
(
ε2 − ε2δ2

2
+
ε2δ3

3
− ε2δ4

8
+
ε2δ5

30
− ε2δ6

144
− ε3 + ε3δ − 2ε3δ3

3
+

2ε3δ4

3
−

−2ε3δ5

5
+ ε4 − 3ε4δ +

31ε4δ2

10
− 251ε4δ4

120
− 3ε5 + 5ε5δ − 124ε5δ2

15
+

94ε5δ3

15
+

+4ε6 − 9ε6δ +
107ε6δ2

6
− 8ε7 + 18ε7δ + 14ε8

)
,

CC(1) = Ψa2
(
− ε3

2
+
ε3δ2

12
− ε3δ4

48
+
ε3δ5

90
+
ε4

2
− ε4δ

2
+
ε4δ2

6
− ε5

2
+

3ε5δ

2
− (4.1)

−43ε5δ2

28
+

2ε5δ3

3
+ 2ε6 − 5ε6δ

2
+

53ε6δ2

14
− 5ε7

2
+ 5ε7δ + 6ε8

)
,

CD(1) = Ψa3
(ε4
6
− ε4δ2

60
+
ε4δ4

720
− ε5

6
+
ε5δ

6
− ε5δ2

15
+
ε5δ3

90
+
ε6

6
− ε6δ

2
+

+
55ε6δ2

108
− 5ε7

6
+

5ε7δ

6
+ ε8

)
,
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CE(1) = Ψa4
(
− ε5

24
+
ε5δ2

336
+
ε6

24
− ε6δ

24
+
ε6δ2

56
− ε7

24
+
ε7δ

8
+
ε8

4

)
,

CF (1) = Ψa5
( ε6

120
− ϵ6δ2

2160
− ε7

120
+
ε7δ

120
+

ε8

120

)
,

CG(1) = Ψa6
(
− ε7

720
+

ε8

720

)
,

CH(1) =
a7ε8

5040
Ψ.

Ðåøåíèå â Wolfram Mathematica ïîêàçàëî, ÷òî ïðè δ ∼ ε2 èëè ε ∼ δ2 ðàçëîæåíèÿ
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé îòëè÷àþòñÿ îò ïðèâåäåííûõ âûøå òîëüêî èñêëþ÷åíèåì ñëàãàåìûõ
áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, êàê ýòî è ïðåäïîëàãàëîñü ðàíåå. Íàïðèìåð, ïðè δ ∼ ε2 ðàçëîæå-
íèå CF (1) èìååò âèä:

CF0(1) = Ψa5
( ε6

120
− ε7

120
+

ε8

120

)
.

Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíû ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè ôóíêöèè ψ â ïëîñêîñòè Ox1x3 . Ïðè
èõ ïîñòðîåíèè áûëè èñïîëüçîâàíû âûðàæåíèÿ (3.6) è (4.1), ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ
ñîñòàâëÿëè Ψ = 1 , ε = 1/4 , δ = 1/3 , a = 1 .

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Êàê âèäíî, ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè Ox2x3
(îñü Ox3 íà ðèñóíêå). Ïëîñêîñòü x3 = r/2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ çåðêàëüíîé.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöè-
àëà âîêðóã ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, âíåäðåííûõ â ñïëîøíóþ ñðåäó. Ýòîò ìåòîä âêëþ÷àåò â
ñåáÿ ñëåäóþùèå ýòàïû:

• Ðàçëîæåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì. Ïðè ýòîì
âñå òàêèå ôóíêöèè (ìóëüòèïîëè) ñóòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íåêîòîðîãî ¾ôóíäàìåí-
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òàëüíîãî¿ ðåøåíèÿ, èìåþùåãî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó (îáëàäàþùåãî ñôåðè÷åñêîé ñèì-
ìåòðèåé). Ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü, ïîñêîëüêó óêàçàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Ïðèâëå÷åíèå òåîðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé è èñïîëüçîâàíèå ñèììåòðèè
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ.
Â ðåçóëüòàòå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, ôèãóðèðóþùèõ â
âûðàæåíèè êîýôôèöèåíòîâ, ÷åðåç òåíçîðû áàçèñà.

• Äëÿ îòûñêàíèÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé ìóëüòèïîëè â îêðåñòíîñòè êàæäîé ÷àñòèöû ðàñ-
êëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì (3.7). Ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ðÿäû ïîäñòàâ-
ëÿþòñÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäà÷è, ïîñëå ÷åãî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè òàêæå íàõîäÿòñÿ
â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Èçëîæåííûé ìåòîä áûë ïðèìåíåí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâóõ èäåíòè÷íûõ ÷àñòèöàõ,
ïðè ýòîì áûëè ðàññìîòðåíû ðàçíûå âàðèàíòû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôèãóðèðóþùèìè â
àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèÿõ ïàðàìåòðàìè ε è δ .

Îäíàêî òàêîé æå ïîäõîä ïîçâîëèò îïèñûâàòü äâîéíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñëîè âîêðóã ïðî-
èçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö (áûòü ìîæåò, ðàçíûõ ðàäèóñîâ).
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Mathematical modelling of electrostatic interaction among

two identical spheres surrounded by double electric layers

c⃝ A. O. Syromyasov 3, N. V. Eremkina4

Abstract. The distribution of electric potential in a medium containing two identical spherical
particles surrounded by wide double electric layers is discussed. The solution is obtained by using
the theory of nonlinear tensor functions and may be generalized on the arbitrary number of
particles.

Key Words: double electric layer, Poisson � Boltzmann equation, Helmholtz equation, multipole,
asymptotic methods, theory of nonlinear tensor functions
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Ñïèâàê Ñåìåí Èçðàèëåâè÷, äîêòîð ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, Ñîðîñîâñêèé ïðî-
ôåññîð, çàâ. êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, çàâåäóþ-
ùèé ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà
íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, çàñëóæåííûé äåÿòåëü
íàóêè Ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí.

Ðîäèëñÿ 4 ôåâðàëÿ 1945 ã. â ã.Äíåïðîïåòðîâñêå, Óêðà-
èíà. Îòåö - Ñïèâàê Èçðàèëü ßêîâëåâè÷, ó÷èòåëü ìà-
òåìàòèêè, ìàòü - ÏëîòêèíàÝëüêàÃåñåëåâíà, èíæåíåð-
õèìèê-òåõíîëîã. Â 1962 ã. îêîí÷èë ñ ñåðåáðÿíîé ìåäà-
ëüþ ÑØ�80 Äíåïðîïåòðîâñêà. Áóäó÷è ñòàðøåêëàññíè-
êîì, ñòàë ïðèíèìàòü àêòèâíîå ó÷àñòèå â ìàòåìàòè÷åñêèõ
îëèìïèàäàõ, â 1962 ã. äîøåë äî ôèíàëüíîé ÷àñòè 1-îé
Âñåñèáèðñêîé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé Îëèìïèàäû (Íî-
âîñèáèðñêèé Àêàäåìãîðîäîê), îðãàíèçîâàííîé ïî èíè-
öèàòèâå àêàäåìèêà Ì.À. Ëàâðåíòüåâà. Ïî ðåçóëüòàòàì
Îëèìïèàäû áûë ïðèíÿò íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé
ôàêóëüòåò Íîâîñèáèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñè-
òåòà.

Ñïåöèàëèçèðîâàëñÿ ïî êàôåäðå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, çàâåäóþùèì êîòîðîé
â òå ãîäû áûë âûäàþùèéñÿ ìàòåìàòèê àêàäåìèê Ñåðãåé Ëüâîâè÷ Ñîáîëåâ. Íåïîñðåäñòâåí-
íûì ðóêîâîäèòåëåì â ñòóäåí÷åñêèå ãîäû ñòàë ó÷åíèê Ñ.Ë.Ñîáîëåâà, â áóäóùåì èçâåñòíûé
ñïåöèàëèñò ïî êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Òîääåé Èâàíîâè÷ Çå-
ëåíÿê.

Ïî ðåêîìåíäàöèè Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ãðóïïà ñòóäåíòîâ ìåõìàòà ÍÃÓ áûëà íàïðàâëåíà íà
ñïåöèàëèçàöèþ â îòäåë ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Èíñòèòóòà êàòàëèçà Ñèáèðñêîãî
îòäåëåíèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ, ÷òî ïðåäîïðåäåëèëî íàó÷íóþ ñóäüáó Ñ.È.Ñïèâàêà. Â 1967 ã. ïîñëå
îêîí÷àíèÿ óíèâåðñèòåòà, îí íàïðàâëåí íà ðàáîòó â Èíñòèòóò êàòàëèçà, ãäå ðàáîòàë äî
1976 ã. ñíà÷àëà â äîëæíîñòè ñòàæåðà-èññëåäîâàòåëÿ, çàòåì ìëàäøåãî íàó÷íîãî ñîòðóäíè-
êà îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Â òå ãîäû Èíñòèòóò êàòàëèçà áûë îñíîâíûì
öåíòðîì ïî ñòàíîâëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â õèìèè â ÑÑÑÐ, Ó÷èòåëÿìè
Ñ.È. Ñïèâàêà ñòàëè âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå â îáëàñòè õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè, êàòàëèçà, õè-
ìè÷åñêîé êèíåòèêè àêàäåìèê Ãåîðãèé Êîíñòàíòèíîâè÷ Áîðåñêîâ è ÷ëåí-êîððåñïîíäåíò ÀÍ
ÑÑÑÐ Ìèõàèë Ãàâðèëîâè÷ Ñëèíüêî. Îñíîâíîé òåìîé íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ñ.È.Ñïèâàêà
ñòàëè îáðàòíûå çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè è òåðìîäèíàìèêè äëÿ ñëîæíûõ ðåàêöèé. Â
ãîäû ðàáîòû â Èíñòèòóòå êàòàëèçà èì áûëè ðàçâèòû ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ
âàðèàöèè êîíñòàíò ñêîðîñòåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, îïèñûâàþùèõ èçìåðåíèé â ïðåäåëàõ
èõ ïîãðåøíîñòè. Ðàçâèòèå ýòèõ ðàáîò ñòàëî ðåçóëüòàòîì ó÷àñòèÿ Ñ.È.Ñïèâàêà â íàó÷-
íîì ñåìèíàðå àêàäåìèêà Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à Êàíòîðîâè÷à. Çàäà÷è èíòåðïðåòàöèè êè-
íåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Ñ.È.Ñïèâàêîì êàê çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ,ââåäåíî ïîíÿòèå çíà÷èìîñòè èçìåðåíèé êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
äâîéñòâåííûõ çàäà÷. Ðàáîòà â õèìè÷åñêîì èíñòèòóòå ñïîñîáñòâîâàëà òîìó, ÷òî âñå òåîðå-
òè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàëèñü ïðè èíòåðïðåòàöèè êîíêðåòíûõ èçìåðåíèé ïî ðåàëü-
íûì ïðîìûøëåííî çíà÷èìûì êàòàëèòè÷åñêèì ïðîöåññàì. Ðåçóëüòàòîì ýòèõ ðàáîò ñòàëà
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çàùèòà â 1976 ã. êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè ¾Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé
êàòàëèòè÷åñêèõ ñòàöèîíàðíûõ ðåàêöèé¿, äèññåðòàöèÿ áûëà çàùèùåíà â Ñîâåòå Èíñòèòóòà
êàòàëèçà ïî ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðîöåññû è àïïàðàòû õèìè÷åñêîé òåõíîëîãèè¿ íà ñîèñêàíèå
ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà òåõíè÷åñêèõ íàóê.

Â 1976 ã. Ñ.È.Ñïèâàê ïåðååçæàåò íà ðàáîòó â Óôó, â Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé Èíñòè-
òóò íåôòåõèìè÷åñêèõ ïðîèçâîäñòâ, ãäå ðàáîòàåò ñíà÷àëà â äîëæíîñòè ñòàðøåãî íàó÷íîãî
ñîòðóäíèêà îòäåëà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, à çàòåì çàâåäóþùåãî ñåêòîðîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè èçìåðåíèé. Ïàðàëëåëüíî ÷èòàåòñÿ ñèñòåìà ñïåöêóðñîâ ïî ìà-
òåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è îïòèìèçàöèè ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ íà ìàòåìà-
òè÷åñêîì ôàêóëüòåòå Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1985 ã. â Èíñòèòóòå
õèìè÷åñêîé ôèçèêè ÀÍ ÑÑÑÐ çàùèùàåòñÿ äîêòîðñêàÿ äèññåðòàöèÿ ¾Èíôîðìàòèâíîñòü
ýêñïåðèìåíòà è ïðîáëåìà íååäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíå-
òèêè¿ óæå íà ñîèñêàíèå ñòåïåíè äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè
¾Õèìè÷åñêàÿ ôèçèêà¿.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ñðàçó ïî ïðèåçäó â ã. Óôó Ñ.È. Ñïèâàê íà÷àë ñîòðóäíè÷åñòâî ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèì ôàêóëüòåòîì Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. È ñîâåðøåííî
åñòåñòâåííûì áûë åãî ïåðåõîä â 1986 ã. íà ïîñòîÿííóþ ðàáîòó â Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåí-
íûé óíèâåðñèòåò íà äîëæíîñòü çàâåäóþùåãî êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.
Â ýòîé äîëæíîñòè îí ðàáîòàåò è ïî ñåé äåíü. Â 1988 ã. åìó áûëî ïðèñâîåíî ó÷åíîå çâàíèå
ïðîôåññîðà ïî êàôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â 1992 ã. ÍÈÈíåôòåõèì áûë ïðåîáðàçîâàí Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà â íà-
÷àëå Àêàäåìèè íàóê Ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí, à ïîçæå ÐÀÍ. Â Èíñòèòóòå ñîçäàíà ëà-
áîðàòîðèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, çàâåäóþùèì êîòîðîé Ñ.È.Ñïèâàê ÿâëÿåòñÿ ñ ìîìåíòà
îñíîâàíèÿ ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ.

Îäíèì èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ ïîñëåäíèõ ëåò ñòàëî âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå íà êà-
ôåäðå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîä ðóêîâîäñòâîì Ñ.È.Ñïèâàêà íàïðàâëåíèÿ ïî
ôèíàíñîâîé è àêòóàðíîé ìàòåìàòèêå. Ýòî íàïðàâëåíèå ðàçâèâàåòñÿ ñîâìåñòíî ñ Ëîíäîí-
ñêèì Èíñòèòóòîì Àêòóàðèåâ, ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè Ïðàâèòåëüñòâåííîãî Àêòóà-
ðèÿ Âåëèêîáðèòàíèè Ê.Äåéêåíà. Ñîçäàíà ñèñòåìà êóðñîâ ïî ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå (îäíà
èç ïåðâûõ â ñòðàíå), ñîâìåñòíî ñ Ëîíäîíñêèì Èíñòèòóòîì Àêòóàðèåâ îðãàíèçîâàí ïåðâûé
â ðåãèîíå Äèïëîìíûé àêòóàðíûé êóðñ (DiplomaActuarialCourse).

Øèðîêèé íàó÷íûé êðóãîçîð, ðàçíîîáðàçèå íàó÷íûõ èíòåðåñîâ, ñâîéñòâà õàðàêòåðà (îá-
ùèòåëüíîñòü, äîáðîæåëàòåëüíîñòü è ýíåðãèÿ) ñòèìóëèðîâàëè ðàáîòó Ñ.È.Ñïèâàêà ñ ó÷å-
íèêàìè. Óæå ê ìîìåíòó çàùèòû äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè îí áûë ðóêîâîäèòåëåì íåñêîëü-
êèõ êàíäèäàòñêèõ äèññåðòàöèé. Ñåãîäíÿ ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì ñîçäàíà íàó÷íàÿ øêîëà ïî
ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ â õèìèè è çàäà÷àì ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêå. Ñðåäè åãî
ó÷åíèêîâ 9äîêòîðîâ è îêîëî 50 êàíäèäàòîâ íàóê. È ñåãîäíÿ â åãî íàó÷íîì ñåìèíàðå ìíîãî
òàëàíòëèâîé ìîëîäåæè.

Ñïèâàê Ñ.È. ìíîãî ïèøåò è âûñòóïàåò. Îí àâòîð íåñêîëüêèõ ìîíîãðàôèé, ñâûøå 800
íàó÷íûõ ñòàòåé â ñàìûõ ðàçíûõ àñïåêòàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â õèìèè, áèîëî-
ãèè, òåîðèè ôèíàíñîâ, ïîñëåäíåå âðåìÿ äàæå â òåîëîãèè. Äîêëàäûâàë ñâîè ðåçóëüòàòû íà
ìíîãèõ Ìåæäóíàðîäíûõ, Âñåñîþçíûõ, Ðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ ñàìîãî âûñîêîãî óðîâíÿ.

Àêòèâíîå íàó÷íàÿ è íàó÷íî-ïðåïîäàâàòåëüñêàÿ äåÿòåëüíîñòü íàøëà ñâîå ïðèçíàíèå â
ïðèñâîåíèè Ñ.È.Ñïèâàêó â 1998 ã. ïî÷åòíîãî çâàíèÿ ¾Çàñëóæåííûé äåÿòåëü íàóêè Ðåñïóá-
ëèêè Áàøêîðòîñòàí¿. Íà÷èíàÿ ñ 1995 ãîäà, ÷åòûðå ðàçà îí ñòàíîâèëñÿ ëàóðåàòîì ãðàíòà
¾Ñîðîñîâñêèé ïðîôåññîð¿. Ñïèâàê Ñ.È. ÿâëÿåòñÿ èíîñòðàííûì ÷ëåíîì è ÷ëåíîì ïðàâëå-
íèÿ Íåìåöêîãî îáùåñòâà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè (GAMM), ÷ëåíîì Ëîíäîí-
ñêîãî Èíñòèòóòà Àêòóàðèåâ, Àìåðèêàíñêîãî àêòóàðíîãî îáùåñòâà, Ìåæäóíàðîäíîé Àññî-
öèàöèè Ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè è òåõíîëîãèè.
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Ñïèâàê Ñ.È. èçâåñòåí â Ðåñïóáëèêå Áàøêîðòîñòàí è ñâîåé îáùåñòâåííîé äåÿòåëüíî-
ñòüþ. Íà âîëíå äåìîêðàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé â Ðîññèè â 1988 ã. îí ñòàë îðãàíèçàòîðîì
îäíîãî èç ïåðâûõ òîãäà â ÑÑÑÐ Åâðåéñêèõ êóëüòóðíûõ öåíòðîâ. Ñåãîäíÿ îí ïðåäñåäàòåëü
Ñîâåòà Åâðåéñêîé îáùèíû Ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí, ÷ëåí Ñîâåòà Ôåäåðàöèè Åâðåéñêèõ
îáùèí Ðîññèè, ÷ëåí Ñîâåòà Àññîöèàöèè íàðîäîâ Áàøêîðòîñòàíà.

Ñïèâàê Ñ.È. - àêòèâíûé ó÷àñòíèê íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ, êîíôåðåíöèé è øêîë-ñåìèíàðîâ
ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ, ðåãóëÿðíî ïðîâîäèìûõ Ìîðäîâñêèì ãîñóäàðñòâåí-
íûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà.Ñëîæíî ïåðåîöåíèòü äåÿòåëüíîñòü Ñåìåíà Èçðàèëå-
âè÷à â êà÷åñòâå ÷ëåíà ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè íàó÷íîãî æóðíàëà ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæ-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Îí ëþáÿùèé è ëþáèìûé ìóæ, îòåö è äåä. Ó íåãî ìíîãî ñàìûõ ðàçíûõ èíòåðåñîâ â
íàóêå, ëèòåðàòóðå, èñêóññòâå, èñòîðèè, ðåëèãèè. Îáùèòåëüíîñòü è îïòèìèçì âñåëÿþò íà-
äåæäû íà íîâûå èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû âî âñåõ ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ. Æåëàåì Ñåìåíó Èç-
ðàèëåâè÷ó êðåïêîãî çäîðîâüÿ, òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ è ñ÷àñòüÿ!

Í.Ä. Ìîðîçêèí, Ï.Â. Ñåíèí, Â.Ô. Òèøêèí, Þ.Í. Äåðþãèí,

Ç. Þ. Ôàçóëëèí, È. È. ×ó÷àåâ, Ï. À. Âåëüìèñîâ, È. Ï. Ðÿçàíöåâà,

Â. À. Ãîðáóíîâ, È. Â. Áîéêîâ, Â. Ç. Ãðèíåñ, Â. Í. Êðèçñêèé,

Ñ. À. Ìóñòàôèíà, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí, À. Ì. Àõòÿìîâ, Ì. Ò. Òåðåõèí,

Ë. À. Ñóõàðåâ, Ð. Â. Æàëíèí, Ï. À. Øàìàíàåâ, Ò. Ô. Ìàìåäîâà,

Ñ. Ì. Ìóðþìèí, Ä. Ê. Åãîðîâà, À. Í. Òûíäà, Å. Â. Äåñÿåâ
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé â æóðíàë

¾Æóðíàë Ñðåäíåâîæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà¿

Ê ðàññìîòðåíèþ ïðèíèìàþòñÿ ðóêîïèñè íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì ÿçûêàõ, íå îïóáëè-
êîâàííûå è íå ïðåäíàçíà÷åííûå ê ïóáëèêàöèè â äðóãîì èçäàíèè.

Îáúåì ðóêîïèñè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 12 ñòðàíèö äëÿ íàó÷íîé ñòàòüè è 20 ñòðàíèö
äëÿ îáçîðíîé ñòàòüè.

Òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî ïîäãîòîâèòü â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TeX ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìàêðîðàñøèðåíèÿ LaTeX. Êîìïèëÿöèþ ñòàòüè íåîáõîäèìî ïðîèçâîäèòü ñ ïî-
ìîùüþ MiKTeX, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü íà îôèöèàëüíîì ñàéòå �
http://www.miktex.org.

Â ðåäàêöèþ ñëåäóåò íàïðàâëÿòü èñõîäíûé òåêñò ñòàòüè (ôîðìàò LaTeX), ôàéëû ñ
ðèñóíêàìè (ôîðìàò EPS) è îòêîìïèëèðîâàííûé âàðèàíò ñòàòüè (ôîðìàò PDF).

Ñòàòüÿ äîëæíà ñîäåðæàòü ñëåäóþùèå ðàçäåëû:
� êîäû ÓÄÊ;
� íàçâàíèå ñòàòüè;
� èíôîðìàöèÿ î êàæäîì èç àâòîðîâ: ÔÈÎ, e-mail, äîëæíîñòü è ìåñòî ðàáîòû (îôèöè-

àëüíîå íàçâàíèå îðãàíèçàöèè);
� àííîòàöèÿ;
� êëþ÷åâûå ñëîâà;
� òåêñò ñòàòüè;
� ñïèñîê ëèòåðàòóðû.
Åñëè ñòàòüÿ íà ðóññêîì ÿçûêå, òî íàçâàíèå ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ,

àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íåîáõîäèìî òàê æå ïðåäîñòàâèòü è íà àíãëèéñêîì ÿçûêå. Åñëè
ñòàòüÿ íàïèñàíà íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî îòäåëüíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîäû ÓÄÊ, íàçâàíèå
ñòàòüè, èíôîðìàöèþ î êàæäîì èç àâòîðîâ, àííîòàöèþ, êëþ÷åâûå ñëîâà íà ðóññêîì ÿçûêå.

Àííîòàöèÿ äîëæíà áûòü ÷åòêî ñòðóêòóðèðîâàíà, èçëîæåíèå ìàòåðèàëà äîëæíî ñëå-
äîâàòü ëîãèêå îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ñòàòüå. Òåêñò äîëæåí áûòü ëàêîíè÷åí è ÷åòîê,
ñâîáîäåí îò âòîðîñòåïåííîé èíôîðìàöèè, îòëè÷àòüñÿ óáåäèòåëüíîñòüþ ôîðìóëèðîâîê.

Ðåêîìåíäóåòñÿ âêëþ÷àòü â àííîòàöèþ ñëåäóþùèå àñïåêòû ñîäåðæàíèÿ ñòàòüè: ïðåä-
ìåò, öåëü ðàáîòû, ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû, ðåçóëüòàòû ðàáîòû, îáëàñòü
ïðèìåíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, âûâîäû.

Ïðåäìåò è öåëü ðàáîòû óêàçûâàþòñÿ â òîì ñëó÷àå, åñëè îíè íå ÿñíû èç çàãëàâèÿ ñòàòüè;
ìåòîä èëè ìåòîäîëîãèþ ïðîâåäåíèÿ ðàáîòû öåëåñîîáðàçíî îïèñûâàòü â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ íîâèçíîé èëè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ äàííîé ðàáîòû.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïèñûâàþò ïðåäåëüíî òî÷íî è èíôîðìàòèâíî. Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâ-
íûå òåîðåòè÷åñêèå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû, ôàêòè÷åñêèå äàííûå,îáíàðóæåííûå
âçàèìîñâÿçè è çàêîíîìåðíîñòè. Ïðè ýòîì îòäàåòñÿ ïðåäïî÷òåíèå íîâûì ðåçóëüòàòàì è
äàííûì äîëãîñðî÷íîãî çíà÷åíèÿ, âàæíûì îòêðûòèÿì, âûâîäàì, êîòîðûå îïðîâåðãàþò ñó-
ùåñòâóþùèå òåîðèè, à òàêæå äàííûì, êîòîðûå, ïî ìíåíèþ àâòîðà, èìåþò ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

Âûâîäû ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ðåêîìåíäàöèÿìè, îöåíêàìè, ïðåäëîæåíèÿìè, ãèïîòåçà-
ìè, îïèñàííûìè â ñòàòüå.

Ñâåäåíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â çàãëàâèè ñòàòüè, íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ â òåêñòå àâòîðñêî-
ãî ðåçþìå.
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Ñëåäóåò èçáåãàòü ëèøíèõ ââîäíûõ ôðàç (íàïðèìåð, ¾àâòîð ñòàòüè ðàññìàòðèâàåò...¿).
Èñòîðè÷åñêèå ñïðàâêè, åñëè îíè íå ñîñòàâëÿþò îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äîêóìåíòà, îïèñàíèå
ðàíåå îïóáëèêîâàííûõ ðàáîò è îáùåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ â àâòîðñêîì ðåçþìå íå ïðèâî-
äÿòñÿ.

Â òåêñòå àâòîðñêîãî ðåçþìå ñëåäóåò óïîòðåáëÿòü ñèíòàêñè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, ñâîé-
ñòâåííûå ÿçûêó íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ äîêóìåíòîâ, èçáåãàòü ñëîæíûõ ãðàììàòè÷åñêèõ
êîíñòðóêöèé.

Ïðè íàïèñàíèè àííîòàöèè íåîáõîäèìî ïîìíèòü ñëåäóþùèå ìîìåíòû:
� íåîáõîäèìî ñëåäîâàòü õðîíîëîãèè ñòàòüè è èñïîëüçîâàòü åå çàãîëîâêè â êà÷åñòâå

ðóêîâîäñòâà;
� íå âêëþ÷àòü íåñóùåñòâåííûå äåòàëè;
� èñïîëüçîâàòü òåõíè÷åñêóþ (ñïåöèàëüíóþ) òåðìèíîëîãèþ âàøåé äèñöèïëèíû, ÷åòêî

èçëàãàÿ ñâîå ìíåíèå è èìåÿ òàêæå â âèäó, ÷òî âû ïèøåòå äëÿ ìåæäóíàðîäíîé àóäèòîðèè;
� òåêñò äîëæåí áûòü ñâÿçíûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëîâ ¾ñëåäîâàòåëüíî¿, ¾áîëåå òîãî¿,

¾íàïðèìåð¿, ¾â ðåçóëüòàòå¿ è ò.ä. (¾consequently¿, ¾moreover¿, ¾for example¿,¿ the bene�ts
of this study¿, ¾as a result¿ etc.), ëèáî ðàçðîçíåííûå èçëàãàåìûå ïîëîæåíèÿ äîëæíû ëî-
ãè÷íî âûòåêàòü îäèí èç äðóãîãî;

� íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü àêòèâíûé, à íå ïàññèâíûé çàëîã, ò.å. ¾The study tested¿,íî
íå ¾It was tested in this study¿.

Íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ïðèâîäèòñÿ àâòîðñêîå ðåçþìå (àííîòàöèÿ), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
êðàòêèì ðåçþìå áîëüøåé ïî îáúåìó ðàáîòû, èìåþùåé íàó÷íûé õàðàêòåð.

Îáúåì àííîòàöèè äîëæåí áûòü â ñðåäíåì îò 100 äî 250 ñëîâ.
Ðàçäåë Êëþ÷åâûå ñëîâà äîëæåí ñîäåðæàòü îò 5 äî 15 ñëîâ è ÷åòêî óêàçûâàòü íà îñíîâ-

íîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè. Íå ñëåäóåò ïðèâîäèòü â êà÷åñòâå êëþ÷åâûõ ñëîâ îáùèå ïîíÿòèÿ,
òàê êàê ïîèñê ïî êëþ÷åâîìó ñëîâó íå ïðèâåäåò ÷èòàòåëÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåðåñóþùåé åãî
èíôîðìàöèè. Îäíàêî äàííîå ñëîâî ìîæåò âõîäèòü â çíà÷èìîå ñëîâîñî÷åòàíèå.

Àâòîðàì ñòàòåé íåîáõîäèìî ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùåé ñòðóêòóðû ñòàòåé:
• Ââåäåíèå - êðàòêîå èçëîæåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âîïðîñà è ïîñòàíîâêè

çàäà÷è, ðåøàåìîé â ñòàòüå.
• Ìàòåðèàëû è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è ïðèíÿòûå äîïóùåíèÿ.
• Ðåçóëüòàòû � îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ñòàòüè.
• Îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîïîñòàâëåíèå èõ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè.
• Çàêëþ÷åíèå � âûâîäû è ðåêîìåíäàöèè.
Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB (ñì. Òåõ-

íè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
äîëæåí ñîäåðæàòü òîëüêî òå èñòî÷íèêè, íà êîòîðûå èìåþòñÿ ññûëêè â òåêñòå ðàáîòû.
Èñòî÷íèêè ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ óïîìèíàíèÿ â ñòàòüå. Â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ
äîïóñêàåòñÿ äî 20, â îáçîðíûõ � äî 60 èñòî÷íèêîâ.

Ïîäðîáíûå Òåõíè÷åñêèå èíñòðóêöèè ïî îôîðìëåíèþ ðóêîïèñåé â ñèñòåìå LaTex ñî-
äåðæàòñÿ íà ñàéòå æóðíàëà ïî àäðåñó http://journal.svmo.ru/page/rules.
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Ïðàâèëà âåðñòêè ðóêîïèñåé

â ñèñòåìå LaTex

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ ϕ è ϵ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðè-ñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â Îáúåäèíåííîì êàòàëîãå ¾Ïðåññà
Ðîññèè¿ � 94016.
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