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Îò ðåäàêöèè

Âî âòîðîì íîìåðå 16-ãî òîìà ïóáëèêóþòñÿ ðàáîòû âåäóùèõ ó÷¼íûõ è ìî-
ëîäûõ èññëåäîâàòåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ó÷àñòíèêàìè XI íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäå-
ëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (ã. Ñàðàíñê, 14 � 16 èþëÿ 2014
ãîäà). Êîíôåðåíöèÿ ïðîâîäèòñÿ íàöèîíàëüíûì èññëåäîâàòåëüñêèì Ìîðäîâ-
ñêèì ãîñóäàðñòâåííûì óíèâåðñèòåòîì èì. Í.Ï. Îãàð¼âà è Ñðåäíåâîëæñêèì
ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 14-01-20052 Ã).
Æóðíàë äîñòóïåí â ñåòè Internet íà ñàéòå elibrary.ru.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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Îá îäíîì ñïîñîáå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî

òèïà ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà íà

íåñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå

c⃝ Ð. Â. Æàëíèí1, Ì. Å. Ëàäîíêèíà2, Â. Ô. Ìàñÿãèí3, Â. Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîí-
íîãî òèïà íà îñíîâå ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûé îáëà-
äàåò õîðîøåé ñõîäèìîñòüþ è òî÷íîñòüþ ïðè èñïîëüçîâàíèè ÿâíîé ñõåìû. Õàðàêòåðíîé îñî-
áåííîñòüþ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äâîéñòâåííîé ñåòêè, íà êîòîðîé
èùåòñÿ ðåøåíèå âïîìîãàòåëüíûõ íåèçâåñòíûõ. Èññëåäîâàíèå ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ íà ïðèìåðå
íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè. Ðàñ÷åòû äâóìåðíûõ
ìîäåëüíûõ çàäà÷ â òîì ÷èñëå ñ ðàçðûâàìè ïîêàçûâàþò õîðîøóþ òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîãî
ìåòîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ìåòîä Ãàë¼ðêèíà ñ ðàçðûâíûìè áàçèñíûìè
ôóíêöèÿìè, ñõîäèìîñòü è òî÷íîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà

1. Îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà

íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà

Ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà íà
îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ïðîâåäåì íà ïðèìåðå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ
äâóìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

ρCν
∂u

∂t
= div(κ · gradu) + f, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

u(x, y, t) = g(x, y, t), (x, y) ∈ γ, (1.1)

u(x, y, 0) = u0(x, y),

ãäå Cν - êîýôôèöèåíò òåïëîåìêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì îáúåìå, ρ - ïëîòíîñòü, κ - êîýôôè-
öèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, u - òåìïåðàòóðà â òî÷êå (x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t, f - ïëîòíîñòü
òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, γ - ãðàíèöà îáëàñòè ðàñ÷åòà, g(x, y, t), u0(x, y) - çàäàííûå ôóíê-
öèè. Îáëàñòü G ∪ γ - ïðîèçâîëüíàÿ îäíîñâÿçíàÿ. Â îáëàñòè G ∪ γ - ââåäåì òðåóãîëüíóþ
ñåòêó ωp = {Pi = (xi, yi), i = 1, 2, . . . , N} , ñîäåðæàùóþ âíóòðåííèå è ãðàíè÷íûå òî÷-
êè îáëàñòè. Íà ωp ïîñòðîèì òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå: T (ωp) = {Tk = T (T 1

k : {x1, y1}, T 2
k :

{x2, y2}, T 3
k : {x3, y3})}. Ïóñòü T (ωp) ñîäåðæèò âñå óçëû ωp ; âñå òðåóãîëüíèêè Tk èìåþò

íåíóëåâóþ ïëîùàäü è ïåðåñåêàþòñÿ íå áîëåå ÷åì ïî îáðàçóþùèì èõ âåðøèíàì èëè ðåá-
ðàì. Â êàæäîì èç òðåóãîëüíèêîâ îïðåäåëèì öåíòð è ñåðåäèíû ñòîðîí. Â òðåóãîëüíèêå Tk
ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1

k : {x1, y1}, T 2
k : {x2, y2}, T 3

k : {x3, y3} öåíòð (xc, yc) îïðåäåëèì êàê:

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìå-
õàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; zhalnin@gmail.com.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
ladonkina@imamod.ru.

3 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; vmasyagin@gmail.com.

4 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà ïî íàó÷íîé ðàáîòå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â. Êåëäûøà
ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà; v.f.tishkin@mail.ru.
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xc =
x1+x2+x3

3
, yc =

y1+y2+y3
3

. Òàêæå ïðèìåì â ðàññìîòðåíèå äâîéñòâåííóþ ñåòêó, ñîñòàâëåí-
íóþ èç áàðèöåíòðè÷åñêèõ îáúåìîâ âîêðóã êàæäîé èç òî÷åê ωp , îáðàçîâàííûõ îòðåçêàìè,
ñîåäèíÿþùèìè öåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí. Òî÷êà èç ωp áóäåò ÿâëÿòüñÿ
öåíòðîì äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé åé ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïåðâîãî
óðàâíåíèÿ èç (1.1) íåîáõîäèìî ïðåîáðàçîâàòü åãî ê ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ 1-ãî ïîðÿäêà [1]. Äëÿ ýòîãî ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå ïåðåìåííûå
[2]: wx = k ∂u

∂x
, wy = k ∂u

∂y
. Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå â èñõîäíîé ñèñòåìå (1.1) ìîæíî ïåðåïè-

ñàòü â âèäå:

ρCν
∂u

∂t
=

∂

∂x
wx +

∂

∂y
wy + f, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

wx = κ
∂u

∂x
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T, (1.2)

wy = κ
∂u

∂y
, (x, y) ∈ G, 0 < t ≤ T,

Òàêèì îáðàçîì, (1.2) � ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 1-ãî ïîðÿäêà. Äëÿ ðåøå-
íèÿ òàêîé ñèñòåìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðåäëàãàåìûé ìåòîä íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà.
Íà êàæäîì òðåóãîëüíèêå Tk ∈ T (ωp) ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé
{φi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, φ0 = 1, φ1 = x−xc

∆x
, φ2 = y−yc

∆y
, ãäå (xc, yc) - öåíòð ñîîòâåòñòâóþùå-

ãî òðåóãîëüíèêà Tk, ∆x,∆y - ïðîåêöèè ÿ÷åéêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòíûå îñè.
Íà êàæäîé ÿ÷åéêå Dk äâîéñòâåííîé ñåòêè ââåäåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ áàçèñíûõ ôóíêöèé

{ψi} ∈ P 1, i = 0, 1, 2, ψ0 = 1, ψ1 = x−xd
c

∆xd , ψ2 = y−ydc
∆yd

, ãäå (xdc , y
d
c ) - öåíòð ñîîòâåòñòâóþùåé

ÿ÷åéêè Dk , ∆xd,∆yd - ïðîåêöèè ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîîð-
äèíàòíûå îñè.
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uk â ðàçðûâíîì ìåòîäå Ãàëåðêèíà èùåòñÿ êàê ðàçëîæåíèå ïî ñî-
îòâåòñòâóþùåìó áàçèñó[4]: uk = u0k +u1k

x−xc

∆x
+u2k

y−yc
∆y

, uik = uik(t), uik ∈ Tk, i = 0, 2 , ãäå
íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ wxk, wyk áóäåì èñêàòü â ÿ÷åéêå Dk â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîîò-

âåòñâóþùåìó áàçèñó: wxk = wx0k + wx1k
x−xd

c

∆xd + wx2k
y−ydc
∆yd

, wxik = wxik(t), wxik ∈ Dk, i = 0, 2 ,

wyk = wy0k + wy1k
x−xd

c

∆xd + wy2k
y−ydc
∆yd

, wyik = wyik(t), wyik ∈ dk, i = 0, 2 , ãäå íåèçâåñòíûå êîýô-
ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ çàâèñÿò îò âðåìåíè.
Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.2) íà ïðîáíóþ ôóíêöèþ φi, i = 0, 1, 2, è ïðîèíòåãðèðóåì
ïðîèçâåäåíèå ïî òðåóãîëüíèêó Tk , k = 1, N , ãäå N - ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ. Òî÷íîå ðå-
øåíèå u çàìåíèì ïðèáëèæåííûì uk [3]. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ uk ïî áàçèñó {φi} :

(ρCν)k

2∑
i=0

∂uik
∂t

∫
Tk

φiφmds =

∮
∂Tk

nxwxφmdl +

∮
∂Tk

nywyφmdl−

−
∫
Tk

wx
∂φm

∂x
ds−

∫
Tk

wy
∂φm

∂y
ds+

∫
Tk

Φkφmds, m = 0, 2. (1.3)

Óìíîæèì âòîðîå è òðåòüå óðàâíåíèÿ èç (1.2) íà ïðîáíóþ ôóíêöèþ ψi, i = 0, 1, 2, è ïðî-
èíòåãðèðóåì ïðîèçâåäåíèå ïî ÿ÷åéêå Dk . Ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñèñòåìû äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ wxk, wyk ïî áàçèñó {ψi} :

2∑
i=0

wxik

∫
Dk

φiφmds =

∮
∂Dk

nxκuψmdl −
∫
Dk

uk
∂(κψm)

∂x
ds, m = 0, 2, (1.4)
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2∑
i=0

wyik

∫
Dk

φiφmds =

∮
∂Dk

nyκuψmdl −
∫
Dk

uk
∂(κψm)

∂y
ds, m = 0, 2. (1.5)

Â ñëó÷àå, åñëè êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè κ òåðïèò ðàçðûâ âíóòðè ðàñ÷åòíîé îá-
ëàñòè, íåîáõîäèìî ýòî ó÷èòûâàòü ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ïî ãðàíèöå ÿ÷ååê äâîé-
ñòâåííîé ñåòêè. Ðàçðûâ êîýôôèöèåíòà ïðîèñõîäèò íà ãðàíèöå ýëåìåíòîâ îñíîâíîé ñåòêè,
ïîýòîìó íåîáõîäèìîå äîïîëíèòåëüíî ñ÷èòàòü èíòåãðàëû ïî ëèíèÿì ðàçðûâà âíóòðè ÿ÷ååê
Dk (ËÐ):

2∑
i=0

wxik

∫
Dk

φiφmds =

∮
∂Dk

nxκuψmdl −
∫
Dk

uk
∂(κψm)

∂x
ds+

∑
j

∫
ËÐj

nx(κ
+ − κ−)ufψmdl, m = 0, 2,

2∑
i=0

wyik

∫
Dk

φiφmds =

∮
∂Dk

nyκuψmdl −
∫
Dk

uk
∂(κψm)

∂y
ds+

∑
j

∫
ËÐj

ny(κ
+ − κ−)ufψmdl, m = 0, 2,

ãäå uf - ïîòîêîâîå çíà÷åíèå u íà ãðàíèöå ÿ÷ååê, nx, ny - ñîñòàâëÿþùèå íîðìàëè, âíåøíåé
ïî îòíîøåíèþ ê ÿ÷åéêå ñ èíäåêñîì �+�. Â âû÷èñëåíèÿõ ìû áðàëè uf â îäíîì ñëó÷àå êàê
ïîëóñóììó, â äðóãîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàëè ïðîòèâîïîòî÷íóþ ñõåìó Øó[9].
Ñíà÷àëà èç ñèñòåì (1.4) è (1.5) íàõîäèì wx0k, wx1k, wx2k, wy0k, wy1k, wy2k íà òåêóùåì âðå-
ìåííîì ñëîå, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ uk ñ ïðåäûäóùåãî âðåìåííîãî ñëîÿ, à ïîñëå ïîäñòàâëÿåì
èõ â ñèñòåìó (1.3) äëÿ íàõîæäåíèÿ u0k, u1k, u2k íà òåêóùåì âðåìåííîì ñëîå.

2. Âû÷èñëåíèå êðèâîëèíåéíîãî èíòåãðàëà ïåðâîãî ðîäà ïî ãðàíè-

öå òðåóãîëüíèêà Tk è ÿ÷åéêè äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
b∫
a

f(x)dx, íåîáõîäèìî ñäåëàòü çàìåíó âèäà: t = b−a
2
·x+ a+b

2
.

Ïîëó÷àåì:

b∫
a

f(t)dt =
b− a

2
·

1∫
−1

f(
b− a

2
· x+ a+ b

2
)dx.

Â âû÷èñëåíèÿõ ìû èñïîëüçîâàëè äâóõòî÷å÷íûé øàáëîí.

3. Âû÷èñëåíèå äâîéíîãî èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó Tk è ÿ÷åéêå

äâîéñòâåííîé ñåòêè Dk

Äâîéíîé èíòåãðàë ïî ÿ÷åéêå äâîéñòâåííîé ñåòêè ñ÷èòàåì êàê ñóììó äâîéíûõ èíòå-
ãðàëîâ ïî òðåóãîëüíèêàì, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò. Ñëåäóÿ ðàáîòå [5] âîçüìåì òðè òî÷êè
íà êàíîíè÷åñêîì òðåóãîëüíèêå:

t̃1 :

(
ζ1 =

2

3
, η1 =

1

6

)
, ω1 =

1

3
,

t̃2 :

(
ζ2 =

1

6
, η2 =

2

3

)
, ω2 =

1

3
,

t̃3 :

(
ζ3 =

1

6
, η3 =

1

6

)
, ω3 =

1

3
.
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Çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî òðåóãîëüíèêó ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ T 1
k : {x1, y1}, T 2

k : {x2, y2}, T 3
k :

{x3, y3} ðàâíî

∫
Tk

f(x, y)ds = J

1∫
0

1−ζ∫
0

f(ζ, η)dζdη ≈ J
1

2

3∑
i=1

f̃(ζi, ηi)ωi,

ãäå J = |(x1 − x3)(y2 − y3) − (x2 − x3)(y1 − y3)| - ÿêîáèàí ïåðåõîäà ê êàíîíè÷åñêîìó òðå-
óãîëüíèêó, f̃ - çíà÷åíèå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè â îáðàçàõ òî÷åê t̃1, t̃2 è t̃3 â èñõîäíîì
òðåóãîëüíèêå {T 1

kT
2
kT

3
k } .

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ

Òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïðîèçâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòîâ ðÿäà äâó-
ìåðíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Â êà÷åñòâå çàäà÷è 1 ðàññìàòðèâàëàñü íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à
äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè [6]:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
κ
∂u

∂y

)
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = 1 + x+ y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 1 + y, u(1, y, t) = 2 + y, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 1 + x, u(x, 1, t) = 2 + x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

ãäå κ = 1 + 0.3sin(10πx). Ðåøåíèå ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì uH , ïîëó÷åííûì ïî ÷èñòî
íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [7] íà ïîäðîáíîé ñòðóêòóðèðî-
âàííîé ñåòêå. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ T = 0.0002 .

Â òàáëèöå 1 óêàçàíî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü

i -ãî òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà (DG) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàçðûâíîãî
ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñî ñòàáèëèçàöèîííûìè äîáàâêàìè (CDG) [8].

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 1.

DG CDG
N=2099 9.69·10−7 2.12·10−7

N=8453 2.02·10−7 2.26 1.12·10−8 4.24
N=33975 8.30·10−8 1.28 2.10·10−9 2.42

Â êà÷åñòâå âòîðîé ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à:

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
κ
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
κ
∂u

∂y

)
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = 1 + x+ y, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 1 + y, u(1, y, t) = 2 + y, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 1 + x, u(x, 1, t) = 2 + x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

ãäå κ = 2 ïðè x ∈ [0.25; 0.75], y ∈ [0.25; 0.75] è κ = 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ðåøåíèå
ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì uH , ïîëó÷åííûì ïî ÷èñòî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ïîìîùüþ
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ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [7] íà ïîäðîáíîé ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå. Ðàñ÷åò ïðîèçâîäèëñÿ äî
çíà÷åíèÿ T = 0.0002 .

Â òàáëèöå 2 óêàçàíî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü

i -ãî òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà íà
îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñ ïîòîêîì, âçÿòûì â âèäå ïîëóñóììû (ñõåìà 1) è
ïîòîêîì Shu (ñõåìà 2) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñî ñòàáèëèçà-
öèîííûìè äîáàâêàìè (CDG) [8].

Òàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 2.

ñõåìà 1 ñõåìà 2 CDG
N=2085 1.09·10−6 1.32·10−6 3.46·10−7

N=8546 2.17·10−7 2.39 3.19·10−7 2.05 3.13·10−8 3.47
N=34049 9.21·10−8 1.24 1.22·10−7 1.39 1.31·10−7 1.26

Â êà÷åñòâå òðåòüåé ìîäåëüíîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
, 0 < x < 1, 0 < y < 1, 0 < t ≤ T,

u(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,

u(0, y, t) = 1, u(1, y, t) = 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T,

u(x, 0, t) = 1, u(x, 1, t) = 1, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T.

Ðåøåíèå ñðàâíèâàëîñü ñ ðåøåíèåì uH , ïîëó÷åííûì ïî ÷èñòî íåÿâíîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ
ïîìîùüþ ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ [7] íà ïîäðîáíîé ñòðóêòóðèðîâàííîé ñåòêå. Ðàñ÷åò ïðîèç-
âîäèëñÿ äî çíà÷åíèÿ T = 0.0002 .

Â òàáëèöå 3 óêàçàíî çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè ìåòîäà
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ãäå Si - ïëîùàäü

i -ãî òðåóãîëüíèêà. Â òàáëèöå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà (DG) è ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàçðûâíîãî
ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà ñî ñòàáèëèçàöèîííûìè äîáàâêàìè (CDG) [8].

Òàáëèöà 3. Çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè
N∑
i=1

(
ui − uH

)2
Si , ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è 3.

DG CDG
N=2085 1.32·10−6 3.46·10−7

N=8546 3.19·10−7 2.05 3.13·10−8 3.47
N=34049 1.22·10−7 1.39 1.31·10−7 1.26

Êàê âèäíî èç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îáëàäàåò âûñîêèì ïîðÿä-
êîì òî÷íîñòè, ñðàâíèìûì ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïîìîùüþ ðàçðûâíîãî ìåòîäà
Ãàë¼ðêèíà ñî ñòàáèëèçàöèîííûìè äîáàâêàìè. Íî ïðè ýòîì ïðåäëîæåííûé ìåòîä ìåíüøå
ïîäâåðæåí îòðèöàòåëüíîìó ñêà÷êó ïîðÿäêà ñõîäèìîñòè. Ðàíåå áûëà ïîêàçàíà [10] ðàáîòî-
ñïîñîáíîñòü ìåòîäà íà íåñòðóêòóðèðîâàííûõ ñåòêàõ ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè ÿ÷åéêàìè òàì,
ãäå ÐÌÃ ñî ñòàáèëèçàöèîííûìè äîáàâêàìè ïåðåñòàåò ðàáîòàòü.
Âûâîä. Ñîçäàí íîâûé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà
íà îñíîâå ðàçðûâíîãî ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà. Íà ïðèìåðå ðÿäà äâóìåðíûõ ìîäåëüíûõ çàäà÷
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÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáëàäàåò ñõîäèìîñòüþ è õîðîøåé òî÷íîñòüþ,
ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áëèçêî ê ðåøåíèþ ïî ðàçðûâíîìó ìåòîäó Ãàëåðêèíà ñî ñòàáèëèçàöè-
îííûìè äîáàâêàìè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (Ãðàíò � 14− 01− 31260 ìîë_à )
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Discontinuous �nite-element Galerkin method for

numerical solution of two-dimensional di�usion problems

on unstructured grids

c⃝ R. V. Zhalnin5, M. Ye. Ladonkina6, V. F. Masyagin7, V. F. Tishkin8

Abstract. The new e�ective solution algorithm for di�usion type equations on base of
discontinuous Galerkin method is o�ered, which has good convergence and accuracy when using
the explicit scheme. A characteristic feature of the o�ered method is to use a dual mesh on which
the solution is sought of ancillary parameters. Investigation of the method is exempli�ed by the
initial-boundary value problem for two-dimensional heat equation. Ñalculations of two-dimensional
modeling problems including with explosive factors have shown a good accuracy of o�ered method.

Key Words: parabolic equations, discontinuous Galerkin method, ñonvergence and accuracy of
the method.
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ÓÄÊ 519.87

Îá îäíîì ïîäõîäå ê îöåíêå ïîãðåøíîñòè è çíà÷èìîñòè

èçìåðåíèé â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1, Î. Ã. Êàíòîð2, Ä. Ñ. Þíóñîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ïî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì, äëÿ êîòîðûõ ïîëó÷åíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â ñèëó íåâîçìîæíîñòè óäî-
âëåòâîðåíèÿ ðÿäà îáúåêòèâíûõ óñëîâèé íåîñóùåñòâèìî. Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ïîç-
âîëÿþùèé íå òîëüêî ïîëó÷àòü ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, íî è ïðîâîäèòü îöåíêó ïîãðåøíîñòè
èçìåðåíèé è èõ çíà÷èìîñòè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ïðîöåäóðû
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé íà ñòàäèè ïëàíèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ â ÷àñòè
óòî÷íåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ èëè èõ èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðå-
çóëüòàòû àïðîáàöèè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé, ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé,
çíà÷èìîñòü èçìåðåíèé, äâîéñòâåííûå îöåíêè.

1. Ââåäåíèå

Çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ñâî-
äÿòñÿ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà:

AX = B (1.1)

ãäå A = (aij) è B = (bi) � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) , à
X = (x1, x2, . . . , xn)

T � èñêîìûå ïàðàìåòðû ìîäåëè.
Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ìîæåò íå óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì ìîäåëè èëè íåêî-

òîðûì äðóãèì òðåáîâàíèÿì. Â ýòîé ñâÿçè àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåíèå ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì è ñâÿçàííàÿ ñ íåé îöåíêà âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé,
ïîä êîòîðîé áóäåì ïîíèìàòü ðàñõîæäåíèå çíà÷åíèé ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âå-
ëè÷èí íå â êàæäîì îòäåëüíîì íàáëþäåíèè, à â öåëîì ïî âñåé ñîâîêóïíîñòè íàáëþäåíèé.
Ñïîñîáû ôîðìàëèçàöèè òàêîãî ðîäà çàäà÷, î÷åâèäíî, çàâèñÿò îò ìíîãèõ ôàêòîðîâ: èìåþ-
ùåéñÿ èíôîðìàöèè, ïðåäúÿâëÿåìûõ ê ìîäåëè òðåáîâàíèé, ïðåäïî÷òåíèé è êîìïåòåíöèè
èññëåäîâàòåëÿ è ïð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîáëåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1)
ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì îöåíîê ïîãðåøíîñòè è çíà÷èìîñòè èçìåðåíèé ðàññìîòðåíà ñ
ïîçèöèé ëèíåéíûõ çàäà÷.

2. Îïèñàíèå ïîäõîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ïàðàìåòðû ìîäåëè X íàëîæåíû óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëü-
íîñòè:

X ≥ 0 (2.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÔÃÁÎÓ ÂÏÎ Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; semen.spivak@mail.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÔÃÁÓÍ Èíñòèòóò ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé Óôèìñêîãî
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Òàêæå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ, âû-
ðàæàþùèå èõ ïðèíàäëåæíîñòü êàêîìó-ëèáî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé, äðóãèìè ñëîâàìè, ïà-
ðàìåòðû ìîäåëè óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé:

CX ≥ D (2.2)

ãäå C = (clj) � ýòî ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ïðè ïàðàìåòðàõ ìîäåëè â ñè-
ñòåìå îãðàíè÷åíèé (l = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n) , à D = (dl) � êîíöû ïðîìåæóòêîâ çíà÷åíèé,
êîòîðûì ïðèíàäëåæàò ïàðàìåòðû ìîäåëè (l = 1, . . . , k) .

Òîãäà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé
(2.1) è (2.2) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

ε→ min

|AX −B| ≤ ε (2.3)

CX ≥ D

X ≥ 0

Çäåñü ε � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé âåëè÷èíó ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.3) äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ìîäåëè, óäî-

âëåòâîðÿþùèå òðåáóåìûì îãðàíè÷åíèÿì è âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.
Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìàòðèöû A è B ôîðìèðóþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé,

à ïîòîìó íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê àáñîëþòíî òî÷íûå, òàê êàê ðåçóëüòàòû èõ èçìå-
ðåíèé íåìèíóåìî ñîïðÿæåíû ñ íåêîòîðûìè îøèáêàìè, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îòêëîíåíèÿì
èçìåðÿåìûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí A è B îò èõ èñòèííûõ çíà÷åíèé.

Â ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê â ìàòðèöå B , ðàçëè÷íûõ äëÿ êàæäîãî îòäåëüíîãî
èçìåðåíèÿ i = 1, . . . ,m , çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îáåñïå÷èâàþùèõ ìèíè-
ìàëüíîå îòêëîíåíèå îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí (bi) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

ε→ min

AX = ∆B

CX ≥ D (2.4)

X ≥ 0

|δi − 1| ≤ ε, i = 1, . . . ,m

Çäåñü ε � ýòî âåëè÷èíà ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, à ∆ � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ýëåìåíòû δi (i = 1, . . . ,m) � íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, îòîæäåñòâ-
ëÿåìûå ñ ïàðàìåòðàìè, õàðàêòåðèçóþùèìè îøèáêè â èçìåðåíèÿõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B .
Âåëè÷èíû ε è δi ñâÿçàíû î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì: ε = max

i
|δi − 1| .

Â ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåìûõ îøèáîê â êàæäîì ýëåìåíòå ìàòðèöû A çàäà÷à (1.1) ìîæåò
áûòü ôîðìàëèçîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ε→ min

A′X = B

CX ≥ D (2.5)

X ≥ 0

|γij − 1| ≤ ε, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

Çäåñü ìàòðèöà A′ = (γijaij) (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) .
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Çàäà÷à (2.5) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé, ïîñêîëüêó â âûðàæåíèè A′X = B ýëåìåíòû âåêòî-
ðà X � íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, à A′ � ìàòðèöà, êîòîðàÿ çàâèñèò îò n ×m íåèçâåñòíûõ
âåëè÷èí. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîçäàåò ñóùåñòâåííûå ïðîáëåìû äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè ìîäåëè (2.5). Âìåñòå ñ òåì îòíîñèòåëüíî ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A ìîæåò áûòü èçâåñòíà
èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò óïðîñòèòü ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè íà-
ëè÷èè èíäèâèäóàëüíûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê, èìåþùèõ ìåñòî ïðè èçìåðåíèè êàæäîé
èç íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, èëè èíäèâèäóàëüíûõ îøèáîê êàæäîãî îòäåëüíîãî íàáëþäåíèÿ.
Ïåðâàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñèòóàöèé îòðàæàåòñÿ â ïðîïîðöèîíàëüíûõ èçìåíåíèÿõ
âñåõ ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç ñòîëáöîâ (A′ = AΓ,Γ = (γjj), j = 1, . . . , n) , ÷òî íèêàê íå îòðà-
æàåòñÿ íà ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ε , à âëèÿåò òîëüêî íà ïàðàìåòðû X , à âòîðàÿ � ñòðîê
(A′ = ΓA,Γ = (γii), i = 1, . . . ,m) , ÷òî ñâîäèò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ
ê çàäà÷å (2.4).

3. Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ çíà÷èìîñòè èçìåðåíèé

Âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò îöåíêà âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ìîäåëè íà ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé ε [1], ÷òî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü àíàëèç
èíôîðìàöèîííîé öåííîñòè èçìåðåíèé è, êàê ñëåäñòâèå, âûÿâëÿòü òå, êîòîðûå ñëåäóåò ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê íàèáîëåå íåäîñòîâåðíûå èëè çíà÷èìûå è ïð. Ðåçóëüòàòàìè òàêîãî àíàëèçà
ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, âûâîäû, î íåîáõîäèìîñòè, ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîçìîæ-
íîñòåé, óòî÷íåíèÿ íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, èëè ðåêîìåíäàöèè îá èõ èñêëþ-
÷åíèè èç ðàññìîòðåíèÿ ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé.

Èç òåîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ýòèõ öåëåé ìîæåò áûòü
èñïîëüçîâàíà òåîðèÿ äâîéñòâåííîñòè [2]. Ïðèìåíèòåëüíî ê èññëåäóåìîé â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïðîáëåìå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ïîçâîëèò îöåíèòü âëèÿíèå
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ B è ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåò-
ðû ìîäåëè D â ïðÿìûõ çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà âåëè÷èíó ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ε . Äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (2.3) èìååò âèä:

(B, y1)− (B, y2) + (D, y3) → max

ATy1 − ATy2 + CTy3 ≤ 0
m∑
i=1

y1i +
m∑
i=1

y2i ≤ 1 (3.1)

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0, y3 ≥ 0.

Çäåñü y1 = (y1i ) , y
2 = (y2i ) (i = 1, . . . ,m) , y3 = (y3l ) (l = 1, . . . , k) � âåêòîðû îïòèìàëüíîãî

ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è.
Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å (2.3) äëÿ îöåíêè ñòåïåíè âëèÿíèÿ i -ãî ñîîòíîøåíèÿ èç ñèñòåìû

íåðàâåíñòâ |AX −B| ≤ ε íà çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ε íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðîâ y1 è y2 , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1), è
âûáðàòü èç íèõ ìàêñèìàëüíûé.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæåò áûòü âûïèñàíà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à äëÿ çàäà÷è ëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2.4).
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4. Ðåçóëüòàòû àïðîáàöèè

Îïèñàííûé âûøå ïîäõîä áûë ïðèìåíåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòåïåíè âëèÿíèÿ ïîãðåøíî-
ñòåé íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí íà ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîäåëèðîâà-
íèÿ ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè ìåòîäîì ñèñòåìíîé äèíàìèêè [3] - [6].
Îáùèé âèä èññëåäîâàííîé ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ñëåäóþùèé:

dN

dt
= a1N

α1Dβ1Iγ1 − a2N
α2Dβ2Iγ2

dD

dt
= a3N

α3Dβ3Iγ3 − a4N
α4Dβ4Iγ4 (4.1)

dI

dt
= a5N

α5Dβ5Iγ5 − a6N
α6Dβ6Iγ6

ãäå N � ÷èñëåííîñòü íàñåëåíèÿ ÐÔ; D � äóøåâûå äîõîäû çà ãîä; I � èíäåêñ ïîòðåáè-
òåëüñêèõ öåí. Èíôîðìàöèîííóþ áàçó èññëåäîâàíèÿ ñîñòàâèëè äàííûå îôèöèàëüíîé ñòà-
òèñòè÷åñêîé îò÷åòíîñòè çà ïåðèîä ñ 1998 ïî 2009 ãã.

Ïî ðåçóëüòàòàì ñïåöèàëüíî îðãàíèçîâàííîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà áûëà ïîëó÷åíà
ìîäåëü ñëåäóþùåãî âèäà:

dN

dt
= 8, 139 · 10−22 · N

0,05 ·D2

I2
− 64, 01 · N

0,33 ·D0,3

I0,3

dD

dt
= 560 ·D0,35 − 9900 · I (4.2)

dI

dt
= 0, 131 · I−0,4 − 0, 0072 · N

0,092 ·D0,092

I0,092

Ìîäåëü (4.2) ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñòüþ îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò íèçêèå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè äëÿ êàæäîãî èç
óðàâíåíèé ìîäåëè: AN = 0, 13% , AD = 3, 33% , AI = 5, 86% .

Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè,
èñõîäíûå äàííûå äëÿ ìîäåëè (4.1) íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü êàê àáñîëþòíî òî÷íûå. Ýòî îáó-
ñëîâëåíî ðÿäîì ïðè÷èí îáúåêòèâíîãî õàðàêòåðà: çàïàçäûâàíèå ñáîðà è îáðàáîòêè äàí-
íûõ, íåòî÷íîñòè (à èíîãäà è óìûøëåííûå èñêàæåíèÿ) ïðåäîñòàâëÿåìîé èíôîðìàöèè, àê-
êóìóëèðóåìîé îðãàíàìè ñòàòèñòèêè, è ïð. Â ýòîé ñâÿçè, íåñìîòðÿ íà õîðîøóþ òî÷íîñòü
ïîñòðîåííîé ìîäåëè, öåëåñîîáðàçíîé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà çíà÷èìîñòè èìåþùèõñÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ. È îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ ðåàëèçàöèè ýòîãî ÿâëÿåòñÿ îïèñàííûé
â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîäõîä.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå åãî ïðèìåíåíèÿ äëÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè (4.1). Äëÿ
ýòîãî ïîòðåáîâàëîñü îñóùåñòâèòü ëèíåàðèçàöèþ äàííîãî óðàâíåíèÿ, äëÿ ÷åãî áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà ñ öåíòðîì â òî÷êå {a0i , αi = 0, βi = 0, γi = 0} ,
i = 1, 2 :

∆N ≈ a1 + a01 · lnN · α1 + a01 · lnD · β1 + a01 · ln I · γ1−
−a2 − a02 · lnN · α2 + a02 · lnD · β2 + a02 · ln I · γ2

(4.3)

Áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: x1 = a1 , x2 = a2 , x3 = α1 , x4 = α2 , x5 =
β1 , x6 = β2 , x7 = γ1 , x8 = γ2 . Íà îñíîâàíèè èñõîäíîé èíôîðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ
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ïàðàìåòðîâ {ai, αi, βi, γi} , i = 1, 2 áûëè ñôîðìèðîâàíû ìàòðèöû A è B :

A =



1 1, 881 0, 692 0, 000 −1 1128, 683 415, 074 0, 0000
1 1, 881 0, 741 −0, 031 −1 1128, 576 444, 835 −18, 669
1 1, 881 0, 773 −0, 018 −1 1128, 312 463, 945 −11, 039
1 1, 880 0, 803 −0, 017 −1 1128, 072 481, 609 −10, 235
1 1, 880 0, 828 −0, 014 −1 1127, 803 496, 846 −8, 438
1 1, 879 0, 855 −0, 011 −1 1127, 520 513, 042 −6, 800
1 1, 879 0, 877 −0, 011 −1 1127, 189 525, 940 −6, 639
1 1, 878 0, 900 −0, 010 −1 1126, 900 540, 065 −6, 208
1 1, 878 0, 923 −0, 009 −1 1126, 598 553, 785 −5, 171
1 1, 877 0, 944 −0, 011 −1 1126, 374 566, 500 −6, 746
1 1, 877 0, 961 −0, 012 −1 1126, 284 576, 740 −7, 492
1 1, 877 0, 974 −0, 008 −1 1126, 340 584, 490 −5, 060



B =



−262647, 1
−649238, 1
−586457, 1
−654217, 1
−685624, 1
−795385, 1
−693926, 1
−720608, 1
−532523, 1
−212070, 1
−104799, 1
10589, 9


Ñ ó÷åòîì âñåõ ïðåäúÿâëÿåìûõ òðåáîâàíèé ê ïàðàìåòðàì ìîäåëè, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ

ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè áûëà ôîðìàëèçîâàíà â ñëåäóþùåì âèäå:

ε→ min

|AX −B| ≤ ε

0 ≤ x1 ≤ 3

1, 948 ≤ x2 ≤ 2, 050

−14151439, 74 ≤ x1 − x5 ≤ 23, 4 (4.4)

0 ≤ x6 ≤ 1

0 ≤ xp ≤ 5, p = 3, 4, 7, 8

x5 ≥ 0

Ðåøåíèå çàäà÷è (4.4): X = (0; 1, 948; 5; 5; 395119, 963; 0; 5; 5)T , ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé
ε = 402804, 23 , ðåøåíèå äâîéñòâåííîé ê íåé (ñì. ìîäåëü (3.1)):

y1 = (0; 0; 0; 0; 0; 0, 5; 0; 0; 0; 0; 0; 0)T ,

y2 = (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0, 5)T ,

y3 = (0; 0; 0, 001; 0, 0595; 0, 0015; 0; 3, 5724; 0, 87; 0; 0)T .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé
â áîëüøåé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ âåðõíèì îãðàíè÷åíèåì íà ïåðåìåííóþ x7 (y37 = 3, 5724) ,
â ìåíüøåé 6-ì è 12-ì ýëåìåíòàìè ìàòðèöû B (y16 = 0, 5 è y212 = 0, 5) , âåðõíèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè íà ïåðåìåííûå x4 , x5 , x8 (y34 = 0, 0595, y35 = 0, 0015, y38 = 0, 87) è íèæíèìè
îãðàíè÷åíèåì íà ïåðåìåííóþ x3 (y33 = 0, 001) . Äàíàÿ èíôîðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëü-
çîâàíà ïðè ïëàíèðîâàíèè äàëüíåéøèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ èññëåäóåìîé ìîäåëüþ. Ïðè ýòîì
äîëæåí ñîáëþäàòüñÿ ñëåäóþùèé ïðèíöèï: â êàæäîì ïîñëåäóþùåì ýêñïåðèìåíòå èíôîð-
ìàòèâíîñòü íîâûõ èçìåðåíèé äîëæíà áûòü íå ìåíåå çíà÷èìà, ÷òî äîëæíî îòðàæàòüñÿ ïðè
ôîðìèðîâàíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèé. Òàê, íàïðèìåð, ñóæåíèå äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x4 , x5 , x7 , x8 öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ íèæíèõ ãðàíèö,
à ïåðåìåííîé x3 � âåðõíåé.
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ÓÄÊ 517.9

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ

3-äèôôåîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ

àòòðàêòîðîì

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Ì. Ê. Íîñêîâà2, Î. Â. Ïî÷èíêà3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíê-
öèè äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ çàìêíóòûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâàÿ ñèñòåìà, ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð, ýíåðãåòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðóáûå äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå íà òðåõ-
ìåðíîì ãëàäêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè M . Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåé-
ëà [3] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåîìîðôèçìà f ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ
NW (f) = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωm , íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå èç êîòîðûõ ñî-
äåðæèò âñþäó ïëîòíóþ îðáèòó. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ω íàçûâàåòñÿ íåòðèâèàëüíûì, åñëè
îíî íå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòîé. Åñëè dim Ω = 2 , òî, ñîãëàñíî [6], Ω ÿâëÿåò-
ñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì, ëèáî ðåïåëëåðîì4. Ñðåäè äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ) Ω
äèôôåîìîðôèçìà f :M →M âûäåëÿþò ðàñòÿãèâàþùèåñÿ (ñæèìàþùèåñÿ)5.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M → M ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð Ω .

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà f � ýòî ãëàä-
êàÿ ôóíêöèÿ, óáûâàþùàÿ âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, ïîñòîÿííàÿ íà áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâàõ è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê MW (f) .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé òåîðå-
ìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñóùåñòâóåò ýíåðãåòè÷å-
ñêàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà âíå íåòðèâèàëüíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì).

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Ñòóäåíòêà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; mknoskova@yandex.ru
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è òåõíîëîãèé ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ; olga-pochinka@yandex.ru
4 Êîìïàêòíîå f -èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî A ⊂ M íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äèôôåîìîðôèçìà f ,

åñëè îíî èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UA òàêóþ, ÷òî f(UA) ⊂ int UA è A =
∩
k≥0

fk(UA) . Îêðåñòíîñòü

UA ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ çàõâàòûâàþùåé. Ðåïåëëåð îïðåäåëÿåòñÿ êàê àòòðàêòîð äëÿ f−1 .
5 Àòòðàêòîð Ω íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, åñëè ðàçìåðíîñòü Ω ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåóñòîé-

÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé åãî òî÷êè. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñæèìàþ-

ùèìñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1
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2. Äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà G

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì íåîáõîäèìóþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.1. èíôîð-
ìàöèþ î äâóìåðíîì ðàñòÿãèâàþùåìñÿ àòòðàêòîðå Ω äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñëåäóÿ
èñòî÷íèêàì [7], [2], [8], [4].

Èç îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà Ω ñëåäóåò, ÷òî

dim Es
Ω = dim Es

x = 1 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Ω .

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: (x, y)s � îòêðûòàÿ äóãà íà îäíîìåðíîì óñòîé÷èâîì
ìíîãîîáðàçèè W s(z) ñ êîíöåâûìè òî÷êàìè x, y ∈ W s(z) , ãäå z ∈ Ω . Àíàëîãè÷íóþ çà-
ìêíóòóþ äóãó îáîçíà÷èì ÷åðåç [x, y]s .

Òî÷êà x ∈ Ω íàçûâàåòñÿ s -ãðàíè÷íîé, åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
W s

x \ x íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ Ω .
Ñîãëàñíî [7] ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîíå÷íîå è âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè ïåðèîäè÷å-

ñêèå. Êðîìå òîãî, â ñèëó [7], [2], [8] âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè àòòðàêòîðà Ω ðàçáèâàþòñÿ íà
àññîöèèðîâàííûå ïàðû (p, q) òî÷åê îäèíàêîâîãî ïåðèîäà òàê, ÷òî 2 -ñâÿçêà W u(p)∪W u(q)
ÿâëÿåòñÿ äîñòèæèìîé èçíóòðè ãðàíèöåé6 êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M \ Ω .

Äëÿ êàæäîé ïàðû àññîöèèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïîñòðîèì èç äóã
îäíîìåðíûõ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñâÿçûâàþùèé äâóìåðíûé öèëèíäð è ñîîòâåòñòâó-
þùóþ äâóìåðíóþ ñôåðó.

Ïóñòü Bpq � 2-ñâÿçêà àòòðàêòîðà Ω , ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
W u(p) è W u(q) àññîöèèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê p è q ñîîòâåòñòâåííî, è m = m(p, q)
� ïåðèîä òî÷åê p, q . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ W u(p)\p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
y ∈ W u(q) òàêàÿ, ÷òî (x, y)s ∩ Ω = ∅ . Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå

φpq = φ : (W u(p) \ p) ∪ (W u(q) \ q) → (W u(p) \ p) ∪ (W u(q) \ q) ,

ïîëîæèâ φpg(x) = y è φpg(y) = x . Òîãäà

φpq(W
u(p) \ p) = W u(q) \ q è φpq(W

u(q) \ q) = W u(p) \ p ,

òî åñòü îòîáðàæåíèå φpq ïåðåâîäèò ïðîêîëîòûå íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ 2-ñâÿçêè äðóã
â äðóãà è ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé. Â ñèëó òåîðåìû î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé íà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâàõ îòîáðàæåíèå φpq ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèç-
ìîì.

Îãðàíè÷åíèå fm|Wu(p) èìååò ðîâíî îäíó ãèïåðáîëè÷åñêóþ îòòàëêèâàþùóþ íåïîäâèæ-
íóþ òî÷êó p , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ãëàäêèé çàìêíóòûé 2-äèñê Dp ⊂ W u(p) òàêîé, ÷òî
p ∈ Dp ⊂ int(fm(Dp)) . Òîãäà ìíîæåñòâî Cpq =

∪
x∈∂Dp

(x, φ(x))s ãîìåîìîðôíî îòêðûòî-

ìó äâóìåðíîìó öèëèíäðó S1 × (0; 1) . Ìíîæåñòâî Cpq íàçûâàþò ñâÿçûâàþùèì öèëèí-
äðîì. Îêðóæíîñòü φpq(∂Dp) îãðàíè÷èâàåò â W u(q) äâóìåðíûé 2-äèñê Dq òàêîé, ÷òî
q ∈ Dq ⊂ int(fm(Dq)) . Ìíîæåñòâî Spq = Dp∪Cpq ∪Dq ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîé ñôåðå, êî-
òîðóþ íàçûâàþò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ñôåðîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ñâÿçêå Bpq (ñì. ðèñóíîê
2.1).

6 Ïóñòü G ⊂ M � îòêðûòîå ìíîæåñòâî ñ ãðàíèöåé ∂G ( ∂G = cl(G) \ int(G) ). Ïîäìíîæåñòâî δG ⊂
∂G íàçûâàåòñÿ äîñòèæèìíîé èçíóòðè ãðàíèöåé îáëàñòè G , åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ δG íàéäåòñÿ
îòêðûòàÿ äóãà,ïîëíîñòüþ ëåæàùàÿ â G è òàêàÿ, ÷òî x ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç åå êîíöåâûõ òî÷åê.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñôåðà

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G îáúåìëþùåå ìíî-
ãîîáðàçèå ãîìåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó T3 è ìíîæåñòâî T (f) = NW (f) \ Ω èìååò
ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:

1. T (f) ïðèíàäëåæèò îáúåäèíåíèþ 3-øàðîâ Qpg , îãðàíè÷åííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêè-
ìè ñôåðàìè Spq ;

2. äëÿ êàæäîé ñâÿçêè Bpq ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî kpq òàêîå, ÷òî T (f)∩Qpq

ñîñòîèò èç kpq ïåðèîäè÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ α1, . . . , αkqp è kqp − 1 ñåäëîâûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òî÷åê P1, . . . , Pkqp−1 ;

3. ìíîæåñòâî lpq =
kqp−1∪
i=1

cl W s(Pi) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé äóãîé, íà êîòîðîé èñòî÷íèêî-

âûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ÷åðåäóþòñÿ ñ ñåäëîâûìè (ñì. ðèñóíîê 2.2).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Äóãà lpq
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Çàìåòèì, ÷òî øàð Qpq ïåðåñåêàåò äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà Pj, j ∈
{1, . . . , kqp − 1} â òî÷íîñòè ïî îäíîìó äâóìåðíîìó äèñêó7. Òîãäà âíóòðè øàðà Qpq ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêèé 3-øàð Ulpq òàêîé, ÷òî:

1) lpg ⊂ Ulpq ⊂ fm(Ulpq) ;
2) ïåðåñå÷åíèå Ulpq ∩W u(Pj) ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîãî äâóìåðíîãî äèñêà äëÿ êàæ-

äîãî j ∈ {1, . . . , kqp − 1} (ñì. ðèñóíîê 2.3).

Ð è ñ ó í î ê 2.3

Îêðåñòíîñòü Ulpq

Ïîëîæèì Kpq = fm(Ulpq) \Ulpq è Lpq = lpq ∪ f(lpq)∪ · · · ∪ fm(lpq) è Upq = Ulpq ∪ f(Ulpq)∪
· · · ∪ fm(Ulpq) . Òîãäà Lpq ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì ñ çàõâàòûâàþùåé îêðåñòíîñòüþ Upq . Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç L,U îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ ðåïåëëåðîâ è èõ çàõâàòûâàþùèõ îêðåñòíîñòåé,
ñîîòâåòñòâåííî, ïî âñåì ñâÿçêàì àòòðàêòîðà Ω . Ïóñòü A,P îáúåäèíåíèå âñåõ èñòî÷íèêîâ
è ñòîêîâ, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà T (f) .

Â ñèëó ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [1] è [4] èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé ôàêò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Íà ìíîæåñòâå U ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Ìîðñà ψ :
U → [1; 3] òàêàÿ, ÷òî ψ(∂U) = 1, ψ(P) = 2, ψ(A) = 3 , ÿâëÿþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé
ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà f |U .

3. Ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ

èç êëàññà G

Ðàçîáüåì ïîñòðîåíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ f ∈ G íà øàãè.
Øàã 1. Äëÿ êàæäîé ñâÿçêè Bpq àòòðàêòîðà Ω ïîëîæèì Kpq = fm(Ulpq) \ Ulpq è

Wpq =
∪
n∈Z

fn(Kpq) . Ïîñêîëüêó òðåõìåðíîå êîëüöî Kpq ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëà-

ñòüþ äèôôåîìîðôèçìà fm|Wpq , òî äèôôåîìîðôèçì fm|Wpq ãëàäêî ñîïðÿæåí ñ ãîìîòåòèåé
g(x, y, z) = (x

2
, y
2
, x
2
) íà R3\(0, 0, 0) ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà hpq : Wpq →

R3 \ (0, 0, 0) , ïåðåâîäÿùåãî êîëüöî Kpq â êîëüöî {(x, y, z) ∈ R3 : 1
4
≤ x2 + y2 + z2 ≤ 1} .

Ôóíêöèÿ φg(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äèôôåîìîðôèçìà
g . Ïîëîæèì φpq = φghpq .

7 Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ äóãà (x, φ(x))s, x ∈ Dp \ p ïåðåñåêàåò Wu(Pj) ðîâíî â îäíîé òî÷êå
äëÿ âñåõ j = 1, . . . , kpq − 1 . Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ïàðà òî÷åê, â êîòîðûõ Wu(Pj)
ïåðåñåêàåò äóãó (x, φ(x))s . Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèçîéäåò êàñàíèå óñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ ýòîé òî÷êè è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ Wu(Pj) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè
äèôôåîìîðôèçìà f , à èìåííî, ñèëüíîìó óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



24 Â. Ç. Ãðèíåñ, Ì. Ê. Íîñêîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà

Ïîëîæèì K = f(U)\U è W =
∪
n∈Z

fn(K) . Ñäåëàâ àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ êàæäîé

2-ñâÿçêè ìû ïîëó÷èì ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ φW äëÿ äèôôåîìîðôèçìà fW .

Ïîëîæèì φ̃(z) =


φW (z), åñëè z ∈

∪
n≥0

fn(K);

ψ(z), åñëè z ∈ U ;
0, åñëè z ∈ Ω;

Øàã 2. Ïî ïîñòðîåíèþ ôóíêöèÿ φ̃ :M → [0, 3] ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà íà ìíîæå-
ñòâå M \ Ω . Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ φ̃ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà M .

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ëþáóþ òî÷êó a ∈ Ω è ïîêàæåì, ÷òî lim
zn→a

φ̃(zn) = 0 äëÿ ëþáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {zn ∈M,n ∈ N} òàêîé, ÷òî lim
n→∞

d(zn, a) = 0 , ãäå d � ìåòðèêà

íà ìíîãîîáðàçèè M . Ïîñêîëüêó φ̃(Ω) = 0 , òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {zn ∈ M \ Ω} . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå
÷èñëî kn òàêîå, ÷òî zn ∈ fkn(Kpq) äëÿ íåêîòîðîé ñâÿçêè Bpq . Ïîñêîëüêó lim

n→∞
d(zn, a) = 0 ,

òî kn → ∞ . Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hpq(zn) ∈ R3} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
(0, 0, 0) . Îòêóäà lim

n→∞
φg(hpq(zn)) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

zn→a
φ̃(zn) = 0 .

Øàã 3. Ïîêàæåì, êàê ñãëàäèòü ôóíêöèþ φ̃ íà ìíîæåñòâå Ω , ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ëèíèè
óðîâíÿ.

Ïîëîæèì UΩ = M \ U è η̃ = φ̃|cl UΩ
: cl UΩ → [0, 1] . Íà îòðåçêå [0, 1] çàäàäèì

ôóíêöèþ ν : [0, 1] → [0,∞) ôîðìóëîé ν(s) = inf{e−
1

d(z,w) , z, w ∈ cl UΩ : |η̃(z)− η̃(w)| ≥ s} .
Ïî ïîñòðîåíèþ ν � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî lim

s→+0
ν(s) = +0 . Â ñèëó ëåìì 1 è 3

ðàáîòû [5], ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ q : [0, 1] →
[0, 1] òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ η = qη̃ : cl UΩ → [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim

x→0,y→0

|q(x)−q(y)|
ν(|x−y|) =

0 . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ η ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà Ω è η(Ω) = 0 .
Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ φ :M → [0, 3] îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

φ(z) =

{
η(z), åñëè z ∈ cl UΩ;
ψ(z), åñëè z ∈ U .

Ôóíêöèÿ φ : M → [0, 3] � ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G .
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.
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Energy function for structurally stable 3-di�eomorphisms

with two-dimensional expanding attractor

c⃝ V. Z. Grines8, M. K. Noskova9, O. V. Pochinka10

Abstract. In this paper we prove the existence of the energy function for the structurally stable
di�eomorphisms of closed three-dimensional manifolds non-wandering set of which contains two-
dimensional expanding attractor
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 517.9

Ìåòîäû òåîðèè âåòâëåíèÿ è êàòàñòðîô â çàäà÷å îá

èçãèáå óäëèíåííîé ïëàñòèíû â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå

ãàçà

c⃝ Ò. Å. Áàäîêèíà1, Þ. Á. Ðóñàê2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î âû÷èñëåíèè ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé íåëèíåéíîé
çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâ¼ð-
òîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùåãî ïðîãèá óäëèíåííîé ïëàñòèíû â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà, ñæè-
ìàåìîé (ðàñòÿãèâàåìîé) âíåøíèìè êðàåâûìè óñèëèÿìè. Ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿ-
þùèõñÿ ðåøåíèé â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ïî ìàëûì îòêëîíåíèÿì îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé áè-
ôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ðÿäîâ. Ôðåäãîëüìîâîñòü ëèíåàðèçîâàííîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è
äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè Ãðèíà, êîòîðîå äëÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà
âûïîëíåíî âïåðâûå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãèá ïëàñòèíû, àýðîóïðóãîñòü, áèôóðêàöèÿ, óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ.

Ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè çàêëþ÷àþòñÿ â íàõîæäåíèè òàêèõ çíà÷åíèé
áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ìîæåò ñîâåðøèòü ñêà÷êîîáðàçíûé ïå-
ðåõîä èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â äðóãîå. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ïàðà-
ìåòðîâ ÷åðåç íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèé, ïðè ýòîì ìåíÿåòñÿ êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà
ðåøåíèé óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äåôîðìàöèþ óïðóãèõ òåë. Â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî íåñêîëüêî ðåøåíèé, ò.å. íåñêîëüêî ïî-
ëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ îáòåêàåìîãî òåëà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î ïðîãèáå óäëèíåííîé óïðóãî îï¼ðòîé ïëàñòèíû â
ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà, ñæèìàåìîé / ðàñòÿãèâàåìîé âíåøíèìè êðàåâûìè óñèëèÿìè,
îïèñûâàåòñÿ êëàññîì äâóõòî÷å÷íûõ êðàåâûõ çàäà÷ [1], [2] äëÿ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà:

χ2

(
w′′

(1+w′2)
3
2

)′′

−Tw′′ + β0w + ε3q(x) = kK(w′,M, κ) + θw′′
1∫
0

[(1 + w′2)
1
2 − 1]dx (1.1)

Çäåñü w = w(x) �ïðîãèá ïëàñòèíû, 0 ≤ x1 ≤ d , −∞ < y1 <∞ , x = x1

d
, 0 ≤ x ≤ 1 �

ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû; K(w′,M, κ) = 1 −
[
1 + κ−1

2
Mw′] 2κ

κ−1 �ïðè îäíîñòîðîííåì

îáòåêàíèè, K(w′,M, κ) =
[
1 − κ−1

2
Mw′] 2κ

κ−1 −
[
1 + κ−1

2
Mw′] 2κ

κ−1 �ïðè äâóñòîðîííåì; χ2 =
h2

12(1−µ2)d2
,T = qd

Eh
, θ = 1

1−µ2 è k = p0d
Eh

, ãäå d �øèðèíà ïëàñòèíû, h � å¼ òîëùèíà,

E �ìîäóëü Þíãà, µ �êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, M = υ
c∞

�÷èñëî Ìàõà ( υ � ñêîðîñòü
ïîòîêà ãàçà, c∞ � ñêîðîñòü çâóêà â íåâîçìóùåííîì ãàçå), κ �ïîêàçàòåëü ïîëèòðîïû, p0�
äàâëåíèå, β0 �êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè îñíîâàíèÿ, ε3q(x) �ìàëàÿ íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà.
Èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâàåò äîïîëíèòåëüíîå óñèëèå â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïðè
ïðîãèáå.

1 Àññèñòåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé èíôîðìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìå-
íè Í. Ï. Îãàð¼âà, ã. Ñàðàíñê; badokinate@gmail.com.

2 Àâñòðàëèéñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, ã.Êàíáåððà, Àâñòðàëèÿ; irousak@gmail.com.
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Â îêðåñòíîñòÿõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ( ñæèìàþùåå
(ðàñòÿãèâàþùåå) óñèëèå T = T0 + ε1 , ÷èñëî Ìàõà M = M0 + ε2 ) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàëûõ
èçãèáíûõ ôîðì ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû òåîðèè áèôóðêàöèé [3]. Çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ îò áèôóðêàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîðíè ñîîòâåòñòâó-
þùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ëèíåàðèçàöèè, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííûìè
òî÷íî. Ðàâåíñòâî íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
êðèòè÷åñêèå áèôóðêàöèîííûå ïîâåðõíîñòè è êðèâûå [5], [6], â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê êîòîðûõ
ñòðîèòñÿ àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé â âèäå ñõîäÿùèõñÿ ïî ìàëûì ïàðàìåò-
ðàì ðÿäîâ, è, òåì ñàìûì, ðåøèòü áèôóðêàöèîííóþ çàäà÷ó î ïðîãèáå ïëàñòèíû â òî÷íîé
ïîñòàíîâêå. Íàèáîëüøèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè èññëåäîâàíèè ëèíåàðèçîâàííîé ñïåê-
òðàëüíîé çàäà÷è, ôðåäãîëüìîâîñòü êîòîðîé, äîêàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé
ôóíêöèè Ãðèíà, âûïîëíåííûì ïî ñõåìå ìîíîãðàôèè [4].

Â èçâåñòíûõ íàì ðàáîòàõ ê áèôóðêàöèîííûì çàäà÷àì àýðîóïðóãîñòè, êàê ïðàâèëî,
ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Ãàëåðêèíà. Ìåòîäàìè òåîðèè áèôóðêàöèé çàäà÷à î ïðîãèáå ïðÿìî-
óãîëüíîé ïëàñòèíû èññëåäîâàíà â ðàáîòå [7]. Ïðîãèá óäëèíåííîé ïëàñòèíû ïðè ó÷¼òå
òîëüêî îäíîãî áèôóðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà - ÷èñëà Ìàõà - â ðàáîòàõ Ï.À.Âåëüìèñîâà è
Á.Â.Ëîãèíîâà[8], Ï.À. Âåëüìèñîâà è Ñ.Â.Êèðååâà [9], â êîòîðûõ ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ãðóï-
ïîâûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ö.Íà, ïîçâîëÿþùèé ñâîäèòü äâóõòî÷å÷íûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è äëÿ
ÎÄÓ ÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà ê çàäà÷å Êîøè.

Ïóñòü E1, E2 - áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå

Bx = R(x, λ), R(0, 0) = 0, R′(0, 0) = 0 (1.2)

Çäåñü B : E1 → E2 - çàìêíóòûé ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð (R(B) = R(B) , R(B) - îáëàñòü
çíà÷åíèé îïåðàòîðà Â) ñ ïëîòíîé â E1 îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(B) , N(B) = span{φ(x)}
- åãî ïîäïðîñòðàíñòâî íóëåé, N∗(B) = span{ψ(x)} - äåôåêòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Íåëè-
íåéíûé îïåðàòîð R(x, λ) ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåë¼ííûì è äîñòàòî÷íî ãëàäêèì ïî x è λ
â îêðåñòíîñòè (0, 0) ∈ E1+Λ , Λ - ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ. Ïî òåîðåìå Õàíà-Áàíàõà ñó-
ùåñòâóþò áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû {γj}n1 ∈ E1 , ⟨φi, γj⟩ = δij è {zk}n1 ∈ E2 , ⟨zk, ψl⟩ = δkl

(çäåñü è äàëåå ⟨a, b⟩ =
1∫
0

a(x)b(x)dx ), ïîðîæäàþùèå ïðîåêòîðû P =
n∑

j=1

⟨·, ψj⟩zj : E1 →

N(B) , Q =
n∑

j=1

⟨·, γj⟩φj : E2 → E2,n = span{z1, . . . zn} è ðàçëîæåíèå áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

â ïðÿìûå ñóììû E1 = En
1 + E∞−n

1 ,En
1 = N(B) , E2 = E2,n + E2,∞−n , E2,∞−n = R(B) . Òî-

ãäà ìåòîä Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ïîçâîëÿåò ñâåñòè çàäà÷ó (1.2) ê ïîñòðîåíèþ ìàëûõ ðåøåíèé
íåëèíåéíîé êîíå÷íîìåðíîé ñèñòåìû, íàçûâàåìîé óðàâíåíèåì ðàçâåòâëåíèÿ(ÓÐ). Äåéñòâè-

òåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå Ý. Øìèäòà, îïåðàòîð B̃ = B+
n∑

k=1

⟨·, γk⟩zk íåïðåðûâíî îáðàòèì, è

óðàâíåíèå (1.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ñèñòåìû

B̃x = R(x, λ) +
n∑

i=1

ξizi, ξi = ⟨x, γi⟩, i = 1, n (1.3)

Ïî òåîðåìå î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ ïåðâîå óðàâíåíèå (1.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x = x(ξ, λ) , ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî âî âòîðîå äà¼ò ÓÐ:

f(ξ, λ) ≡ ξi − ⟨x(ξ, λ), γi⟩ = 0, i = 1, n (1.4)

Óðàâíåíèÿ (1.2) è (1.4) èìåþò îäíî è òî æå ÷èñëî ìàëûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ïðåäñòà-
âèìû â âèäå ðÿäîâ ïî îäèíàêîâûì äðîáíûì ñòåïåíÿì ìàëûõ ïàðàìåòðîâ â ìàëûõ îêðåñò-
íîñòÿõ òî÷åê áèôóðêàöèè.
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Â ðàáîòå ìåòîä Ëÿïóíîâà-Øìèäòà ïðèìåíÿåòñÿ ê íåëèíåéíîé çàäà÷å â îêðåñòíîñòÿõ
êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ T0 , M0 è ε3 = 0 .

Ïðèìåíåíèå ðåãóëÿðèçàòîðà Øìèäòà [3] ê óðàâíåíèþ (1.1) â ðàçëîæåíèè àíàëèòè÷å-
ñêîé íåëèíåéíîñòè:

Bw ≡ χ2w(4) − T0w
′′ + σ0w

′ + β0w = χ2

(
3

2
w′2w(4) + 3w′′3 + 9w′w′′w′′′

)
− ε3q(x) + ε1w

′′+

+ξz(1)−1(2)kκw′ε2+
θ

2
w′′

1∫
0

w′2dx−

{
kκ(κ+1)

4
M2

0w
′2 + kκ(κ+1)

2
M0ε2w

′2 + kκ(κ+1)
12

M3
0w

′3 + . . .
kκ(κ+1)

6
M3

0w
′3

(âåðõíÿÿ(íèæíÿÿ) ñòðîêà îòâå÷àåò îäíîñòîðîííåìó(äâóñòîðîííåìó) îáòåêàíèþ ïëàñòèíû
ïîòîêîì ãàçà, σ0 = 1(2)kκM0 ), ïîçâîëÿåò çàïèñàòü åãî â âèäå ñèñòåìû B̃w = R(w, ε)+ ξz ,
ξ − ⟨w, γ⟩ = 0 . Çäåñü B̃ = B + ⟨·, ε⟩z , γ è z - áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ê φ ∈ N(B)
è ψ ∈ N∗(B) ñîîòâåòñòâåííî, B̃−1 = Γ , ñóùåñòâóþùèé ñîãëàñíî ëåììå Øìèäòà [3], ïðè
ýòîì Γz = φ , Γ∗γ = ψ .

Ëèíåàðèçîâàííîå â òî÷êå âåòâëåíèÿ óðàâíåíèå (1.1) îïðåäåëÿåò ôðåäãîëüìîâ îïåðàòîð
B : C4+α[0, 1] → Cα[0, 1] ñ îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì íóëåé N(B) = span{φ(x)} è
îäíîìåðíûì äåôåêòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì N∗(B) = span{ψ(x)} .

Ïðè îòñóòñòâèè ìàëîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè ε3q(x) = 0 ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
(1.3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà

ω = ω100ξ + ω010ε1 + ω001ε2 + ω110ξε1 + ω101ξε2 + ω011ε1ε2 + ω200ξ
2 + ω020ε

2
1 + ω002ε

2
2 + . . .

ïîäñòàíîâêà êîòîðîãî âî âòîðîå äà¼ò ÓÐ.
Â ñëó÷àå îäíîñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû ÓÐ

L(ξ, ε) = L1
200ξ

2 + L1
110ξε1 + L1

101ξε2 = 0

îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé

w(x) = −L
1
110ε1 + L1

101ε2
L1

200

φ(x) + o(|ε|),

äëÿ äâóñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ

L(ξ, ε) = L2
300ξ

3 + L2
110ξε1 + L2

101ξε2 = 0

è

w(x) = ±

√
−L

2
110ε1 + L2

101ε2
L2
300

φ(x) +O(|ε|),

ãäå çíàêè ε1 , ε2 îïðåäåëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îäíîñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû èìååò ìåñòî òðàíñêðèòè÷å-

ñêàÿ áèôðêàöèÿ, ïðè îäíîñòîðîííåì - áèôóðêàöèÿ òèïà "âèëêè".
Êîýôôèöèåíòû ÓÐ âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî [3] ïî ìåòîäó íåîïðåäåë¼ííûõ êîýôôèöèåí-

òîâ Íàçàðîâà-Íåêðàñîâà

L1
110 =

1∫
0

φ′′ψdx, L1
101 = −kκ

1∫
0

φ′ψdx, L1
200 = −kκ(κ+ 1)M2

0

4

1∫
0

φ′2ψdx
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Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà: a.òðàíñêðèòè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ; b.áèôóðêàöèÿ òèïà
¾âèëêè¿

ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè, è

L2
110 =

1∫
0

φ′′ψdx = L1
110, L

2
101 = −2kκ

1∫
0

φ′ψdx = 2L1
101, L

2
200 = 0,

L2
300 = 3χ2

1∫
0

φ′′3ψdx+
3

2
χ2

1∫
0

φ(4)φ′2ψdx+ 9χ2

1∫
0

φ′φ′′φ′′′ψdx

−1

6
kκ(κ+ 1)M3

0

1∫
0

φ′3ψdx+
1

2
θ

1∫
0

φ′3ψdx

1∫
0

φ′′ψdx

äëÿ äâóñòîðîííåãî. Êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé ðàçâåòâëåíèÿ â ñëó÷àå äèâåðãåíöèè, îïðå-
äåëÿåìîì ðàâåíñòâîì íóëþ ìàòðèöû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, âû÷èñëåíû ïðè èñïîëüçîâàíèè
Maple 12, è â ñèëó îãðàíè÷åííîãî îáú¼ìà çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå íåíóëåâîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè (ε3 ̸= 0) è îòñóòñòâèè ñæèìàþùå-
ãî/ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ (T = 0 ), ïîñòðîåííîå ìåòîäîì Ëÿïóíîâà-Øìèäòà [3], óðàâíå-
íèå ðàçâåòâëåíèÿ èìååò âèä:

L(ξ, ε1, ε3) = L300ξ
3 + L101ξε1 + L010ε3 + · · · = 0

Ñîñòàâëÿÿ ðåçóëüòàíò ãëàâíîé ÷àñòè ÓÐ è å¼ ïðîèçâîäíîé ïî ξ , ïîëó÷àåì ïðèáëèæ¼í-
íóþ êðèâóþ ðàçâåòâëåíèÿ:

4L101ε
3
1 + 27L2

010L300ε
2
3 = 0 (1.5)

Òàê êàê êîýôôèöèåíòû L101 , L010 , L300 ïîëîæèòåëüíû, òî ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà
(1.5) êàñàåòñÿ îñè àáñöèññ ε1 è ëåæèò ïî ëåâóþ ñòîðîíó îò îñè ε3 . Ñëåâà îò êðèâîé
ðàçâåòâëåíèÿ ÓÐ èìååò òðè âåùåñòâåííûõ ìàëûõ ðåøåíèÿ ξ0(ε1, ε3) , ξ±(ε1, ε3) , äâà èç
êîòîðûõ ( ξ± ) ñîâïàäàþò íà ýòîé êðèâîé, à ñïðàâà - îäíî ξ0(ε1, ε3) .

Â [3] ÓÐ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ

η = L
1/3
010L

−1/3
300 ε

1/3
3 , ω = L101ε1L

−1/3
300 (L010ε3)

−2/3

ïðåîáðàçóåòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ îäíèì ïàðàìåòðîì

1 + ωη + η3 ≃ 0
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äëÿ êîòîðîãî òî÷êîé âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ω = −3 · 2−2/3 , η = 2−1/3 , ò.å. óðàâíåíèå êðèâîé
ðàçâåòâëåíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå ω ≃ −3 · 2−2/3 . Â [3] ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ
àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ξ(ε1, ε3) ÓÐ, à òåì ñàìûì è ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è :

w ≃ ξ(ε1, ε3)φ,

ãäå

ξ0(ε1, ε3) ≃ (4L010L
−1
300ε3)

1/3

ξ±(ε1, ε3) ≃ 3

√
L010L

−1
300ε3

[
2−1/3 ∓

√
3 · 2−2/3 + L101ε1(L010ε3)−2/3L

−1/3
300

]
â îêðåñòíîñòè êðèâîé ðàçâåòâëåíèÿ, ò.å. ïðè ε1ε

−2/3
3 → − 3

22/3
L

2/3
010L

1/3
300L

−1
101 ; ξ± ≃

2−1/3(L010L
−1
300ε3)

1/3 = 3−1/2L
−1/2
300 (−L101ε1)

1/2signε3 , ξ0 = −2ξ± íà êðèâîé ðàçâåòâëåíèÿ
(äâà ðåøåíèÿ ñîâïàäàþò);

ξ0,+(ε1, ε3) ≃ ∓L−1
300(−L101ε1)

1/2signε3

ξ−(ε1, ε3) ≃ −L010L
−1
101ε

−1
1 ε3

ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ε1ε
−2/3
3 ;

ξ0(ε1, ε3) ≃ −L010L
−1
101ε

−1
1 ε3

ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ.

υ

μ

D1

D2

Ðèñ. 2: Ãðàôèê η(θ)

Ïîëó÷åííàÿ êàðòèíà ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ε± äëÿ ε3 > 0 ñîâïàäàåò ñ êàðòèíîé, îïè-
ñàííîé â [11] äëÿ äðóãîé çàäà÷è. Êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ìàõà (òî÷êà áèôóðêàöèè)
óìåíüøàåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ε3 = 0 :

Mêð ≃M∗ − 3 · 2−2/3ε
2/3
3 L

2/3
010L

1/3
300L

−1
101 (1.6)

Ôîðìóëà (1.6) è âèä ôóíêöèé ξ± ñîãëàñóåòñÿ ñ ãðàôèêàìè ξ(ε1, ε3) , ïðèâåä¼ííûìè â [1]
äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ε3 .

Äëÿ ñëó÷àÿ îòñóòñòâèÿ ñæèìàþùåãî/ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ (T = 0 ) è îòñóòñòâèè
ìàëîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè, ðåøåíèå (1.3) èùåòñÿ â âèäå
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w = w10ξ + w01ε1 + w20ξ
2 + w11ε1ξ + w02ε

2
1 + . . .

Ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè ïëàñòèíû ÓÐ èìååò âèä

L11ξε1 + L20ξ
2 + · · · = 0,

ãäå L11 = kκ(1(2))
1∫
0

φ′ψdx , L20 = −kκ(κ+1)
4

M0

1∫
0

φ
′2ψdx . Ïðè äâóõñòîðîííåì îáòåêàíèè

ãëàâíàÿ ÷àñòü ÓÐ :

L30ξ
3 + L11ε1 = 0

ãäå L30 = −kκ(κ+1)
6

M0

1∫
0

φ
′3ψdx+χ2

1∫
0

(3
2
φ

′2φ(4)ψ+3φ
′′3ψ+9φ′φ′′φ(2)ψ)dx+ θ

2

1∫
0

φ
′2dx

∫
φ′′ψdx .

Ñîîòâåòñòâåííî àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè :

w(x) = −L11

L20
ε1φ(x)+o(|ε1|) - äëÿ îäíîñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ è w(x) = ±

√
L11ε1
L30

φ(x)+O(|ε1|)
- äëÿ äâóñòîðîííåãî, ãäå signε1 = signL11L30 îïðåäåëÿòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòüþ âûðàæå-
íèÿ ïîä êîðíåì. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòîâ ðàçâåòâëåíèÿ íå ïðèâîäÿòñÿ â ñèëó èõ ãðîìîçä-
êîñòè.

Â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå T ̸= 0 , ε3q(x) ̸= 0 àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøå-
íèé ïî òð¼ì ìàëûì ïàðàìåòðàì ε1 , ε2 , ε3 â òî÷êå áèôóðêàöèè (T0,M0, 0) âû÷èñëÿåòñÿ
äëÿ ñëó÷àåâ ñóùåñòâîâàíèÿ áèôóðêàöèîííûõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ðà-
âåíñòâîì íóëþ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé.

Ðàçûñêàíèå ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1.3) â âèäå ðÿäà

w = w1000ξ + w0100ε1 + w0010ε2 + w0001ε3 +
∑

k+|α|>1

wk;αξ
kεα

ñ ïîñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêîé âî âòîðîå, äà¼ò ðàçëîæåíèå ïî ξ è ε óðàâíåíèÿ ðàçâåòâëåíèÿ
Øìèäòà L(ξ, ε) = ξ − ⟨w(ξ, ε), γ⟩ = 0 .

Äëÿ îäíîñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ ãëàâíàÿ ÷àñòü ÓÐ, îïðåäåëÿåìàÿ ìåòîäîì äèàãðàììû
Íüþòîíà[3] èìååò âèä:

L(ξ, ε) = L2000ξ
2 + L0001ε3 + L1001ξε3 + L1100ξε1 + L1010ξε2 + . . . = 0

L2000 = kκ(κ+1)
4

M2
0 ⟨φ′2, ψ⟩, L0001 = −⟨q, ψ⟩, L1100 = −⟨φ′′, ψ⟩, L1010 = kκ⟨φ′, ψ⟩, L1001 =

kκ(κ+1)
2

M2
0 ⟨φ′(Γq)′, ψ⟩ .

Ïðè L2000 ̸= 0 çàìåíà η = ξ + L1100ε1+L1010ε2+L1001ε3
L2000

ñâîäèò ÓÐ ê âèäó

η2 + α = 0,

ãäå α = L0001+L0101ε1+L0011ε2+L0002ε3
L2000

ε3− (L1100ε1+L1010ε2+L1001ε3)2

4L2000
. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè âåòâëåíèÿ

ξ = 0 , ε1 = 0 , ε2 = 0 , ε3 = 0 èìååì η = ±
√
−α . Âîçâðàùàÿñü ê ξ , ε1 , ε2 è ε3

w(x) =
[
−L1100ε1 + L1010ε2 + L1001ε3

L2000

±
((L1100ε1 + L1010ε2 + L1001ε3)

2

4L2000

−

−L0001ε3 + (L0101ε1 + L0011ε2)ε3 + L0002ε
2
3

L2000

) 1
2
]
φ(x) + o(|ε1|, |ε2|, |ε3|)

Äëÿ äâóñòîðîííåãî îáòåêàíèÿ ïëàñòèíû ñâåðõçâóêîâûì ïîòîêîì ãàçà ãëàâíàÿ ÷àñòü ÓÐ
èìååò âèä:

L(ξ, ε) ≡ L3000ξ
3 + L0001ε3 + L1100ξε1 + L1010ξε2 + L1001ξε3 + . . . = 0 (1.7)
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ãäå L3000 =
kκ(κ+1)

6
M3

0 ⟨φ′3, ψ⟩−χ2⟨3
2
φ′2φ(4)+3φ′′3+9φ′φ′′φ′′′, ψ⟩− θ

2
⟨φ′′

1∫
0

φ′2dx, ψ⟩ , L2000 = 0 ,

L0001 = −⟨q, ψ⟩ , L1001 = 0 , L1100 = −⟨φ′′, ψ⟩ , L1010 = σ0⟨φ′, ψ⟩ , σ0 = 2kκM0 .
Ïðè èñïîëüçîâàíèè çàìåí α = L1100ε1+L1010ε2

L3000
è β = L0101ε1+L0011ε2+L0001

L3000
ε3 ïðè L3000 ̸= 0 ,

óðàâíåíèå (1.7) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

L(ξ) ≡ ξ3 + ξα + β (1.8)

Ïðè α > 0 óðàâíåíèå íå èìååò âûðîæäåíèÿ, òàê êàê L′(ξ) = 3ξ2 + α > 0 . Ïîýòîìó
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α = −µ2 è β = υ3 è óðàâíåíèå (1.8) ñâîäèòñÿ ê

ξ3 − ξµ2 + υ3 = 0. (1.9)

Äèñêðèìèíàíòíàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû{
ξ3 − ξµ2 + υ3 = 0

3ξ2 − µ2 = 0

êîòîðîå èìååò âèä µ = ±
√
3ξ è υ = 21/3ξ , òî åñòü υ = ±Bµ (B = 21/3

31/2
< 1 ).

Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (µ, υ) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå îáëàñòè D1 è D2 . Â îáëàñòè D1

óðàâíåíèå (1.9) èìååò òðè ðåøåíèÿ, â îáëàñòè D2 � îäíî ðåøåíèå. Íà ãðàíèöå îáëàñòåé�
ïðÿìûõ υ = ±Bµ �äâà ðåøåíèÿ.

υ

μ

D1

D2

Ðèñ. 3: Ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ (µ, υ)

Ðàññìîòðèì îáëàñòè D1 , â êîòîðîé
∣∣υ
µ

∣∣ < 1 . Ñ÷èòàÿ υ ̸= 0 , ðàçäåëèì óðàâíåíèå (1.9)

íà µ3 è ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå η = ξ
µ
è λ = υ

µ
. Óðàâíåíèå (1.9) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå:

η3 − η + λ3 = 0

Ïî òåîðåìå îá îáðàòíîé ôóíêöèè, η ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé îò λ3 . Ýòî
óðàâíåíèå èìååò òðè ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèþ λ = 0 : η = 0 , η = 1 , η = −1 .

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèàãðàìì Íüþòîíà îïðåäåëÿåò àñèìïòîòèêó ýòèõ ðåøåíèé ïðè
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ λ

η = λ3 + λ9 + 3λ15 + 12λ21 +O(|λ21|)

η = 1− 1

2
λ3 − 3

8
λ6 +O(|λ6|)

η = −1 +
1

2
λ3 − 3

8
λ6 +O(|λ6|)
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðåìåííûì ξ , µ è υ , ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà-
Ëîðàíà-Ïþèçå âíóòðè íåêîòîðîãî óãëà ñ ïðîêîëîòîé âåðøèíîé

ξ =

(
υ

µ

)3

+

(
υ

µ

)9

+ 3

(
υ

µ

)15

+ 12

(
υ

µ

)21

+ . . .

èëè

ξ =
β

α
+
β3

α4
+ 3

β5

α7
+ 12

β7

µ10
+ . . .

ξ = µ− υ3

2µ2
− 3υ6

8µ5
+ . . .

èëè

ξ = (−α)1/2 + β

2α
− 3β2

8(−α)5/2
+ . . .

ξ = −µ− υ3

2µ2
+

3υ6

8µ5
+ . . .

èëè

ξ = −(−α)1/2 + β

2α
+

3β2

8(−α)5/2
+ . . .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ íàõîæäåíèÿ àñèìïîòèêè ðåøåíèÿ (1.9) â îáëàñòè D2 , ãäå
∣∣µ
υ

∣∣ < 1 ,

ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà υ3 è ââåäåì çàìåíû η = ξ
υ
è λ = µ

υ
. Óðàâíåíèå (1.9) ïåðåïèøåòñÿ

â âèäå

η3 − ηλ+ 1 = 0

Ýòî óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå λ = 0 : η = −1 . Ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ðåøåíèå èìååò àñèìïòîòèêó:

η = −1− 1

3
λ2 +

1

81
λ6 + . . .

èëè

ξ = −υ +
µ3

3υ2
− µ6

81υ4
+ . . .

èëè

ξ = −β1/3 +
(−α)3/2

3β2/3
− α3

81β5/3
+ . . .

Íà ïðÿìûõ υ = ±Bµ , ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè D1 è D2 , óðàâíåíèå (1.9) èìååò âèä

ξ3 − ξµ2 ±B3µ3 = 0

Èñïîëüçóÿ çàìåíó η = ξ
µ
, ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ:

η3 − η ±B3 = 0

êàæäîå èç êîòîðûõ èìååò äâà ðåøåíèÿ (
√
3
3
,−2

√
3

3
) è (−

√
3
3
, 2

√
3

3
) , òî åñòü ξ = ±

√
3
3
µ è

ξ = ±2
√
3

3
µ èëè ξ ≈ K(−α)1/2
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ïðè íàëè÷èè ñæèìàþùåãî/ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ è ìà-
ëîé íîðìàëüíîé íàãðóçêè ôóíêöèè L(ξ, ε) è ïðè îäíîñòîðîííåì îáòåêàíèè, è ïðè äâóñòî-
ðîííåì, íå èìåþò â (0, 0, 0, 0) îñîáîé òî÷êè, ò.ê. L(0, 0, 0, 0) = 0 , íî dL(0, 0, 0, 0) ̸= 0 ,

ïîñêîëüêó ∂L(ξ,ε)
∂ε3

̸= 0 , ïîýòîìó êàòàñòðîôà îòñóòñòâóåò. Â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó-
÷àå ïî âûïîëíåííîìó èññëåäîâàíèþ ÓÐ è íàéäåííûì åãî ðåøåíèÿì íå òðóäíî âûïèñàòü
ðåøåíèå èñõîäíîé íåëèíåéíîé áèôóðêàöèîííîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ìåòîäàìè òåîðèè áèôóðêàöèè è êàòàñòðîô èññëåäîâàí êëàññ
çàäà÷ î äèâåðãåíöèè óäëèíåííîé ïëàñòèíû â ñâåðõçâóêîâîì ïîòîêå ãàçà è â îáùåì âèäå
ïîñòðîåíà àñèìïòîòèêà ðàçâåòâëÿþùèõñÿ ðåøåíèé.
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Methods of the theory of branching and catastrophes in

the problem of divergence an elongated plate in a

supersonic gas �ow.

c⃝ T. E. Badokina3 Yu. B. Rousak4

Abstract.We consider the problem of computing the branching solutions of nonlinear eigen- value
problem for an ordinary di�erential equation of the fourth order, describing the divergence of the
elongated plate in a supersonic gas �ow, compressible ( stretchable ) external boundary conditions
and subjected to a small normal load. We construct the asymptotics of branching solutions in the
form of convergent series in the small parameters. Fredholm property of the linearized spectral
problem is proved by constructing the appropriate Green's function, which for this type of tasks
performed for the �rst time.

Key Words: buckling, aeroelasticity, bifurcation, branching equation.

3 Assistent, Mordovian State University after N.P. Ogarev, Saransk; badokinate@gmail.ru.
4 Canberra University, Australia; irousak@gmail.com
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ÓÄÊ 517.9

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá èçîòåðìè÷åñêîì

ñêîëüæåíèè ãàçà âäîëü òâåðäîé ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè

c⃝ Ñ. Â. Ãóëàêîâà1, Â. Í. Ïîïîâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå (â âèäå ðÿäà Íåé-
ìàíà) ðåøåíèå çàäà÷è îá èçîòåðìè÷åñêîì ñêîëüæåíèè ãàçà âäîëü òâåðäîé ïëîñêîé ïîâåðõíî-
ñòè (çàäà÷è Êðàìåðñà). Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðèçîâàííàÿ ÁÃÊ
(Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íî-
ãî óñëîâèÿ íà îáòåêàåìîé ãàçîì ïîâåðõíîñòè � ìîäåëü çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ. Äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òåíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà âû-
÷èñëåíà ñêîðîñòü èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ ãàçà âäîëü ïîâåðõíîñòè è ïîñòðîåíû ïðîôèëè
ìàññîâîé ñêîðîñòè. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, îïóáëèêîâàííûìè â
îòêðûòîé ïå÷àòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà, ìîäåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ,
òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ìîäåëè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

1. Ââåäåíèå

Â êëàññè÷åñêîé ãèäðîäèíàìèêå â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà îáòåêàåìûõ ãàçîì
ïîâåðõíîñòÿõ èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ¾ïðèëèïàíèÿ¿, êîòîðûå
ïðåäïîëàãàþò ðàâåíñòâî ñêîðîñòè ãàçà âáëèçè îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòè ñàìîé ïî-
âåðõíîñòè. Â äåéñòâèòåëüíîñòè ýòî óñëîâèå íîñèò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð è ïðèìåíèìî
ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà ìîæíî ñ÷èòàòü ñêîëü
óãîäíî ìàëîé, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçðåæåííûõ ãàçîâ. Âìåñòî òîãî ÷òîáû
ïîëíîñòüþ ¾ïðèëèïàòü¿ ê îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè, ðàçðåæåííûé ãàç ñîõðàíÿåò îêîëî íåå
íåêîòîðóþ, õîòÿ è ìàëóþ ñêîðîñòü, ò.å. âîçíèêàåò ñêîëüæåíèå ãàçà âäîëü ïîâåðõíîñòè [1].
Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû ãàçà ýòî ÿâëåíèå ïîëó÷èëî íàçâàíèå èçîòåðìè÷åñêîãî
ñêîëüæåíèÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ÿâëåíèå èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ áûëî îáíàðóæåíî â
1875 ãîäó Êóíäòîì è Âàðáóðãîì ïðè èññëåäîâàíèè äâèæåíèÿ ðàçðåæåííîãî ãàçà ïî òðóáàì
[2]. Êàê ïîêàçàëè ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ Êíóäòîì è Âàðáóðãîì èññëåäîâàíèé, ñêîðîñòü
ñêîëüæåíèÿ îêàçàëàñü ïðîïîðöèîíàëüíîé ãðàäèåíòó ìàññîâîé ñêîðîñòè âíå ñëîÿ Êíóäñåíà
(òîíêîãî ñëîÿ ãàçà íåïîñðåäñòâåííî ïðèëåãàþùåãî ê ïîâåðõíîñòè, òîëùèíà êîòîðîãî èìååò
ïîðÿäîê ñðåäíåé äëèíû ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íå ñëèø-
êîì áîëüøèõ ãðàäèåíòîâ ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà ñêîðîñòü èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì [1]

u0 = Cm
duτ
dx′n

. (1.1)

Çäåñü uτ � êàñàòåëüíàÿ ê îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè êîìïîíåíòà ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà,
x′n � íîðìàëüíàÿ ê ïîâåðõíîñòè êîîðäèíàòà. Êîýôôèöèåíò Cm íàçûâàåòñÿ êîýôôèöèåí-
òîì èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ.

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; s.gulakova@narfu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.popov@agtu.ru.
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Ðåøåíèþ çàäà÷è îá èçîòåðìè÷åñêîì ñêîëüæåíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà âäîëü òâåðäîé
ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò. Îáçîð íàèáîëåå ðàííèõ, âû-
ïîëíåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, ìîæíî íàéòè â [3]. Áîëåå
ïîçäíèõ (â òîì ÷èñëå è ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé) � â [4]. Ïðè
ýòîì â áîëüøèíñòâå óïîìÿíóòûõ âûøå ðàáîò ðåøåíèå çàäà÷è îãðàíè÷èâàëîñü âû÷èñëåíè-
åì êîýôôèöèåíòà èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ, âõîäÿùåãî â (1.1) äëÿ ñëó÷àÿ äèôôóçíî-
ãî îòðàæåíèÿ ìîëåêóë ãàçà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòüþ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò ðàáîòû [4]
� [6], â êîòîðûõ ïîìèìî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ ïîñòðîåí
ïðîôèëü ñêîðîñòè ãàçà. Â [4] àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà Êåéçà (ìåòîäà ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ñîîòâåòñòâóþùåãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ) è ìåòîäà àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå
â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêå èñïîëüçîâàëàñü ìîäåëü äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ
ìîëåêóë ãàçà, âî âòîðîì � çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî. Â [5] è [6] ðåøåíèå ïîñòðîåíî ìåòîäîì
äèñêðåòíûõ îðäèíàò, à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïðèíèìàëàñü ìîäåëü çåðêàëüíî-
äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ èñïîëüçî-
âàíî îáîáùåíèå ìåòîäà Êåéçà, ïðåäëîæåííîå â [7], à â êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà
ñòåíêå ïðèíÿòà ìîäåëü çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ.

2. Âûâîä îñíîâíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ãàç, çàïîëíÿþùèé ïîëóïðîñòðàíñòâî x′ > 0 , îãðàíè÷åííîå ñòåíêîé, ðàñ-
ïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè x′ = 0 . Îñü Oz′ íàïðàâèì âäîëü ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ãàç íåîäíîðîäåí èç-çà ãðàäèåíòà z -êîìïîíåíòû ìàññîâîé ñêîðîñòè âäîëü
îñè x′ , ïðè÷åì ãðàäèåíò ñêîðîñòè ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ïðè x′ → +∞ .

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà, áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ÁÃÊ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, êîòîðàÿ â âûáðàííîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [4]

vx
∂f

∂x′
+ vz

∂f

∂z′
=

p

ηg
(feq − f). (2.1)

Çäåñü f(r′,v) � èñêîìàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêî-
ðîñòÿì, feq(r

′,v) � ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, p è ηg � äàâëåíèå è
êîýôôèöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè ãàçà.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî îòêëîíåíèå ñîñòîÿíèÿ ãàçà ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðàâíîâåñíîãî. Òîãäà
çàäà÷à äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì
è ñêîðîñòÿì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(r′,v) = f∞(r′,v) [1 + CzZ(x,Cx)] . (2.2)

Çäåñü f∞(r′,v) = f(C)[1+2CzU0+2CzGv(x−Cx)] � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãà-

çà âäàëè îò ñòåíêè; f(C) = n0 (β/π)
3/2 exp(−C2) � àáñîëþòíûé ìàêñâåëëèàí ñ ïàðàìåòðà-

ìè, çàäàííûìè íà ñòåíêå; C =
√
β v � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà; β = m/2kBT ;

m � ìàññà ìîëåêóëû ãàçà; kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T � òåìïåðàòóðà ãàçà; x = x′/lg
áåçðàçìåðíàÿ êîîðäèíàòà; lg = ηg β

−1/2/p � ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë
ãàçà; Gv � áåçðàçìåðíûé ãðàäèåíò ñêîðîñòè ãàçà; U0 � èñêîìàÿ ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ
ãàçà.
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.2) â (2.1) è ëèíåàðèçóÿ feq(r
′,v) îòíîñèòåëüî àáñîëþòíîãî ìàêñâåëëèà-

íà, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ Z(x, µ) (µ = Cx )

µ
∂Z

∂x
+ Z(x, µ) =

1√
π

∞∫
−∞

exp(−τ 2)Z(x, τ) dτ. (2.3)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ Z(x, µ) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Z(0, µ) = (1− q)Z(0,−µ)− 2qU0 + 2Gvµ(2− q), µ > 0, (2.4)

lim
x→+∞

Z(x, µ) = 0, µ < 0. (2.5)

Çäåñü q � êîýôôèöèåíò àêêîìîäàöèè ñòåíêîé òàíãåíöèàëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà.
Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ñêîðîñòè èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ è ïîñòðîåíèå ïðî-

ôèëÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà íàä ñòåíêîé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé çàäà÷è (2.3) �
(2.5).

3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà

Îáùåå ðåøåíèå (2.3) èìååò âèä [4]

Z(x, µ) = A0 + A1(x− µ) +

+∞∫
0

exp

(
−x
η

)
F (η, µ)a(η) dη. (3.1)

Çäåñü

F (η, µ) =
1√
π
η P

1

η − µ
+ exp(η2)λ(η) δ(η − µ),

λ(z) = 1 +
1√
π
z

+∞∫
−∞

exp(−µ2) dµ

µ− z
, (3.2)

P(1/z) � ðàñïðåäåëåíèå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò 1/z ,
δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à A0 , A1 è a(η) � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû è ôóíêöèÿ,
ïîäëåæàùèå äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ.

Ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2.5) íàõîäèì A0 = 0 , A1 = 0 . Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå (3.1) â
ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.4), ïðèõîäèì ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

1√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η − µ
+ exp(µ2)a(µ)λ(µ) = f(µ), (3.3)

f(µ) = −2qU0 + 2Gvµ(2− q) +
1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
, µ > 0. (3.4)

Ðåøåíèå (3.3) èùåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ èíòå-
ãðàëîì òèïà Êîøè

N(z) =
1√
π

+∞∫
0

ηa(η) dη

η − z
, (3.5)
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äëÿ êîòîðîé íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãàõ ðàçðåçà, ñîâïàäàþùåãî ñ äåéñòâèòåëüíîé ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

N+(µ)−N−(µ) = 2
√
π i µa(µ), 0 < µ < +∞, (3.6)

N+(µ) +N−(µ) =
2√
π

+∞∫
0

ηa(η) dη

η − µ
, 0 < µ < +∞. (3.7)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ λ(µ) , îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (3.2), èìåþò âèä

λ+(µ)− λ−(µ) = 2
√
π i µ exp(−µ2), −∞ < µ < +∞, (3.8)

λ+(µ) + λ−(µ) = 2λ(µ), −∞ < µ < +∞. (3.9)

Ñ ó÷åòîì (3.4) è (3.6) � (3.9) ñâåäåì ñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.3) ê êðàå-
âîé çàäà÷å Ðèìàíà

[N+(µ) + 2qU0 − 2Gvµ(2− q)]λ+(µ)− [N−(µ) + 2qU0 − 2Gvµ(2− q)]λ−(µ) =

= 2 i (1− q)µ exp(−µ2)

+∞∫
0

η a(η)

η + µ
dη, µ > 0. (3.10)

Îñîáåííîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.10) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè N(z) è λ(z) èìåþò ðàç-
ëè÷íûå ðàçðåçû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòó îñîáåííîñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ôàêòîðè-
çàöèè, òî åñòü íàéòè òàêóþ íå îáðàùàþùóþñÿ â íóëü íè â îäíîé êîíå÷íîé òî÷êå ôóíêöèþ
X(z) , äëÿ êîòîðîé íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

X+(µ)

X−(µ)
=
λ+(µ)

λ−(µ)

è êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä [4]:

X(z) =
1

z
exp

[
1

π

∞∫
0

(θ(τ)− π) dτ

τ − z

]
, θ(τ) =

π

2
− arcctg

(
λ(τ)√

πτ exp(−τ 2)

)
.

Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè ïåðåïèøåì (3.10)

[N+(µ) + 2qU0 − 2Gvµ(2− q)]X+(µ)− [N−(µ) + 2qU0 − 2Gvµ(2− q)]X−(µ) =

=
2 i (1− q)X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
, µ > 0. (3.11)

Ëèíèè ñêà÷êîâ ôóíêöèé N(z) è X(z) ñîâïàäàþò ñ êîíòóðîì êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà � çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïî çàäàííîìó ñêà÷êó. Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå âõîäÿùèõ â (3.11) ôóíêöèé, åå îáùåå ðåøåíèå
ïî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî èìååò âèä

N(z) =
1

X(z)

1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

dµ

µ− z

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
−

− 2qU0 + 2Gvz(2− q) +
Pn(z)

X(z)
, (3.12)
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ãäå Pn(z) � ìíîãî÷ëåí ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòåïåíü êîòîðîãî áóäåò îïðå-
äåëåíà íèæå.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, çàäàâàåìîãî âûðàæåíèåì (3.12), â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè |z| → +∞

1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

dµ

µ− z

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
=

= −1

z

1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2) dµ

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
+O

(
1

z2

)
,

1

X(z)
= z +Q1 +O

(
1

z

)
,

íàõîäèì

N(z) = − 1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2) dµ

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ
−

− 2qU0 + 2Gvz(2− q) + Pn(z)(z +Q1) +O

(
1

z

)
, |z| → +∞. (3.13)

Çäåñü

Qn =
1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηk+1 exp(−η2) dη

� èíòåãðàëû Ëîÿëêè, â ÷àñòíîñòè, Q1 = −1.01619 .
Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì ôàêòîðèçóþùåé ôóíêöèè

X(z) =
1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

dµ

µ− z
(3.14)

è èçìåíèâ â âûðàæåíèè (3.13) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ, ïåðåïèøåì åãî â âèäå

N(z) = −1− q√
π

+∞∫
0

ηX(−η)a(η) dη
η + µ

− 2qU0 + 2Gvz(2− q) + Pn(z)(z +Q1) +O

(
1

z

)
. (3.15)

Òàê êàê ôóíêöèÿ N(z) ñîãëàñíî (3.5) çàäàíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, òî â îêðåñòíîñòè
áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå N(z) = O(1/z) . Îòñþäà,
ñ ó÷åòîì (3.15) íåîáõîäèìî ïîëîæèòü Pn(z) = C0 .

Òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ â (3.15) êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ z , íàõîäèì

C0 = −2(2− q)Gv,

U0 = −1

q

(2− q)GvQ1 +
1− q

2
√
π

+∞∫
0

ηX(−η)a(η) dη

 . (3.16)
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Êîýôôèöèåíò a(η) â ðàçëîæåíèè (3.1) ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïî ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðàì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íàéäåì èç óñëîâèÿ (3.6), ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçî-
âàâ (3.12).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1

µ− z

1

η + µ
=

1

η + z

[
1

µ− z
− 1

µ+ η

]
,

ïåðåïèøåì (3.12) â âèäå

N(z) =
1

X(z)

[
1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

dµ

µ− z

1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + z
−

− 1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + µ

1√
π

+∞∫
0

X−(µ)

λ−(µ)
µ exp(−µ2)

dµ

µ+ η

]
−

− 2qU0 + 2Gvz(2− q)− 2(2− q)Gv

X(z)
,

èëè, ñ ó÷åòîì (3.14)

N(z) = − 2

X(z)

[
(2− q)Gv +

1− q

2
√
π

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
−

− 2qU0 + 2Gvz(2− q) +
1− q√
π

+∞∫
0

η a(η) dη

η + z
.

Äëÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ N(z) , èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Cîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ìîæåì çà-
ïèñàòü

N+(µ)−N−(µ) = −2

[
1

X+(µ)
− 1

X−(µ)

] [
(2− q)Gv +

1− q

2
√
π

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
=

=
2
√
π i µ exp(−µ2)X(−µ)

|λ+(µ)|2

[
(2− q)Gv +

1− q

2
√
π

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
, µ > 0.

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (3.6) äëÿ íàõîæäåíèÿ a(η) ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

a(µ) = h(µ)

[
(2− q)Gv + λ

+∞∫
0

η X(−η)a(η) dη
η + µ

]
, µ > 0. (3.17)

Çäåñü

h(µ) =
exp(−µ2)X(−µ)

|λ+(µ)|2
, λ =

1− q

2
√
π
.

Ðåøåíèå (3.17) èùåì â âèäå ðÿäà

a(µ) =
+∞∑
k=0

λkak(µ). (3.18)
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Ïîäñòàâëÿÿ (3.18) â (3.17) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ ,
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ðåêêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, èç êîòîðûõ íàõîäèì

a0(µ) = (2− q)Gvh(µ), a1(µ) = (2− q)Gvh(µ)

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + µ

,

a2(µ) = (2− q)Gvh(µ)

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + µ

+∞∫
0

g(η2) dη2
η2 + η1

,

ak(µ) = (2− q)Gvh(µ)

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + µ

+∞∫
0

g(η2) dη2
η2 + η1

. . .

+∞∫
0

g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

,

g(η) = η X(−η)h(η).

Ïîäñòàâëÿÿ (3.18) â (3.16) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ìîæåì çàïèñàòü

U0 = −(2− q)Gv

q

[
Q1 +

+∞∑
k=0

(1− q)k+1Ik

]
, (3.19)

I0 =
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η) dη, I1 =
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η) dη
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η1) dη

η1 + η
,

Ik =
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η) dη
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + η

. . .
1

2
√
π

+∞∫
0

g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû A0 , A1 è ôóíêöèÿ a(η) , âõîäÿùèå â (3.1)
íàéäåíû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ïîñòðîåíà.

4. Âû÷èñëåíèå ïðîôèëÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà

Ñêîðîñòü ãàçà íàä ñòåíêîé íàõîäèì, èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ïîñòðîåííîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Uz(x) = π−3/2

∫
exp(−C2)C2

z [2U0 + 2Gvx+ Z(x,Cx)] d
3C =

= U0 +Gvx+
1

2
√
π

+∞∫
−∞

exp(−µ2)Z(x, µ) dµ = U0 +Gvx+
1

2
√
π

+∞∫
0

exp

(
−x
η

)
a(η) dη =

=

[
−2− q

q

[
Q1 +

+∞∑
k=0

(1− q)k+1Ik

]
+ x+ (2− q)

+∞∑
k=0

(1− q)kJk(x)

]
Gv. (4.1)

Çäåñü

J0(x) =
1

2
√
π

+∞∫
0

γ(x, η) dη,
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J1(x) =
1

2
√
π

+∞∫
0

γ(x, η) dη
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + η

,

Jk(x) =
1

2
√
π

+∞∫
0

γ(x, η) dη
1

2
√
π

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + η

, . . .
1

2
√
π

+∞∫
0

g(ηk) dηk
ηk + ηk−1

,

γ(x, η) = exp

(
−x
η

)
h(η).

Â ñëó÷àå ëèíåéíîé ýêñòðàïîëÿöèè ïðîôèëÿ ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà íà ñòåíêó

Uz(x) =

[
x− 2− q

q

[
Q1 +

+∞∑
k=0

(1− q)k+1Ik

]]
Gv. (4.2)

Ïðîôèëè ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà Uz(x) , îòíåñåííûå ê ãðàäèåíòó ìàññîâîé ñêîðîñòè,
äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè, ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (4.1) è (4.2)
ïðèâåäåíû íà Ðèñóíêå 1.
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè Uz(x)/Gv äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q : 1 � ðàññ÷èòàííûå
ñîãëàñíî (4.1), 2 � ñîãëàñíî (4.2).

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ ïðè óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà àêêî-
ìîäàöèè ïðîôèëü ìàññîâîé ñêîðîñòè â ñëîå Êíóäñåíà, ðàññ÷èòàííûé ñîãëàñíî (4.1) âñå
ñóùåñòâåííåå îòëè÷àåòñÿ îò òîãî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ íà îñíîâå (4.2).
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Çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ U0 , ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (3.19), ïðèâåäåíû â Òàá-
ëèöå 1. Òàì æå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå â [4] � [6] ñ èñïîëüçîâàíèåì ëèíåàðèçî-
âàííîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîëåêóë-æåñòêèõ ñôåð (LBE), ìîäåëè êèíåòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ êîìáèíèðîâàííûì ÿäðîì (CES) è ÁÃÊ ìîäåëè (BGK).

q (4.1) BGK [4] BGK [6] CES [5] LBE [5]
0.1 17.11708 17.09809 17.10313 17.04462 17.0478
0.2 8.22973 8.220481 8.224902 8.169615 8.17248
0.3 5.257268 5.251263 5.255112 5.203049 5.20563
0.4 3.763664 3.759290 3.762619 3.713778 3.71609
0.5 2.861707 2.858334 2.86119 2.815562 2.81761
0.6 2.255662 2.252980 2.25541 2.212984 2.21178
0.7 1.818786 1.816621 1.818667 1.779429 1.78048
0.8 1.487706 1.485952 1.487654 1.451586 1.45292
0.9 1.227215 1.225801 1.227198 1.194247 1.19540
1.0 1.01619 1.015064 1.01619 0.9864009 0.987328

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ U0/Gv ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû, îòëè÷èå çíà÷åíèé ñêîðîñòè èçîòåðìè÷åñêîãî
ñêîëüæåíèÿ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå, íå ïðåâûøàåò 0.1% îò àíàëîãè÷íûõ
çíà÷åíèé, íàéäåííûõ â [4], [6] â ðàìêàõ ÁÃÊ ìîäåëè. Îòëè÷èå îò àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòà-
òîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ CES è LBE ìîäåëåé, ñîñòàâëÿåò îò 3% ïðè q = 1 äî 0, 4% ïðè
q = 0.1 , è îáóñëîâëåíî çàâèñèìîñòüþ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ñêîëüæåíèÿ îò âûáîðà
ìîäåëè èíòåãðàëà ñòîëêíîâåíèé, îòìå÷åííîé â [8].

5. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â âèäå ðÿäà Íåéìàíà ïîñòðîå-
íî ðåøåíèå çàäà÷è îá èçîòåðìè÷åñêîì ñêîëüæåíèè ðàçðåæåííîãî ãàçà âäîëü òâåðäîé ïëîñ-
êîé ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëü-
íîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîôèëÿ ñêîðîñòè
ãàçà è ñêîðîñòè èçîòåðìè÷åñêîãî ñêîëüæåíèÿ. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ
âûðàæåíèé.
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Analytic solution of the Kramers problem

c⃝ S. V. Gulakova 3, V. N. Popov 4

Abstract. In the framework of kinetic approach the analytic solution (in the form of a series
Neumann) of the problem of isothermal slip gas along a hard, �at surface (Kramers's problem) is
built. The linearized BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) model of Boltzmann's kinetic equation as
the main equation and the model of mirror-di�use re�ection as boundary conditions on the surface
are used. For di�erent values of the coe�cient of di�usely the speed of isothermal slip gas along
the surface is calculated and the pro�les of mass velocity are built. The comparison with similar
results, published in the open press is done.
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ÓÄÊ 517.938

Ðåàëèçàöèÿ èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ

ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òîðà

c⃝ Å. ß. Ãóðåâè÷1, Ä. Ò. Ñÿèíîâà.2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óòî÷íÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [7] Ñ. Áàòòåðñîíà, â êîòîðîé îïèñàíû
êëàññû èçîòîïíûõ îòîáðàæåíèé òîðà, ñîäåðæàùèå äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà. Ñëå-
äóÿ èäåÿì, èçëîæåííûì â [7], ìû îïèñûâàåì èçîòîïè÷åñêèå êëàññû, ñîäåðæàùèå ãðàäèåíòíî-
ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû òîðà, ïðèâîäèì âñå âîçìîæíûå âèäû íàáîðîâ ïåðèîäè÷åñêèõ
äàííûõ òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ è îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êàæäîãî íàáîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçîòîïè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ, ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû,
äèôôåîìîðôèçìû òîðà, ñòðóêòóðíî-óñòîé÷èâûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :Mn →Mn çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ðàçìåð-
íîñòè n íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òî÷åê;

2) âñå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè;

3) èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê ïåðåñåêàþò-
ñÿ òðàíñâåðñàëüíî.

Äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà f : Mn → Mn íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñ-
ëè èç óñëîâèÿ W s

p ∩W u
q ̸= ∅ äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf ñëåäóåò dim W u

p < dim W u
q .

Â ñëó÷àå n = 2 ïîñëåäíåå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f : M2 → M2 Ìîðñà-
Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíâàðèàíòíûå ìíîãî-
îáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ åãî ñåäëîâûõ òî÷åê íå ïåðåñåêàþòñÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MS+(T

2) êëàññ
ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà òîðå è ÷åðåç G+(T

2) ïîä-
ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà MS+(T

2) , ñîñòîÿùåå èç ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ.
Äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ íà òîðå T 2 íàçûâàþòñÿ èçîòîïíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå H : T 2 × [0, 1] → T 2 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] îòîáðà-
æåíèå H : T 2 × {t} → T 2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è H|

T2×{0}
= f , H|

T2×{1}
= f ′ 3.

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â èçó÷åíèè èçîòîïè÷åñêèõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ äèô-
ôåîìîðôèçìû èç êëàññà G+(T

2) , è îïèñàíèè ñòðóêòóðû íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà òàêèõ
äèôôåîìîðôèçìîâ. Ìîòèâèðîâêà ýòîé çàäà÷è ïðèíàäëåæèò Ñ. Áàòòåðñîíó è çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ñëåäóþùåì. Âî-ïåðâûõ, òîð ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòüþ,

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñè-
òåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; elena _ gurevich@list.ru.

2 Còóäåíòêà ôàêóëüòåòà ÂÌÊ (êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí), Íèæåãîðîäñêèé ãî-
ñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

3 Èç ðàáîòû [9] (òåîðåìà 6.3) ñëåäóåò, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà ïîâåðõíîñòè èçîòîïíû òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà îíè ãîìîòîïíû
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äëÿ êîòîðîé èçîòîïè÷åñêèé êëàññ ñîõðàíÿþùåãî îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìà îïðåäå-
ëÿåòñÿ åãî äåéñòâèåì â ãðóïïå ãîìîëîãèé H1(T

2,R) , ÷òî ïîçâîëÿåò íàéòè íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà â èçîòîïè÷åñêîì êëàññå.
Âî-âòîðûõ, îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ äèíàìèêà òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîçâîëÿåò îïèñàòü
ñòðóêòóðó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà, îïðåäåëÿåìóþ èçîòîïè÷åñêèì
êëàññîì, è ïðåäúÿâèòü àëãîðèòì ðåàëèçàöèè êàæäîãî äîïóñòèìîãî ïåðèîäè÷åñêîãî íàáî-
ðà. Àêòóàëüíîñòü èçó÷åíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì ñëåäóåò èç ñòðóêòóðíîé óñòîé-
÷èâîñòè òàêèõ ñèñòåì, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ â çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ.

Èç [5] (ñì. ðàçäåë D ãëàâû 2) ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ : T 2 → T 2 èçîòîïíû
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîâïàäàþò èíäóöèðîâàííûå èçîìîðôèçìû ïåðâîé ãîìîëîãè-
÷åñêîé ãðóïïû f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) , f ′

∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) . Òàê êàê ãðóïïà
H1(T

2,R) èçîìîðôíà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ Z × Z , òî äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà
f : T 2 → T 2 èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R) (è, ñëåäîâàòåëüíî,

åãî èçîòîïè÷åñêèé êëàññ) îïðåäåëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé. Äàëåå
áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèÿ, ÷òî ñóæàåò êëàññ
ðàññìàòðèâàåìûõ ìàòðèö äî ìàòðèö SL(2,Z) , èìåþùèõ ïîëîæèòåëüíé îïðåäåëèòåëü.

Â ñèëó ðàáîòû [6] äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f : T 2 → T 2 âñå
ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû èíäóöèðîâàííîãî èçîìîðôèçìà f∗ : H1(T

2,R) → H1(T
2,R)

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû. Áàòòåðñîí (ñì. ëåììó 3 ðàáîòû [7]) äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ
ìàòðèöà èç SL(2,Z) , îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì, ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè ìàòðèöû èç
SL(2,Z) ) îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.

B1 =

(
1 m
0 1

)
; B2 =

(
−1 m
0 −1

)
; B3 =

(
0 1
−1 −1

)
; B4 =

(
0 1
−1 0

)
;

B5 =

(
0 −1
1 1

)
.

Ýòîò ðåçóëüòàò ëåã â îñíîâó îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ðàáîòû [7], óòâåðæäàþùåãî, ÷òî
â êàæäîì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå, îïðåäåëÿåìîì ìàòðèöåé, ïîäîáíîé îäíîé èç ìàòðèö
B1, ..., B5 , ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî èçîòîïè÷åñêèå êëàññû, îïðåäåëÿåìûå ìàòðèöàìè
B1, B2 , ñîäåðæàò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûå äèôôåîìîðôèçìû òîëüêî òîãäà, êîãäà m = 0 , à
äèíàìèêà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà (â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä
ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò) ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòðèöû.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìàòðèöà A ∈ SL(2,Z) ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðèîäà m > 0 ,
åñëè Am = E è Ai ̸= E äëÿ ëþáîãî ïîëoæèòåëüíîãî i < m .

Ë å ì ì à 1.1. Åñëè f ∈ G+(T
2) , òî:

1 ) èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì f∗ èìååò ïåðèîäè÷åñêóþ ìàòðèöó4;

2 ) åñëè f∗ ̸= E , òî ìàêñèìàëüíûé ïåðèîä ïåðèîäè÷åcêèõ òî÷åê f íå ïðåâûøàåò ïå-
ðèîäà mf ìàòðèöû f∗ ;

3 ) åñëè σ � ñåäëîâàÿ òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà f , òî ïåðèîä òî÷êè σ ðàâåí ëèáî mf

� â ñëó÷àå, åñëè äèôôåîìîðôèçì f
Wu

σ
ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ W u

σ , ëèáî mf/2 � â
ñëó÷àå, åñëè äèôôåîìîðôèçì f

Wu
σ
ìåíÿåò îðèåíòàöèþ W u

σ .

4 Ýòîò ôàêò äîêàçàí â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè À.Í. Áåçäåíåæíûõ, åãî ñïðàâåäëèâîñòü òàêæå ñëåäóåò
èç òåîðåìû 3.1.1 êíèãè [4]. Äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî äîêàçàòåëüñòâî.
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Èç óòâåðæäåíèÿ 1) ëåììû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, íèæåïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Åñëè f ∈ G+(T
2) , òî ìàòðèöà èíäóöèðîâàííîãî èçîìîðôèç-

ìà f∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) ïîäîáíà îäíîé èç ñëåäóþùèõ ìàòðèö.

A1 =

(
1 0
0 1

)
; A2 =

(
−1 0
0 −1

)
; A3 =

(
0 1
−1 −1

)
; A4 =

(
0 1
−1 0

)
;

A5 =

(
0 −1
1 1

)
.

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) ,

îïðåäåëÿåìîãî åãî èçîòîïè÷åñêèì êëàññîì, ââåäåì, ñëåäóÿ ðàáîòå [2], ïîíÿòèå íàáîðà ïå-
ðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà f . Êàæäîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòå γ äèôôåîìîð-
ôèçìà f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òðîéêó ÷èñåë (pγ, uγ, νγ), ãäå pγ - ïåðèîä îðáèòû γ ,
uγ = dimW u

γ � åå èíäåêñ Ìîðñà, à ïàðàìåòð νγ ðàâåí +1 (−1 ), åñëè fm|Wu
p
ñîõðàíÿåò

(ìåíÿåò) îðèåíòàöèþ W u
γ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïåðèîäè÷åñêèìè äàííûìè äèôôåîìîðôèçìà f áóäåì
íàçûâàòü íàáîð Pf òðîåê (pγ, uγ, νγ) âñåõ îðáèò γ äèôôåîìîðôèçìà f , ÷àñòè÷íî óïî-
ðÿäî÷åííûé â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ïåðèîäà è èíäåêñà.

Åñëè íàáîð Pf ñîäåðæèò l > 0 îäèíàêîâûõ òðîåê (pγ, uγ, νγ) , òî íàáîð âñåõ òàêèõ
òðîåê áóäåì ñîêðàùåííî çàïèñûâàòü êàê l(pγ, uγ, νγ) .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçì f : T 2 → T 2 ïðèíàäëåæèò êëàññó G+(T
2) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà f∗ ïîäîáíà ìàòðèöå Ai , i ∈ 1, ..., 5 , è íàáîð ïåðèî-
äè÷åñêèõ äàííûõ Pf äèôôåîìîðôèçìà f ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå íà-
áîðîâ (ïðè ýòîì íàáîð Pi,ji ñîîòâåòñòâóåò êëàññó ïîäîáèÿ ìàòðèöû Ai , ji ∈ {1, ..., 9}) .

1 ) P1,1 = {l0n(n, 0,+1); l1n(n, 1,+1); l2n(n, 2,+1)} ; ãäå n, l1n, l
0
n, l

1
n � ëþáûå íàòóðàëüíûå

÷èñëà òàêèå, ÷òî l1n = l0n + l2n .

2 ) P2,1 = {2(1, 0,+1); (1, 1,−1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); (2, 1,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,2 = {(1, 0,+1); (1, 1,−1); 2(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); (2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,3 = {(1, 0,+1); 2(1, 1,−1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,4 = {(1, 0,+1); 3(1, 1,−1); l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); (2, 2,+1), l22(2, 2,+1)} ;
P2,5 = {3(1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 0,+1), l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,6 = {4(1, 1,−1); (2, 0,+1), l02(2, 0,+1); l12(2, 1,+1); (2, 2,+1), l22(2, 2,+1)} ;
P2,7 = {3(1, 0,+1); (1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,8 = {(1, 0,+1); 3(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;
P2,9 = {2(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); l02(2, 0,+1); 2(2, 1,+1), l12(2, 1,+1); l22(2, 2,+1)} ;

3 ) P3,1 = {2(1, 0,+1); (1, 2,+1); l03(3, 0,+1); (3, 1,+1), l13(3, 1,+1); l23(3, 2,+1)} ;
P3,2 = {(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); l03(3, 0,+1); (3, 1,+1), l13(3, 1,+1); l23(3, 2,+1)} ;
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4 ) P4,1 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 1,−1); l04(4, 0,+1); l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,2 = {2(1, 0,+1); (2, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,3 = {(2, 0,+1); 2(1, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1) ;

P4,4 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 2,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;
P4,5 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 0,+1); l04(4, 0,+1); (4, 1,+1), l14(4, 1,+1); l24(4, 2,+1)} ;

5 ) P5,1 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 1,−1); l06(6, 0,+1); l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,2 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 1,−1); l06(6, 0,+1); l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,3 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 0,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,4 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 0,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,5 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 2,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;
P5,6 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 2,+1); l06(6, 0,+1); (6, 1,+1), l16(6, 1,+1); l26(6, 2,+1)} ;

ãäå l0i , l
1
i , l

2
i , i ∈ {2, 3, 4, 6} , � ëþáûå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî l1i =

l0i + l2i .

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà è Î.Â. Ïî÷èíêó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ. Ðàáîòà
âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ � 12-01-00672-a è �
13-01-12452-îôè-ì2.

2. Äîïóñòèìûå ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû äèôôåîìîðôèçìîâ èç

G+(T
2)

Â ýòîì ðàçäåëå äîêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå òåîðåìû 1.1.. Ïóñòü f ∈ G+(T
2) ,

f∗ : H1(T
2,R) → H1(T

2,R) � èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1.1. ìàò-
ðèöà îòîáðàæåíèÿ f∗ ïîäîáíà (ïðè ïîìîùè íåêîòîðîé ìàòðèöû Bf ∈ SL(2,Z) îäíîé èç
ïÿòè ìàòðèö A1, ..., A5 . Äîêàæåì, ÷òî êëàññ ïîäîáèÿ ìàòðèöû f∗ îïðåäåëÿåò âèä íàáîðà
ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà f . Ìàòðèöû Ai , Bf îïðåäåëÿþò äèôôåîìîð-
ôèçìû fi, gf òàêèå, ÷òî f = g−1

f figf , ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f ãëàäêî ñîïðÿ-
æåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì fi è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû äèôôåîìîðôèç-
ìîâ f, fi ñîâïàäàþò. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü äëÿ äèôôåìîðôèçìîâ
f1, ..., f5 ∈ G+(T

2) , ÷üè èçîòîïîè÷åñêèå êëàññû îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöàìè A1, ..., A5 ñîîò-
âåòñòâåííî.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà áàçèðóåòñÿ íà ïðèâåäåííîì íèæå óòâåðæäåíèè Äæ. Ôðåíêñà,
óñòàíàâëèâàþùèì ñâÿçü ìåæäó íàáîðîì ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-
Ñìåéëà è èíäóöèðîâàííûìè èçîìîðôèçìàìè ãîìîëîãè÷åñêèõ ãðóïï. Äëÿ òî÷íîé ôîðìó-
ëèðîâêè ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðèâåäåì îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé è ãîìîëîãè÷åñêîé äçåòà-
ôóíöèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü f ∈ MS+(T
2) , Ωf � ìíîæåñòâî åãî íåáëóæ-

äàþùèõ îðáèò. Äèíàìè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèåé Àðòèíà-Ìàçóðà äèôôåîìîðôèçìà f íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ζf (t) =

∏
γ∈Ωf

(1− νγt
pγ )(−1)uγ+1

.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ïóñòü f : T 2 → T 2 � äèôôåîìîðôèçì, f∗i :
Hi(T

2,R) → Hi(T
2,R) � èíäóöèðîâàííûé èçîìîðôèçì. Ãîìîëîãè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèåé

äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ηf (t) =
2∏

i=0

(E − tf∗i)
(−1)i+1

.

Èç [10] ñëåäóåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2..1 Åñëè f ∈MS+(T
2) , òî ζf = ηf .

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ãîìîëîãè÷åñêèõ äçåòà-ôóíêöèé â êàæäîì èçîòîïè÷å-
ñêîì êëàññå, îïðåäåëÿåìîì ìàòðèöàìè A1, ..., A5 , ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü f : T 2 → T 2 òàêîé, ÷òî f∗1 = Ai , i ∈
{1, ..., 5} . Òîãäà åãî ãîìîëîãè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ηi îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé.

η1 = 1 ; η2 =
(1+t)2

(1−t)2
; η3 =

1+t+t2

(1−t)2
; η4 =

1+t2

(1−t)2
; η5 =

1−t+t2

(1−t)2
.

Äàëüíåéøåå äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. ñâîäèòñÿ ê ïîäáîðó

çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ νγ, pγ, uγ òàêèõ, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî
ζfi
ηi

= 1 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωk
f ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f èíäåêñà

k ∈ {0, 1, 2} è ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî Ω1
f êàê îáúåäèíåíèå äâóõ ïîäìíîæåñòâ Ω1+

f , Ω1−
f ,

ñîñòîÿùèõ èç òî÷åê ñ òèïîì îðèåíòàöèè ðàâíûì +1 , −1 ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì îáî-
çíà÷àòü ÷åðåç lkm ÷èñëî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f èíäåêñà k ∈ {0, 1, 2}
ïåðèîäà m . Èç òåîðåìû 2.1.1 ðàáîòû [4] è ôîðìóëû Ëåôøåöà (ñì. ëåììó 3.1 ðàáîòû [4])
âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Äëÿ ëþáîãî f ∈ G+(T
2) ìíîæåñòâà Ωk

f íåïóñòû, k ∈
{0, 1, 2} .

Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f ∈ G+(T
2) èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó. Òîãäà ëåììà 1.1., ïðåä-

ëîæåíèå 2.1. è óòâåðæäåíèå 2..1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ.

(1 + tmf/2)
l1
mf/2(1− tmf )

l1mf∏
γ∈Ω0

f∪Ω
2
f

(1− tmγ )
= 1, (2.1)

ãäå mγ ≤ mf äëÿ ëþáîãî γ ∈ Ω0
f ∪ Ω2

f .
×èñëî t = 1 ÿâëÿåòñÿ íóëåì ÷èñëèòåëÿ ïîðÿäêà l1mf

(â ñèëó ôîðìóëû (1 − tm) =

(1− t)(1+ t+ ...+ tm−1) ), ïîýòîìó äëÿ òîæäåñòâåííîãî âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà íåîáõîäèìî,
÷òîáû t = 1 ÿâëÿëñÿ íóëåì çíàìåíàòåëÿ òîãî æå ïîðÿäêà, òî åñòü ÷èñëî ìíîæèòåëåé â
çíàìåíàòåëå ðàâíî l1mf

. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî mγ = mf äëÿ ëþáîãî γ ∈ Ω0
f ∪Ω2

f , l
1
mf/2

= 0 ,

|Ω0
f ∪Ω2

f | = l1mf
= |Ω1

f | . Ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ îçíà÷àþò, ÷òî âèä ïåðèîäè÷åñêîãî íàáîðà
äèôôåîìîðôèçìà f ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì P1,1 .

Ïóñòü òåïåðü èçîòîïè÷åñêèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) îïðåäåëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé A2 . Ëåììà 1.1., ïðåäëîæåíèå 2.1. è óòâåðæäåíèå 2..1 ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó ñî-
îòíîøåíèþ.

(1− t)2(1 + tmf/2)
l1
mf/2(1− tmf )

l1mf

(1 + t)2
∏

γ∈Ω0
f∪Ω

2
f

(1− tmγ )
= 1, (2.2)
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ãäå mγ ≤ mf ≤ 2 .
Åñëè mf = 1 , òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

(1− t)l
1
1+2

(1 + t)2(1− t)l
δ
1+l21

= 1. (2.3)

Â ñèëó ôîðìóëû Ëåôøåöà l11 = l01 + l21 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå íå
âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâåííî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî t ̸= 0 . Ïîýòîìó mf = 2 è ñîîòíîøåíèå 2.2
èìååò âèä

(1 + t)l
1
1+l12(1− t)l

1
2+2

(1 + t)2(1− t)l
0
1+l21+l02+l22(1 + t)l

0
2+l22

= 1, (2.4)

÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì l12 = l02+ l
2
2+ l

0
1+ l

2
1−2 ; l11 = 4− l01− l21 è àíîíñèðîâàííûì

âèäàì äîïóñòèìûõ íàáîðîâ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ îñòàëüíûõ ìàòðèö ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Äëÿ

çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. îñòàëîñü ïðèâåñòè äîêàçà-
òåëüñòâî ëåììû 1.1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.

Êëþ÷îì ê äîêàçàòåëüñòâó âñåõ ïóíêòîâ ëåììû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òîãî ôàêòà,
÷òî ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T

2) èìåþò îäèíàêîâûé
ïåðèîä. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè m � ïåðèîä âñåõ ñåïàðàòðèñ, òî ïåðèîä ëþáîé ñåäëîâîé
îðáèòû γ ðàâåí m , åñëè νγ = +1 è ðàâåí m

2
, åñëè νγ = −1 , à ïåðèîä ëþáîé óçëîâîé

îðáèòû íå ïðåâûøàåò m . Êðîìå òîãî, îáúåäèíåíèå óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f çàäàåò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå òîðà T 2 . Òîãäà îáðàçóþùèå
ãðóïïû H1(T

2,R) ïðèíàäëåæàò îäíîìåðíîìó ïîäêîìïëåêñó Af , îáðàçîâàííîìó çàìûêà-
íèÿìè óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ, è ïåðèîä ëþáîé ïåòëè λ ∈ Af ðàâåí m , ñëåäîâàòåëüíî,
îòîáðàæåíèå f∗ ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì ïåðèîäà m .

Äîêàæåì, ÷òî ñåïàðàòðèñû âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G+(T
2) èìåþò

îäèíàêîâûé ïåðèîä. Ïóñòü Lω = {l0, ..., lk−1} � ìíîæåñòâî ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà f , â çàìûêàíèè êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ ñòîê ω . Ïîêàæåì,
÷òî âñå ñåïàðàòðèñû èç ìíîæåñòâà Lω èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä. Èç ãèïåðáîëè÷íîñòè
òî÷êè ω ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ êðèâàÿ S0 ∈ W s

ω , îãðàíè÷èâàþùàÿ äècê D0

ñ òî÷êîé ω âíóòðè, è ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ êàæäîé ñåïàðàòðèñîé èç ìíîæåñòâà Lω â åäèí-
ñòâåííîé òî÷êå. Ïîëîæèì zi = li ∩ S0 , i ∈ {0, ..., k − 1} . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èíäåêñàöèÿ ñåïàðàòðèñ âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî òî÷êè z1, ...zk ðàçáèâàþò
S0 íà k îòðåçêîâ, ïðè÷åì âíóòðè îòðåçêà ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zi, zi+1 íåò äðóãèõ òî÷åê
èç ìíîæåñòâà Lω ∩ S0 , i ∈ 0, ..., k − 2 . Ïîëîæèì Sj = f jmω(S0) , z

j
i = li ∩ Sj , i ∈ {1, 2...} .

Òàê êàê îòîáðàæåíèå f jmω |
S0

: S0 → Sj , j = 1, 2... , ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòà-
öèþ, îíî èíäóöèðóåò ïåðåñòàíîâêó gj íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ {0, ..., k − 1} òàêóþ, ÷òî
gj(i− 1, i, i+1) = (n− 1, n, n+1)(mod k) , i, n ∈ {0, ..., k− 1} . Êðîìå òîãî, åñëè mli = nimω

� ïåðèîä ñåïàðàòðèñû li , òî gni
(i) = i . Òîãäà gni

(i− 1) = i − 1 , gni
(i+ 1) = i + 1 , îò-

êóäà ñëåäóåò, ÷òî mli−1
= mli+1

= mli . Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà èíäåêñà i îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî mln = mli äëÿ ëþáûõ i, n ∈ {0, ..., k − 1} .

Äîêàæåì, ÷òî âñå íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê äèôôåî-
ìîðôèçìà f èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñâÿçíîñòü ìíî-
æåñòâà Af = W u

Ω1
f

∪ Ω0
f . Çàìåòèì, ÷òî Af � àòòðàêòîð äèôôåîìîðôèçìà f , òî åñòü ñó-

ùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà Af è ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r , ÷òî f r(U) ⊂ U ,
W s

Af
=
∪
i∈Z

f ir(U) . Òàê êàê T 2 =
∪

γ∈Ωf

W s
γ (ñì., íàïðèìåð, òåîðåìó 2.1.1 êíèãè [4]), òî
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Ðèñ. 1: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1(1), X

t
1(3)

W s
Af

= T 2\W s
Ω2

f
= T 2\Ω2

f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Af íåñâÿçíî. Òîãäà ìíîæåñòâî W s
Af

= T 2\Ω2
f

òàêæå íåñâÿçíî, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå î ðàçáèâàþùèõ ìíîæåñòâàõ (ñì., íàïðèìåð, [4],
òåîðåìó 11.3.2).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç m
Af

ïåðèîä âñåõ ñåïàðàòðèñ (ñîâïàäàþùèé ñ ïåðèîäîì àòòðàêòîðà

Af ). Îòìåòèì, ÷òî ïåðèîä ñòîêîâûõ îðáèò íå ïðåâûøàåò mAf
; åñëè γ � ñåäëîâàÿ îðáèòà

òàêàÿ, ÷òî νγ = +1 , òî mγ = m
Af
; åñëè γ � ñåäëîâàÿ îðáèòà òàêàÿ, ÷òî νγ = −1 , òî

mγ = 1
2
m

Af
. Àíàëîãè÷íûå àðãóìåíòû, ïðèìåíåííûå ê ðåïåëëåðó Rf = W u

Ω1
f
∪Ω2

f ïðèâîäÿò

ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ïåðèîä ëþîé èñòî÷íèêîâîé îðáèòû íå ïðåâîñõîäèò m
Af
.

3. Ðåàëèçàöèÿ äîïóñòèìûõ íàáîðîâ

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ òåðåìû 1.1. äëÿ êàæäîãî èç äîïóñòèìûõ
íàáîðîâ îïèøåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî äèôôåîìîðôèçìà â ñîîò-
âåòñòâóþùåì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå, íàáîð ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ
äîïóñòèìûì íàáîðîì. Ïîñòðîåíèå ðàçîáüåì íà äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå â êàæäîì èçî-
òîïè÷åñêîì êëàññå ñòðîÿòñÿ ìîäåëüíûå äèôôåîìîðôèçìû ñ ìèíèìàëüíûì âîçìîæíûì
÷èñëîì ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Ïåðèîäè÷åñêèå íàáîðû òàêèõ äèôôåîìîðôèçîâ áóäåì íà-
çûâàòü ìèíèìàëüíûìè. Íà âòîðîì ýòàïå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ìîäèôèêàöèè êàæäîãî
ìîäåëüíîãî äèôôåîìîðôèçìà, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà, ðåàëèçóþùåãî ïðîèç-
âîëüíûé äîïóñòèìûé ïåðèîäè÷åñêèé íàáîð â äàííîì èçîòîïè÷åñêîì êëàññå. Íèæå ïðèâî-
äèòñÿ äåòàëüíîå îïèñàíèå ïåðâîãî ýòàïà. Âòîðîé ýòàï àíàëîãè÷åí øàãó 1 äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû ðåàëèçàöèè ðàáîòû [3].

Ïðåäñòàâèì òîð T 2 êàê ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ïî ñëåäó-
þùåìó îòíîøåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòè: òî÷êè (xa, ya), (xb, yb) ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà m,n òàêèå, ÷òî xb = xa + m , yb = yb + n .
Ôàçîâûå ïîðòðåòû âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà òîðå áóäåì èçîáðàæàòü íà êâàäðàòå
K = {(x, y) ∈ R2| 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} , ÿâëÿþùåìñÿ ðàçâåðòêîé òîðà T 2 .

3.1. Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî íàáîðà â èçîòîïè÷åñêîì êëàñ-
ñå òîæäåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà

Äëÿ êàæäîãî n > 0 ïîëîæèì h1(n)(x, y) = (x+ 1
n
, y)(mod 1) , è îïðåäåëèì äèôôåîìîð-

ôèçì g1(n) êàê ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà X t
1(n) , îïðåäåëåííîãî
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ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1(3) ,

X t
1(1) èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå 1). {

ẋ = sin 2πx
n
(mod 1)

ẏ = sin 2πy
n
(mod 1)

Ñóïåðïîçèöèÿ g1(n)h1(n) ïðèíàäëåæèò êëàññó G+(T
2) è èìååò íàáîð ïåðèîäè÷åñêèõ

äàííûõ Pmin
1,1 = {(n, 0,+1), 2(n, 1,+1), (n, 2,+1)} .

3.2. Ðåàëèçàöèÿ ìèíèìàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ íàáîðîâ â èçîòîïè÷åñêèõ êëàñ-
ñàõ, îòëè÷íûõ îò òîæäåñòâåííîãî

Ìîäåëüíûé äèôôåîìîðôèçì fi,ji , ðåàëèçóþùèé îäèí èç ìèíèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ
íàáîðîâ Pmin

i,ji
â èçîòîïè÷åñêîì êëàññå ìàòðèöû Ai , i ∈ {2, ..., 6} , áóäåì ñòðîèòü êàê

ñóïåðïîçèöèþ fi,ji = gi,jihi , ãäå hi � ïåðèîäè÷åñêèé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé hi(x, y) = Ai ∗ (x, y)T (mod 1) , à gi,ji : T

2 → T 2 � ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûé äèô-
ôåîìîôèçì, èçîòîïíûé òîæäåñòâåííîìó, òðàåêòîðèè êîòîðîãî èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî
äèôôåîìîðôèçìà hi , i ∈ {2, ..., 5} , ji ∈ {1, ..., 9} . Âñå äèôôåîìîðôèçìû èç ìíîæåñòâà
{gi,ji} ìîæíî ïîëó÷èòü êàê ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè (â ïîëîæèòåëüíîì ëèáî â îòðèöà-
òåëüíîì íàïðàâëåíèè) âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêîâ X t

1, ..., X
t
9 , ôàçîâûå ïîðòðåòû êîòîðûõ

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 2. Ìèíèìàëüíûå íàáîðû ïåðèîäè÷åñêèõ äàííûõ â êàæäîì èçîòîïè÷å-
ñêîì êëàññå è ñîîòâåòcòâóþùèå êàæäîìó íàáîðó ïîòîêè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.
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Ðèñ. 2: Ôàçîâûå ïîðòðåòû ïîòîêîâ X t
1, ..., X

t
9
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Òàáëèöà 1: Ê ðåàëèçàöèè ìèíèìàëüíûõ íàáîðîâ

Ìèíèìàëüíûé äîïóñòèìûé íàáîð Âñïîìîãàòåëüíûé ïîòîê
P2,1 = {2(1, 0,+1); (1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 1,+1)} X t

2

P2,2 = {(1, 0,+1); (1, 1,−1); 2(1, 2,+1); (2, 1,+1)} X−t
2

P2,3 = {(1, 0,+1); 2(1, 1,−1); (1, 2,+1)} X t
1

P2,4 = {(1, 0,+1); 3(1, 1,−1); (2, 2,+1)} X t
3

P2,5 = {3(1, 1,−1); (1, 2,+1); (2, 0,+1)} X−t
3

P2,6 = {4(1, 1,−1); (2, 0,+1); (2, 2,+1)} X t
4

P2,7 = {3(1, 0,+1); (1, 2,+1); 2(2, 1,+1) X t
5

P2,8 = {(1, 0,+1); 3(1, 2,+1); 2(2, 1,+1)} X−t
5

P2,9 = {2(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); 2(2, 1,+1)} X t
6

P3,1 = {2(1, 0,+1); (1, 2,+1); (3, 1,+1)} X t
7

P3,2 = {(1, 0,+1); 2(1, 2,+1); (3, 1,+1)} X−t
7

P4,1 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 1,−1)} X t
1

P4,2 = {2(1, 0,+1); (2, 2,+1); (4, 1,+1)} X t
6

P4,3 = {(2, 0,+1); 2(1, 2,+1); (4, 1,+1)} X−t
6

P4,4 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 2,+1); (4, 1,+1)} X−t
5

P4,5 = {(1, 0,+1); (1, 2,+1); (2, 0,+1); (4, 1,+1)} X t
5

P5,1 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 1,−1)}; X−t
7

P5,2 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 1,−1)}; X t
7

P5,3 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 0,+1); (6, 1,+1)} X t
8

P5,4 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 0,+1); (6, 1,+1)} X−t
8

P5,5 = {(1, 2,+1); (2, 0,+1); (3, 2,+1); (6, 1,+1)} X t
9

P5,6 = {(1, 0,+1); (2, 2,+1); (3, 2,+1); (6, 1,+1)} X−t
9

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôîðìóë, îïèñûâàþùèõ êàæäûé èç ïîòîêîâ X t
1, ..., X

t
9 , ìîæíî âîñïëü-

çîâàòüñÿ àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåíûì â ðàáîòå [8], ãäå ïîëó÷åíà ïîëíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà ïîâåðõíîñòÿõ ïîñðåäñòâîì òðåõöâåòíûõ ãðà-
ôîâ. Èäåÿ ðåàëèçàöèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ ëþáîãî ïîòîêà X t

j çàìûêàíèÿ âñåõ
ñåïàðàòðèñ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ðàçáèâàþò òîð íà íåñâÿçíûå êîìïîíåíòû, íà-
çâàííûå â [1] ÿ÷åéêàìè, ñîñòîÿùèå èç áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ îò èñòî÷íèêà α
ê ñòîêó ω , âõîäÿùèì â ãðàíèöó ÿ÷åéêè. Êàíîíè÷åñêîé ìîäåëüþ ÿ÷åéêè ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííîñòü êâàäðàòà D = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} , â êîòîðîì çàäàí ïîòîê Zt

ñèñòåìîé óðàâíåíèé ẋ = sin πx , ẏ = sin πy . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ïîòîêà X t
j ñêëåèì

íåîáõîäèìîå ÷èñëî êîïèé êâàäðàòà D ïî ñõåìå, îïðåäåëåííîé ôàçîâûì ïîðòðåòîì, â ñèëó
äèôôåîìîðôèçìà, ñîïðÿãàþùåãî îãðàíè÷åíèÿ ïîòîêà Zt íà ñîîòâåòñòâóþùóþ êîìïîíåí-
òó ãðàíèöû. Ñãëàäèâ ïîëó÷åííûé ïîòîê â òî÷êàõ ïðèìûêàíèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ,
ïîëó÷èì ïîòîê X t

j .
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Realization of isotopic classes of gradient-like

di�eomorphisms on torus

c⃝ E. Ya. Gurevich5, D. T. Syainova6

Abstract.We specify S. Batterson's results of [7] where classes of isotopic maps on torus contained
Morse-Smale di�eomorphisms are described. Following to ideas of paper [7], we describe isotopic
classes, contained gradient-like di�eomorphisms, present all admitted types of periodic data of such
di�eomorphisms and provide an algorithm of realization of each type of periodic data.

Key Words: isotopic classi�cation, Morse-Smale dynamical system, cascades, gradient-like
di�eomorphisms.
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ÓÄÊ 517.929

Ìîäèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ

c⃝ À. Â. Çóáîâ1, Ë. Ã. Êàëÿäà2, À. È. Íå÷àåâ3, È. Ã. Óæåãîâ4

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòå-
ãðèðîâàíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ êîñîñèììåò-
ðè÷åñêîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ÷èñ-
ëåííûé ìåòîä, îðòîãîíàëüíàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà

1. Ââåäåíèå

Ïðåäëîæèì ìîäèôèêàöèþ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåí-
íûõ äèôôåðåíöèàëíûõ óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùèõ ôèçè÷åñêóþ ïðèðîäó ýòèõ óðàâíåíèé,
ò.å. íàëè÷èå èíòåãðàëîâ. Ìû áóäåì ìîäèôèöèðîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ
ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îáëàäàþùèõ êîñîñèììåòðè÷åñêîé
ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ïðè ëèíåéíûõ ÷ëåíàõ. Ìîäèôèöèðîâàííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ
áîëåå òî÷íûìè, ÷åì èñõîäíûå ìåòîäû Ðóíãå-Êóòòû, Àäàìñà-Øòåðìåðà è äðóãèå, è áî-
ëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè â çàäà÷àõ èíòåãðèðîâàíèÿ íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ. Òî÷íîñòü
ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî îíè ñîõðàíÿþò èíòåãðàë îäíîðîäíîé
ñèñòåìû - ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó

Ẋ = A(t)X, (2.1)

ãäå X = (x1, . . . , xn)
⋆ , A(t) - êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ (n× n) - ìàòðèöà [1]. Óñëîâèÿ òåîðåìû

ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ìû áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûìè. Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè
X = X0 ïðè t = 0 äàåòñÿ ôîðìóëîé

X(t) = W (t)X0, (2.2)

ãäå W (t) - ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíèÿì

Ẇ = A(t)W, W (0) = E.

Èçâåñòíî [1], ÷òî W (t) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

W (t)W ⋆(t) = E. (2.3)

Ïðåäïîëàãàåìàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òàêîì èõ èçìåíåíèè, ÷òî
ñîîòíîøåíèå (2.3) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Àñïèðàíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Àñïèðàíò êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Wk ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòðèöû â óçëàõ tk = kh , ïðè÷åì ýòî èçìåíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â
ïðåäåëàõ ëîêàëüíîé òî÷íîñòè ìåòîäà, ÷òî, î÷åâèäíî, íå óõóäøàåò åãî. Ðàññìîòðèì ÿâíûé
ìåòîä Ýéëåðà ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Wk

Wk+1 =Wk + hA(tk)Wk. (2.4)

Ïîñêîëüêó òî÷íîñòü ýòîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà h2 , òî ñîîòíîøåíèå

Wk+1 =Wk + hAkWk +O(h2),

ãäå ýëåìåíòû ìàòðèöû O(h2) ñóòü âåëè÷èíû ïîðÿäêà h2 , íå "õóæå"ìåòîäà (2.4). Äîïó-
ñòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2.3) íà n -ì øàãå âûïîëíÿëîñü. Òîãäà èìååì

Wn+1W
⋆
n+1 = E − h2A2

n. (2.5)

Ââåäåì ýòàï êîððåêöèè â ìåòîä (2.4): âìåñòî ìàòðèöû Wn+1 â êà÷åñòâå î÷åðåäíîãî ïðè-
áëèæåííîãî çíà÷åíèÿ ìû áóäåì áðàòü óíèòàðíóþ ìàòðèöó Un+ 1 ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ
ìàòðèöû Wn+1 . Ïóñòü Wn+1 = Fn+1Un+1 - ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Wn+1 , ãäå Fn+1

- ñèììåòðè÷åñêàÿ, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, Un+1 - óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Èç
ñîîòíîøåíèÿ (2.5) ñëåäóåò

F 2
n+1 = E − h2A2

n.

Îòñþäà èìååì Fn+1 = E−(1
2
)h2A2

n+O(h
2) . Îöåíèì âåëè÷èíó Wn+1−Un+1 . Èç ïîñëåäíåãî

ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî

Wn+1 − Un+1 = −1

2
h2AnUn+1 −O(h4)

ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà h2 , ò.å. íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ìåòîäà (2.4). Îáîçíà-
÷èì U(W ) îïåðàöèþ íàõîæäåíèÿ óíèòàðíîé ìàòðèöû U ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû
W , ò.å. Un+1 = U(Wn+1) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äâóõýòàïíûé âû÷èñëèòåëüíûé àë-
ãîðèòì ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà:

W̃n+1 = Wn + hAnWn

Wn+1 = U(W̃n+1).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ââåäåíèå ýòàïà êîððåêöèè íå óõóäøàåò è ìåòîäû áîëåå âûñîêèõ
ïîðÿäêîâ. Ïóñòü ÷èñëåííûé ìåòîä

Wn+1 = F (Wn−q,Wn−q+1, . . . ,Wn, . . . ,Wn+s)

ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì k -ãî ïîðÿäêà, ò.å. èìååì ñîîòíîøåíèå

Wj =W (jh) +O(hk).

Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ (2.3) ñëåäóåò

Wj =W ⋆
j = F 2

j+1 = E +O(hk).

Ñëåäîâàòåëüíî, Fj+1 = E + O(hk) , è îïåðàöèÿ U(Wj+1) íå âûâîäèò íàñ èç ïðåäåëîâ
òî÷íîñòè ìåòîäà. Èòàê, ââîäÿ ýòàï êîððåêöèè

Wj+1 = U(Wj+1), (2.6)
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ìû ìîäèôèöèðóåì èñõîäíûé ÷èñëåííûé ìåòîä òàêèì îáðàçîì, ÷òî èíòåãðàë (2.3) ñîõðà-
íÿåòñÿ, ò.å. ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ Wj óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (2.3). Ïîêàæåì òå-
ïåðü ïðèìåíåíèå ìîäèôèöèðîâàííûõ ìåòîäîâ ïðè èíòåãðèðîâàíèè íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì.
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ẋ = A(t)X + F (t,X).

Ïî ôîðìóëå Êîøè èìååì

X(t) = W (t)W−1(0)X0 +

∫ t

0

W (t)W−1(τ)Fdτ. (2.7)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûé àëãîðèòì

Xk+1 = Wk+1W
⋆
kXk + F (tk, Xk)(tk+1 − tk)

è íåÿâíûé àëãîðèòì

Xk+1 =Wk+1W
⋆
kXk + (F (tk, Xk) + F (tk+1, Xk+1))

tk − tk−1

2
.

Ìîæíî âûïèñàòü òàêæå ïðåäñêàçûâàþùåå-èñïðàâëÿþùèé àëãîðèòì

X̃k+1 = W ⋆
kXk + F (tk, Xk)(tk+1 − tk),

Xk+1 =Wk+1W
⋆
kXk + F (tk+1, X̃k+1)(tk+1 − tk).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Ñèìïñîíà, à òàêæå ìåòîäû áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ, ìû ïîëó÷èì âñå
ìíîãîîáðàçèå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âñå ýòè ìåòîäû ðåøåíèÿ èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (2.7) áóäóò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ìàò-
ðèöû W , êîòîðûå ìû áóäåì ñòðîèòü ñ ó÷åòîì êîððåêòèðóþùåãî ïðàâèëà (2.6). Èçëîæèì
ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèöû W = FU ,
èñïîëüçóþùèé àïïàðàò ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ëÿïóíîâà. Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ïðè-
ëîæåíèÿõ âåñüìà âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ íåâûðîæ-
äåííîé ìàòðèöû, ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ åå â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé ìàòðèöû íà îðòîãîíàëüíóþ. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå âñåãäà âîçìîæíî è îä-
íîçíà÷íî [2]. Ïóñòü A - çàäàííàÿ íåâûðîæäåííàÿ (n × n) - ìàòðèöà. Òðåáóåòñÿ íàéòè
ñèììåòðè÷åñêóþ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó F è îðòîãîíàëüíóþ ìàòðèöó U
òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

A = FU. (2.8)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî Mn êâàäðàòíûõ ìàòðèö ïîðÿäêà n è ìíîæåñòâî Dn

íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö òîãî æå ïîðÿäêà. Ìíîæåñòâî Mn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íîðìèðî-
âàííûì ïðîñòðàíñòâîì ñ íîðìîé, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì

∥C∥ = max
X∈En

∥CX∥
∥X∥

, (2.9)

ãäå C ∈ Mn , X ∈ En . Íà ìíîæåñòâå Mn ìîæíî çàäàòü äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, îïðåäå-
ëÿåìóþ ìàòðè÷íîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = F (X, t), (2.10)
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ãäå X,F ∈ M ; äëÿ F âûïîëíåíû óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå, åäèíñòâåí-
íîñòü è ïðîäîëæèìîñòü íà èíòåðâàëå (t0,∞) ðåøåíèé; òî÷êà îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðî-
âàíèå ïî ïàðàìåòðó t . Ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: ïîñòðîèòü òàêóþ äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ñèñòåìó âèäà (2.10), ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X = X0 ïðè
t = t0 = 0 ñõîäèòñÿ ê çíà÷åíèþ ìàòðèöû U ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (2.8). Òàêèì îáðàçîì,
ìû ñâåäåì ïåðâîíà÷àëüíóþ çàäà÷ó ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ ïîñòðîåííîé ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Ẋ =
1

2
(−X +X⋆−1). (2.11)

Îáîçíà÷èì X(t,X0) ðåøåíèå ñèñòåìû (2.11), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ X =
X0 ïðè t = 0 .

Ò å î ð å ì à 2.1. Åñëè ìàòðèöà íà÷àëüíûõ óñëîâèé X0 íåâûðîæäåííàÿ, òî ðå-
øåíèå X(t,X0) ñèñòåìû (2.11) òàêæå áóäåò íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé ïðè t > 0 ,
ïðè÷åì ðåøåíèå X(t,X0) íåîãðàíè÷åííî ïðîäîëæèìî ïðè t > 0 [2].

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ïðè t > 0 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

X(t,X0) ∈ Dn. (2.12)

Ïðåäëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî, ïóñòü ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè t1 , â êîòîðûé âûïîë-
íåíî ñîîòíîøåíèå det(X(t1, X0)X

⋆(t1, X0)) ̸= 0 . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

det(X(t1, X0)X
⋆(t1, X0)) ̸= 0. (2.13)

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ V = XX⋆ , çàäàííóþ â Mn . Ýòà ôóíêöèÿ
óäîâëåòâîðÿåò íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (2.11) ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

V̇ = −V + E. (2.14)

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì [3]
V = (V0 − E)exp(−t) + E. (2.15)

Â ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà V0 = X0X
⋆
0 ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-

ëåííîé, èç ôîðìóëû (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ≥ 0 îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû V íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü, ÷òî íàõîäèòñÿ â ïðîòèâîðå÷èè ñ ôîðìóëîé (2.12), êîòîðîå è äîêàçûâàåò ñïðàâåä-
ëèâîñòü óñëîâèÿ (2.12). Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé
ñèñòåìû (2.11) ÿâëÿåòñÿ ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ

∫ t

0
v̇−1
ij dvij . Èç (2.13) èìååì∫ t

0

v−1
ij dvij = −ln(vij − δij)|0t,

ãäå δij - ñèìâîë Êðîíåêêåðà [4]. Ðàñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ñëåäóåò èç ôîðìóëû (2.14), òàê
êàê èç íåå âûòåêàåò vij → δij , è âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
íåîãðàíè÷åíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ðåøåíèå X(t,X0) ñèñòåìû (2.11) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 =
A ñõîäèòñÿ ïðè t → ∞ ê çíà÷åíèþ ìàòðèöû U ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ (2.8), ïðè÷åì
ñïðàâåäëèâà îöåíêà
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∥X(t, A)− U∥ < ∥AA⋆ − E∥exp(−t). (2.16)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ðåøåíèå X(t, A) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû
2.1., òî îíî ïðåäñòàâèìî åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå

X(t, A) = F (t)U(t), (2.17)

ãäå F (t), U(t) - ìàòðèöû ïîëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî F (0) = F , U(0) = U . Ïîä-
ñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.16) â óðàâíåíèå (2.11), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

Ḟ (t)F (t) + F (t)U̇(t)U⋆(t)F (t) = F (t)U(t)U̇⋆(t)F (t) + F (t)Ḟ (t). (2.18)

Èç (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà F (t) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðÿä ïî öåëûì îòðèöàòåëüíûì
ñòåïåíÿì ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèè ïàðàìåòðà t ñ êîýôôèöèåíòàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ïî-
ñòîÿííûìè ñèììåòðè÷åñêèìè ìàòðèöàìè:

F (t) = E +
1

2
(F 2 − E)e−t − 1

4
(F 2 − E)2e−2t + . . .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

Ḟ (t)F (t) ≡ F (t)Ḟ (t). (2.19)

Ðàññìàòðèâàÿ ñîâìåñòíî âûðàæåíèÿ (2.17), (2.18) è óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè U̇(t)U⋆(t) +
U(t)U̇⋆(t) = 0 , ïîëó÷àåì, ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå [5]

U̇(t) = 0 èëèU(t) ≡ const = U.

Ïîñêîëüêó ∥F (t)− E∥ → 0 â ñèëó (2.14), ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

X(t, A)− U∥ → 0 ïðè t→ ∞.

Îöåíêó (2.15) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî ñâîéñòâó íîðìû (2.19) ìîæíî âûïèñàòü
öåïî÷êó ðàâåíñòâ è íåðàâåíñòâ

∥X(t, A)− U∥ = ∥(F (t)− E)U(t)∥ ≤ ∥F (t)− E∥ =

= ∥(F 2(t)− E)(F (t) + E)−1∥ < ∥F 2(t)− E∥ =

= ∥F 2 − E∥exp(−t) = ∥AA⋆ − E∥exp(−t).

Ïðè îöåíêå íîðìû ∥F 2(t)− E∥ ìû èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå (2.14).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Âûâîäû

Íà îñíîâàíèè äîêàçàííûõ òåîðåì ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çíà÷åíèå ìàòðèöû U ìîæ-
íî ïîëó÷èòü, ÷èñëåííî ïðîèíòåãðèðîâàâ ñèñòåìó (2.11) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì X0 = A
ïðè t = 0 . Òî÷íîñòü íàõîæäåíèÿ ìàòðèöû U áóäåò çàâèñåòü êàê îò äëèíû èíòåðâàëà
èíòåãðèðîâàíèÿ, òàê è îò òî÷íîñòè ñàìîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624.)
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Î ñòðóêòóðå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà

ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé

c⃝ Í. Â. Èñàåíêîâà1, Å. Â. Æóæîìà2, À. Å. Øèøåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýíäîìîðôèçìû îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ñ äâóìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â èçó÷åíèè íåáëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, îäíîìåðíîå âåòâ-
ëåííîå ìíîãîîáðàçèå

1. Ââåäåíèå

Êàíîíè÷åñêèì ïðèìåðîì ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
Ed(x) = dx(mod 1) , d ≥ 2 , ãäå S1 íàäåëåíà öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòîé x(mod 1) . Íàïîì-
íèì, ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì [8]. Ýíäî-
ìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 [6]. Ïîñêîëüêó d ≥ 2 , òî
Ed ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì ( g : S1 → S1 - ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîð-
ôèçì, åñëè Dg > 1 ). Øóá [8] êëàññèôèöèðîâàë ðàñòÿãèâàþùèåñÿ ýíäîìîðôèçìû, ïîêà-
çàâ, ÷òî ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì ñîïðÿæåííîñòè â êëàññå ðàñòÿãèâàþùèõ
ýíäîìîðôèçìîâ.

ßêîáñîí [4] ðàññìàòðèâàë Cr -ýíäîìîðôèçìû ( r ≥ 1 ), êîòîðûå ìîãóò èìåòü òî÷êè, â
êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Â [4] âûäåëÿëîñü èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Σ
êàíòîðîâñêîãî òèïà, ïðèíàäëåæàùåå íåáëóæäàþùåìó ìíîæåñòâó Ω , è ââîäèëîñü ïîíÿ-
òèå Σ -óñòîé÷èâîñòè, àíàëîãè÷íîå ïîíÿòèþ Ω -óñòîé÷èâîñòè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Diff 1(M)
ïðîñòðàíñòâî C1 äèôôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M , íàäåëåííîå ðàâíîìåðíîé C1 òî-
ïîëîãèåé. Äèôôåîìîðôèçì f ∈ Diff 1(M) íàçûâàåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò
åãî îêðåñòíîñòü U(f) ⊂ Diff 1(M) òàêàÿ, ÷òî ëþáîé g ∈ U(f) Ω -ñîïðÿæåí f . Äèô-
ôåîìîðôèçì f ∈ Diff 1(M) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî
îêðåñòíîñòü U(f) ⊂ Diff 1(M) òàêàÿ, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì g ∈ U(f) ñîïðÿæåí f .
Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Σ è f |Ω ýíäîìîðôèçìà f íà Σ è Ω ñîîòâåòñòâåííî
ñîïðÿæåíû îäíîñòîðîííèì ìàðêîâñêèì öåïÿì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé.

Íèòåöêè [6] îïèñàë íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ íåîñîáûõ Cr -
ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè (îòìåòèì ÷òî ðàñòÿãèâàþùèå ýíäîìîðôèçìû ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâû, íî ñóùåñòâóþò îòëè÷íûå îò ðàñòÿãèâàþùèõ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå ýíäîìîð-
ôèçìû).

Íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû îáðàçóþò âàæíûé êëàññ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè. d -
íàêðûòèåì îêðóæíîñòè S1 íàçûâàåòñÿ ñþðüåêòèâíûé ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì S1 →
S1 ñòåïåíè |d| ≥ 2 , ïðè ýòîì ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè ñîñòîèò èç |d| ∈ N òî÷åê. Â ñòàòüå
[3] ñäåëàíà êëàññèôèêàöèÿ d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè S1 ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè
ñ ïîìîùüþ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîâ (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

1 Äîöåíò Íèæåãîðîäñêîé àêàäåìèè ÌÂÄ Ðîññèè, Íèæíèé Íîâãîðîä; nisaenkova@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû Òåîðèè óïðàâëåíèÿ è äèíàìèêè ìàøèí ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé

Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru.
3 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-

ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math@agri.sci-nnov.ru.
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òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], [2]). Â [3] ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòà-
öèþ d -íàêðûòèÿ, êîãäà d > 0 è ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíûì êëàññèôèêàöèîííûì èíâàðèàí-
òîì ñ òî÷íîñòüþ äî d -ýêâèâàëåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íàäåëåííîå ñõåìîé èíâàðèàíòíîå ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî (îòìå÷åííîå ìíîæåñòâî) ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà ñòåïåíè
d . Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ, âêëþ÷àÿ âàæíûé
êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ ýíäîìîðôèçìîâ. Òàêæå â ñòàòüå [3] èçó÷åíî íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî d -íàêðûòèé îêðóæíîñòè, à èìåííî, ïîêàçàíî, ÷òî îíî ñîäåðæèò êàíòîðîâñêîå
ìíîæåñòâî ïëþñ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â. Ç. Ãðèíåñà, Î. Â. Ïî÷èíêó, Ñ. Â. Ãîí÷åíêî çà
ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, à èìåííî, ãðàíòîâ 12-01-00672-à è 13-01-12452-îôè-ì.

Âàæíûì îáîáùåíèåì ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè S1 ÿâëÿþòñÿ ýíäîìîðôèçìû îäíî-
ìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé, ââåäåííûõ Âèëüÿìñîì â ñòàòüå [9] äëÿ èçó÷åíèÿ îäíî-
ìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ. Â äàííîé ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîñî-
áûå ýíîìîðôèçìû îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé, ñ îäíèì òîëüêî îòëè÷àåì, ÷òî
ýíäîìîðôèçìû íå îáÿçàòåëüíî äîëæíû áûòü ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñî-
áûõ ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíûõ âåòâëåííûõ ìíîãîîáðàçèé ñëåäóþùåãî âèäà:

A −→ −B + A+B

B −→ C −B + A

C −→ B + C −B

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå âåòâëåííîå ìíîãîîáðàçèå K , è ïóñòü φ : K → K � íåîñî-
áûé ýíäîìîðôèçì. Îáîçíà÷èì áóêâîé Υ - êëàññ íåîñîáûõ ýíäîìîðôèçìîâ îäíîìåðíîãî
âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ñì. ðèñ. 1.1).

À

Â

Ñ

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Îòîáðàæåíèå Âèëüÿìñà

Ïåðåéäåì ê íåîáõîäèìûì îïðåäåëåíèÿì è ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà. Íà-
ïîìíèì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé,
åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå fn(U)∩U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
ïîëîæèòåëüíûõ n .

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f1 : S1 → S1 ïîëóñîïðÿæåíî f2 : S1 → S1 , åñëè
ñóùåñòâóåò ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå h : S1 → S1 òàêîå, ÷òî
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h ◦ f1 = f2 ◦ h , òî åñòü èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 f1−→ S1

↓ h ↓ h
S1 f2−→ S1.

Åñëè h - ãîìåîìîðôèçì, òî f1 , f2 íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè îòîáðàæåíèÿìè.
Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, äëÿ èçó÷åíèÿ íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ýíäîìîðôèçìîâ

èç êëàññà Υ íåîáõîäèìî çíàòü ñòðóêòóðó íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà íåîñîáûõ ýíäîìîð-
ôèçìîâ îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïîäðîáíî îïèñàíà â ñòàòüå [3].

Èòàê, ïóñòü g : S1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñòåïåíè d ≥ 2 . Ðàñ-
ñìîòðèì íåïðåðûâíîå è ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ îòîáðàæåíèå h : S1 → h(S1) = S1 .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ◦ ïîäìíîæåñòâî òàêèõ x ∈ S1 , ÷òî h−1(h(x)) � îäíà òî÷êà. Ìíî-
æåñòâî S1 \ Σ◦ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ
èíòåðâàëîâ. S1 \ Σ◦ = ∪∞

i=1[ai, bi] , ïðè÷åì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h−1 (h[ai, bi]) = [ai, bi] äëÿ
âñåõ i ∈ N , è [ai, bi] ∩ [aj, bj] = ∅ , ïðè i ̸= j . Èíòåðâàëû [ai, bi] íàçûâàþòñÿ ñìåæíû-
ìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå îòêðûòûå èíòåðâàëû (ai, bi) - îòêðûòûìè ñìåæíûìè. Ñìåæíûé
èíòåðâàë [a, b] íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèì, åñëè gk([a, b]) = [a, b] äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ N ,
êîíöåâûå òî÷êè ïåðèîäè÷åñêîãî ñìåæíîãî èíòåðâàëà ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σg îáúåäèíåíèå Σ◦ ñî âñåìè êîíöåâûìè òî÷êàìè ai , bi ñìåæíûõ èí-
òåðâàëîâ ìíîæåñòâà S1 \ Σ◦ , Σg = Σ◦∪

i≥1 ({ai} ∪ {bi}) .
Åñëè g � òðàíçèòèâíûé ýíäîìîðôèçì, òî NW (g) = S1 . Â ñòàòüå [3] ïîêàçàíî, ÷òî

åñëè g : S1 → S1 � íåîñîáûé è íåòðàíçèòèâíûé ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 , òîãäà
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (g) åñòü îáúåäèíåíèå Σg ñî âñåìè ïåðèîäè÷åñêèìè
òî÷êàìè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ . Òîãäà
åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (φ) åñòü îáúåäèíåíèå êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà ñî
âñåìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîìåæóòêàìè èç îòêðûòûõ ñìåæíûõ èíòåðâàëîâ.

Êëþ÷åâûì óòâåðæäåíèåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ëþáîé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ ïîëóñîïðÿæåí ñ íåêîòîðûì íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì
îêðóæíîñòè.
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ , òîãäà
ñóùåñòâóåò íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 g : S1 → S1 è íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå h : S1 → K , ïîëóñîïðÿãàþùåå φ ñ g , òî åñòü èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h◦g = φ◦h
è âåðíà ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

S1 g−→ S1

↓ h ↓ h
K φ−→ K.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðèñóíêè 2.1), 2.2), 2.3) äåìîíñòðèðóþò ãåîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå
ïîëóñîïðÿãàþùåãî îòîáðàæåíèÿ.

Ð è ñ ó í î ê 2.2
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

�

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 2.1.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî h ◦ gn = φn ◦ h.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïîëóñîïðÿãàþùåå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî íåîñîáîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè g â íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèç-
ìà îäíîìåðíîãî âåòâëåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ φ .

Ë å ì ì à 2.2. Ïóñòü φ : K → K - íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì èç êëàññà Υ , g : S1 → S1

íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè S1 , òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå

h(NW (g)) ⊂ NW (φ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x ∈ h(NW (g)) , ïîêàæåì, ÷òî h(x) ∈ NW (φ) .
Âîçüìåì ëþáóþ ε -îêðåñòíîñòü òî÷êè h(x) - Uε(h(x)) , òîãäà h−1[Uε(h(x))] = V (x) �

îêðåñòíîñòü òî÷êè x , x ∈ S1 . Òàê êàê òî÷êà x ∈ NW (g) , ñóùåñòâóåò n0 ≥ 0 òàêîå, ÷òî
gn0 [V (x)]∩V (x) ̸= Ø , ñëåäîâàòåëüíî h[gn0 [V (x)]∩V (x)] ̸= Ø . Ïîñêîëüêó h - íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå, âåðíî ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå h[gn0 [V (x)] ∩ V (x)] ⊂ h ◦ gn0 [V (x)] ∩ h[V (x)] .
Çíà÷èò, h ◦ gn0 [V (x)] ∩ h[V (x)] ̸= Ø . Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2.1., φn0 ◦ h[V (x)] ∩ h[V (x)] ̸= Ø .
Òàêèì îáðàçîì, h[V (x)] = Uε(h(x)) , è òîãäà φn0 [Uε(h(x)))] ∩ Uε(h(x)) ̸= Ø , ÷òî îçíà÷àåò
h(x) ∈ NW (φ) . �

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû [3] è ëåììó 2.1., ìîæíî ïîêàçàòü è îáðàòíîå âêëþ÷åíèå
h−1(NW (φ)) ⊂ NW (g). Îòñþäà è ëåììû 2.2. âûòåêàåò ðàâåíñòâî NW (g) = NW (φ).
Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò èç [3].
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ÓÄÊ 517.9

Îòíîøåíèå ïîðÿäêà â ñèñòåìàõ àâòîðåïðîäóêöèè

c⃝ Î. À. Êóçåíêîâ1, Å. À. Ðÿáîâà2

Àííîòàöèÿ. Ââîäèòñÿ ïîðÿäîê ïðåäïî÷òåíèÿ íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ, èñõîäÿ èç
íåêîòîðîãî çàäàííîãî ïðîöåññà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Îïðåäåëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ â èññëåäóåìîé ñèñòåìå àâòîðåïðîäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîðÿäîê, óäîâëåòâîðÿþùèé çàðàíåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è
äëÿ óïðàâëÿåìîé îáîáùåííîé ðåïëèêàòîðíîé ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñàìîâîñïðîèçâîäÿùèåñÿ ñèñòåìû, äèíàìèêà ìåðû, îòíîøåíèå ñòðîãîãî
ïîðÿäêà, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â óïðàâëÿåìûõ ñèñòåìàõ
àâòîðåïðîäóêöèè (íàñëåäîâàíèÿ). Ïðîöåññû àâòîðåïðîäóêöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â
îêðóæàþùåé äåéñòâèòåëüíîñòè, íàáëþäàþòñÿ â ôèçè÷åñêèõ, èíôîðìàöèîííûõ [1], áèîëî-
ãè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [2], [??], [4], [5].

Â [6] èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå ñèñòåì àâòîðåïðîäóêöèè â îáùåì âèäå. Â ðàáîòå [7] áûëà
ïðåäëîæåíà îáîáùåííàÿ ìîäåëü òàêèõ ñèñòåì â âèäå óðàâíåíèÿ ñ íàñëåäîâàíèåì, ÿâëÿþ-
ùåãîñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû. Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ñ íàñëåäîâà-
íèåì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè è ìåðû. Â ñëó÷àå, êîãäà ìåðà
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîìó.
Â ðàáîòàõ [8], [9] áûë ðàññìîòðåí ðÿä èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèé
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ìîãóò îïèñûâàòü ìîäåëè àâòîðåïðîäóêöèè. Ýòè óðàâ-
íåíèÿ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ðåïëèêàòîðíûõ ñèñòåì íà ñëó÷àé ðàñïðåäåëåííûõ ïàðàìåò-
ðîâ [10], [11], [12]. Óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò îñíîâó äëÿ ñîçäàíèÿ ñîâðåìåííîé
îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè îòáîðà [13], [14], [15].

Èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ñ íàñëåäîâàíèåì ïîêàçûâàåò, ÷òî èõ ðåøåíèÿ îáëàäàþò âàæ-
íûì ñâîéñòâîì ñóæåíèÿ íîñèòåëÿ ìåðû èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ëîêàëèçàöèè ìåðû ñ òå÷å-
íèåì âðåìåíè íà íåêîòîðûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ [16], [17]. Òàêèì îáðàçîì, èìååò
ìåñòî íåðàâíîöåííîñòü â ñèñòåìå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïî-
âåäåíèÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ïîëó÷èëî íàçâàíèå òåîðåìû îá îòáîðå, îíî èìååò êëþ÷åâîå
çíà÷åíèå äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ îòáîðà â ñàìûõ ðàçíûõ ïðåäìåòíûõ îáëàñòÿõ. Áëà-
ãîäàðÿ åìó ñîçäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèÿ óñòà-
íàâëèâàòü ïîðÿäîê ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè äëÿ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ â ñîîòâåòñòâóþùåì
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêîé ñïîñîá óñòàíîâëåíèÿ ïîðÿäêà îáîáùàåò ïîäõîä, èñïîëü-
çîâàííûé â [18], [19] äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ïîðÿäêà ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè â ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèñòåìå ñ ïîìîùüþ ïðåäåëüíûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè.

Åñëè íà ñèñòåìó îñóùåñòâëÿåòñÿ âíåøíåå óïðàâëåíèå, òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ
ìîæíî ïîäîáðàòü åãî òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ïîðÿäîê óäîâëåòâîðÿë çàðàíåå

1 Äîöåíò êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé
Íîâãîðîä; kuzenkov_o@mail.ru

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; riabova-ea@rambler.ru
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çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Â ñòàòüå îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèÿ íà ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì âûáîð òàêîãî óïðàâëåíèÿ âîçìîæåí äëÿ îäíîãî êëàññà óðàâíåíèé ñ íàñëåäîâàíèåì.
Ðàññìîòðåí ðÿä ïðèìåðîâ. Ðåàëèçóåìàÿ â ñòàòüå ìåòîäèêà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì ìåòîäèêè
ðàáîòû, óñïåøíî ïðèìåíåííîé äëÿ ñîñðåäîòî÷åííûõ ñèñòåì [18].

2. Îòíîøåíèå ñòðîãîãî ïîðÿäêà

íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Ïóñòü X − êîìïàêòíîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Σ − áîðåëåâñêàÿ σ -àëãåáðà
â íåì; frm(X) − áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ìåð Ðàäîíà (êîíå÷íûõ ðåãóëÿðíûõ áîðåëåâñêèõ
ìåð íà X ñ íîðìîé ìåðû µ , ðàâíîé åå âàðèàöèè íà ìíîæåñòâå X : ∥µ∥ = |µ| (X) [20]);
frm+(X) − ñåìåéñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ìåð íà X èç frm(X) ; frm(X,µ0) − ñåìåéñòâî
ìåð èç frm(X) , àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ìåðû µ0 ∈ frm+(X) ,
L1(X,µ0) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñóììèðóåìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé ïî ìåðå µ0 ñ
íîðìîé ∥w∥ =

∫
X
wµ0 (dx) , L∞ (X) − ïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíê-

öèé; C(X) − ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé; R+ − ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå frm(X) : íàéòè íåïðåðûâíóþ ïî
t ïðè t ≥ 0, äèôôåðåíöèðóåìóþ ïî t ïðè t > 0 ôóíêöèþ µ[t] , óäîâëåòâîðÿþùóþ
óðàâíåíèþ è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

µ′
t = F [µ] , µ[0] = µ0, (2.1)

ãäå µ[t] : R+ → frm(X), µ0 ∈ frm(X), îïåðàòîð F [µ] : frm(X) → frm(X) óäîâëåòâîðÿåò â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìåðû µ0 óñëîâèþ Ëèïøèöà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: µ[t](A) − ìåðà µ ìíîæåñòâà A â ìîìåíò âðåìåíè t ,
F [µ](A) − çíà÷åíèå íà ìíîæåñòâå A ðåçóëüòàòà äåéñòâèÿ îïåðàòîðà F íà ìåðó µ .

Èçâåñòíî [21], ÷òî, åñëè äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A îïåðàòîð F
ïîä÷èíÿåòñÿ óñëîâèþ

F [µ] (A) ≥ 0 ïðè µ (A) = 0,

òî ïðè µ0 (A) ≥ 0 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ [t] (A) ≥ 0 âî
âñå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0 . Åñëè ýòî óñëîâèå è íåðàâåíñòâî µ0 (A) ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ
äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A , òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) îñòàåòñÿ â ñåìåéñòâå
frm+(X) . Åñëè æå äëÿ ôèêñèðîâàííîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F [µ] (A) = 0 ïðè µ (A) = 0, (2.2)

òî ïðè µ0 (A) > 0 ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó µ [t] (A) > 0 äëÿ
âñåõ t > 0 . Êðîìå òîãî, åñëè µ0(A) = 0, òî µ[t](A) = 0 äëÿ ëþáîãî t > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå (2.2) ìåðû µ0 è µ[t] âçàèìíî àáñîëþòíî íåïðåðûâíû. Òîãäà
îãðàíè÷åííûå èçìåðèìûå ôóíêöèè b(x) è g(x) , ýêâèâàëåíòíûå â ìåðå µ0 , áóäóò ýêâè-
âàëåíòíû â ëþáîé ìåðå µ[t] , è ñóùåñòâåííàÿ òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü ôóíêöèè b(x) íà
íåêîòîðîì èçìåðèìîì ìíîæåñòâå A ⊂ X îòíîñèòåëüíî ìåðû µ0 [22]:

vraisup
x∈A

b(x) , inf
∀g∼b

(
sup
x∈A

g(x)

)
íå èçìåíèòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò ìåðû µ0 ê ëþáîé ìåðå µ[t] . Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ñóùåñòâåííîé òî÷íîé íèæíåé ãðàíè ôóíêöèè b(x) íà ìíîæåñòâå A .
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Èçâåñòíî [20], ÷òî ïðîñòðàíñòâî frm(X) ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê C(X) :
frm (X) = C∗(X) , òî åñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ íàä ìíîæåñòâîì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé. Ïóñòü k(x) ∈ L∞(X) − èçìåðèìàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà X , µ ∈ frm(X) , òîãäà äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè
v(x) ∈ C(X) îïðåäåëåí èíòåãðàë Ëåáåãà

∫
X
k(x)v(x)µ(dx), êîòîðûé êàæäîìó ýëåìåíòó

v(x) ∈ C(X) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, òåì ñàìûì ýòîò èíòåãðàë çàäàåò
ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë íà ïðîñòðàíñòâå C(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò èç frm(X) , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ôóíêöèîíàëó. Áóäåì îáîçíà÷àòü ýòîò
ýëåìåíò kµ è íàçûâàòü åãî ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèè k(x) íà ìåðó µ [7]. Î÷åâèäíî, äëÿ
ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà èìååò ìåñòî òîæäåñòâî∫

A

v(x)[kµ](dx) ≡
∫
A

k(x)v(x)µ(dx).

Ïóñòü îïåðàòîð çàäàåòñÿ â âèäå

F [µ] = k [µ]µ, (2.3)

ãäå îïåðàòîð k [µ] : frm (X) → L∞ (X) , k [µ]µ − ïðîèçâåäåíèå ìåðû µ íà ôóíêöèþ
k . Óðàâíåíèå (2.1), (2.3) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ íàñëåäîâàíèåì. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
îïåðàòîð (2.3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.2).

Â ÷àñòíîñòè îïåðàòîð k [µ] ìîæåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

k [µ] (x) = Q [µ] b (x) + P [µ] , (2.4)

ãäå Q[µ] , P [µ] − îãðàíè÷åííûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëåííûå íà frm+(X),
b (x) − îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè (2.1), ãäå µ0 − ïîëîæèòåëüíàÿ ìåðà, è ðåøåíèå ýòîé
çàäà÷è íà íåêîòîðûõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâàõ A,B ìíîæåñòâà X íå îáðàùàåòñÿ â
íîëü: µ[t](A)>0 , µ[t](B) > 0 . Ââåäåì íà ïàðàõ (A,B) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Σ îòíîøåíèå
ñòðîãîãî ïîðÿäêà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì B :

A ≻ B, åñëè lim
t→∞

µ[t](B)

µ[t](A)
= 0 (2.5)

âäîëü ðåøåíèÿ µ[t] çàäà÷è (2.1); è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A íàõîäèòñÿ â
îòíîøåíèè íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñ ïîäìíîæåñòâîì B :

A < B, åñëè A ≻ B èëè A = B.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ââåäåííîå îòíîøåíèå íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò
àêñèîìàì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà: 1) ðåôëåêñèâíîñòè A < A; 2) òðàíçèòèâíîñòè: A < B è
B < C, òî A < C; 3) àíòèñèììåòðè÷íîñòè: åñëè A < B è B < A, òî A = B.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å (2.1) èçìåíèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ µ0, òî ïîðÿäîê, ââåäåí-
íûé îòíîøåíèåì íåñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíèòñÿ.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè äëÿ èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà Ω ⊂ X , 0 < µ0(Ω) < µ0(X) ,
íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ω ⊂ Ω , µ0(ω) > 0 , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

vraiinf
x∈ω

b(x) > vraisup
x∈Ω

b(x), (2.6)

òî ω ≻ Ω è ìíîæåñòâî Ω íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñòðîãîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ñî ñâîèì äî-
ïîëíåíèåì

(
Ω ≻ Ω

)
îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû (2.1),(2.3),(2.4), â êîòîðîì

ôóíêöèîíàë Q[µ] îãðàíè÷åí ñíèçó ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé q .
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3. Cèñòåìà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû: ïðåäåëüíûå âîçìîæ-

íîñòè óïðàâëåíèÿ

Ââåäåííûé ïîðÿäîê ïðåäïî÷òåíèÿ â ñèñòåìå èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ öåëèêîì çàâèñèò
îò ñèñòåìû äèíàìèêè ìåðû. Îí ìîæåò áûòü èçìåíåí, åñëè íà ñèñòåìó îêàçûâàåòñÿ êàêîå-
ëèáî âíåøíåå âîçäåéñòâèå − óïðàâëåíèå. Ìîæíî ïîñòàâèòü çàäà÷ó èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñ
ïîìîùüþ äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ íàñëåäîâàíèåì âèäà (2.1),(2.3),(2.4), îïè-
ñûâàþùåå óïðàâëÿåìóþ äèíàìèêó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû Ðàäîíà:

µ′
t = (Q[µ, u](b+ u) + P [µ, u])µ (3.1)

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
µ [0] = µ0, µ0 ≥ 0. (3.2)

Çäåñü óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ u = u(t, x) − èçìåðèìàÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ

|u(t, x)| ≤ c, (3.3)

â êîòîðîì c − íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà; ôóíêöèîíàëû Q , P îïðåäåëåííûå íà äåêàðòîâîì
ïðîèçâåäåíèè frm+ (X) × L∞(X) îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû, Q[µ, u] ≥ q > 0, ãäå q −
ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà; b = b(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó L∞(X) .

Äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî ñëó÷àÿ óðàâíåíèå â ôîðìå (3.1) ðàññìàòðèâàëîñü â [18].
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µ[t], áåñêîíå÷íî

ïðîäîëæàåìîå ïî ïåðåìåííîé t äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî óïðàâëåíèÿ u .
Ïóñòü ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè µ [t] (X) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ìåðîé íà

ìíîæåñòâå X : 0 < w0 ≤ µ[t](X) ≤ W, ãäå w0 , W − íåêîòîðûå êîíñòàíòû; Ω − íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X, Ω − äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà Ω äî X, µ0(Ω) > 0 ,
µ0(Ω) > 0 .

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â çàäà÷å (3.1)�(3.3) âîçìîæíî óïðàâëåíèå òàêîå,
÷òî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî Ω áûëî áû ëó÷øå ñâîåãî äîïîëíåíèÿ Ω .

Ò å î ð å ì à 3.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (3.1), (3.2) ñóùåñòâîâàëî óïðàâëåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.3), ïðè êîòîðîì Ω ≻ Ω, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ íåðà-
âåíñòâà

c >
1

2

(
vraisup

x∈Ω
b(x)− vraisup

x∈Ω
b(x)

)
. (3.4)

Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (3.4) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî.

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû â çàäà÷å (3.1), (3.2) ñóùåñòâîâàëî óïðàâëåíèå,
óäîâëåòâîðÿþùåå îãðàíè÷åíèþ (3.3), ïðè êîòîðîì ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ω ìíîæåñòâà
Ω ñ ìåðîé µ0(ω) > 0 óäîâëåòâîðÿëî îòíîøåíèþ ω ≻ Ω, äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå íåðà-
âåíñòâà

c >
1

2

(
vraisup

x∈Ω
b(x)− vrai inf

x∈Ω
b(x)

)
. (3.5)

Íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî (3.5) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ýòîãî.
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4. Ïðèìåðû

Ïðèâåäåì ïðèìåðû óðàâíåíèé âèäà (3.1) äèíàìèêè ìåðû ñ óïðàâëåíèåì. Èç [17] èç-
âåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå

µ′
t = (b(x) + u(t, x))µ− [(b(x) + u(t, x))µ] (X)µ (4.1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.2), ãäå µ0 ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé, îïèñûâàåò äèíàìèêó
âåðîÿòíîñòíîé ìåðû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åãî ðåøåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî µ[t](X) = 1 .
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (4.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (3.1),
ãäå ôóíêöèîíàëû P è Q èìåþò âèä: Q[µ, u] = 1 , P [µ, u] = [(b+ u)µ](X) .

Ñîãëàñíî òåîðåìàì 2.1, 2.2, åñëè êîíñòàíòà c , îãðàíè÷èâàþùàÿ óïðàâëåíèå u áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó (3.4), òî ìîæíî íàéòè äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðîì
íåêîòîðîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî Ω ìíîæåñòâà X íàõîäèòñÿ â îòíîøåíèè ñòðîãîãî
ïðåäïî÷òåíèÿ ñî ñâîèì äîïîëíåíèåì Ω , â ÷àñòíîñòè òàêèì óïðàâëåíèåì áóäåò u(x) = c,
åñëè x ∈ Ω , è u(x) = −c, åñëè x ∈ Ω .

Åñëè æå êîíñòàíòà c óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.5), òî íàéäåòñÿ óïðàâëåíèå, ïðè êîòî-
ðîì ëþáîå èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ω ⊂ Ω óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ω ≻ Ω .

Óðàâíåíèå (4.1) äîïóñêàåò èíòåðïðåòàöèþ êàê óðàâíåíèå äèíàìèêè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñ-
ëåííîñòè îñîáåé ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ. Ñëåäóÿ ãèïîòåçàì [10], ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X
− ìíîæåñòâî ãåíîòèïîâ íåêîòîðîé ïîïóëÿöèè, x − îòäåëüíûé ãåíîòèï èç ýòîãî ìíîæå-
ñòâà, µ − ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè îñîáåé, µ (A) − ÷èñëåííîñòü îñîáåé ñ ãåíîòèïàìè
èç ìíîæåñòâà A ⊂ X , b(x) − êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ îñîáåé ãåíîòèïà x â áëàãî-
ïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ, u(x) − âíåøíåå âëèÿíèå íà êîýôôèöèåíò ðàçìíîæåíèÿ. Ñëàãàåìîå
(b(x) + u(x))µ â (4.1) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò îïèñûâàòü ñêîðîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî (ìàëüòó-
çèàíñêîãî) ðîñòà ïîïóëÿöèè ïðè îòñóòñòâèè ëèìèòèðóþùèõ ôàêòîðîâ è ïðè âûïîëíåíèè
ïðåäïîëîæåíèÿ ñòðîãîãî íàñëåäîâàíèÿ, [(b(x) + u(t, x))µ] (X) − êîýôôèöèåíò äîïîëíè-
òåëüíîé ñìåðòíîñòè, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå âíóòðèïîïóëÿöèîííîãî ëèìèòèðîâàíèÿ,
ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè ñîâîêóïíîãî ïðèðîñòà ïîïóëÿöèè. Â ðàìêàõ äàííîé ìîäåëè
ñîîòíîøåíèå Ω ≻ Ω èìååò ñìûñë âûìèðàíèÿ îñîáåé ñ ãåíîòèïàìè èç ìíîæåñòâà Ω , à
èìåííî: âûòåñíåíèå èõ îñîáÿìè ñ ãåíîòèïàìè èç ìíîæåñòâà Ω .

Âòîðîé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå

µ′
t = (b(x) + u(t, x))µ− [φ(x)µ] (X)µ,

ãäå φ(x) − èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Çäåñü Q[µ, u] = 1 ,
P [µ, u] = [φ(x)µ](X) . Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿ Ôåðõþëüñòà è îïè-
ñûâàåò äèíàìèêó ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ X
ñ ó÷åòîì âíóòðèïîïóëÿöèîííîãî ëèìèòèðîâàíèÿ, ãäå êîýôôèöèåíò ëèìèòèðîâàíèÿ èìååò
âèä [φ(x)µ](X) . Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ φ(x) îïèñûâàåò âêëàä îñîáåé ãåíîòèïà x â îáùåå ëè-
ìèòèðîâàíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ ñïðàâåäëèâû òå æå âûâîäû,
÷òî è äëÿ ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà.

Òðåòèé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò îáîáùåííàÿ ñèñòåìà Âîëüòåððà{
ξ′ = (b(x) + u(t, x)) ξ − pyξ,
y′ = hyξ(X)− sy,

â êîòîðîé p , h , s − íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, y = y(t) − ñêàëÿðíàÿ ôóíê-
öèÿ âðåìåíè, îïèñûâàþùàÿ äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè õèùíèêà, ξ = ξ[t] − ìåðà, îïèñûâà-
þùàÿ ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëåííîñòè æåðòâ ïî ïðîñòðàíñòâó ãåíîòèïîâ. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû
ïåðåìåííûõ µ = ξ/ξ (X) óðàâíåíèå äèíàìèêè ìåðû ξ[t] ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (4.1). Ïðè
ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ â ñèëå âñå âûâîäû, óñòàíîâëåííûå äëÿ óðàâíåíèÿ (4.1).
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5. Çàêëþ÷åíèå

Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ â óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåìàõ àâòîðåïðîäóêöèè. Îáîáùåííîé ìîäåëüþ òàêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå ñ íàñëå-
äîâàíèåì, ÿâëÿþùååñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ìåðû. Áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó
ñóæåíèÿ íîñèòåëÿ ìåðû óñòàíîâëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ñèñòåìå èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ,
èñõîäÿ èç çàäàííîãî ïðîöåññà äèíàìèêè ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Îïðåäåëíû îãðàíè÷åíèÿ íà
ðåñóðñ óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðûõ â èññëåäóåìîé ñèñòåìå àâòîðåïðîäóêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
ïîðÿäîê, óäîâëåòâîðÿþùèé çàðàíåå çàäàííûì òðåáîâàíèÿì. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, äåìîí-
ñòðèðóþùèå ðàçíîîáðàçèå ñèñòåì, ê êîòîðûì ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà èçëîæåííàÿ òåîðèÿ.

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ â ðàìêàõ
íàó÷íîãî ïðîåêòà � 13-01-12452 îôè_ì2.
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Abstract. Order of preference for the system of measurable sets is introduced based on some given
process of positive measure dynamics. Control resource limits are determined to get the order in
the observed self-replicating system that satis�es given requirements. Solution to the problem for
controlled generalized replication system with distributed parameters is considered.
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ÓÄÊ 517.9

Î òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè 3-äèôôåîìîðôèçìîâ

ñ îäíîé îðáèòîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

c⃝ Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î. Â. Ïî÷èíêà2

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ òð¼õìåðíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ëå-
æàùèõ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ñèñòåì è îòëè÷àþùèõñÿ îò ïîñëåäíèõ íà-
ëè÷èåì íå áîëåå, ÷åì îäíîé îðáèòû êàñàíèÿ ó ïàðû äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî
äëÿ èçó÷àåìûõ äèôôåîìîðôèçìîâ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæ¼ííîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîâïàäåíèå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè èõ ñõåì è ìîäóëåé óñòîé÷èâîñòè,
ñîîòâåòñòâóþùèõ îðáèòàì êàñàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæ¼ííîñòü, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, ìîäóëè
óñòîé÷èâîñòè

Ââåäåíèå

Äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà ÿâëÿþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ïðîöåññîâ
ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Íà÷àëî èõ èññëåäîâàíèÿ âîñõîäèò ê êëàññè÷åñêîé ðàáîòå À.À.
Àíäðîíîâà è Ë.Ñ. Ïîíòðÿãèíà [1], â êîòîðîé áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå ãðóáîñòè ïîòîêà, çà-
äàííîãî âåêòîðíûì ïîëåì, îïðåäåëåííûì â êîìïàêòíîé ÷àñòè ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé
öèêëîì áåç êîíòàêòà. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áëàãîäàðÿ îòêðûòèÿì Ä.Â. Àíî-
ñîâà [2] è Ñ. Ñìåéëà [11] ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî ïîòîêè (êàñêàäû), çàäàííûå íà ìíîãîîáðàçèÿõ
ðàçìåðíîñòè òðè (äâà), ìîãóò îáëàäàòü ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ îðáèò. Ýòî îçíà÷àëî íàëè÷èå õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â ïðîöåññàõ, îïèñûâàåìûõ
äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè òàêîãî âèäà. Ïîýòîìó ãðóáûå ñèñòåìû, îáëàäàþùèå ðåãóëÿð-
íîé äèíàìèêîé, áûëè âûäåëåíû â îòäåëüíûé êëàññ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà. Ýòè ñèñòåìû
èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè, òàê è ñ òî÷êè
çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ áèôóðêàöèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäó èç îäíîãî êëàññà òîïîëî-
ãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ê äðóãîìó. Ïðåæäå âñåãî ê áèôóðêàöèÿì òàêîãî âèäà ïðèâîäèò
íàëè÷èå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè-
÷åñêèõ òî÷åê.

Î÷åâèäíî, ÷òî íàðóøåíèå óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé
ñåäëîâûõ òî÷åê äèôôåîìîðôèçìà ïðèâîäèò ê åãî íåãðóáîñòè. Áîëåå òîãî, ýòî ïðèâîäèò
ê âîçíèêíîâåíèþ íåïðåðûâíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ � ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè � è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ñóùåñòâîâàíèþ êîíòèíóóìà íåñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ñ èçîìîðôíûìè ãðàôàìè è îäèíàêîâîé ãåîìåòðèåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïåðâûì, êòî îáðàòèë âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòè, áûë Æ. Ïàëèñ [10]. Îí îáíàðóæèë, ÷òî òàêèìè ìîäóëÿìè îáëàäàþò óæå äâóìåðíûå
äèôôåîìîðôèçìû ñ íåãðóáîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, â òî÷êàõ êîòîðîé èíâàðè-
àíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ äâóõ ðàçíûõ ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê èìåþò îäíîñòîðîííåå
êàñàíèå. Ñóùåñòâåííûì ïðîäâèæåíèåì â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâèëàñü ðàáîòà Â. äè Ìå-
ëó, Ñ. Æ. âàí Ñòðèíà [6], â êîòîðîé áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé, ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;
tatiana.mitryakova@yandex.ru

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è òåõíîëîãèé, ÍÈÓ ÂØÝ-ÍÍ, Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-
pochinka@yandex.ru
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òîãî, ÷òî äèôôåîìîðôèçì îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òî-
ïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, îïèñûâàþùèõ âñå êëàññû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,
ïðèíàäëåæàùèå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà.

Â 2010 ã. â ðàáîòå [7] Ò.Ì. Ìèòðÿêîâîé è Î.Â. Ïî÷èíêè áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ ñîäåðæàòåëüíîãî êëàññà äèôôåîìîðôèçìîâ îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò óæå
óïîìÿíóòîé ðàáîòû [6] çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè óñëîâèé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè
ñèñòåì íå òîëüêî äëÿ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ äàííîãî êëàññà, íî è
äëÿ �äàë¼êèõ� ñèñòåì. Êðîìå òîãî, â ðàáîòå [8] îïèñàíà ðåàëèçàöèÿ äâóìåðíûõ ñèñòåì ñ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè êàñàíèÿìè.

Â ñëó÷àå ìíîãîîáðàçèé ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ èçâåñòíî ëèøü íåñêîëüêî ðåçóëü-
òàòîâ. Â ðàáîòå Ø. Íüþõàóñà, Æ. Ïàëèñà è Ô. Òàêåíñà [9] ïðèâåäåíî è äîêàçàíî íåîáõî-
äèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ n -ìåðíûõ ìíîãî-
îáðàçèé, ñîäåðæàùèõ îäíó îðáèòó îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ. Â ðàáîòå
Æ. Ïàëèñà è Â. äè Ìåëó [5] ðàññìîòðåíû äèôôåîìîðôèçìû n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
îäíîé îðáèòîé îäíîñòîðîííåãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ è ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ
äèôôåîìîðôèçìîâ â îêðåñòíîñòè. Â ðàáîòå Å. À. Ãðèíåñà è Î. Â. Ïî÷èíêè [4] äîêàçà-
íî íåîáõîäèìîå óñëîâèå òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ, çàäàííûõ íà
ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè 3 è èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êà-
ñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñî-
ïðÿæ¼ííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ òð¼õìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé îðáèòîé
êàñàíèÿ äâóìåðíûõ ñåïàðàòðèñ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ãðàíòû 12-01-00672, 13-01-12452-îôè-ì).

1. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Ψ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 → M3 , çàäàí-
íûõ íà ãëàäêîì òð¼õìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîáðàçèè M3 , ñîõðàíÿþùèõ
îðèåíòàöèþ è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ òî÷åê, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíû;

2) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ òî÷åê σ1, σ2 ∈ Ωf ïåðåñå÷åíèå W s
σ1

∩W u
σ2

íå ïóñòî òîëüêî
â ñëó÷àå, êîãäà dim W s

σ1
= dim W u

σ2
= 2 , ïðè ýòîì îíî ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì

âñþäó, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîé îðáèòû êàñàíèÿ.

Ïóñòü f ∈ Ψ . Äëÿ i ∈ {0, 1, 2, 3} îáîçíà÷èì ÷åðåç Ωi ïîäìíîæåñòâî Ωf , ñîñòîÿùåå èç
òî÷åê p òàêèõ, ÷òî dim W u

p = i . Ïîëîæèì Af =W u
Ω0∪Ω1

, Rf =W s
Ω2∪Ω3

, Vf =M3\(Af∪Rf )

è V̂f = Vf/f . Èç ðåçóëüòàòîâ êíèãè [3] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà Af , Rf , Vf è V̂f ÿâëÿþò-

ñÿ ñâÿçíûìè, V̂f ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì çàìêíóòûì 3-ìíîãîîáðàçèåì è åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ

p
f
: Vf → V̂f ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì, èíäóöèðóþùèì ýïèìîðôèçì η

f
: π1(V̂f ) → Z . Ïîëî-

æèì Ŵs
f =

∪
p∈Ω1

Ŵ s
p è Ŵu

f =
∪

p∈Ω2

Ŵ u
i . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè T̂ ìíîæåñòâ Ŵs

f

è Ŵu
f ÿâëÿåòñÿ η

f
-ñóùåñòâåííûì äâóìåðíûì òîðîì íà ìíîãîîáðàçèè (V̂f , ηf ) , òî åñòü

η
f
(j

T̂ ∗(π1(T̂ ))) ̸= {0} äëÿ âêëþ÷åíèÿ j : T̂ → V̂f . Êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè T̂ s ⊂ Ŵu
f è
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T̂ u ⊂ Ŵu
f ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ëèáî ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, ëèáî ïåðåñåêàþò-

ñÿ íåòðàíñâåðñàëüíî ñ íàðóøåíèåì óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷íîñòè â
îäíîé òî÷êå.

Ïóñòü σ � ñåäëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jσ : R3 → R3

ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì, îïðåäåëÿåìûé æîðäàíîâîé ôîðìîé ëèíåéíîé ÷àñòè äèôôåî-
ìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ . Òî÷êà O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé äèôôåî-
ìîðôèçìà Jσ è èìååò Jσ -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü UJσ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. f -èíâàðèàíòíóþ îêðåñòíîñòü Uσ ñåäëîâîé òî÷êè σ
íàçîâåì C1 -ëèíåàðèçóþùåé, åñëè ñóùåñòâóåò C1 -äèôôåîìîðôèçì ψσ : Uσ → UJσ , ñî-

ïðÿãàþùèé äèôôåîìîðôèçì f
∣∣∣
Uσ

ñ äèôôåîìîðôèçìîì Jσ

∣∣∣
UJσ

.

Ñîãëàñíî ðàáîòå [4] ó ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ ñóùåñòâóåò
ëèíåàðèçóþùàÿ îêðåñòíîñòü.

Äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêîãî êàñàíèÿ, êîòîðûå îáðàçîâàíû â ðåçóëüòàòå êàñàíèÿ äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé. Äëÿ ëþáîé òî÷êè a ∈ A îáîçíà÷èì ÷åðåç σs

a è σu
a ñåäëîâûå òî÷êè òàêèå, ÷òî

a ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé W s
σs
a
è W u

σu
a
äèôôåîìîðôèçìà

f ∈ Ψ . Âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ó σs
a îáÿçàòåëüíî åñòü îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãî-

îáðàçèå, ðàâíî êàê ó σu
a åñòü îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µa

è λa ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîìåðíîìó ñîáñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ äëÿ
Jσs

a
è Jσu

a
ñîîòâåòñòâåííî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè a ∈ A îïðåäåëèì ïàðàìåòð Θa , ãäå Θa =
lnµa

lnλa
. Äîêàçàòåëü-

ñòâî ñëåäóþùåãî ôàêòà ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ñòàòüÿõ [9] è [4].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Åñëè äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåíû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà h òàêîãî, ÷òî h(a) = a′ äëÿ òî÷êè a ∈ A ,
h(σs

a) = σs
a′ , h(σ

u
a) = σu

a′ , òî Θa = Θa′ .

Ïîëîæèì Â = p
f
(A) . Äëÿ â ∈ Â âûáåðåì ëþáóþ òî÷êó a ∈ p−1

f
(â) è ïîëîæèì

Θâ = Θa . Çàìåòèì, ÷òî Θâ íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè â ìíîæåñòâå p−1
f
(â) . Ïîëîæèì

Ĉf = {Θâ, â ∈ Â}.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Íàáîð Sf = (V̂f , ηf
, Ŵs

f , Ŵu
f , Ĉf ) íàçîâåì ñõåìîé äèô-

ôåîìîðôèçìà f ∈ Ψ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ñõåìû Sf è Sf ′ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ Ψ íàçîâåì

ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì φ̂ : V̂f → V̂f ′ ñî ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâàìè:

1) η
f
([c]) = η

f ′
φ̂∗ ;

2) φ̂(Ŵs
f ) = Ŵs

f ′ è φ̂(Ŵu
f ) = Ŵu

f ′ ;

3) Θâ = Θφ̂(â) äëÿ Θâ ∈ Ĉf .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ Ψ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõåìû Sf è Sf ′ ýêâèâàëåíòíû.
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On topological conjugacy of 3-manifolds di�eomorphisms

with one orbit of heteroclinic tangency

c⃝ T. M. Mitryakova3, O. V. Pochinka4

Abstract. In present paper we consider a class of 3-manifolds' di�eomorphisms lying on the
border of a set of gradient-like systems and di�erent from the last not more than one tangencies'
orbits of two-dimensional separatrices. It is proved that for studying di�eomorphisms necessary and
su�cient condition for topological conjugacy of two di�eomorphisms from this class is a coincidence
of classes of equivalence of their schemes and moduli of stability corresponding tangencies' orbits.

Key Words: Topological conjugacy, heteroclinic tangencies, moduli of stability.
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ÓÄÊ 519.245

Ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà

ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ýìóëüñèè

c⃝ Ò. À. Ìèõàéëîâà1, C. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåí ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññà ñîïîëè-
ìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì. Îïèñàí àëãîðèòì, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ìåòîä Ìîíòå-
Êàðëî. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü ðàñ÷åò ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñîïîëèìåðà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, à òàêæå ïðåäñêàçûâàòü çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ
ìîëåêóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê â çàâèñèìîñòè îò êîíâåðñèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîïîëèìåðèçàöèÿ, áóòàäèåí, ñòèðîë, ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîå ðàñïðåäåëå-
íèå, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

1. Ââåäåíèå

Ïðîèçâîäñòâî ïîëèìåðíûõ ìàòåðèàëîâ çàíèìàåò îäíó èç âåäóùèõ ïîçèöèé â ñîâðå-
ìåííîé õèìè÷åñêîé ïðîìûøëåííîñòè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ïðîèçâîäèìûõ â íàñòîÿùåå
âðåìÿ ñèíòåòè÷åñêèõ êàó÷óêîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé áóòàäèåí-ñòèðîëüíûé ñîïîëèìåð, ÷åì
îáúÿñíÿåòñÿ øèðîêèé èíòåðåñ ê âîïðîñàì ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñîïîëèìåðèçàöèè.
Ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñî ñòîðîíû ïîíèìàíèÿ õèìè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé
óñëîâíî âûäåëÿþòñÿ êèíåòè÷åñêèé è ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîäû. Êèíåòè÷åñêèé ìåòîä ìî-
äåëèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëÿ ðàñ÷åòà óñðåäíåííûõ ìîëåêóëÿðíûõ
õàðàêòåðèñòèê[1]. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñîïîëèìåðà áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä, êîòîðûé íåñåò â ñåáå ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî, ïðåäñòàâëÿþùèé
ñîáîé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ïðè ïîìîùè ìîäåëèðîâàíèÿ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí.

2. Àëãîðèòì ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâàíèþ

Â îñíîâå äàííîãî ïîäõîäà ëåæèò èìèòàöèÿ ðîñòà êàæäîé ìàêðîìîëåêóëû è îòñëåæè-
âàíèå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ñ íåé, ÷òî ïîçâîëÿåò íàêàïëèâàòü èíôîðìàöèþ î ñîñòàâå
è äëèíå îáðàçóþùèõñÿ öåïåé ñîïîëèìåðà. Èäåÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ìîäåëèðîâà-
íèþ îñíîâàíà íà ìåòîäå, ïðåäëîæåííîì â 1977 ãîäó àìåðèêàíñêèì ôèçèêîì Gillespie[2].
Îïèøåì àëãîðèòì â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâ.

Øàã 1. Âûïèøåì êèíåòè÷åñêóþ ñõåìó ïðîöåññà ñîïîëèìåðèçàöèè: ðàñïàä èíèöèàòîðà

I
kd−→ 2R,

èíèöèèðîâàíèå àêòèâíûõ öåíòðîâ

R +Mβ kiβ−−→ P β
A(β),B(β),

ðîñò öåïè

Pα
n,m +Mβ kpαβ−−→ P β

n+A(β),m+B(β),

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; T.A.Mihailova@yandex.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Musta�na_SA@mail.ru.
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ïåðåäà÷à öåïè

Pα
n,m + S

kregα−−−→ Qn,m +R,

îáðûâ öåïè ðåêîìáèíàöèåé

Pα
n,m + P β

r,q

krαβ−−→ Qn+r,m+q,

îáðûâ öåïè äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèåì

Pα
n,m + P β

r,q

kdαβ−−→ Qn,m +Qr,q,

ãäå α, β = 1, 2 ; M1,M2 � ìîíîìåðû ïåðâîãî è âòîðîãî òèïà; Pn,m è Qn,m � ñîîòâåòñòâåííî
àêòèâíûå è íåàêòèâíûå öåïè ïîëèìåðà äëèíîé m+ n , ñîñòîÿùèå èç n çâåíüåâ ìîíîìåðà
M1 è m çâåíüåâ ìîíîìåðà M2 ; ki , kp , kreg , kd , kr � êîíñòàíòû ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé
èíèöèèðîâàíèÿ, ðîñòà, ïåðåäà÷è öåïè, äèñïðîïîðöèîíèðîâàíèÿ è ðåêîìáèíàöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî; A(β) = {1, åñëè β = 1; èíà÷å 0} .

Øàã 2. Ïðåîáðàçóåì êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé:
k̃ = k äëÿ ðåàêöèé ïåðâîãî ïîðÿäêà;

k̃ =
k

V ·NA

äëÿ ðåàêöèé âòîðîãî ïîðÿäêà (V � îáúåì ðåàêöèîííîé ñìåñè, NA � ÷èñëî

Àâîãàäðî).
Øàã 3. Âû÷èñëèì ñêîðîñòü êàæäîé ðåàêöèè:

Ri = k̃i ·XA ·XB,

ãäå k̃i � êîíñòàíòà, îïðåäåëÿþùàÿ ñêîðîñòü i -é ðåàêöèè, â êîòîðîé ó÷àñòâóþò ðåàãåíòû
A è B ; XA, XB � êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ (êîëè÷åñòâî ìîëåêóë).
Ïîñðåäñòâîì èõ ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èì îáùóþ ñêîðîñòü ðåàêöèè:

Rsum = R1 +R2 + . . .+Rn,

ãäå n � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé, îáðàçóþùèõ êèíåòè÷åñêóþ ñõåìó ïðîöåññà.
Øàã 4. Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ êàæäîé ðåàêöèè â äàííûé ìîìåíò âðå-

ìåíè:

pi =
Ri

Rsum

, i = 1..n.

Î÷åâèäíî, ÷òî p1 + p2 + . . .+ pn = 1 .
Øàã 5. Ñãåíåðèðóåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå ñëó÷àéíîå ÷èñëî r íà îòðåçêå îò 0

äî 1 è ïîäáåðåì òàêîå çíà÷åíèå k , ÷òîáû èìåëî ìåñòî íåðàâåíñòâî:

k−1∑
i=1

pi < r <
k∑

i=1

pi.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå èìèòàöèîííîãî âûáîðà äîëæíà ïðîèçîéòè ðåàêöèÿ ïîä èí-
äåêñîì k .

Øàã 6. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âûñòðîèì âñþ ñõåìó ïðîâåäå-
íèÿ ðåàêöèè.
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3. Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Àëãîðèòì áûë èñïîëüçîâàí ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññà ýìóëüñèîííîé ñîïîëèìåðèçà-
öèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ðåàêòîðå äî êîíâåðñèè ìîíîìåðîâ 75%. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè
èñïîëüçîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ðåöåïòóðà: îáúåì ðåàêöèîííîé ñìåñè � 3 ò., äîçèðîâêà áóòà-
äèåíà � 70 ìàñ.÷., äîçèðîâêà ñòèðîëà � 30 ìàñ.÷., äîçèðîâêà èíèöèàòîðà (ãèäðîïåðåêèñü
ïèíàíà) � 0.048 ìàñ.÷., äîçèðîâêà ðåãóëÿòîðà (òðåò-äîäåöèë ìåðêàïòàí) � 0.28 ìàñ.÷., ðà-
áî÷èé îáúåì ïîëèìåðèçàòîðà � 10.8 ì 3 .

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ïðîäóêòà ñîïîëèìåðèçàöèè è
ïðåäñêàçûâàòü çíà÷åíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîïîëèìåðà. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ
ñðåäíå÷èñëåííîé è ñðåäíåìàññîâîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû ïîêàçàëè óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñî-
ãëàñîâàíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè èç êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññà (ðèñ. 3.1, ðèñ.
3.2) [3].

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñðåäíå÷èñëåííîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû îò êîíâåðñèè
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñðåäíåìàññîâîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû îò êîíâåðñèè

Òàê êàê â ëþáîì îáðàçöå ïîëèìåðà ïðèñóòñòâóþò ìàêðîìîëåêóëû ðàçíûõ ðàçìåðîâ,
òî äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìîãî ïðîäóêòà âàæíîå çíà÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò êàðòèíà
ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, äåìîíñòðèðóþùàÿ ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâ ìàê-
ðîìîëåêóë ðàçëè÷íîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû. Íà ðèñ. 3.3 ïðåäñòàâëåíà êðèâàÿ âåñîâîãî
ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñîïîëèìåðà ïðè êîíâåðñèè 75%, êîòîðàÿ ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé çàâèñèìîñòü ìåæäó ìîëåêóëÿðíîé ìàññîé è ìàññîâîé äîëåé ôðàêöèé ïîëèìåðà.
Øèðèíà ïèêà êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ïîëèäèñïåðñíîñòè ïîëèìåðà. Ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîå
ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ óçêèì, ò.å. â ñîïîëèìåðå ïðåîáëàäàåò ôðàêöèÿ ñ îïðåäåëåííîé
ìîëåêóëÿðíîé ìàññîé. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå íàáëþäàåòñÿ ïðåîáëàäàíèå ôðàêöèè ñ
ìîëåêóëÿðíîé ìàññîé îêîëî 5 · 104 − 6 · 104 . Ïèê êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ñðåäíå-
÷èñëåííîé ìîëåêóëÿðíîé ìàññû ñîïîëèìåðà.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîå ðàñïðåäåëåíèå ñîïîëèìåðà
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè
èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ïðîäóêòà ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðîëîì â ýìóëüñèè, â
÷àñòíîñòè ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòà ìîëåêóëÿðíî-ìàññîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðîãíîçèðîâàíèå
çàâèñèìîñòåé èçìåíåíèÿ îñíîâíûõ ìîëåêóëÿðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîïîëèìåðà îò êîíâåðñèè
â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ïîäâàëüíûé Ñ.Ë.,Ìîäåëèðîâàíèå ïðîìûøëåííûõ ïðîöåññîâ ïîëèìåðèçàöèè, Õèìèÿ,
Ì., 1979.

2. Gillespie D., �Exact stochastic simulation of coupled chemical reactions�, The Journal of
Physical Chemistry, 1977, �81(25), 2340�2361.

3. Ìèôòàõîâ Ý.Í., Íàñûðîâ È.Ø. Ìóñòàôèíà Ñ.À., �Ðåøåíèå ïðÿìîé è îáðàòíîé êè-
íåòè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ïðîöåññà ýìóëüñèîííîé ñîïîëèìåðèçàöèè áóòàäèåíà ñî ñòèðî-
ëîì�, Âåñòíèê Áàøêèðñêîãî óíèâåðñèòåòà, 2011, �1, 21�24.

Statistical approach to the Emulsion-type

Butadiene-Styrene Copolymerization process
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Abstract. Statistical approach to the modelling of butadiene-styrene copolymerization process has
been considered in the paper. The algorithm, which is based on the Monte-Carlo method has been
described. The mathematical model allows to carry out the calculation of copolymer's molecular-
weight distribution for di�erent instants and predict copolymer's molecular characteristics
depending on conversion.
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ÓÄÊ 621.315.592

Èññëåäîâàíèÿ êèíåòèêè íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé â

ïîëóïðîâîäíèêå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì îïòè÷åñêîì

âîçáóæäåíèè

c⃝ Å. Â. Íèêèøèí1, Å. Å. Ïåñêîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðîâåäåíû òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íåðàâíî-
âåñíîé êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé â ïîëóïðîâîäíèêå ïðè ïåðèîäè÷åñêîì îïòè÷åñêîì
âîçáóæäåíèè. Ðàñ÷åòû ñäåëàíû äëÿ êðåìíèÿ, ëåãèðîâàííîãî çîëîòîì. Ñðåäíåå çíà÷åíèå êîí-
öåíòðàöèè ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé çàâèñèò îò ÷àñòîòû è ôîðìû èìïóëüñîâ âîçáóæäåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåõàíèçìû ðåêîìáèíàöèè, êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè, Si, Au, ðåêîì-
áèíàöèîííûå öåíòðû, ïåðèîäè÷åñêîå âîçáóæäåíèå

Ìåõàíèçìû ðåêîìáèíàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà â êðåìíèè, ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäå-
ëÿþùèå êèíåòèêó ôîòîïðîâîäèìîñòè, èçó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøî. Ïðè ìàëûõ è ñðåäíèõ
óðîâíÿõ èíæåêöèé, êàê ïðàâèëî, èìååò ìåñòî ëèíåéíûé çàêîí ðåêîìáèíàöèè. Òî åñòü ñêî-
ðîñòü ðåêîìáèíàöèè äûðîê gp(t) è ýëåêòðîíîâ gn(t) , êîíöåíòðàöèè êîòîðûõ ∆n è ∆p ,
ïðîïîðöèîíàëüíà èõ èçáûòî÷íîé êîíöåíòðàöèè: gp(t) = ∆p/τp , gn(t) = ∆n/τn . Çäåñü τp è
τn � âðåìåíà æèçíè äûðîê è ýëåêòðîíîâ; ïðè ëèíåéíîì çàêîíå ðåêîìáèíàöèè τp = const è
τn = const . Óâåëè÷åíèå óðîâíåé èíæåêöèè ïðèâîäèò ê íåëèíåéíûì çàêîíàì ðåêîìáèíàöèè
íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà (τp = φp(n, p), τn = φn(n, p)) , îáóñëîâëåííîé ìåæçîííîé
ðåêîìáèíàöèåé, áåçûçëó÷àòåëüíîé ýêñèòîííîé ðåêîìáèíàöèåé, ìåæçîííîé Îæå � ðåêîì-
áèíàöèåé. Íåëèíåéíîñòü çàêîíà ðåêîìáèíàöèè ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ñ ðåêîìáèíàöèåé ÷åðåç
ãëóáîêèå öåíòðû (ðåêîìáèíàöèÿ Øîêëè � Ðèäà), íàëè÷èåì êîíöåíòðàöèé ìåëêèõ äîíîðîâ
è àêöåïòîðîâ [1]�[6].

Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåèçìåííîé ñðåäíåé âåëè÷èíå îñâåùåííîñòè âîçáóæ-
äàþùåãî èçëó÷åíèÿ, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé (ÊÍÍ) è
ýôôåêòèâíîñòü ôîòîðåçèñòîðà, êàê ïðèåìíèêà ñâåòà, óâåëè÷èâàëàñü ñ óâåëè÷åíèåì ÷à-
ñòîòû ìîäóëÿöèè âîçáóæäàþùåãî èçëó÷åíèÿ. Îáúÿñíåíèå ýôôåêòà ñâÿçàíî ñ íåëèíåéíîé
ðåêîìáèíàöèåé. Êèíåòè÷åñêèå ïðîöåññû ìîäåëèðîâàëèñü íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû èçìåíåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÊÍÍ â
ïîëóïðîâîäíèêå ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ñâåòà, ïðè óñëîâèè ïîñòîÿííîé ñðåäíåé
îñâåùåííîñòè, ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íîé ñêîðîñòüþ ïðîöåññîâ ðàçãîðàíèÿ è çàòóõàíèÿ ôîòî-
ïðîâîäèìîñòè, è, ñîîòâåòñòâåííî, ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìè âðåìåíè íàðàñòàíèÿ (τi) è
çàòóõàíèÿ (τa) . Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò ïðè âîçáóæäåíèè ãàçîðàçðÿäíûõ èñòî÷-
íèêîâ ñâåòà âûñîêî÷àñòîòíûìè ìîäóëèðîâàííûìè ýëåêòðîìàãíèòíûìè èìïóëüñàìè. Èçìå-
íåíèå ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ èíòåíñèâíîñòè ñâå÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,
ÊÏÄ èñòî÷íèêà ïðè ïîñòîÿííîé ïîäâîäèìîé ìîùíîñòè [8].

Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè îò ïåðèîäà âîçáóæäàþ-
ùèõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ. Ïîëàãàëîñü, ÷òî ïîâåðõíîñòíûå ÿâëåíèÿ ñëàáî ñêàçûâàþòñÿ
íà ðåêîìáèíàöèîííûõ ÿâëåíèÿõ, òàê æå îòñóòñòâóþò íåîäíîðîäíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè
äåôåêòîâ è ïðèìåñåé â îáúåìå ïîëóïðîâîäíèêà. Ýòî áåç ñóùåñòâåííîãî îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êèíåòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
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äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dn

dt
= g(ωt)−Rn(p, n), (1.1)

dp

dt
= g(ωt)−Rp(p, n), (1.2)

dfj
dt

= σnj(n(1− fj)− n1jfj)− σpj(pfj − p1j(1− fj)), (1.3)

Rn(p, n) = A(pn− n2
i ) +Bnn(np− n2

i ) +Bpp(np− n2
i ) +

∑
j

[Njσnj(n(1− fj)− n1jfj))], (1.4)

Rp(p, n) = A(pn− n2
i ) + Bnn(np− n2

i ) +Bpp(np− n2
i ) +

∑
j

[Njσpj(pfj − p1j(1− fj))], (1.5)

çäåñü g(ωt) � òåìï ãåíåðàöèè íîñèòåëåé çàðÿäà, ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ c ïåðèîäîì
T = 2π/ω ; Rn(p, n) è Rp(p, n) � ñêîðîñòè ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê; n1j è
p1j ÷èñëåííî ðàâíû êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê, êîãäà óðîâåíü Ôåðìè ñîâïàäàåò ñ
óðîâíåì ëîâóøêè; Nj è fj � êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñíûõ öåíòðîâ j � òèïà è âåðîÿòíîñòü
íàõîæäåíèÿ íà íåì ýëåêòðîíà; σnj è σpj � âåðîÿòíîñòè çàõâàòà ýëåêòðîíîâ è äûðîê
ïðèìåñíûìè öåíòðàìè; A , Bn , Bp � êîýôôèöèåíò ìåæçîííîé ðåêîìáèíàöèè è êîýôôè-
öèåíòû Îæå-ðåêîìáèíàöèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå òåìïà ãåíåðàöèè, âûçâàííîãî îïòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì, âûáèðàëîñü

íå çàâèñÿùèì îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ: < gi >=
t+T∫
t

gi(ωt) dt/T = const Âîçáóæ-

äåíèå îñóùåñòâëÿëîñü èìïóëüñàìè ðàçëè÷íîé ôîðìû, âèä êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1.
Äëÿ êðèâîé 1 èìååì g1(ωt) =< g > (1−cos(2πt/T )) . Äëÿ êðèâîé 2 � g2(ωt) = 2 < g > ïðè
(n+1/4)T < t < (n+1/4)T+T/2∪g2(ωt) = 0 ïðè (n+1/4)T+T/2 < t < (n+1/4)T+T . Äëÿ
êðèâîé 3 � g3(ωt) = 3.14 < g > | cos(2πt/T )| ïðè (n+1/4)T < t < (n+1/4)T+T/2∪g3(ωt) =
0 ïðè (n + 1/4)T + T/2 < t < (n + 1/4)T + T . Äëÿ êðèâîé 4 � g4(ωt) = 6 < g > ïðè
(n+1/4)T < t < (n+1/4)T + T/6∪ g4(ωt) = 0 ïðè (n+1/4)T + T/6 < t < (n+1/4)T + T .

Ðèñ. 1 Ôîðìà èìïóëüñîâ âîçáóæäåíèÿ.

Íà ðèñ. 2à è 2á ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè íåðàâíîâåñíûõ êîíöåíòðàöèé ýëåêòðîíîâ
è äûðîê îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ èìïóëüñîâ ñâåòà îäèíàêîâîé ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè,
òåìï ãåíåðàöèè êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè ïðèâåäåííûìè âûøå. Ðàñ÷åòû ïðîâå-
äåíû äëÿ ïîëóïðîâîäíèêà, ïàðàìåòðû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò êðåìíèþ ëåãèðîâàííîìó
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çîëîòîì è ìåëêèìè ïðèìåñíûìè öåíòðàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ óðîâíÿìè ïðèëèïàíèÿ. Èçâåñò-
íî, ÷òî çîëîòî â êðåìíèè ÿâëÿåòñÿ àìôîòåðíîé ïðèìåñüþ, òî åñòü, ôîðìèðóåò äîíîðíûé
(Ev +0.35 eV ; (0/+)) è àêöåïòîðíûé (Ec− 0.55 eV ; (−/0)) ãëóáîêèå óðîâíè [2]. Â ðàáîòå
[1] ïîêàçàíî, ÷òî â êðåìíèè n -òèïà çà ýòè óðîâíè îòâå÷àþò ðàçíûå öåíòðû. Â ÷àñòíî-
ñòè, àêöåïòîðíûé óðîâåíü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îáðàçîâàíèÿ ïàð ñ ìåëêèìè äîíîðàìè.
Âåðîÿòíîñòè çàõâàòà ýëåêòðîíîâ è äûðîê ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû: σna = 1, 7 · 10−9ñì3ñ−1 ,
σpa = 1, 1 ·10−7ñì3ñ−1 , σnd = 6, 3 ·10−8ñì3ñ−1 , σpd = 2, 4 ·10−8ñì3ñ−1 [2]. Ñóùåñòâóåò òàê æå
äîñòàòî÷íî ìåäëåííàÿ ðåàêöèÿ çàõâàòà ýëåêòðîíà íåéòðàëüíûì äîíîðíûì öåíòðîì çîëîòà
[6]. ×èñëåííûìè ìåòîäàìè èññëåäîâàëèñü óðàâíåíèÿ 1 � 3, çàòåì ðàññ÷èòûâàëèñü ñðåäíèå
çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ýëåêòðîíîâ è äûðîê. Äëÿ êðèâûõ ðèñ. 2à, 2á èñïîëüçîâàíû ñëåäó-
þùèå ïàðàìåòðû: Na = 1016ñì−3 , Nd = 1014ñì−3 , < g >= 1020ñì−3ñ−1 , n0 = 1011ñì−3 .

à)

á)

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê îò ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ âîçáóæ-
äàþùèõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ: 1 � g = g1(ωt) ; 2 � g = g2(ωt) ; 3 � g = g3(ωt) ; 4 �
g = g4(ωt) .

Ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ, êîãäà ω ÊÍÍ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç
ñèñòåìû óðàâíåíèé:

g(ωt)−Rn(p, n) = 0, (1.6)

g(ωt)−Rp(p, n) = 0, (1.7)

σnj(n(1− fj)− n1jfj)− σpj(pfj − p1j(1− fj)) = 0, (1.8)
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ñðåäíåå çíà÷åíèå ÊÍÍ:

< p >= (T )−1

t+T∫
t

p(ωt) dt, < n >= (T )−1

t+T∫
t

n(ωt) dt. (1.9)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ÊÍÍ ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

< g(ωt) > −Rn(< p >,< n >) = 0, (1.10)

< g(ωt) > −Rp(< p >,< n >) = 0, (1.11)

σnj(< n > (1− < fj >)− n1j < fj >)− σpj(< p >< fj > −p1j(1− < fj >)) = 0, (1.12)

Êîíöåíòðàöèÿ ýëåêòðîíîâ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ïðåâûøàåò êîíöåíòðàöèþ èçáûòî÷-
íûõ äûðîê. Â ñâÿçè ñ ýòèì çàâèñèìîñòè óäåëüíîé ïðîâîäèìîñòè îò ÷àñòîòû ïîâòîðÿþò
çàâèñèìîñòè èçáûòî÷íîé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ îò ÷àñòîòû. Ïåðåõîä ñèñòåìû îò ðàâ-
íîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ ê ñòàöèîíàðíîìó õàðàêòåðèçóåò ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè τi ; îò ñòàöèî-
íàðíîãî ê ðàâíîâåñíîìó � τa . Åñëè τa > τi , òî ñðåäíåå çíà÷åíèÿ ÊÍÍ óâåëè÷èâàåòñÿ
ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû ñëåäîâàíèÿ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, åñëè τa < τi , òî � óìåíüøà-
åòñÿ. Äëÿ êðèâûõ 1 � 4 ðèñ. 2à âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî τan > τin . Ïðè ýòîì ñðåäíåå
çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû. Äëÿ êðèâûõ 1
� 4 ðèñ. 2á âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî τap < τip . Ïðè ýòîì ñðåäíåå çíà÷åíèå êîíöåíòðà-
öèè äûðîê óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû. Ïî çàâèñèìîñòÿì < p >=< p(ω) > ,
< n >=< n(ω) > ìîæíî ñóäèòü î çàêîíå ðåêîìáèíàöèè ýëåêòðîíîâ è äûðîê.

Íà çàâèñèìîñòè < p >=< p(ω) > , < n >=< n(ω) > ñóùåñòâåííî âëèÿåò ôîðìà
ñâåòîâîãî èìïóëüñà, òî åñòü âèä ôóíêöèè g = g(ωt) . Ââåäåì ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè äëÿ âîçáóæäàþùåãî èìïóëüñà. Èñïîëüçóåì ïðè ýòîì îòíîñèòåëü-
íûå åäèíèöû:

< τ >=
1

< g(2πτ) >

2π∫
0

τ · g(2πτ) dτ, D =
1

< g(2πτ) >

2π∫
0

(τ− < τ >)2 · g(2πτ) dτ. (1.13)

Äëÿ èìïóëüñîâ 1 � 4, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 1 ñîîòâåòñòâåííî èìååì: < τ1 >= 0.5 ,
< τ2 >= 0.5 , < τ3 >= 0.5 , < τ4 >= 1/3 , D1 = 0.033 , D2 = 0.021 , D3 = 0.012 ,
D4 = 2.36 · 10−3 . Óìåíüøåíèå âåëè÷èíû äèñïåðñèè èìïóëüñîâ âîçáóæäåíèÿ ïðèâîäèò ê
óâåëè÷åíèþ îòíîøåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè íåðàâíîâåñíûõ ýëåêòðîíîâ ïðè
áîëüøèõ ÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ ê èõ ñðåäíåé êîíöåíòðàöèè ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ. Äëÿ
íåðàâíîâåñíûõ äûðîê îòíîøåíèå àíàëîãè÷íûõ êîíöåíòðàöèé óìåíüøàåòñÿ.
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ÓÄÊ 519.71

Äîîïðåäåëåíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé â

îáëàñòÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ

c⃝ Â. È. Ñàôîíêèí1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷åíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñòðîèòñÿ íà çàìåíå èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñèñòåì, â êàæäîé èç êîòîðûõ óïðàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé uν , ν = 1, 2, .... , ïðè-
íàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó U(t, x) ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ,
óïðàâëåíèå

1. Ââåäåíèå

Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé òðåáóþò ñî-
îòâåòñòâóþùåãî äîîïðåäåëåíèÿ ìîäåëåé ðåàëüíûõ ñèñòåì êàê â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñò-
íîñòè ìíîãîîáðàçèé ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè, òàê è íà ñàìèõ ýòèõ ìíîãîîáðàçè-
ÿõ. Êàæäûé âèä ïðèíèìàåìîãî äîîïðåäåëåíèÿ äèêòóåòñÿ èëè ñóùåñòâóþùèì ðåæèìîì
ïîâåäåíèÿ ðåàëüíîé ñèñòåìû, èëè òåì, êîòîðûé ìû õîòåëè áû ñèíòåçèðîâàòü â ìîäåëè.
Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ è èñïîëüçóåìûå â èññëåäîâàíèè ñèñòåì, ÷àùå âñå-
ãî áàçèðóþòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè ¾ìãíîâåííîãî¿ ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî îðãàíà â
ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, ÷òî, êàê èçâåñòíî, íå íàáëþäàåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíî-
ãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ è òåì ñàìûì óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îäíîé
îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â ñìåæíóþ îáëàñòü, ÷òî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì ïðè
îðãàíèçàöèè ¾ñêîëüçÿùèõ¿ ðåæèìîâ è äðóãèõ ðåæèìîâ â îáëàñòÿõ çàïàçäûâàíèÿ ñðàáà-
òûâàíèÿ óïðàâëÿþùåãî îðãàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî îáîáùåííîé ìîäåëüþ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

dx

dt
= f(t, x, u(t, x)), (1.1)

ãäå x ∈ Rn , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ u(t, x), u ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðûõ ïîâåðõíîñòÿõ
Sj j = 1, 2, ..., l â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0, T ]×Rn , çàäàâàåìûõ óðàâíåíèÿìè
sj(x1, ..., xn) = 0 è ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ìíîæåñòâà Mj ìåðû íóëü, ñîñòîÿùèå èç òî÷åê
ãðàíèö îáëàñòåé sj(x) > 0 è sj(x) < 0 . Ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
âïëîòü äî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Èññëåäîâàíèÿ ñèñòåì âèäà (1.1) ïðè çàäàííîì âèäå ôóíêöèè u(t, x) â êîíå÷íîì ñ÷åòå
ñâîäÿòñÿ ê åå äîîïðåäåëåíèþ íà ìíîãîîáðàçèÿõSj . Ïðè ýòîì ïðèõîäèòñÿ ñ÷èòàòüñÿ ñ òåì,
÷òî ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ (íàïðèìåð [3],[7] è äð.) ïðèâîäÿò ê èçëèøíå
èäåàëèçèðîâàííûì ìîäåëÿì, êîòîðûå íå ïîçâîëÿþò â ïîëíîé ìåðå îöåíèòü òàêèå âàæíûå
äëÿ ïðàêòèêè ïàðàìåòðû, êàê ôàêòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðîöåññà â ðåæèìàõ ñêîëüæåíèÿ è â

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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ïðîöåññàõ áëèçêèõ ê íèì, à òàêæå îïðåäåëèòü äîïóñòèìûå ðàçìåðû ó÷àñòêîâ ïðîøèâàå-
ìîñòè ïðè îáåñïå÷åíèè ðåæèìà èõ ôîðñèðîâàíèÿ è äðóãèå.

Ó÷èòûâàÿ ðåàëüíûå ïðîöåññû â ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðè ïåðåõîäå òðà-
åêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ óïðàâ-
ëåíèÿ u(t, x) â âèäå: u(t, x) = u+(t, x) ïðè s(x) > δ ; u(t, x) = u−(t, x) ïðè sj(x) < −δ ,
s(x) = 0 . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèè u+(t, x) è u−(t, x) íåïðåðûâíû â
îáëàñòÿõ îïðåäåëåíèÿ è äèôôåðåíöèðóåìû ïî îáåèì ïåðåìåííûì â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íî-
ñòè. Èç âèäà ôóíêöèè u(t, x) ñëåäóåò, ÷òî â îáëàñòè |s(x)| ≤ δ ñîõðàíÿåòñÿ òî çíà÷åíèå,
êîòîðîå îíà èìåëà íàêàíóíå ïðåäûäóùåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè âî âðåìÿ íåîäíî-
êðàòíîãî ïåðåõîäà ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ èìååì
äåëî ñ äâóìÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ïåðåêëþ÷åíèÿ S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ óïðàâ-
ëåíèÿ u(t, x) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ.

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, ââåäåì íåñêîëüêî ïîíÿòèé è îïðåäåëåíèé. Ïðè
ýòîì íàðÿäó ñ ìíîãîîáðàçèÿìè S+(s(x) − δ = 0) è S−(s(x) + δ = 0) áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü ìíîãîîáðàçèå S(s(x) = 0) , êàê ìíîãîîáðàçèå ìåðû íóëü, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîãî
ðàâíî óäàëåíà îò áëèæàéøèõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) . Òîãäà ýòè ìíîãîîáðàçèÿ
áóäóò ÿâëÿòüñÿ ãðàíèöåé δ− îêðåñòíîñòè (Sδ) ìíîãîîáðàçèÿS(s(x) = 0) . ×åðåç (S+)ε è
(S−)ε îáîçíà÷èì ε - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì
áóäåì ïîëàãàòü ε < δ .

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1.1) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, uν(t, x)), ν = 1, 2, ... , uν(t, x) ∈ U(t, x) , (1.2)

ãäå ôóíêöèè uν(t, x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ìíîæåñòâî
U(t, x) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå. Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü óòâåð-
æäåíèÿ: åñëè ìíîæåñòâî U(t, x) â òî÷êàõ ðàçðûâà ñîäåðæèò âñå òî÷êè, ïðåäåëüíûå äëÿ
ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà νk ∈ U(tk, xk) , ãäå tk → t , k = 1, 2, .... , (t, x) ∈ S− , òî
ñèñòåìà (1.2) ðàâíîñèëüíà ñèñòåìå (1.1). Ââåäåííóþ â (1.2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïðåðûâ-
íûõ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé

uν(t, x) ∈ U(t, x), ν = 1, 2, ... (1.3)

áóäåì ñ÷èòàòü àïïðîêñèìèðóþùåé äëÿ ôóíêöèè u(t, x) â îãðàíè÷åííîé çàìêíóòîé îá-
ëàñòè G ∈ Rn ïðè t ∈ [t0, t0 + T ] . Êðîìå òîãî, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.3) ñõî-
äèòñÿ ðàâíîìåðíî â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè S− < 0 è S+ > 0 ê çíà÷åíèþ u−(t, x) èëè
u+(t, x) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êàæäîé êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1.3) â ñèñòåìå (1.1)
îòâå÷àåò îäíî ðåøåíèå x(t : t0, x0) èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåøåíèé xν(t) , ν = 1, 2, ... Ýòî
ðåøåíèå áóäåì ïðåäñòàâëÿòü êàê ÷àñòè÷íûé ïðåäåë

x(t : t0, x0) = lim xν(t), ν = 1, 2, ... , (t0, x0) ∈ (S−)ε. (1.4)

Ìíîæåñòâî ïðåäåëîâ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì ÷åðåç X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Çà ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ìîæíî ïðèíèìàòü ëþáóþ
àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ x(t) ∈ X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ïîä δ− ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì ñèñòåìû (1.1) áóäåì ïî-
íèìàòü òàêîå åå ïîâåäåíèå, êîãäà òðàåêòîðèè, ïðèøåäøèå èõ ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèé S−(t) èëè S+(t) , ïîïàäàþò â δ− îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S â ìîìåíò t = tp
è îñòàþòñÿ â íåé ïðè t > tp .
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Â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèé uν(t, x) ∈ U(t, x) ñèñòåìà (1.1), à, ñëåäîâàòåëüíî, è ñèñòåìà
(1.2), ðàâíîñèëüíû äèôôåðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

dx

dt
∈ F (t, x, u(t, x)), (1.5)

ãäå t ∈ [t0, T ] , x ∈ Rn , u ∈ U(t, x) , U ⊂ Rm - êîìïàêò.
Ïðè ýòîì ïðàâàÿ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ (1.5) äîëæíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

à) F (t, x, u) - âûïóêëûé êîìïàêò ïðè âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ]×Rn ×Rm ;
á) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x, u) 7→ F (t, x, u) íåïðåðûâíî â òî÷êå p ∈ Rn ïî ñîâî-
êóïíîñòè àðãóìåíòîâ â õàóñäîðôîâîé ìåòðèêå;
â) ìíîæåñòâî F (t, x, u) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå äëÿ âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ] ×
Rn ×Rm .

Íàëàãàåìûå óñëîâèÿ à), á) è â) âûòåêàþò èç ñâîéñòâ ôóíêöèè uν(t, x) ∈ U(t, x) è èç
âûïîëíåíèÿ òðåáîâàíèé ïðè ëþáîì äîîïðåäåëåíèè ñèñòåìû (1.1).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Êàê èçâåñòíî, îòëè÷èòåëüíîé ÷åðòîé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî
èõ ïîâåäåíèå, êàê â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè, òàê è íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçðûâà óïðàâëÿþ-
ùåé ôóíêöèè u(t, x) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò õàðàêòåðà ïîâåäåíèÿ ðåãóëèðóþùåãî îðãàíà
ðåàëüíûõ ñèñòåì â îáëàñòÿõ ïåðåëîæåíèÿ �ðóëåé� ñ òåêóùåãî èõ ïîëîæåíèÿ íà ïðîòèâî-
ïîëîæíîå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî òàê äîîïðåäåëèòü ñèñòåìó ïóòåì íàëîæåíèÿ óñëîâèé íà
óïðàâëåíèå, âûïîëíåíèå êîòîðûõ îáåñïå÷èâàëî áû ïåðåõîä òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíî-
çíà÷íîñòè â îáëàñòü |S(t, x)| ≤ δ è ñîõðàíåíèå â íåé äâèæåíèÿ â òå÷åíèå îïðåäåëåííîãî
âðåìåíè. Î÷åâèäíî, îáåñïå÷åíèå òàêèõ òðåáîâàíèé çàêëþ÷àåòñÿ â íåîáõîäèìîñòè òàêîãî
äîîïðåäåëåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè óïðàâëåíèé u(t, x) è â îïðåäåëåíèè òàêîé òîïîëîãèè
ìíîãîîáðàçèé S+(t) è S−(t) , êîòîðûå ñïîñîáíû áûëè áû îáåñïå÷èâàòü ðåæèì ¾ñêîëüæå-
íèÿ¿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 1.2. (ñì. âûøå). Íàñêîëüêî âàæíî îáåñïå÷åíèå òàêîãî
ðåæèìà, âûòåêàåò èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé [2],[6].

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Âíà÷àëå äîïîëíèòåëüíî ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {ẋ(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ðåøåíèé xν(t : t0, x0) , (t0, x0) ∈ (S−)ε è âõîäÿùèõ â äîñòàòî÷íî ìàëóþ
îêðåñòíîñòü òî÷êè (tp, xp) ∈ S− èç îáëàñòè S− < 0 , áóäåì íàçûâàòü âõîäíûì êîíóñîì
Cbx äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uν ∈ Ubx ⊂ U, ν = 1, 2, ...Òî÷êó (tp, xp) ∈ S− áóäåì íàçû-
âàòü òî÷êîé ïàäåíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ è îáùåé âåðøèíîé êàê âõîäíîãî, òàê è âûõîäíî-
ãî êîíóñà. Îáðàçóþùèìè òàêîãî êîíóñà ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû f−(t, x, u−(t, x)) = lim f(t, x∗)
(x∗ → xp , x∗ ∈ S− < 0) è f(t, x, ueq) , ãäå ueq ∈ U(t, x) , ïîëó÷åí ïðè äîîïðåäåëåíèè
(íàïðèìåð, [1]) ñèñòåìû (1.1) íà ìíîãîîáðàçèè S−(s(x)− δ = 0).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {ẋ(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîäìíîæå-
ñòâó U∗

bx ⊂ Ubx , áóäåì íàçûâàòü âõîäíûì ïîäêîíóñîì C∗
bx êîíóñà Cbx .

Ðàçîáüåì èíòåðâàë [ t0, tp ] òî÷êàìè tνk ∈ [t0, tp] , k = 1, 2, ... ν = 1, 2, ... , ãäå èíäåêñ
ν ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ uν(t, x) , à òî÷êè (tk, xk) ëåæàò íà ãðàôèêàõ ýòîãî ðåøåíèÿ è
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ïðèíàäëåæàò ãðàíèöå îêðåñòíîñòè (S−)ε(xk) . Òàêèì îáðàçîì, ïðè (tk, xk) → (tp, xp) ãðà-
íèöà îêðåñòíîñòè (S−)ε(xk) ñòðåìèòñÿ ê ìíîãîîáðàçèþ S− .

Èç âûøå ïðèâåäåííûõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t) , îò-
âå÷àþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì uν(t, x) , èìåþò ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè (tν∗, x

ν
∗) ∈ S− â

äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ( (S−)ε(x) , ρ(x, S−) ≤ ε) òî÷êè (tp, xp) ∈ S− .
Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {xν(t)} , îòâå÷àþùèõ ïîäìíîæåñòâó U∗

bx è
èìåþùèõ ïðåäåëîì òî÷êó. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ïîäìíîæåñòâî U∗
bx ⊂ Ubx îáðàçóåò ñõîäÿùóþñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü uνbx ∈ Ubx , ν = 1, 2, , , ,òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xνbx , îòâå÷àþùàÿ ïîäìíîæå-
ñòâó U∗

bx , èìååò îäíó ïðåäåëüíóþ òî÷êó.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê âñå ôóíêöèè uνbx ∈ Ubx ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû ïðè
âñåõ t ∈ [tνk, tp] , à (tk, xk) , k = 1, 2, ... - òî÷êè íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà (S−)ε(xk) , òî ìíîæåñòâî
{ẋν} òàêæå îãðàíè÷åíî, òî åñòü èìååò ìåñòî |ẋν | ≤ maxF (t, x, η) = M , M − Const . À
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé xν(t : tνk, x

ν
k) îãðàíè÷åíà, òî åñòü èìååò

ìåñòî |xν(t)| = |xνk| +M(tp − tνk) . Èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê
íà òðàåêòîðèÿõ, îòâå÷àþùèõ ìíîæåñòâó U∗

bx ⊂ Ubx , ñõîäèòñÿ ê òî÷êå (tp, xp) ∈ S− , ò.å.
limxν(t : tνk, x

ν
k) = x(tp) , ν = 1, 2, ...Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ïîäìíîæåñòâà U∗

bx ⊂
Ubx ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì óñëîâèé òåîðåìû Àðöåëÿ [7]. ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè âñå ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t : tνk, x
ν
k) ðàâíî-

ìåðíî îãðàíè÷åíû è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [tνk, tp] , ê òîìó æå èìå-
þò îäèí è òîò æå ïðåäåë, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uνbx ∈ Ubx ñõîäÿòñÿ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèé òåîðåìû ñëåäóåò |f(t, x, u(t, x))| ≤
M1 . Êðîìå òîãî |ẋν | ≤ max |F (t, x, u)| = M1 , |xν(t)| ≤ |x0| +M1(tp − t0) . Îòêóäà ñëåäóåò
|u(t, x)| ≤ M ïðè t0 ≤ t ≤ tp . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uνbx ∈ Ubx íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ. Òîãäà èç ðàâíîìåðíî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xν(t) ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî M − Const , ÷òî
èìååò ìåñòî |xν(t) ≤ |xνk|| +M(tp − tνk) . Îòêóäà èìååì {|ẋ|} ≤ max |F (t, x, uνk(t, x)| = M1 ,
uνk ∈ U∗

bx . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî f(t, x, uνk) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ. Åñ-
ëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè uνbx ∈ Ubx íå ÿâëÿþòñÿ ñõîäÿùèìèñÿ, òî ñðåäè
ìíîæåñòâà U∗

bx íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëüíîé òî÷êè äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. À ýòî,
ñîãëàñíî Òåîðåìû 3.1., îçíà÷àåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xν(t) íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.
Òîãäà ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïóñòü óðàâíåíèå

dx

dt
= f(t, x, ueg) (3.1)

ïîëó÷åíî â ïðîöåññå äîîïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà ìíîãîîáðàçèè S− îäíèì èç ìåòîäîâ
[7] , ãäå ueg ñîîòâåòñòâóåò âåêòîðó ñêîðîñòè , ðàñïîëîæåííîìó íà êàñàòåëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ê ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ â òî÷êå (tp, xp) . Ïîêàæåì, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ íà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uν(t, x) è íà îòîáðàæåíèå F (t, x, u(t, x)) â (1.3) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé òåîðåì 3.1. è 3.2., ëþáîå ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà {xν(t)} ïðèáëèæàåòñÿ ïðè tνk → tp ê
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (3.1) íà ñêîëü óãîäíî ìàëóþ âåëè÷èíó.

Ò å î ð å ì à 3.3. Ïóñòü xν(t, tν∗, x
ν
∗) - îäíî èç ðåøåíèé ìíîæåñòâà {xν(t)} , îò-

âå÷àþùåå ôóíêöèè uν(t) ∈ U∗
bx , à x0(t : t0s, x

0
s) - ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) íà ìíîãîîáðàçèè
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S− , (t0s, x
0
s) ∈ S− . Òîãäà, åñëè äëÿ ∀ε > 0 ∃δ > 0 òàêèå, ÷òî |tν∗ − tνs | < δ , |xν∗ − x0s| < δ ,

ρ(uν∗, ueg) < δ , òî êàæäîå ðåøåíèå xν(t) îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ x0(t) íå áîëåå ÷åì íà
âåëè÷èíó ε .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ u(t, x) ðàçðûâíàÿ â òî÷êå
(tp, xp) ∈ S− è íåïðåðûâíà â òî÷êàõ (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) ïðè tνk → tp , òî íàéäåòñÿ òàêàÿ

òî÷êà íåïðåðûâíîñòè, ÷òî f 0(tp, xp, ueg(tp, xp)) ∈ [f(tν∗, x
ν
∗, u

ν)]δ , ò.å. ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øèõ k = 1, 2, ... òî÷êè íà ãðàôèêàõ ðåøåíèé ñîäåðæàòüñÿ â ε0 , ε0 ∈ [0, ε] îêðåñòíîñòè òî÷êè
(tp, xp) ∈ S− . Òîãäà ñîãëàñíî Òåîðåìå 3.1. ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ k òî÷êè f(tνk, x

ν
k) áóäóò ñîäåðæàòüñÿ â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîæå-

ñòâà F (tε, xε) , òî÷êà (tε, xε) ∈ (S−)ε . Åñëè ýòî íå òàê, òî äëÿ íåêîòîðîãî ε0 íàøëàñü áû
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê f(tνk, x

ν
k) íå ñîäåðæàùàÿñÿ â (F (tε, xε))ε0 . Êàê èçâåñòíî [5],

èç ýòîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü äðóãóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü f(tνkj , x
ν
kj
) ,

(k = 1, 2, ..., j = 1, 2, ...) , êîòîðàÿ ïðè (tνkj , x
ν
kj
) → (tνk, x

ν
k) , áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê íåêîòîðîìó

ïðåäåëó λ ∈ F (tνk, x
ν
k) ∈ F (tε, xε) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ: ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

f(tνk, x
ν
k) íå ñîäåðæèòñÿ â ε0 - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà F (tε, xε) . ×òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.
Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äâèæåíèé â îêðåñòíîñòÿõ ìíîãîîáðàçèé ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé

ôóíêöèè èçîáðàæåíî íà ðèñóíêå 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ â δ− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ S .

Óñëîâèå ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè â îá-
ëàñòü ∥S(x) ≥ δ∥ .

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òðåáóåò óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ òðàåêòîðèÿ, ïðè-
øåäøàÿ èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè u(t, x) â îêðåñòíîñòü òî÷êè ïàäåíèÿ (tp, xp) ∈
S− , ñìîæåò ïåðåéòè â îáëàñòü ∥S−(x)∥ ≤ δ .

Ââåäåì ïîíÿòèå âåêòîðà ðàçðûâà â íàøåì ñëó÷àå äëÿ òî÷åê ïîâåðõíîñòè S− .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ïîä âåêòîðîì ðàçðûâà r(t, x) ïðåäåëüíîãî âåêòîðà
f−(t, x, u−(t, x)) è âåêòîðà ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ f 0(t, x, ueg) ïðè (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) áóäåì

ïîíèìàòü

r(t, x) = f 0(t, x)− f−(t, x). (3.2)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



Äîîïðåäåëåíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé â îáëàñòÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ . . . 95

Î÷åâèäíî, ïåðåõîä ðåøåíèé x(t : tνkx
ν
k) èç îêðåñòíîñòè òî÷êè (tp, xp) ∈ S− íà ìíîãîîá-

ðàçèå S− ìîæåò ïðîèçîéòè â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) èëè óðàâíåíèÿ (1.2)
èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü. Â ðàáîòå [7] ïîêàçàíî, ÷òî ýòî ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè
óñëîâèè, êîãäà âåêòîð r(t, x) íàïðàâëåí ïî íîðìàëè N , ïðîâåäåííîé ê ïîâåðõíîñòè S− â
òî÷êå (tp, xp) , â ñòîðîíó ýòîé ïîâåðõíîñòè, ò.å. rN(t, x) ≤ 0 . rN(t, x)− ïðîåêöèÿ âåêòîðà
íà íîðìàëü.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåì 1 è 2, êðîìå òîãî, äëÿ ñè-
ñòåìû (1.1) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü [7], à òî÷êà (tp, xp) íå ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé êàñàíèÿ ðåøåíèÿ x(t : tνk, x

ν
k) c ïîâåðõíîñòüþ S− ïðè (tνk, x

ν
k) → (tp, xp) , òî òðàåê-

òîðèè äâèæåíèÿ xν(t) èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ëèáî ïåðåõîäÿò â îáëàñòü
∥S(x)∥ ≥ δ , ëèáî áóäóò ïðèíàäëåæàòü ýòîìó ìíîãîîáðàçèþ.

Èç âûäâèíóòûõ óñëîâèé è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f 0
N = 0 ñëåäóåò

|f 0(t, x, ueg)− f(t, x, u(tνk, x
ν
k))| ≤ m |xp − xνk| , ãäå xνk ∈ (S−)ε , m − const . Èìåÿ â

âèäó òî, ÷òî f(tνk, x
ν
k, u

ν) → f 0(tp, xpueg) ïðè xνk → xp , à òàêæå âûïîëíåíèå óñëîâèé
S−
t + Sxf

− ̸= 0 (Ṡ−(x) ̸= 0) è f−
N (t, x) > 0 , òî÷êà (tp, xp) áóäåò ÿâëÿòüñÿ òî÷êîé �ñðûâà�

òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ëèáî íà ñàìó ïîâåðõíîñòü S− ,
ëèáî â îáëàñòü ∥S(x)∥ < δ .

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), äîñòèãíóâ ïîâåðõíîñòè S− , íå
ìîãóò ñîéòè îïÿòü â îáëàñòü S− < 0 â ñèëó òåîðåìû 3.3..

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Âûøå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïåðåõîäà òðàåêòîðèé èç îáëàñòè
S− < 0 â îáëàñòü ∥S(x)∥ < δ . Áåç êàêèõ ëèáî èçìåíåíèé âûøå ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ
ïåðåíîñÿòñÿ íà îáëàñòü S+ > 0 . Âûïîëíåíèå òðåáîâàíèé â îáîèõ ñëó÷àÿõ è åñòü òå
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè ïîïàäàþò âîâíóòðü îáëàñòè ∥S(x)∥ < δ .

Ï ð è ì å ð 3.1.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ âèäà
dx1

dt
= x2,

dx2

dt
= bf(σ), ãäå f(σ) = mïðè σ > l2, f(σ) = −mïðè σ < −l1, (*)

ãäå m, l1, l2 - ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, σ = c1x1 + c2x2 , c1 · c2 < 0 . Òîãäà ìíîãîîáðàçèå
S èìååò âèä c1x1 + c2x2 = 0 , à ìíîæåñòâà S− è S+ - ñîîòâåòñòâåííî c1x1 + c2x2 = −δ è
c1x1 + c2x2 = δ . Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà b > 0 â îáëàñòÿõ
îäíîçíà÷íîñòè S+ > 0 è S− < 0 ñîîòâåòñòâåííî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ lim Ṡ+ < 0
ïðè S+ → 0 (S+ > 0) è lim Ṡ− > 0 ïðè S− → 0 (S− < 0) . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè
èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè S+ > 0 è S− < 0 èç ε− îêðåñòíîñòåé ìíîãîîáðàçèé S+ è
S− íàïðàâëåíû âíóòðü îáëàñòè |S| ≤ δ .

Ôîðìàëüíî äîîïðåäåëèì ñèñòåìó (1.1) ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ íà ìíîãî-
îáðàçèè S , ïîòðåáîâàâ Ṡ(x1, x2) ≡ 0 â ñèëó ñèñòåìû (*). Îòêóäà f(σ) = −1

b
x2 . Ïîäñòàâèâ

âûðàæåíèå f(σ) â ñèñòåìó, çàêëþ÷àåì: íà ìíîæåñòâå S â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà-
÷åíèé x2 êîîðäèíàòà x1 èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè t âîçðàñòàåò, à
â îáëàñòè x2 < 0 - óáûâàåò.

Ïîñêîëüêó ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè â ñèëó ñèñòå-
ìû dx1

dx2
= bx2 ÿâëÿþòñÿ ïàðàáîëû, ïðèìûêàþùèåñÿ ê êàæäîìó èç ìíîæåñòâ S− è S+

íå ïîä íóëåâûìè óãëàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèè ñî âðåìåíåì ïîïàäàþò â äîñòà-
òî÷íî ìàëóþ èõ ε− îêðåñòíîñòü. À ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèé òåîðåìû 3.3. ê ôóíêöèè
f(σ) îáåñïå÷èâàåòñÿ ïåðåõîä òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè S− âîâíóòðü îáëàñòè
|S| ≤ δ .
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Òàêèì îáðàçîì, äîîïðåäåëåíèå ñèñòåìû (1.1) ñ çàäàííîé ôóíêöèåé óïðàâëåíèÿ u(t, x)
íà ìíîãîîáðàçèÿõ S , S− ,S+ è â èõ îêðåñòíîñòÿõ ïîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ
âûâîäîâ.

Â û â î ä û.
1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1) è (1.2), òðà-

åêòîðèè äâèæåíèéxν(t, x) èç ε− îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S− ïîïàäàþò â ñêîëü óãîäíî
ìàëóþ ε0− îêðåñòíîñòü ( 0 < ε0 ≤ ε) òî÷êè (tp, xp) ∈ S− . Ê òîìó æå, åñëè òî÷êà ïàäåíèÿ
(tp, xp) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé áåç êîíòàêòà, ò.å. St+Sxf

− ̸= 0 (St, Sx− ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïåðåìåííûì), r(t, x) → 0 ïðè t→ tp , òî òðàåêòîðèè äâèæåíèé ëèáî ïåðåõîäÿò
èç îáëàñòè S− < 0 â îáëàñòü S− > 0 , ëèáî îñòàþòñÿ íà ìíîãîîáðàçèè S−(x) .

2. Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ â îòíîøåíèè ε− îêðåñòíîñòü S− è ïîëó÷åííûå ïðè ýòîì
ðåçóëüòàòû, áåç êàêèõ ëèáî ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé ìîãóò áûòü ïåðåíåñåíû íà îêðåñò-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S+(x) . Êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò
èìåòü ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé ðåàëüíûõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé.

3. Íàëîæåííûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t, x) è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (1.1)
è (1.2) ñîãëàñóþòñÿ ñ òðåáîâàíèÿìè, ñâîéñòâàìè è ïîâåäåíèåì èññëåäóåìûõ ôèçè÷åñêèõ
ñèñòåì â çîíå ïåðåêëþ÷åíèÿ îðãàíà óïðàâëåíèÿ.

4. Êàê èçâåñòíî, îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè â ðåæèìàõ ñêîëüæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæ-
íåéøèõ âîïðîñîâ, ðåøàþùèõ íà ýòàïå âíåäðåíèÿ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèÿ â ïðàêòèêó.

Íàëè÷èå â ðåãóëÿòîðå çîí íå÷óâñòâèòåëüíîñòè, êàê â íàøåì ñëó÷àå, ïðèâîäèò ê òîìó,
÷òî ïîñëå ïîïàäàíèÿ òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â îáëàñòü |S(x)| ≤ δ ñêîðîñòü èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ìîæåò èìåòü äâå ñîñòàâëÿþùèõ. Îäíà èç ýòèõ ñîñòàâëÿþùèõ îïðåäåëÿåò äâèæåíèå
âäîëü ìíîæåñòâà S(t) , äðóãàÿ � îïðåäåëÿåò êîëåáàíèÿ âäîëü ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Â ëþáîì
ñëó÷àå îïðåäåëåíèå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ â �ñêîëüçÿùåì� ðåæèìå ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿ ??
âûâîäèò íà ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ, ïðè êîòîðîì äâèæåíèå â ïîëîñå S(x) ≤ δ ïðîèñõîäèò ïî
ñèíóñîèäàëüíîé êðèâîé â îêðåñòíîñòè s(x) = 0 ñ àìïëèòóäîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé çíà÷åíèÿ
δ . Â ñâÿçè ñ ýòèì ðå÷ü ìîæåò èäòè îá îïðåäåëåíèè íåêîòîðîé ñðåäíåé ñêîðîñòè. Ðàññìàò-
ðèâàÿ äâèæåíèå íà ÷åòâåðòè ïåðèîäà, êîãäà èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïî òðàåêòîðèè xνk(t)
ïîïàäàåò â îêðåñòíîñòü òî÷êè (tp, xp) èç îáëàñòè S− < 0 , äàëåå ïðîäîëæàåò ñâîå äàëüíåé-
øåå äâèæåíèå â ïîëîñå |S(x)| ≤ δ ïîä óïðàâëåíèåì u(tp, xp) äî ïîïàäàíèÿ â îêðåñòíîñòü
ìíîæåñòâà S+ â îáëàñòè S > 0 . Â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷èíà ïåðåìåùåíèÿ èçîáðàæàþùåé
òî÷êè âäîëü ìíîæåñòâà S áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðèáëèæåííî êàê ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè
èçîáðàæàþùåé òî÷êè f(t, x, u−(t, x)) íà âðåìÿ t = π

2
(ïåðèîä T = 2π) , çà êîòîðîå èçîá-

ðàæàþùàÿ òî÷êà ïîïàäàåò â ε− îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà S+ . Âîîáùå, âðåìÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî èç óðàâíåíèÿ 2δ = t · (∇s · f−) , ãäå ∇s - ãðàäèåíò s(x) , f−− ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå f ïðè xν → xp .

Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ òîëüêî âäîëü êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè
ê îäíîé èç ïîâåðõíîñòåé S, S− èëè S+ , òî åå ñêîðîñòü áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî âåêòîðîì
f 0(t : tp, xp, u

−) .
Òàêèì îáðàçîì, èñòèííàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ â ñêîëüçÿùåì ðåæèìå ẋs áóäåò íàõîäèòü-

ñÿ â èíòåðâàëå (f−, f 0) , ò.å. f− ≤ ẋs ≤ f 0 .
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ÓÄÊ 517.95

Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè èç ïîëóïðîñòðàíñòâà íà âñå

ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ åå ñóæåíèÿ íà ãðàíèöó

c⃝ Ã. À. Ñìîëêèí1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè èç ïîëóïðîñòðàíñòâà, âíå êî-
òîðîãî, ñîâïàäàþùåå ñ ðàçáèåíèåì ñëåäà ôóíêöèè âäîëü ãðàíèöû. Ïðîèçâåäåíû îöåíêè íîðì
(ïî Ñîáîëåâó) ðàçáèåíèÿ ñëåäà è ïðîäîëæåíèÿ ÷åðåç íîðìó ôóíêöèè â ïîëóïðîñòðàíñòâå.
Êîíñòðóêöèÿ ïðîäîëæåíèÿ è åå ìîäèôèêàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè àïðè-
îðíûõ îöåíîê â êðàåâûõ çàäà÷àõ äëÿ âûðîæäàþùèõñÿ âïëîòü äî ãðàíèöû êâàçèýëëèïòè÷å-
ñêèõ îïåðàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ïðîñòðàíñòâà Ñ.Ë. Ñîáîëåâà- Ë.Í. Ñëîáîäåöêîãî,
ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Rn - åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òî÷åê x = (x1, . . . , xn), n > 1; ξ = (ξ1, . . . , ξn) - äâîéñòâåííàÿ
ïåðåìåííàÿ, x′ = (x1, . . . , xn−1) , xξ = x1ξ1 + · · ·+ xnξn, i

2 = −1 , Ω = {x : x1 > 0},

w̃ = w̃(ξ) =

∫
e−ixξw(x)dx− ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè w(x),

α = (α1, . . . , αn) - ìóëüòèèíäåêñ ñ öåëî÷èñëåííûìè íåîòðèöàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè,

∂αx =
∂|α|

∂xα1
1 . . .∂xαn

n

, |α| = α1 + · · ·+ αn; ∂
j
k =

∂j

∂xjk
, k = 1, . . . , n.

Ïóñòü s ≥ 0, [s]− öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà s.
Íîðìû ∥ · ∥s, ∥ · ∥s,Ω â ïðîñòðàíñòâàõ Ñ.Ë.Ñîáîëåâà-Ë.Í.Ñëîáîäåöêîãî îïðåäåëÿþòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∥U∥2s =
∫

|Ũ(ξ)|2(1 + |ξ|)2sdξ.

Åñëè s− öåëîå, òî

∥U∥2s,Ω =
∑
|α|≤s

∫
Ω

|∂αxU |2dx.

Åñëè s− íåöåëîå, òî

∥U∥2s,Ω =
∑

|α|≤[s]

∫
Ω

|∂αxU |2dx+
∑

|α|≤[s]

∫
Ω

∫
Ω

|∂αxU(x)− ∂αy U(y)|2

|x− y|n+2(s−[s])
dxdy.

Ïîñòîÿííûå, âîçíèêàþùèå â íåðàâåíñòâàõ â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ, áóäåì îáîçíà-
÷àòü áóêâîé C , áûòü ìîæåò ñ èíäåêñàìè.

Ââåäåì ðàçáèåíèå åäèíèöû äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé ξ . Ïóñòü h(t) ∈ C∞
0 (R), 0 ≤

h(t) ≤ 1; h(t) = 1, åñëè |t| ≤ 1; h(t) = 0, åñëè |t| ≥ 2 . Ïóñòü

gk(t) = h(t− k)/
∞∑
j=0

h(t− j),

Ψk(ξ) = gk(ln((1 + |ξ|2)1/2), k = 0, 1, . . . .

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè,
Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



Ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè èç ïîëóïðîñòðàíñòâà íà âñå ïðîñòðàíñòâî ñ ïîìîùüþ . . . 99

Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ξ ∈ Rn ïåðñåêàåòñÿ êîíå÷íîå ÷èñëî íîñèòåëåé ôóíêöèé
Ψk(ξ),

∞∑
k=0

Ψk(ξ) = 1,

e−2(1 + |ξ|2)1/2 ≤ ek ≤ e2(1 + |ξ|2)1/2, (1.1)

åñëè ξ ∈ suppΨk(ξ).
Ôóíêöèè Ψk(ξ) ñîîòâåòñòâóåò ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð Ψk(D) , îïðåäåëÿ-

åìûé ïî ôîðìóëå

Ψk(D)w(x) = (2π)−n

∫
eixξΨk(ξ)w̃(ξ)dξ.

(Îïðåäåëåíèå ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñì., íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1], [3], [4].)
Òåîðåìà. Äëÿ êàæäîé ïîñòîÿííîé τ ∈ [0, 1] ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C1, C2, C3 , íå

çàâèñÿùèå îò z(x) ∈ C∞(xn ≥ 0)
∩
C∞

0 (Rn) è òàêèå, ÷òî

∥Z∥τ ≤ C1∥z∥τ,Ω, (1.2)

∥w∥τ ≤ C2∥z∥τ,Ω, (1.3)

∥v∥τ ≤ C3∥z∥τ,Ω, (1.4)

ãäå

Z(x) =

{
z(x), åñëè xn ≥ 0
z(x1,−x2), åñëè xn < 0,

w = w(x) =
∞∑
k=0

h(xne
k)νk(x

′
),

v = v(x) =

{
z(x), åñëè xn ≥ 0
w(x), åñëè xn < 0,

νk(x
′
) = Zk(x

′
, 0), Zk(x) = Ψk(D)Z(x), w(x) íàçîâåì ðàçáèåíèåì ñëåäà ôóíêöèè z(x)

âäîëü ïëîñêîñòè xn = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîãëàñíî ðàáîòå Ñëîáîäåöêîãî [2] ôóíêöèÿ Z(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (1.2).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî (1.3). Èç íåðàâåíñòâà

∥w∥2τ ≤ C

∫
(1 + |ξ|)2τ |

∫
e−ixnξnw̃(ξ

′
, xn)dxn|2dξ

′

ñëåäóåò

∥w∥2τ ≤ C

∞∑
l=0

∞∑
k=l

∫
ν̃l(ξ

′
)ν̃k(ξ

′
)(1 + |ξ|)2τIlIkdξ,

ãäå

Il =

∫
e−ixnξnh(xne

l)dxn, Ik =

∫
e−iynξnh(yne

k)dyn

Ïîñëå çàìåíû xne
l íà xn , ξne

−l íà ξn ïîëó÷àåì

∥w∥2τ ≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∫
ν̃l(ξ

′
)ν̃k(ξ

′
)(1 + |ξ′|2τ + ξ2τn e

2lτ )JlJkdξ,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



100 Ã. À. Ñìîëêèí

ãäå

Jl =

∫
e−ixnξnh(xn)dxn, Jk =

∫
e−iynξnelh(yne

k)dyn.

Î÷åâèäíî |Jl| ≤ C(1 + ξ4n)
−1, |Jk| ≤ Ce−k .

Ïîýòîìó, èìååì

∥w∥2τ ≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∫
ν̃l(ξ

′
)ν̃k(ξ

′
)(1 + |ξ′ |2τ + e2lτ )e−kdξ

′
. (1.5)

Ïîñêîëüêó

νk(ξ
′
) =

∫
Ψk(ξ)Z̃(ξ)dξn,

òî èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è èç (1.1) ñëåäóåò

|νk(ξ
′
)|2 ≤ Cek

∫
|Ψk(ξ)Z̃(ξ)|2dξn, k = 0, 1, 2, ...

Îòñþäà, èç (1.5), (1.1) è Zk(x) = Ψk(D)Z(x), ïîëó÷àåì

∥w∥2τ ≤ C

∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zl∥∥Zk∥e(l+k)/2(e2τ + e2lτ )e−k

≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zl∥∥Zk∥e2lτ+(l−k)/2 ≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

(∥Zl∥2τ + ∥Zk∥2τ )e(l−k)/2

≤ C(∥Z∥2τ + ∥Z0∥2τ + e−1/2∥Z1∥2τ + e−2/2∥Z2∥2τ + · · ·+ e−k/2∥Zk∥2τ + · · ·
+∥Z1∥2τ + e−1/2∥Z2∥2τ + · · ·+ e(1−k)/2∥Zk∥2τ + · · ·

+∥Z2∥2τ + · · ·+ e(2−k)/2∥Zk∥2τ + · · ·
+ · · ·

+∥Zk∥2τ + · · · )
≤ C∥Z∥2τ .

Ïîýòîìó, èç (1.2) ñëåäóåò îöåíêà (1.3).
Îñòàëîñü äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (1.4).
Åñëè τ = 0 èëè τ = 1 , òî íåðàâåíñòâî (1.4) ñëåäóåò èç (1.2) è (1.3).
Ïóñòü 0 < τ < 1. Èìååì

∥v∥2τ ≤ C(I1 + I2)

∫
(1 + |ξ′|2 + ξ2n)

τ |ṽ(ξ)|2dξ,

ãäå

I1 =

∫
(1 + |ξ′ |2)τ

∫
|ṽ(ξ′

, xn)|2dxndξ
′
, I2 =

∫
ξ2τn |ṽ(ξ)|2dξ.

ßñíî, ÷òî

I1 ≤
∫
(1 + |ξ′|2)τ

∫
xn>0

|Z̃(ξ′
, xn)|2dxndξ

′

+

∫
(1 + |ξ′|2)τ

∫
xn<0

|w̃(ξ′
, xn)|2dxndξ

′ ≤ C(∥Z∥2τ + ∥w∥2τ ) ≤ C∥z∥2τ,Ω.
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Èç ðàáîòû Ñëîáîäåöêîãî [2] èìååì

I1 ≤ C(∥w∥2 + J),

ãäå

J =

∫ ∫ ∫
|w(x′

, xn)− w(x
′
, yn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′

≤ C(J1 + J2 + J3)dx
′
,

J1 =

∫ ∫
yn>0

∫
xn>0

|z(x′
, xn)− z(x

′
, yn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′

≤ C∥z∥2τ,Ω,

ãäå

J2 =

∫ ∫
yn<0

∫
xn<0

|w(x′
, xn)− w(x

′
, yn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′

≤ C∥w∥2τ ≤ C∥z∥2τ,Ω.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç (1.3).

J3 =

∫ ∫
yn<0

∫
xn>0

|z(x′
, xn)− w(x

′
, yn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′

≤ C(J4 + J5),

J4 =

∫ ∫
yn<0

∫
xn>0

|w(x′
, xn)− w(x

′
, yn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′

≤ C∥w∥2τ ≤ C∥z∥2τ,Ω,

J5 =

∫ ∫
yn<0

∫
xn>0

|z(x′
, xn)− w(x

′
, xn)|2/|xn − yn|1+2τdxndyndx

′ ≤ CJ6,

J6 =

∫ ∫
xn>0

|z(x′
, xn)− w(x

′
, xn)|2/|xn|2τdxndx

′
.

Äàëåå, ïîëîæèì

gk = gk(x) = (1− h(xne
k))Zk(x), uk = uk(x) = h(xne

k)(Zk(x)− Zk(x
′
, 0).

Èç ðàâåíñòâ

w(x) =
∞∑
k=0

h(x2e
k)Zk(x1, 0), z(x) =

∞∑
k=0

Zk(x) ïðè x2 ≥ 0

ñëåäóåò J6 ≤ C(J7 + J8), ãäå

J7 =

∫ ∫
xn>0

|
∞∑
k=0

gk(x)|2/|xn|2τdxndx
′
,
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J8 =

∫ ∫
xn>0

|
∞∑
k=0

uk(x)|2/|xn|2τdxndx
′
.

Òàê êàê gk(x) = 0 ïðè xn ≥ e−l, òî

J7 ≤
∫ ∫

xn>0

∞∑
l=0

∞∑
k=l

|gl(x)||gk(x)|e2lτdxndx
′

≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zl(x)∥∥Zk(x)∥e2lτ

≤ C

∞∑
l=0

∞∑
k=l

(∥Zl(x)∥2e2lτ+(l−k)τ + ∥Zk(x)∥2e2kτ+(l−k)τ )

≤ C(
∞∑
l=0

(∥Zl(x)∥2τ +
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zk(x)∥2τe(l−k)τ )

≤ C(∥Z(x)∥2τ +
∞∑
k=0

k∑
l=0

∥Zk(x)∥2τe(l−k)τ ) ≤ C∥Z(x)∥2τ .

Îöåíèì J8.
Èç ôîðìóëû Íüþòîíà-Ëåéáíèöà è íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò

|Zk(x)− Zk(x
′
, 0)| ≤ |xn|1/2(

∫
| ∂
∂t
Zk(x

′
, t)|2dt)1/2

. Îòñþäà ïîëó÷àåì

J8 ≤
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥D2Zl∥∥D2Zk∥
∫
h(xne

k)|xn|1−2τdxn.

Çàìåíèâ xne
k íà x2 è ó÷èòûâàÿ (1.1), ïîëó÷àåì

J8 ≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zl∥∥Zk∥e2kτ+l−k

∫
h(xn)|xn|1−2τdxn.

≤ C

∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zl∥∥Zk∥e2kτ+l−k

≤ C
∞∑
l=0

∞∑
k=l

(∥Zl∥2e2lτ+l−k + ∥Zk∥2e−2lτ+2kτ+l−k)

≤ C

∞∑
l=0

∥Zl∥2e2lτ +
∞∑
l=0

∞∑
k=l

∥Zk∥2e−2lτ+2kτ+l−k

≤ C(∥Z∥2τ +
∞∑
k=0

k∑
l=0

∥Zk∥2e−2lτ+2kτ+l−k ≤ C∥Z∥2τ .

Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Abstract. Consider a continuous extension of the half-space, which is coincident with trace
partition function along the border. Produced estimates of the norms (Sobolev) partition trace
and continue through the norm of the function in the half. design extension and its modi�cations
can be used the study of a priori estimates in boundary value problems for degenerate up to the
boundary of quasi-elliptic operators.
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ÓÄÊ 517.9

Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îäíîãî âàðèàíòà ñèñòåìû

Ôðàíêëÿ

c⃝ Ò. À. Øåìÿêèíà1

Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî âàðè-
àíòà ñèñòåìû Ôðàíêëÿ. Èññëåäîâàíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è îñíîâàíî íà ìåòîäå äîïîëíè-
òåëüíîãî àðãóìåíòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Ôðàíêëÿ, êâàçèëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à Êîøè, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ â îáùåì âèäå, ïðåäñòàâèìóþ íåëèíåéíîé ñèñòåìîé äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà:{

A11
∂u(x,y)

∂y
+B11

∂u(x,y)
∂x

+ A12
∂v(x,y)

∂y
+B12

∂v(x,y)
∂x

= f1,

A21
∂u(x,y)

∂y
+B21

∂u(x,y)
∂x

+ A22
∂v(x,y)

∂y
+B22

∂v(x,y)
∂x

= f2,
(1.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû Aij, Bij, fi(i, j = 1, 2) � íåëèíåéíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x, y, u, v .
Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà: ïðè d > 0 ,

dA ̸= 0 � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé; ïðè d < 0 , dA ̸= 0 � ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé, ãäå

d :=

(∣∣∣∣A11 B12

A21 B22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣B11 A12

B21 A22

∣∣∣∣)2

− 4 ∗
∣∣∣∣A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣B11 B12

B21 B22

∣∣∣∣ ; dA :=

∣∣∣∣A11 A12

A21 A22

∣∣∣∣ .
Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) îïèñûâàåò ðàçëè÷íûå çàäà÷è â îáëàñòè ãåîôèçèêè, ãèäðî -

ãàçîäèíàìèêè, ìåõàíèêè ãàçîâîãî ñïðàéòà, â òåîðèè ïåðåíîñà íåéòðîíîâ, â òåîðèè òåð-
ìîóïðóãîñòè è ò.ä. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñèñòåìà (1.1) îïèñûâàåò ïðîöåññû äâèæåíèÿ ãàçà ñ
äîçâóêîâûìè, ñâåðõçâóêîâûìè è òðàíñçâóêîâûìè ñêîðîñòÿìè. Ô.È. Ôðàíêëü [1] âïåðâûå
ñâÿçàë ôèçè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè èññëå-
äîâàíèÿìè óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà.

Èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (1.1) ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (ÌÄÀ). Äëÿ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ ðàçðàáîòàí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé ñïîñîá ïðèìåíåíèÿ
ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà è íà åãî îñíîâå íàéäåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè îòäåëüíî äëÿ ýëëèïòè÷åñêîé è ãèïåðáîëè÷åñêîé îáëàñòåé, îïðåäåëåíû ãðàíèöû
èíòåðâàëà ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêîãî îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ [2], [3], [4], [5].

Â ðàáîòå íàéäåíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ îäíîãî âàðèàí-
òà ñèñòåìû Ôðàíêëÿ � ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1).

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Ïîëèòåõíè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; sh_tat@mail.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó Ôðàíêëÿ (1.1) â ñëåäóþùåì âèäå:{
∂u(x,y)

∂y
+ b11

∂u(x,y)
∂x

+ b12
∂v(x,y)

∂x
= 0,

∂v(x,y)
∂y

+ b21
∂u(x,y)

∂x
+ b22

∂v(x,y)
∂x

= 0,
(2.1)

ãäå êîýôôèöèåíòû A11 = A22 = 1, A12 = A21 = 0; B11 = B22 = b11 = b22 = α · u;
α− const; B12 = b12(x, y, u, v), B21 = b21(x, y, u, v), f1 = f2 = 0.

Ìàòðèöû èìåþò âèä:

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
α · u b12
b21 α · u

)
, d = 4 · b12 · b21 > 0, dA = 1 ̸= 0.

Ñèñòåìà Ôðàíêëÿ (2.1) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ìàòðèöà
B îáëàäàåò äâóìÿ íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè è ñîîòâåòñòâó-
þùèìè ðàçëè÷íûìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè:

ξ⃗1 =

(
−
√

b12
b21

1

)
, ξ⃗2 =

(√
b12
b21

1

)
; λ1,2 = α · u∓ c(v); c(v) =

√
b12b21.

Ïîñòàâèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) â îáëàñòè

Ω = {(x, y) : −∞ < x <∞, 0 ≤ y ≤ Y, Y > 0}

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), x ∈ (−∞,∞), (2.2)

ãäå u0(x), v0(x) � èçâåñòíûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ:

u′0(x) >
√
b12 ∗ b21 = c(v0). (2.3)

Èññëåäóåì çàäà÷ó Êîøè äëÿ ñèñòåìû Ôðàíêëÿ (2.1), (2.2) â ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå
ìåòîäîì äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

3. Íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè (2.1), (2.2) òàêæå êàê â ðàáîòàõ [2], [3],
[4], [5] áóäåì ïðèìåíÿòü ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà ïðèâåäåì
èñõîäíóþ ñèñòåìó Ôðàíêëÿ (2.1) ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå, êîãäà êàæäîå óðàâíåíèå
ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå òîëüêî îäíîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèè. Ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ââåäåíèÿ íîâûõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþò èíâàðèàíòàìè Ðèìàíà:{

z1(x, y) = u(x, y)− φ(v),

z2(x, y) = u(x, y) + φ(v); φ(v) =
∫ c(v)

b21
dv =

∫ √
b12
b21
dv.

(3.1)

Â ðåçóëüòàòå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé Ôðàíêëÿ (2.1) çàïè-
øåòñÿ â âèäå:

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



106 Ò. À. Øåìÿêèíà


∂z1(x, y)

∂y
+ (α · u(x, y)− c(v))

∂z1(x, y)

∂x
= 0,

∂z2(x, y)

∂y
+ (α · u(x, y) + c(v))

∂z2(x, y)

∂x
= 0.

Â ïîñëåäíåé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñòàðûå ïåðåìåííûå u, v çàìåíèì íîâûìè - z1, z2 :{
∂z1(x,y)

∂y
+ (a · z1(x, y) + b · z2(x, y))∂z1(x,y)∂x

= 0,
∂z2(x,y)

∂y
+ (c · z1(x, y) + g · z2(x, y))∂z2(x,y)∂x

= 0.
(3.2)

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå (3.1) èìååò îáðàòíîå è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ ôóíêöèè:

u(x, y) =
z1 + z2

2
, φ(v) =

z2 − z1
2

.

Òàê êàê φ′(v) > 0 , òî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû òàêæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ

v = φ−1(z2 − z1), c(v) = c(φ−1(z2 − z1)) = ψ(z2 − z1).

Ïóñòü, â ÷àñòíîì ñëó÷àå, èìååì ïðåäñòàâëåíèå ψ(z2 − z1) = β(z2 − z1), òîãäà ïîëó÷èì
âûðàæåíèÿ â âèäå:

λ1 = α
z1 + z2

2
− β(z2 − z1) = az1 + bz2;

λ2 = α
z1 + z2

2
+ β(z2 − z1) = bz1 + az2.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

a = (
α

2
+ β) > 0, b = (

α

2
− β) > 0,

òîãäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî äëÿ êîíñòàíò α, β :

−(
α

2
) < β < (

α

2
).

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàðèàíòû êîýôôèöèåíòîâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2 :

1. α = 1, β =
1

4
: a =

3

4
, b =

1

4
; 2. α = 1, β =

1

6
: a =

2

3
, b =

1

3
;

3. α = 1, β =
1

10
: a =

3

5
, b =

2

5
.

Ïðîñòåéøóþ ìîäåëü íåóñòàíîâèâøåãîñÿ äâèæåíèÿ ãàçà � îäíîìåðíîãî ïëîñêîãî èçýí-
òðîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà [7], ìîæíî îïèñàòü ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ôðàíêëÿ ïðè ñëåäóþ-
ùèõ çíà÷åíèÿõ:

α = 1, b12 =
c2(v)

v
; c2(v) = vγ−1, c(v) = v

γ−1
2 ,

φ(v) =
2

γ − 1
c(v); c(v) =

(γ − 1)(z2 − z1)

4
;

òîãäà èìååì:

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2014. Ò. 16, � 2



Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü îäíîãî âàðèàíòà ñèñòåìû Ôðàíêëÿ 107

λ1 = z1(
1

2
+
γ − 1

4
) + z2(

1

2
− γ − 1

4
) = az1 + bz2;

λ2 = z1(
1

2
− γ − 1

4
) + z2(

1

2
+
γ − 1

4
) = az1 + bz2;

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ãàç îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíàìè:
u � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà;
v � ïëîòíîñòü ãàçà ò.å. ìàññà, ñîäåðæàùàÿñÿ â åäèíèöå îáúåìà;
c(v) � èçîòåðìè÷åñêàÿ ñêîðîñòü çâóêà;
γ = cP

cV
� ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, ò.å. îòíîøåíèå óäåëüíûõ òåïëîåìêîñòåé ïðè ïîñòîÿííîì

îáúåìå è äàâëåíèè ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ γ ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå âàðèàíòû êîýôôèöèåíòîâ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2 :

1. γ = 2 : a =
3

4
, b =

1

4
; 2. γ =

5

3
: a =

2

3
, b =

1

3
; 3. γ =

7

5
: a =

3

5
, b =

2

5
,

ãäå ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

a = (
1

2
+
γ − 1

4
) > 0, b = (

1

2
− γ − 1

4
) > 0, γ ̸= 1.

Îïðåäåëèì óñëîâèÿ äëÿ íà÷àëüíûõ ôóíêöèé z10, z20 ÷åðåç êîýôôèöèåíòû èñõîäíîé
ñèñòåìû Ôðàíêëÿ (2.1) è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (2.2):

z′10(x, y) = u′0(x, y)− c(v0) > 0, z′20(x, y) = u′0(x, y) + c(v0) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.2) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä:{
∂z1(x,y)

∂y
+ (a · z1 + b · z2)∂z1(x,y)∂x

= 0,
∂z2(x,y)

∂y
+ (b · z1 + a · z2)∂z2(x,y)∂x

= 0,
(3.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà íåèçâåñòíûå ôóíêöèè:

z1(x, 0) = z10(x), z2(x, 0) = z20(x), x ∈ (−∞,∞), (3.4)

ãäå (x, y) ∈ Ω := (−∞,∞)× [0, Y ] ;
a, b, c, g, Y, z′10, z

′
20 � èçâåñòíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Çàäà÷à (3.3), (3.4) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé äëÿ îäíîãî âàðèàíòà ñèñòåìû
Ôðàíêëÿ (2.1). Äëÿ áîëåå îáùåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìû (3.2) ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)
â ðàáîòå [6] ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ýòè óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå
òåîðåìû:

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè z10, z20 ∈ C̄2(R1) è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1. a > 0, b > 0, c > 0, g > 0,
2. z′10 > 0, z′20 > 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî Y > 0 çàäà÷à Êîøè (3.2), (3.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
z1(x, y) ∈ C̄2,1,2(R1 × [0, Y ]), z2(x, y) ∈ C̄2,1,2(R1 × [0, Y ]).
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè îäíîãî âàðèàíòà ñèñòå-
ìû Ôðàíêëÿ (2.1), (2.2) ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé âèäà (3.3) íåîáõîäèìî ïîòðåáîâàòü
âûïîëíåíèÿ åùå óñëîâèÿ (2.3).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà ðàáîòå â [6] ïîçâîëèë íå
òîëüêî îïðåäåëèòü óñëîâèÿ íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ðàçíûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè íàïðàâëåíèÿìè ãèïåðáîëè÷å-
ñêîãî òèïà, íàéòè ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.2), (3.4), íî è ýôôåêòèâíî
íàõîäèòü ÷èñëåííîå ðåøåíèå â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ.
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Nonlocal solvability of one embodiment of the Frankl

system
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Abstract. Conditions of a nonlocal resolvability of the Cauchy problem for a Frankl system are
received. The investigation of the considered problem is based on the method of an additional
argument.
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Ñóììàðíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ðàçíîñòÿõ

âûñîêîãî ïîðÿäêà

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ 1 À. Ñ. Õðèòîíåíêî2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà èçó÷åíèÿ êîíå÷íîé çàäà÷è äëÿ íåëè-
íåéíîãî ñóììàðíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçíîñòíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì ïðîèç-
âîëüíîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè. Äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, íåëèíåéíàÿ ïðàâàÿ ÷àñòü, îäíî-
çíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ìåòîä ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-
íèé

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Èçó÷åíèå ìíîãèõ çàäà÷
ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðèâîäèò ê ðàññìîòðå-
íèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [1].

Âûðàæåíèå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî ïîðÿäêà ÷åðåç ñóïåðïîçèöèþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîçâîëÿåò ïðè-
ìåíÿòü ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî
ïîðÿäêà [2] - [5]. Ëîêàëüíàÿ òåîðèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííàÿ íà ïîíÿòèÿõ ïðîèçâîäíîé ïî íàïðàâëåíèþ è õàðàê-
òåðèñòèê, õîðîøî ðàçâèòà. Õàðàêòåðèñòèêè çàìå÷àòåëüíû òåì, ÷òî âûðàæåíèÿ â ëåâîé
÷àñòè óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîèçâîä-
íóþ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ âäîëü õàðàêòåðèñòèêè. Ýòî ïîçâîëÿåò, ïåðåé-
äÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé, ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êàê îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå íåèçâåñòíîé ôóíêöèè âäîëü ëè-
íèè õàðàêòåðèñòèê.

Â äàííîé ðàáîòå êàê äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñîêîãî
ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóììàðíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå ñ ðàçíîñòíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì
îïåðàòîðîì ïðîèçâîëüíîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè. Òàêîå óðàâíåíèå ïðè êîíå÷íûõ óñëîâè-
ÿõ çàìåíÿåòñÿ ñ ñóììàðíûì óðàâíåíèåì. Äîêàçûâàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîãî ñóììàðíîãî óðàâíåíèÿ.

Íà ìíîæåñòâå D ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ðàçíîñòÿõ ñëåäó-
þùåãî âèäà (

∆2
n −∆2

m

)k
u(n,m) = f

(
n,m,

N−1∑
ν=n0

N−1∑
µ=−N

K(ν, µ)u(ν, µ)

)
(1.1)

ñ êîíå÷íûìè óñëîâèÿìè

u(n,m)|n=N = φ1(m),∆i
nu(n,m)|n=N = φi+1(m), i = 1, 2k − 1, (1.2)

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê, tursunbay@rambler.ru;

2 Ñòóäåíòêà èíñòèòóòà èíôîðìàòèêè è òåëåêîììóíèêàöèè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷å-
ñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê
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ãäå u(n,m) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, f
(
n,m, u(n,m)

)
îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ n ≥ n0 , φi(m)

îïðåäåëåíû äëÿ âñåõ m ∈ Z , i = 1, 2k , 0 <
N−1∑
ν=n0

N−1∑
µ=−N

K(ν, µ) < ∞ , D ≡ DN × Z ,

DN ≡ {n0 ≤ n ≤ N} , 0 < n0, n,N � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, k
� ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ∆2

nu(n,m) = ∆
(
∆nu(n + 1,m) − ∆nu(n,m)

)
= u(n +

1,m)−2u(n,m)+u(n−1,m) , ∆2
mu(n,m) = ∆

(
∆mu(n,m+1)−∆mu(n,m)

)
= u(n,m+1)−

2u(n,m)+u(n,m−1) , ∆nu(n,m) = u(n+1,m)−u(n,m) , ∆mu(n,m) = u(n,m+1)−u(n,m) .

2. Ñâåäåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2) ê ñóììàðíîìó óðàâíåíèþ

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1.1), (1.2) èñïîëüçóåì äèñêðåòíûé àíàëîã ìåòîäà õàðàêòåðèñòèê.
Ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1.1) çàïèøåì â âèäå(

∆2
n −∆2

m

)k
u(n,m) =

(
∆n −∆m

)k(
∆n +∆m

)k
u(n,m) = Lk

1

[
Lk
2[u]
]
,

ãäå L1

[
Lk
2[u]
]
≡
(
∆n −∆m

)
Lk
2[u] , L2[u] ≡

(
∆n +∆m

)
u(n,m) .

Òîãäà óðàâíåíèå (1.1) ïðèîáðåòàåò âèä

Lk
1

[
Lk

2[u]
]
= f

(
n,m,

N−1∑
ν=n0

N−1∑
µ=−N

K(ν, µ)u(ν, µ)

)
. (2.1)

Èç (2.1) âèäíî, ÷òî ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå (1.1) èìååò äâà k � êðàòíûå õàðàêòåðèñòèêè:
1) m+N − n− 1 = C1 ; 2) m−N + n+ 1 = C2 , ãäå C1 , C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (2.1) k ðàç âäîëü ëèíèè âòîðîé õàðàêòåðèñòèêè, ïîëó÷àåì

Lk−1
1

[
Lk
2[u]
]
= Φ1

(
m−N + n+ 1

)
−

−
N−1∑
ν=n

f

(
ν,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.2)

Lk−2
1

[
Lk
2[u]
]
= Φ2

(
m−N + n+ 1

)
− Φ1

(
m−N + n+ 1

)
(N − n− 1)+

+
N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

f

(
ν2,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.3)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Lk
2[u] =

k∑
i=1

Φi

(
m−N + n+ 1

)(−1)i+1(N − n− 1)k−i

(k − i)!
+

+(−1)k
N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk=νk−1

f

(
νk,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.4)

ãäå Φi(i = 1, k) � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïîëåæàòü îïðåäåëåíèþ.
Èç (2.2)-(2.4), â ñèëó êîíå÷íûõ óñëîâèé (1.2), ïîëó÷àåì

Φ1(m) = φ2k(m), Φ2(m) = φ2k−1(m), . . . , Φk(m) = φk+1(m). (2.5)
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Ïîäñòàâëÿÿ (2.5) â óðàâíåíèå (2.4), èìååì

Lk
2[u] =

k∑
i=1

φk+i

(
m−N + n+ 1

)(−1)i+1(N − n− 1)i−1

(i− 1)!
+

+(−1)k
N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk=νk−1

f

(
νk,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
. (2.6)

Àíàëîãè÷íî, ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (2.6) k ðàç âäîëü ëèíèè ïåðâîé õàðàêòåðèñòèêè,
ïîëó÷àåì

Lk−1
2 [u] = Φk+1

(
m+N − n− 1

)
−

−
k∑

j=1

N−1∑
ν=n

(−1)j+2(N − ν − 1)j−1

(j − 1)!
φk+j

(
m−N + ν + 1

)
+

+(−1)k+1

N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk+1=νk

f

(
νk+1,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.7)

Lk−2
2 [u] = Φk+2

(
m+N − n− 1

)
− Φk+1

(
m+N − n− 1

)
(N − n− 1)+

+
k∑

j=1

N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

(−1)j+3(N − ν2 − 1)j−1

(j − 1)!
φk+j

(
m−N + ν2 + 1

)
+

+(−1)k+2

N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk+2=νk+1

f

(
νk+2,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.8)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u(n,m) =
2k∑

i=k+1

(−1)i+1(N − n− 1)2k−i

(2k − i)!
Φi

(
m+N − n− 1

)
+

+
k∑

j=1

N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk=νk−1

(−1)j+k+1(N − νk − 1)j−1

(j − 1)!
φk+j

(
m−N + νk + 1

)
+

+(−1)2k
N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

ν2k=ν2k−1

f

(
ν2k,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.9)

ãäå Φi(i = k + 1, 2k) ïðîèçâîëüíûå öåëûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ.
Èç (2.7)-(2.9), â ñèëó óñëîâèÿ (1.2), ïîëó÷àåì

Φk+1(m) = φk(m), Φk+2(m) = φk−1(m), . . . , Φ2k(m) = φ1(m). (2.10)

Ñ ó÷åòîì (2.10) äëÿ êîíå÷íîé çàäà÷è (1.1), (1.2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåëèíåéíîå ñóì-
ìàðíîå óðàâíåíèå:

u(n,m) ≡ Θ(n,m;u) =
k∑

i=1

(−1)i+1(N − n− 1)i−1

(i− 1)!
φi

(
m+N − n− 1

)
+

+
k∑

j=1

N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

νk=νk−1

(−1)j+k+1(N − νk − 1)j−1

(j − 1)!
φk+j

(
m−N + νk + 1

)
+
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+(−1)2k
N−1∑
ν1=n

N−1∑
ν2=ν1

· · ·
N−1∑

ν2k=ν2k−1

f

(
ν2k,m,

N−1∑
θ=n0

N−1∑
µ=−N

K(θ, µ)u(θ, µ)

)
, (2.11)

ãäå m � ïàðàìåòð.

3. Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1), (1.2)

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Bnd(M) � êëàññ öåëûõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ
íîðìîé ñ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì M ; Lip{L|u,v,...} � êëàññ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ïåðåìåííûì u, v, . . . ñ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì L .

Â êà÷åñòâå íîðìû â îáëàñòè D äëÿ ïðîèçâîëüíîé öåëîé ôóíêöèè x(n,m) ìû áåðåì
åâêëèäîâó íîðìó

∥x(n,m)∥ = max{|x(n,m)| : n ∈ DN ,m ∈ Z}.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ:

1. φi(m) ∈ Bnd(Mi), 0 <
2k∑
i=1

Mi
(N − 1)i−1

(i− 1)!
≤ δ0 <∞ ;

2. f(n,m, u) ∈ Bnd(M0)
∩
Lip

{
L|u
}
, 0 < L = const ;

3. 0 < M0
(N − 1)2k

(2k)!
≤ δ1 <∞ ;

4. ρ = L
(N − 1)2k

(2k)!

N−1∑
ν=n0

N−1∑
µ=−N

K(ν, µ) < 1 .

Òîãäà çàäà÷à (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè D .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé â
ñî÷åòàíèè åãî ñ ìåòîäîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïð. [6] - [8]). Ðàññìîòðèì
ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Ïèêàðà:{

u0(n,m) = 0,

uγ+1(n,m) = Θ(n,m;uγ), γ = 0, 1, 2, . . . ,
(3.1)

ãäå m � ïàðàìåòð.
Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, èç (3.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè:∥∥u1(n,m)− u0(n,m)

∥∥ ≤

≤
2k∑
i=1

Mi
(N − 1)i−1

(i− 1)!
+

(N − n− 1)2k

(2k)!

∥∥f(n,m, 0)∥∥ ≤ δ0 + δ1, (3.2)

∥∥uγ+1(n,m)− uγ(n,m)
∥∥ ≤

≤ (N − n− 1)2k

(2k)!

N−1∑
ν=n0

N−1∑
µ=−N

K(ν, µ)
∥∥uγ(ν, µ)− uγ−1(ν, µ)

∥∥ ≤

≤ ρ ·
∥∥uγ(n,m)− uγ−1(n,m)

∥∥ < ∥∥uγ(n,m)− uγ−1(n,m)
∥∥. (3.3)

Èç îöåíîê (3.2) è (3.3) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð â ïðàâîé ÷àñòè (2.11) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþ-
ùèì. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè D .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.929

Èññëåäîâàíèå ðîáàñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâ

äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ

c⃝ Â. È. Çóáîâ 1, È. Â. Çóáîâ 2, À. Ô. Çóáîâà 3

Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ñ ïîìîùüþ íîâîãî ïîíÿòèÿ, åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå
ðàçäåëÿþùåãî ïîëèíîì ïî ÷èñëó êîðíåé âíå è âíóòðè êðóãà, îáîáùåí ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ
íóëÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðîáàñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Â ÷àñòíîì
ñëó÷àå, äëÿ äèñêðåòíûõ èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ ïðèâåäåí ãðàôè÷åñêèé êðèòåðèé èõ ïðè-
íàäëåæíîñòè êëàññàì (n, k) - ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Îáñóæäàåòñÿ èñïîëü-
çîâàíèå ýòîé ìåòîäèêè äëÿ äðóãèõ ñåìåéñòâ ïîëèíîìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðâàëüíûå ïîëèíîìû, êðèòåðèé Ìèõàéëîâà, ãîäîãðàô

Àíàëèçèðóÿ ïîâåäåíèå äèñêðåòíîãî ñåìåéñòâà ïîëèíîìîâ è ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íó-
ëÿ äëÿ òàêèõ ñåìåéñòâ, âèäèì, ÷òî ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïîíÿòèÿ è óòâåðæäåíèÿ äëÿ
èññëåäîâàíèÿ ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ íà íåóñòîé÷èâîñòü. Òî÷íåå, èññëåäîâàíèå
èõ ïðèíàäëåæíîñòè íåêîòîðûì îäíîðîäíûì êëàññàì, ðàçäåëÿÿ äèñêðåòíûå ïîëèíîìû ïî
÷èñëó êîðíåé âíóòðè è âíå êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå.

Â ýòîé ñòàòüå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñåìåéñòâ äèñêðåòíûõ èíòåðâàëüíûõ ïîëè-
íîìîâ.

Ïðåäâàðèòåëüíî, ââåäåì ïîíÿòèå äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ñåìåéñòâî ïîëèíîìîâ ñòåïåíè n

F̃ (s,Q) = {F (s, q) = a0(q) + a1(q)s+ . . .+ an(q)s
n, q ∈ Q} (1.1)

íàçîâåì ïðèíàäëåæàùèì êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ, åñëè
êàæäûé ïîëèíîì ñåìåéñòâà (1.1) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðàìåòðà q ∈ Q ⊂ Rl èìååò k ,
0 ≤ k ≤ n , êîðíåé âíóòðè êðóãà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íóëå, à n− k êîðíåé -
âíå ýòîãî êðóãà (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé).

Î÷åâèäíî, ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ èç êëàññà (n, 0) - ýêâèâàëåíòíîñòè äèñ-
êðåòíûõ ïîëèíîìîâ ÿâëÿåòñÿ ðîáàñòíî óñòîé÷èâûì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ Q . Òðåáî-
âàíèå îäèíàêîâîãî ïîðÿäêà n ïîëèíîìîâ â ñåìåéñòâå òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ÷èñëî êîðíåé âíå
è âíóòðè êðóãà |s| ≤ 1 â ñóììå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé áûëî îäèíàêîâûì è ðàâíî ïîðÿäêó
n ïîëèíîìà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ óñòîé÷èâûõ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà
ïîðÿäêà âñåõ ïîëèíîìîâ â ñåìåéñòâå íå òðåáóåòñÿ [4]. Â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðîáàñòíîé óñòîé-
÷èâîñòè è ðîáàñòíîé íåóñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ ñïðàâåäëèâ àíàëîã
ïðèíöèïà èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü F (s, q0) ∈ F̃ (s,Q) äëÿ íåêîòîðîãî q0 ∈ Q , Q− ñâÿçíî,
Q ∈ Rl , ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Òîãäà
óñëîâèå

1 Àñïèðàíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Ïðîôåññîð êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ; ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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0 ̸∈ S(ω) = {F (ejω, q) : q ∈ Q, 0 ≤ ω < 2π} (1.2)

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè âñåãî ñåìåéñòâà γ ≤ γmax , êëàññó (n, k)−
ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. óñëîâèÿ (1.2) î÷åâèäíà. Ïóñòü Q äëÿ
íåêîòîðûõ ω⋆ ∈ [0, 2π) , q⋆ ∈ Q è F (s, q) ∈ F̃ (s,Q) . Òîãäà ïîëèíîì F (s, q) èìååò êîðåíü
íà ãðàíèöå |s| = 1 è ïîòîìó íå ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ
ïîëèíîìîâ íè ïðè êàêîì k .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü óñëîâèå (1.2) âûïîëíÿåòñÿ, íî íàéäåòñÿ ïîëèíîì F (s, q1) ,
q1 ∈ Q íå ïðèíàäëåæàùèé êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì íåïðåðûâíóþ êðèâóþ q(t) ∈ Q , 0 ≤ t ≤ 1 , q(0) = q0 , q(1) = q1 . Òàêàÿ êðèâàÿ
ñóùåñòâóåò, òàê êàê Q - ñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ïóñòü si(t) - êîðíè ïîëèíîìà F (s, q(t)) .
Ïîñêîëüêó an(q(t)) ̸= 0 , òî ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè êîðíåé ïîëèíîìà n−
îé ñòåïåíè îò ïàðàìåòðîâ êîðíè ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî ôóíêöèè si(t) íåïðåðûâ-
íû. Îäíàêî, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäèí êîðåíü (íàïðèìåð, ïåðâûé) ïîëèíîìà F (s, q1) ëåæèò
âíóòðè êðóãà: |s1(1)| ≤ 1 , â òî âðåìÿ êàê |s1(0)| > 1 â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè F (s, q0)
êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ è èìåííî ïåðâûé êîðåíü îêàçàë-
ñÿ âíå êðóãà |s| ≤ 1 . Ïîýòîìó íàéäóòñÿ t⋆ , 0 ≤ t⋆ ≤ 1 è q⋆ = q(t⋆) ∈ Q òàêæå, ÷òî
|s1(t⋆)| = 1 . Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî F (s, q⋆) èìååò êîðåíü íà îêðóæíîñòè |s| = 1 . Èòàê, ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî 0 = F (ejω

⋆
, q⋆) äëÿ íåêîòîðûõ q⋆ ∈ Q è ω⋆ ∈ [0, 2π) . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ (1.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Äëÿ ïîëèíîìîâ â íåïðåðûâíîì è äèñêðåòíîì ñëó÷àÿõ êðè-
òåðèé Ìèõàéëîâà, ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ è èõ îáîáùåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ íåñêîëüêî
ïî ðàçíîìó. Äëÿ ïîëèíîìîâ äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ 0 ≤ ω < +∞ , åñëè ïîëèíîìû ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è −∞ < ω < ∞ , åñëè ïîëèíîìû ñ êîìïëåêñíûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ãîäîãðàôû öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷íû, à âî âòîðîì - íåò. Äëÿ äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ â îáîèõ ñëó÷àÿõ áåðåòñÿ
îáðàç âñåé ìíèìîé îñè (îêðóæíîñòü), ÷òîáû ãîäîãðàô ïîñëå îòîáðàæåíèÿ ñòàë çàìêíó-
òûì. Äëÿ ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé ãîäîãðàô ñèììåòðè÷åí
îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè, à äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ - íåò.

Äëÿ ïðîñòîòû, çäåñü îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî èíòåðâàëüíûìè íåîïðåäåëåííîñòÿìè êîýô-
ôèöèåíòîâ ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ò. å. ñå-
ìåéñòâî ïîëèíîìîâ âèäà (êðàòêî - èíòåðâàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì):

F (s) = a0 + a1s+ . . .+ ans
n, |ai − a0i | ≤ γαi, (1.3)

αi > 0 , i = 0, n , an · an > 0 , γ - ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè. Äëÿ íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ
îáëàñòü S(ω) äëÿ èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì.

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, êîòîðûé äâèæåòñÿ ñëîæíûì
îáðàçîì, ïîâîðÿ÷èâàÿñü è ìåíÿÿ ôîðìó, â òî æå âðåìÿ, îñòàâàÿñü âûïóêëûì ìíîãîóãîëü-
íèêîì ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî 2π . Òî÷íåå,

S(ω) = {F0(e
jω) + γ

n∑
m=0

αmµme
jωm} = c0 + {

n∑
m=0

µmsm}, (1.4)

ãäå c0 = F0(e
jω) , sm = γαme

jωm , µm ∈ [−1, 1] - ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà. Îáëàñòü S(ω) -
ìíîãîóãîëüíèê ñ öåíòðîì â òî÷êå c0 è ñòîðîíàìè ðàñïîëîæåííûìè ïîä óãëàìè ðàâíûìè
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arg sm , m = 0, n . Ìíîãîóãîëüíèê âûïóêëûé è èìååò 2n + 2 ðåáåð è ñòîëüêî æå âåðøèí,
ïðè÷åì ïðè èçìåíåíèè ω îò 0 äî 2π ìíîãîóãîëüíèê S(ω) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â 2n−
óãîëüíèê, 2n− 2 óãîëüíèê è ò. ä. âïëîòü äî îòðåçêà ïðè ω = 0 è ω = π . Ïðè íåêîòîðûõ
ω ñîñåäíèå ðåáðà ñòàíîâÿòñÿ îáùèì (îäíèì) ðåáðîì.

Ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà F (s) êëàññó
(n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü íîìèíàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì

F0(s) = a00 + a01s+ . . .+ a0ns
n,

F0(s) ∈ F (s) , F (s) èç (1.3) ïðèíàäëåæèò êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ
ïîëèíîìîâ. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû èíòåðâàëüíûé ïîëèíîì F (s) ïðèíàäëåæàë êëàññó
(n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ
ðàçìàõà íåîïðåäåëåííîñòè γ âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

γγkmax,

ãäå

γkmax = min
0≤ω<2π

γ(ω), (1.5)

γ(ω) = max
η

|
∑n

i=0 a
0
i cos(i− η)ω|∑n

i=0 αi| cos(i− η)ω|
, ω ̸= 0, π; (1.6)

γ(0) =
|
∑n

i=0 a
0
i |∑n

i=0 αi

, (1.7)

γ(π) =
|
∑n

i=0(−1)ia0i |∑n
i=0 αi

. (1.8)

Íàçîâåì ìàêñèìàëüíûé ðàçìàõ íåîïðåäåëåííîñòè γkmax èç (1.5) - k - ðàäèóñîì èíòåðâàëü-
íîãî ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ïîëèíîìîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ïðèíöèï èñêëþ÷åíèÿ íóëÿ äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ (òåîðåìà
1.1.) è íå èìååò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé.

Î÷åâèäíî, ïðè k = 0 èç òåîðåìû 1.2. ïîëó÷èì êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè äèñêðåòíîãî
èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà. Ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ k - ðàäèóñà γkmax ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àþòñÿ îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íåò àíàëîãà òåîðåì î ïðèíàäëåæíî-
ñòè ñåìåéñòâ èíòåðâàëüíûõ ïîëèíîìîâ â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå êëàññàì (n, k)− ýêâè-
âàëåíòíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íåò àíàëîãà òåîðåìû Õàðèòîíîâà
(k = 0) . Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî S(ω) â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, îðèåíòà-
öèÿ êîòîðîãî íå ìåíÿåòñÿ, à â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ãåîìåòðèÿ S(ω) ñîâåðøåííî äðóãàÿ
- ìíîãîóãîëüíèê ñ ìåíÿþùèìñÿ íàïðàâëåíèåì è ÷èñëîì ðåáåð (èõ ÷èñëî íå ïðåâûøàåò
2n+ 2 ).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.3. Òåîðåìà 1.2. î ïðèíàäëåæíîñòè èíòåðâàëüíîãî ïîëèíîìà ñ
âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè êëàññó (n, k)− ýêâèâàëåíòíîñòè äèñêðåòíûõ ïîëèíî-
ìîâ îáîáùàåòñÿ è íà èíòåðâàëüíûé äèñêðåòíûé ïîëèíîì ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåí-
òàìè, íî äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
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Ç à ì å ÷ à í è å 1.4. Òðåáîâàíèå αi > 0 äëÿ âñåõ i = 0, n îñòàâëåíî äëÿ ïðîñòî-
òû, òàê êàê, åñëè íåêîòîðûå m ÷èñåë αi = 0 , òî ïàðàëëåëåïèïåä êîýôôèöèåíòîâ Q
ïîìåíÿåò ðàçìåðíîñòü ñ n+ 1 íà n−m+ 1 , à íàèáîëüøåå ÷èñëî ðåáåð ìíîãîóãîëüíèêà
S(ω) ñòàíåò ìåíüøå, ò. å. 2(n−m) + 2 .

×òîáû ñåìåéñòâî F (s) îñòàâàëîñü èíòåðâàëüíûì è íå âûðîæäàëîñü â íîìèíàëüíûé
ïîëèíîì F0(s) ìîæíî óñëîâèå αi > 0 äëÿ âñåõ i = 0, n çàìåíèòü íà óñëîâèÿ

n∑
i=0

αi > 0, αi ≥ 0, i = 1, n.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. ℵ 10-08-00624).
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ÓÄÊ 519.71

Ñîîòíîøåíèÿ îïòèìàëüíîñòè â ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîé

çàäà÷å óïðàâëåíèÿ

c⃝ Â. Â. Àôîíèí1, Ñ. Ì. Ìóðþìèí2

Àííîòàöèÿ. Ðàáîòà ïîñâÿùåíà àíàëèçó çàäà÷è îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ëèíåéíûì ñòàöè-
îíàðíûì îáúåêòîì. Ïîêàçàíû ñîîòíîøåíèÿ îïòèìàëüíîñòè, ñâÿçûâàþùèå ìåæäó ñîáîé ïàðà-
ìåòðû îáúåêòà è ðåãóëÿòîðà. Ïðîâåðåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïîäòâåðæäàþùèå ïîëó-
÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ îïòèìàëüíîñòè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð, êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë, ìî-
äåëü.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

1.1. Ðàññìîòðèì âïîëíå óïðàâëÿåìóþ ìîäåëü îáúåêòà â âèäå

∂X(t)

∂t
= AX(t) +BU(t), (1.1)

Ãäå X(t) - n-ìåðíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, U(t) - r-ìåðíûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ, A � ìàòðè-
öà ñîñòîÿíèÿ, ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàçìåðà nxn, B � ìàòðèöà âõîäà, ìàòðèöà
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàçìåðà nxr.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà óïðàâëåíèÿ uj(t)(j = 1, 2, . . . , r) îãðàíè÷åíèÿ íå íàëîæåíû.
Óïðàâëåíèå äîëæíî áûòü âûáðàíî òàê, ÷òîáû ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì óñëîâèè X(0)
ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

J = [

∞∫
0

[XT (t)QX(t) + UT (t)RU(t)] dt], (1.2)

Ãäå Q � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
ðàçìåðà nxn, R � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ðàçìåðà rxr, T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ [3].

Ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (1.2) èìååò âèä

U(t) = −R( − 1)BTPX(t), (1.3)

ãäå P � (n?n) ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîå ðåøåíèå íåëèíåé-
íîãî ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè

PA+ ATP − PBR( − 1)BTP +Q = 0. (1.4)

Îáîçíà÷èì:
Kp = R( − 1)BTP.. (1.5)

Òîãäà (1.3) ïåðåïèøåì
U(t) = −KpX(t) (1.6)

ãäå Kp - ïîñòîÿííàÿ ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ðàçìåðà rxn.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ äîñòóïíû äëÿ èçìåðåíèÿ.

1 Äîöåíò êàôåäðû ÀÑÎÈÓ, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñà-
ðàíñê; vvafonin53@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í.Ï.
Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê.
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Ò å î ð å ì à 1.1. çàäà÷à (1.1) - (1.2) èìååò ðåøåíèå, òî

R = BTSTQSB + (E +BTSTKT
p )R(E +KpSB), (1.7)

ãäå S = (A−BKp)
( − 1) , E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà rxr.

Ôîðìóëà (1.7) àíàëèòè÷åñêè ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû îáúåêòà (ìàòðèöû À, Â),
âåñîâûå ìàòðèöû ôóíêöèîíàëà Q, R è ìàòðèöó îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà Kp [1,2].

1.2. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè âïîëíå óïðàâëÿåìîãî ïî âûõîäó
ëèíåéíîãî îáúåêòà. Ê îïèñàíèþ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ

∂X(t)

∂t
= AX(t) +BU, (1.8)

äîáàâëÿåòñÿ óðàâíåíèå âûõîäà:
Y (t) = CX(t), (1.9)

ãäå Y(t) � m-ìåðíûé âåêòîð âûõîäà, C � ìàòðèöà âûõîäà, ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë ðàçìåðà mxn,mxn.

Íåîáõîäèìî íàéòè óïðàâëåíèå òàêîå, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèî-
íàë âèäà

J = [

∞∫
0

[Y T (t)QyY (t) + UT (t)RU(t)] dt], (1.10)

ãäå Qy � ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ðàç-
ìåðà mxm, R - ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë ðàçìåðà rxr, T � ñèìâîë òðàíñïîíèðîâàíèÿ [3].

Óïðàâëåíèå äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1.10) èìååò âèä

U(t) = −R( − 1)BTPyX(t), (1.11)

ãäå Py - ïîñòîÿííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà nxn,
ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî àëãåáðàè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ðèêêàòè

RyA+ ATPy − PyBR
( − 1)BTPy + CTQyC = 0 (1.12)

Îáîçíà÷èì:
Kpy = R( − 1)BTPy. (1.13)

Ñ ó÷åòîì (1.13) îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (1.11) çàïèøåì â âèäå

U(t) = −KpyX(t) (1.14)

ãäå Kpy - ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ðàçìåðà rxn.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ è âûõîäà äîñòóïíû äëÿ èçìåðåíèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Åñëè çàäà÷à (1.8) � (1.10) èìååò ðåøåíèå, òî

R = BTST
y C

TQyCSyB + (E +BTST
y Kpy

T )R(E +KpySyB), (1.15)

ãäå Sy = (A−BKpy)
( − 1), E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà rxr.
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Ò å î ð å ì à 1.3. Åñëè çàäà÷à (1.1), (1.2) èìååò ðåøåíèå, òî ìàòðèöà R êâàäðà-
òè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íàõîäèòñÿ (âîññòàíàâëèâàåòñÿ) èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà [4]:

M ∗R−R ∗N = C, (1.16)

ãäå M = Er+B
TSTKT , N = −(Er+KSB)(−1), C = −(BTSTQSB)∗(Er++KSB)(−1), S =

(A−BK)(− 1), Er - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì rxr, K � ìàòðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãó-
ëÿòîðà, A, B- ìàòðèöû îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, Q � ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.7) îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ìàòðèöû R.

Ò å î ð å ì à 1.4. Åñëè çàäà÷à (1.8) � (1.10) èìååò ðåøåíèå, òî ìàòðèöà R êâàäðà-
òè÷íîãî ôóíêöèîíàëà íàõîäèòñÿ (âîññòàíàâëèâàåòñÿ) èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ
Ëÿïóíîâà:

My ∗R−R ∗Ny = Cy, (1.17)

ãäå My = Er + BTST
y K

T
y , Ny = −(Er + KySyB)( − 1), Cy = −(BTST

y C
TQyCSyB) ∗ (Er +

KySyB)( − 1), Sy = (A − BKy)
( − 1), Er - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì rxr, Ky - ìàò-

ðèöà îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó, A, B � ìàòðèöû îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, Qy -
ìàòðèöà êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà (1.10), C � ìàòðèöà âûõîäà îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.15) îòíîñèòåëüíî èñêîìîé ìàòðèöû R.

2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêïåðèìåíòà

Ïðîâåðêà ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé âûïîëíÿëàñü â ñèñòåìå ÌÀÒ- LÀÂ ñ ïàêåòîì
Control System Toolbox, â êîòîðîì èìåþòñÿ ôóíêöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ðèêêàòè è
Ëÿïóíîâà, à òàêæå îáåñïå÷åíû ìíîãèå ìàòðè÷íûå îïåðàöèè.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ìàòðèöû îáúåêòà ñîçäàâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîñëåäóþùåé
ïðîâåðêîé íà óïðàâëÿåìîñòü ïàðû À,B è À, ÑÂ). Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ôîðìèðîâàëèñü íà îñíîâå ñòàíäàðòíûõ ìàòðèö, âõîäÿùèõ
â ãàëåðåþ ìàòðèö ñèñòåìû MATLAB. Ïðîâåðÿëîñü òàêæå ïðè äèàãîíàëüíûõ ìàòðèöàõ
ôóíêöèîíàëà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèíèìàëèñü ôèêñèðîâàííûå ðàçìåðû ìàòðèö îáú-
åêòà è ôóíêöèîíàëà; èñïîëüçîâàëîñü òàêæå ïñåâäîîáðàùåíèå ìàòðèö ïî ìåòîäó Ìóðà-
Ïåíðîóçà. Â ñëó÷àå íå ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà íå èìååò
ðåøåíèÿ â âèäå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû.

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè óêëàäûâàþòñÿ â äî-
ïóñòèìóþ òî÷íîñòü âåùåñòâåííîãî òèïà äàííûõ ñ äâîéíîé òî÷íîñòüþ � òèï double.

Optimality ralations in the linear-quadratic control

problem

c⃝ V. V. Afonin3, S. M. Muryumin4

Abstract. This paper analyzes the problem of optimal stabilization oà linear stationary object.
Showing optimality ratio relating the parameters of the object and the regulator. The numerical
experiments, con�rming the relations obtained optimality.

Key Words: control, optimal regulator, quadratic functional, model.
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äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\ footnote { Äîëæ-
íîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\ footnote {Äîëæíîñòü, ìåñòî ðà-
áîòû, ãîðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðè-ñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîäïèñü_ïîä_ðè-
ñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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