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Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè äëÿ

íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ

c⃝ Ä. Ñ. Êèðèëëîâ1, Ë. Â. Êëî÷êîâà2, Þ. Í. Îðëîâ3, Â. Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ñòðîèòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âûáîðî÷íîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè
äëÿ äâóõ íåñòàöèîíàðíûõ âðåìåííûõ ðÿäîâ. Îòëè÷èå îò ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òî îäíîâðåìåííî ñ âåëè÷èíîé êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ñòðîÿòñÿ ýìïèðè÷åñêèå ñòàòèñòèêè
îïòèìàëüíîé äëèíû âûáîðêè è äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî êîýôôèöèåíò êîð-
ðåëÿöèè â íàèáîëüøåì ÷èñëå ñëó÷àåâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåñòàöèîíàðíûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, îïòèìàëüíàÿ äëèíà âûáîðêè,
îïòèìàëüíûé óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè

1. Ââåäåíèå

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ äîëãîñðî÷íîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ âåëè÷èí, ìîäåëü èçìåíåíèÿ êîòî-
ðûõ âî âðåìåíè ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, òðåáóåòñÿ âûäåëèòü ãëàâíûå
âåêòîðû êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû, ÷òîáû îïðåäåëèòü ãðóïïû âåëè÷èí, íàõîäÿùèåñÿ ìåæ-
äó ñîáîé â ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè. Òàêîâû ìîäåëè è ïðîãíîçû ìàêðîýêîíîìè÷åñêèõ
ïîêàçàòåëåé, ìîäåëè ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà ýêîëîãè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, ñòàòèñòè÷åñêèå ìî-
äåëè â ñîöèîëîãèè è äð. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [1] áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à î ìåòîäàõ îöåíêè
êîððåëÿöèè ýïèäåìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ìåãàïîëèñà â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ çàãðÿçíåííî-
ñòè âîçäóõà. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò íà÷àòîå èññëåäîâàíèå.

Òðàäèöèîííî ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
ýòèõ îáëàñòÿõ îïèðàþòñÿ íà ìîäåëü ðåàêöèè (ëèíåéíîé èëè íåëèíåéíîé) ñëîæíîé ñèñòåìû
ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ, ïðåäñòàâëÿåìûõ êàê âíåøíèå èëè óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ.
Ïðè ýòîì öåëü àíàëèçà äàííûõ çà îïðåäåëåííûé èñòîðè÷åñêèé ïåðèîä ñîñòîèò â îïðå-
äåëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â òàêîé ìîäåëè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíè îáðàçóþò ñòàöèîíàðíûé
âðåìåííîé ðÿä. ×àùå âñåãî àíàëèçèðóþòñÿ ëèíåéíûå ôóíêöèè ðåàêöèè, êîãäà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî äâà íàáëþäàåìûõ íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäà äàííûõ íàõîäÿòñÿ ìåæäó ñîáîé â ñòà-
öèîíàðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè. Â ðåàëüíîñòè ñòàöèîíàðíîñòü ñâÿçè âûïîëíÿåòñÿ
ëèøü ïðèáëèæåííî, ïîñêîëüêó â ñëîæíûõ ñèñòåìàõ êîýôôèöèåíòû â ïàðàìåòðè÷åñêèõ
ìîäåëÿõ ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèîíàëàìè îò àíàëèçèðóåìûõ ðÿäîâ äàííûõ. Ïî-
ýòîìó âñå ìîäåëè êîèíòåãðàöèè íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ñîäåðæàò êîððåëèðîâàííûå îñòàò-
êè ðåãðåññèé. Â ðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî î÷åâèäíûé êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò î òîì,
÷òî íåêîòîðûå äâà ðÿäà íàõîäÿòñÿ â êîððåëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè - íàïðèìåð, óðîâåíü çà-
ãðÿçíåííîñòè àòìîñôåðû îïðåäåëåííûì òèïîì âåùåñòâà è çàáîëåâàåìîñòü íàñåëåíèÿ òåì
èëè èíûì âèäîì çàáîëåâàíèÿ, íå èìååò ÷åòêîãî ÷èñëåííîãî ïîäòâåðæäåíèÿ. Èìåííî, åñëè
çàôèêñèðîâàòü ëàã êîððåëÿöèè è ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, è íà÷àòü çàòåì âàðüèðî-
âàòü äëèíó âûáîðêè, òî ÷àñòî îáíàðóæèâàåòñÿ, ÷òî âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

1 Àñïèðàíò Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà; ov3159fd@yandex.ru.
2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;

klud@imamod.ru.
3 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;

ov3159fd@yandex.ru.
4 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;

v.f.tishkin@mail.ru.
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èçìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì â âåñüìà øèðîêèõ ïðåäåëàõ è äàæå ìîæåò ìåíÿòü çíàê. È îáðàòíî,
åñëè çàôèêñèðîâàòü äëèíó âûáîðêè, òî êîððåëÿöèÿ â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò
áûòü ñèëüíî íåñòàöèîíàðíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à êîððåêòíîãî
îïðåäåëåíèÿ èíòåðåñóþùåé èññëåäîâàòåëÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû êîððåëÿöèè ìåæäó
äâóìÿ íåñòàöèîíàðíûìè âðåìåííûìè ðÿäàìè. Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì,
÷òî âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè äàííûõ ñòàáèëèçèðóåòñÿ
ê ñâîåìó ãåíåðàëüíîìó çíà÷åíèþ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûáîðêè òîëüêî äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
â øèðîêîì ñìûñëå ïðîöåññîâ, ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ êîòîðûõ íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Äëÿ
íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ íàáëþäàåòñÿ íåïîñòîÿíñòâî êîððåëÿöèè êàê ôóíêöèè âðåìåíè
äëÿ âûáîðêè îïðåäåëåííîãî îáúåìà, à òàêæå è íåïîñòîÿíñòâî åå â îäèí è òîò æå ìîìåíò
âðåìåíè, íî äëÿ âûáîðîê ðàçíûõ îáúåìîâ. Êàê îïðåäåëèòü âåëè÷èíó êîððåëÿöèè è åå
äîñòîâåðíîñòü äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ? Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ êîððåêòíîãî îïðå-
äåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé êîððåëÿöèè ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé äëèíû âûáîðêè,
íà êîòîðîé ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âûáîðî÷íûå ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèé. Èìåííî, òðåáóåòñÿ
íàéòè äëèíó âûáîðêè, íà êîòîðîé îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäà-
ìè ïðîÿâëÿåòñÿ ñ íàèáîëüøåé äîñòîâåðíîñòüþ.

Ôîðìàëüíî íåñòàöèîíàðíûé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé îáû÷íûé âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, çàâèñÿùèé îò äëèíû âûáîðêè è òå-
êóùåãî ìîìåíòà âðåìåíè, îò êîòîðîãî íàçàä â ïðîøëîå îòñ÷èòûâàåòñÿ ýòà âûáîðêà.

Äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà, øèðèíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-
öèåíòà êîððåëÿöèè, ìîæíî íàéòè äëèíó âûáîðêè, íà êîòîðîé äîëÿ êîððåëÿöèé, ïîïàäàþ-
ùèõ â ýòîò ïðîìåæóòîê, íàèáîëüøàÿ. Ýòà äîëÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðîâåíü äîñòîâåðíî-
ñòè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè. Òîò èíòåðâàë, äëÿ êîòîðîãî ýòà äîëÿ àáñîëþòíî íàèáîëüøàÿ,
ïðèíèìàåòñÿ çà ïðîìåæóòîê, ñîäåðæàùèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè. Ýòîò ìåòîäè÷åñêèé
ïîäõîä è îïèñûâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

2. Îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè.

Îïèøåì ñíà÷àëà îáùèé ìåòîä îòûñêàíèÿ êîððåëÿöèîííîé ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èäåÿ ìåòîäà áûëà ïðåäëîæåíà â [2] äëÿ àíàëèçà
íåëèíåéíûõ õàîòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äëÿ êðàòêîñòè ìû îãðàíè÷èìñÿ äàëåå
ðàññìîòðåíèåì äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ïî âðåìåíè íà îò-
ðåçêå [0; 1] . Äëÿ êàæäîé èç íèõ ìîæíî ïîñòðîèòü ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ
çíà÷åíèé â îïðåäåëåííûå êëàññîâûå èíòåðâàëû, íà êîòîðûå íà ïðàêòèêå ðàçáèâàåòñÿ ïðî-
ìåæóòîê [0; 1] . Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü ðàçáèåíèå íà ïðîìåæóòêîâ ðàâíîìåðíûì.
Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè àïïðîêñèìèðóþòñÿ îäíîé è òîé æå
ãèñòîãðàììîé.

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ðÿäû {xi} è {yi} ñòàöèîíàðíû, è ìåæäó íèìè åñòü ïðÿ-
ìàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, ò.å. y = φ(x) . Òîãäà, ïîñòðîèâ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
âåðîÿòíîñòåé FN(x, y, t) ïî âûáîðêå äëèíû N â ìîìåíò âðåìåíè t , ìû îáíàðóæèì, ÷òî
ñ òî÷íîñòüþ 1/

√
N â íîðìå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé îíî íå ìåíÿåòñÿ, è åãî íîñèòåëü íà-

õîäèòñÿ â êâàäðàòàõ yi = φ(xj) , â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì ãèñòîãðàììû. Òî÷íîñòü, ñ
êîòîðîé ìû ìîæåì ãîâîðèòü î òàêîé ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè, ðàâíà òî÷íîñòè ïîçèöèîíè-
ðîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â êëàññîâûõ èíòåðâàëàõ, ò.å. 1/n . Äåéñòâèòåëüíî, òî÷íîñòü
îöåíêè ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè -� ýòî ìåðà íîñèòåëÿ ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â åäè-
íè÷íîì êâàäðàòå. Ïðè ôèêñèðîâàííîé ìåëêîñòè ðàçáèåíèÿ ýòà äîëÿ, ò.å. òî÷íîñòü îöåíêè,
íå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì 1/n (n êâàäðàòîâ ñ ïëîùàäüþ 1/n2 ). Óðîâåíü äîñòîâåðíî-
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ñòè ïîëó÷åííîé îöåíêè ðàâåí èíòåãðàëó îò ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî âûáðàííîé äîëå
íîñèòåëÿ. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå âíå îòìå÷åííûõ êâàäðàòîâ íåò òî÷åê íîñèòåëÿ ñîâ-
ìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè ðàâåí åäèíèöå.

Åñëè ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè íåò, òî ïðè ôèêñèðîâàííîì íîìåðå j èíòåðâàëà ïî ïåðâî-
ìó àðãóìåíòó ìû îáíàðóæèì îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè FN(j, i, t) äëÿ íåñêîëü-
êèõ íîìåðîâ i èíòåðâàëîâ ïî âòîðîìó àðãóìåíòó. Ïðè ýòîì ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû âûáîðêè
íîñèòåëü ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàíèìàåò âñå áîëüøóþ äîëþ îáëàñòè ðàçáèåíèÿ ãè-
ñòîãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïóòåì ïîòåðè òî÷íîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü äîñòîâåðíóþ îöåíêó
ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè äàæå â îòñóòñòâèå òàêîâîé, íî áóäåò ëè ýòî óäîâëåòâîðÿòü èññëåäî-
âàòåëÿ? Íàñêîëüêî òî÷íî íóæíî ïîçèöèîíèðîâàòü èñêîìîå çíà÷åíèå, ÷òîáû è âåðîÿòíîñòü
åãî ïðèíàäëåæíîñòè îïðåäåëåííîìó èíòåðâàëó áûëà íå èñ÷åçàþùå ìàëîé, è ñàì èíòåðâàë
ñóùåñòâåííî îòëè÷àëñÿ áû îò âñåãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû? Ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ, ÷òî âìåñòî àïðèîðè çàäàâàåìîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè ñëåäóåò ââåñòè ñîãëàñîâàííûé
êðèòåðèé ñîâìåñòíîé îöåíêè òî÷íîñòè è óðîâíÿ çíà÷èìîñòè.

Ïóñòü δ =
∫
Ω

dxdy åñòü ìåðà ìíîæåñòâà Ω(x, y) , ïðèíàäëåæàùåãî íîñèòåëþ ñîâìåñòíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîì ìîæíî îäíîçíà÷íî ãîâîðèòü î ñâÿçè ìåæäó x è y . Âåëè÷èíà
δ áóäåò òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé óñòàíîâëåíà ýòà ñâÿçü, à âåëè÷èíà α =

∫
Ω

F (x, y)dxdy áóäåò

äàâàòü óðîâåíü äîñòîâåðíîñòè íàéäåííîé ñâÿçè. È δ , è α çàâèñÿò îò ìíîæåñòâà Ω(x, y) .
Òîãäà ââåäåì ôóíêöèîíàë, ìèíèìèçèðóþùèé ñîâîêóïíóþ îøèáêó îöåíêè êîððåëÿöèîííîé
ñâÿçè (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîé), êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà òîì ìíîæåñòâå Ω(x, y) , ãäå

U2 = (1 − α(Ω))2 + δ(Ω)2 → min . (2.1)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (2.1) íå ïîçâîëÿåò â îáùåì ñëó÷àå îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü ìíî-
æåñòâî Ω(x, y) . Äëÿ óíèìîäàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé F (x, y, t) ýòî ìíîæåñòâî ïðè ôèêñèðî-
âàííîì x ñîäåðæèò y = arg maxF (x, y) . Áóäåì ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî
Ω(x, y) ñîäåðæèò ïîëîñó ðàçáèåíèÿ ãèñòîãðàììû, ñîäåðæàùóþ ëîêàëüíûå (ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ íîìåðàõ -ÿ÷ååê) ìàêñèìóìû ðàñïðåäåëåíèÿ FN(j, i, t) . Ñîáñòâåííî çíà÷åíèåì i(j)
áóäåò íàçûâàòüñÿ íîìåð ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé óñëîâíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå íîìåðà i ïî ìíî-
æåñòâó ÿ÷ååê ñ j -ûì íîìåðîì âåðòèêàëüíîé ïîëîñû, êîòîðîå ñ òî÷íîñòüþ δ îõâàòûâàåò
arg maxF (j, i) .

Ôóíêöèîíàë U çàâèñèò îò äëèíû âûáîðêè N . Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ñ óâåëè÷åíèåì
ïðîèñõîäèò ëèøü óòî÷íåíèå ìíîæåñòâà Ω(x, y) è, ñîîòâåòñòâåííî, óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ
U . Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå óâåëè÷åíèå äëèíû âûáîðêè ñâåðõ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ìîæåò ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ ôóíêöèîíàëà U . Ïóñòü U(N, t) åñòü ðåçóëüòàò îïòèìèçà-
öèè (2.1) â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ïî âûáîðêàì ïðîèçâîëüíûõ îáúåìîâ, ïðè êîòîðîì
íàõîäÿòñÿ ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ δ(N, t) è α(N, t) . Òîãäà

Nopt(t) = arg minU(N, t). (2.2)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü, îïðåäåëÿåìàÿ ìíîæåñòâîì Ω(x, y; t) , ïîëó-
÷åííîì â ðåçóëüòàòå îïòèìèçàöèè (2.1), â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè ìîæåò áûòü ñîâåðøåí-
íî ðàçëè÷íîé. Òàêæå è îïòèìàëüíûå äëèíû Nopt(t) îáðàçóþò â ñîâîêóïíîñòè íåêîòîðîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ ν(N) . Â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíûì çà ðàññìàòðèâàå-
ìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè áóäåò íåêîòîðîå ñðåäíåå èç îïòèìàëüíûõ äëèí è íåêîòîðàÿ ñðåä-
íÿÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ ñâÿçü. Òî÷íîñòü ýòîé ñâÿçè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ åå óñëîâíîé äèñïåð-
ñèåé (ïðè óñëîâèè, ÷òî èìååòñÿ çàäàííàÿ íåòî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè ëîêàëüíî-îïòèìàëüíîé
äëèíû âûáîðêè) è ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè ê äëèíå âûáîðêè. Ïðèìåð
ýòîãî îáùåãî ïîäõîäà áóäåò äàëåå ðàññìîòðåí ïîäðîáíî äëÿ êîíêðåòíîãî âèäà èñêîìîé
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ôóíêöèîíàëüíîé ñâÿçè � à èìåííî, ëèíåéíîé. Ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì â ýòîì ñëó÷àå
(ò.å. ìíîæåñòâîì Ω(x, y; t) ) áóäåò âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

3. Îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé êîððåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ âðåìåí-

íûìè ðÿäàìè

Ïóñòü x(t) è y(t) �� äâà èññëåäóåìûõ âðåìåííûõ ðÿäà íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] ,
è R(k, t) åñòü èõ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ïî âûáîðêå îáúåìà k â ìîìåíò
âðåìåíè t , ò.å. êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè, âû÷èñëåííûé ïî äàííûì, âçÿòûì â ìîìåíòû
âðåìåíè t− k + 1 , t− k + 2 , . . . , t .

Êîððåëÿöèÿ R(k, t) âûáîðêè {x1, . . . , xk} îáúåìà k â ìîìåíò âðåìåíè t íà âûáîðêó
{y1, . . . , yk} îïðåäåëÿåòñÿ r(t) ïî ôîðìóëå (3.3)

R(k, t) =

k
t∑

i=t−k+1

xiyi −
(

t∑
i=t−k+1

xi

)(
t∑

i=t−k+1

yi

)
√
k

t∑
i=t−k+1

x2i −
(

t∑
i=t−k+1

xi

)2
√
k

t∑
i=t−k+1

y2i −
(

t∑
i=t−k+1

yi

)2
. (3.3)

Îïðåäåëèì äâà âçàèìîäîïîëíÿþùèõ âðåìåííûõ ðÿäà: ðÿä r(t) ìàêñèìàëüíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ çíà÷åíèé êîððåëÿöèè R(k, t) , è ðÿä n(t) ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåìîâ âûáîðêè,
íà êîòîðûõ êîððåëÿöèÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ìàêñèìàëüíà:

r(t) = max
k
R(k, t) n(t) = arg max

k
R(k, t). (3.4)

Ïðè âû÷èñëåíèè r(t) îáúåì âûáîðêè äîëæåí ïðåâîñõîäèòü íåêîòîðûé ìèíèìàëüíûé
îáúåì, íà êîòîðîì âîîáùå ðàçóìíî âû÷èñëÿòü êîððåëÿöèþ, ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
k ≥ 3 .

Îïðåäåëèì òàêæå ñðåäíåå çíà÷åíèå r̄ è äèñïåðñèþ σ2
r ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé êîððå-

ëÿöèè ïî âñåì ìîìåíòàì âðåìåíè, è àíàëîãè÷íî n̄ è σ2
n . Ïóñòü òàêæå γ åñòü êîýôôèöèåíò

êîððåëÿöèè ðÿäîâ r(t) è n(t) íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] . Ýòîò êîýôôèöèåíò ïîäñ÷è-
òûâàåòñÿ ïî êîëè÷åñòâó äàííûõ T −N + 1 , ãäå N ≤ T åñòü ìàêñèìàëüíûé îáúåì ñðåäè
âñåõ n(t) : N = max

t
n(t) .

Âåëè÷èíà σr/r̄ õàðàêòåðèçóåò îòíîñèòåëüíóþ øèðèíó ðàçáðîñà ñðåäíèõ ïî âðåìåíè
çíà÷åíèé ìàêñèìóìîâ êîððåëÿöèé. Ýòî óñëîâèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ïîêàçàòåëåì òî÷íîñòè îöåíêè R(n, t) = r̄ . Åñëè æå îáúåì âûáîðêè n(t) òàêæå ìåíÿ-
åòñÿ ñî âðåìåíåì, òî ôàêòè÷åñêàÿ íåòî÷íîñòü â îöåíêå êîððåëÿöèè r(t) äîëæíà îïðåäå-
ëÿòüñÿ ñ ó÷åòîì âàðèàöèè σn/n̄ . Îäíàêî ïðè âàðèàöèè îáúåìà âûáîðêè ìîæåò îêàçàòüñÿ,
÷òî êîððåëÿöèÿ íà îòðåçêå ∆σ(n(t)) = [n(t) − σn;n(t) + σn] ìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïî-
ýòîìó, ÷òîáû ó÷åñòü âàðèàöèþ îáúåìà âûáîðêè, íåîáõîäèìî îöåíèòü ÷óâñòâèòåëüíîñòü
êîððåëÿöèè ïî îáúåìó âûáîðêè.

Ââåäåì âåëè÷èíó

λ(t) =
n(t)

2σnr(t)

(
max

k∈∆σ(n(t))
R(k, t) − min

k∈∆σ(n(t))

)
, (3.5)

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòíûé àíàëîã ëîãàðèôìè÷åñêîãî ðàçìàõà êîððåëÿöèè
ïî ëîãàðèôìó îáúåìà âûáîðêè â îêðåñòíîñòè òî÷êè ìàêñèìóìà, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ
íà îòðåçêå ∆σ(n(t)) = [n(t) − σn;n(t) + σn] øèðèíû 2σn . Ñðåäíåå ïî âðåìåíè çíà÷åíèå

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



12 Ä. Ñ. Êèðèëëîâ, Ë. Â. Êëî÷êîâà, Þ. Í. Îðëîâ, Â. Ô. Òèøêèí

λ̄ õàðàêòåðèçóåò ñðåäíþþ êðóòèçíó ãðàôèêà êîððåëÿöèè êàê ôóíêöèè îáúåìà âûáîðêè â
îêðåñòíîñòè ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñëè λ̄ áëèçêî ê íóëþ, ò.å. ãðàôèê R(n(t), t)
ïðåäñòàâëÿåò ñëàáî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ îáúåìà âûáîðêè, ïðèáëèçèòåëüíî ïàðàëëåëü-
íóþ îñè àáñöèññ, òî çíàíèå èìåííî òîãî îáúåìà n(t) , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì
êîððåëÿöèè, íå îáÿçàòåëüíî, ïîñêîëüêó áëèçêèå ê íåìó çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèè äîñòèãàþòñÿ
è íà äðóãèõ îáúåìàõ. Òåì ñàìûì λ̄ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìàêñèìóìà
êîððåëÿöèè ê îáúåìó âûáîðêè. Òîãäà â êà÷åñòâå îðèåíòèðîâî÷íîé îöåíêè îòíîñèòåëüíîé
íåòî÷íîñòè O2 â óñòàíîâëåíèè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè íà óðîâíå r̄ ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîêàçàòåëü

O2 =

(
σr

r̄

)2

+ (1 − γ2)(λ̄)2

(
σn

n̄

)2

(3.6)

Âåëè÷èíà γ2 îïðåäåëÿåò òó äîëþ äèñïåðñèè ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü ¾îáúÿñíåíà¿ äèñïåðñèåé îáúåìà âûáîðêè â ðåãðåññèîííîì ïðèáëèæåíèè. Îñòà-
òîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáñòâåííûé âêëàä âàðèàöèè îáúåìà âûáîðêè â íåòî÷íîñòü îöåíêè êîð-
ðåëÿöèè. Òîãäà øèðèíà äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, ñîäåðæàùåãî îöåíêó ìàêñèìàëüíîé
êîððåëÿöèè íà óðîâíå çíà÷èìîñòè O , ðàâíà 2Or̄ .

Êðèòåðèé ≪ O2 ≫ (3.6) äàåò óðîâåíü çíà÷èìîñòè îöåíêè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè, õà-
ðàêòåðèçóåìîé ÷èñëîì r̄ . Íî îáúåì âûáîðêè, íà êîòîðîì ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ýòó êîð-
ðåëÿöèþ, íå ôèêñèðóåòñÿ êðèòåðèåì (3.6). Ýòîò îáúåì ìîæåò áûòü ëþáûì â ãðàíèöàõ
[n̄−σn; n̄−σn] , ÷òî ó÷èòûâàåòñÿ ââåäåíèåì êîýôôèöèåíòà ÷óâñòâèòåëüíîñòè λ̄ . Ïîñêîëüêó
æå íå îáÿçàòåëüíî íàèáîëüøàÿ êîððåëÿöèÿ ñ íàèáîëüøåé æå äîñòîâåðíîñòüþ äîñòèãàåòñÿ
íà ñðåäíåì îáúåìå n̄ , äàþùåì ìàêñèìóìû êîððåëÿöèé, òî ñëåäóåò íàéòè ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé îïòèìàëüíûé îáúåì nopt .

Ââåäåì äîñòîâåðíîñòü α â îïðåäåëåíèè îáúåìà âûáîðêè, ïðè êîòîðîì êîððåëÿöèÿ ìåæ-
äó ðÿäàìè íå íèæå îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Mn(t) òåõ îáúåìîâ âû-
áîðêè n , êîððåëÿöèÿ ïî êîòîðûì â ìîìåíò âðåìåíè t ëåæèò â îïðåäåëåííîé îáëàñòè ∆
çíà÷åíèé, ò.å.

Mn(t) :
∪
n

{n : R(n, t) ∈ ∆}. (3.7)

Êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] íàçûâàåòñÿ
äîñòîâåðíîé ïî îáúåìó âûáîðêè íà óðîâíå α ñ àáñîëþòíîé îøèáêîé δ , åñëè ïåðåñå÷åíèå
T∩
t=1

Mα
n (t) íå ïóñòî. Ïðè ýòîì äîëæíî áûòü íå ìåíåå, ÷åì [α(T − n(t) + 1)] íîñèòåëåé

n(t) çíà÷åíèé êîððåëÿöèè ýòèõ ðÿäîâ êàê ôóíêöèè îáúåìà âûáîðêè, ñîäåðæàùèõñÿ â
ïîëîñå ìèíèìàëüíîé øèðèíû δ ( [1; 1 − δ] äëÿ ìàêñèìàëüíîé êîððåëÿöèè, [−1;−1 + δ]
äëÿ ìèíèìàëüíîé, [−δ/2; δ/2] äëÿ íóëåâîé êîððåëÿöèè).

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òðè ñëó÷àÿ: äîñòîâåðíàÿ êîððåëÿöèÿ, äîñòîâåðíàÿ àíòèêîððå-
ëÿöèÿ, à òàêæå äîñòîâåðíîå îòñóòñòâèå êîððåëÿöèè (íóëåâàÿ êîððåëÿöèÿ). Ðàçáåðåì ïî-
äðîáíî ñëó÷àé äîñòîâåðíîé êîððåëÿöèè, ò.å. óñòîé÷èâîãî ïî âðåìåíè äîñòàòî÷íî âûñîêîãî
ïîëîæèòåëüíîãî êîýôôèöèåíòà âûáîðî÷íîé êîððåëÿöèè, âû÷èñëåííîãî ïî îäèíàêîâîìó
îáúåìó äàííûõ. Îñòàëüíûå ñëó÷àè ðàññìàòðèâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t ∈ [1;T ] ñòðîèòñÿ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè
R(n, t) êàê ôóíêöèÿ îáúåìà âûáîðêè n , n ≤ t , çàäàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå 0 < δ < 1
è ðàññìàòðèâàþòñÿ òå è òîëüêî òå çíà÷åíèÿ R(n, t) , êîòîðûå ïîïàëè â ïîëîñó [1; 1 − δ] .
Ïóñòü {ni(t)} �� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ âûáîðîê. Ìíîæåñòâî Mn(t) îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê Mn(t) =
∪
i

ni(t) . Çíà÷åíèå ni(t) = m êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà Mn ìîæåò

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



Ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ . . . 13

ïîÿâèòüñÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íå áîëåå ÷åì T − m + 1 ðàç. Åñëè îíî ïîÿâè-
ëîñü èìåííî ñòîëüêî ðàç, òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ (ñ äîñòîâåðíîñòüþ α = 1 ) îáúåì âûáîðêè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðèíàäëåæíîñòè êîððåëÿöèè ìíîæåñòâó [1; 1 − δ] .

Çàäàäèì íåêîòîðîå 0 ≤ α ≤ 1 . Ïóñòü çíà÷åíèå ni(t) = m ïîÿâèëîñü k ðàç. Åñëè

k/(T −m+ 1) ≥ α , òî ïåðåñå÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòè
T∩
t=1

Mα
n (t) áóäåì ñ÷èòàòü íåïó-

ñòûì ñ äîñòîâåðíîñòüþ α . Âçÿâ çàòåì îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ íåïóñòûõ ïåðåñå÷åíèé,
ïîëó÷èì ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîå) îáúåìîâ âûáîðêè, íà êàæäîì èç êîòîðûõ
óäîâëåòâîðÿåòñÿ óñëîâèå íàëè÷èÿ êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè íà âûáðàííîì óðîâíå çíà÷èìî-
ñòè. Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè áåðåòñÿ òîò îáúåì âûáîðêè nopt , äëÿ êîòîðîãî äîñòîâåð-
íîñòü, ò.å. îòíîøåíèå k/(T −m + 1) âûøå, à ïðè ðàâíûõ çíà÷åíèÿõ òàêèõ îòíîøåíèé �
íàèáîëüøèé èç îáúåìîâ.

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå δ(α) , ïðè êîòîðîì âûøåîïèñàííîå îáúåäèíåíèå ïåðåñå÷åíèé íå
ïóñòî, è áóäåò ïðåäñòàâëÿòü àáñîëþòíóþ îøèáêó â îïðåäåëåíèè êîððåëÿöèè, à âåëè÷èíà
1 − δ(α) �� íàèìåíüøóþ èç âîçìîæíûõ îöåíîê ìàêñèìóìà êîððåëÿöèè. Îòíîñèòåëüíàÿ
îøèáêà â îïðåäåëåíèè ìàêñèìóìà êîððåëÿöèè áóäåò òîãäà íå áîëüøå, ÷åì δ/(1 − δ) .

Óñòîé÷èâîñòü êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ïî îòíîøåíèþ ê îáúåìó âûáîðêè õàðàêòåðèçóåòñÿ
äîñòîâåðíîñòüþ α , êîòîðóþ æåëàòåëüíî ñäåëàòü êàê ìîæíî áîëüøå. Îäíàêî ñ óâåëè÷å-
íèåì α íà÷èíàåò âîçðàñòàòü è ìèíèìàëüíîå δ(α) , òàê ÷òî îïòèìàëüíûì ñëåäóåò ñ÷èòàòü
òàêîå çíà÷åíèå α , ïðè êîòîðîì

U2 = δ2 + (1 − α)2 → min . (3.8)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êðèòåðèé (3.8) íå îáîáùàåò êðèòåðèé (3.6), à óòî÷íÿåò îáúåì, ïî êî-
òîðîìó ñëåäóåò âû÷èñëÿòü âûáîðî÷íóþ êîððåëÿöèþ. Âåëè÷èíà êðèòåðèÿ U íå ÿâëÿåòñÿ
óðîâíåì çíà÷èìîñòè êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè, ò.å. åãî ÷èñëîâîå çíà÷åíèå íå èìååò ñàìîñòîÿ-
òåëüíîãî ñìûñëà, à âàæíîñòü èìåþò ëèøü àðãóìåíòû, ïðè êîòîðûõ ýòîò êðèòåðèé ìèíè-
ìàëåí. Äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîððåëÿöèÿ ïðè âûáðàííîì îáúåìå nopt ïðè-
íàäëåæèò ïðîìåæóòêó [1; 1−δ(α)] , îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íûì ðàñïðåäåëåíèåì F (R, nopt) ,
è ïî ïîñòðîåíèþ ðàâíà α .

Îïèñàííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü îáîáùåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíîé êîð-
ðåëÿöèè ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè. Çàäàäèì íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî −1 < r < 1 è
ðàññìîòðèì îòðåçîê, åãî ñîäåðæàùèé, øèðèíîé δ :

∆δ(r) = [a; b] ⊂ [−1; 1], b− α = δ. (3.9)

Äëÿ êàæäîãî r ðàññìàòðèâàþòñÿ òå, è òîëüêî òå çíà÷åíèÿ R(n, t) , êîòîðûå ïîïàëè â
îòðåçîê ∆δ(r) . Ïóñòü {ni(t)} �� ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ îáúåìîâ âûáîðîê. Êîððåëÿ-
öèþ R ìåæäó äâóìÿ ðÿäàìè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [1;T ] íàçûâàåì äîñòîâåðíîé ïî

îáúåìó âûáîðêè íà óðîâíå β â ïðîìåæóòêå ∆δ(r) , åñëè ïåðåñå÷åíèå
T∩
t=1

Mβ
n (t) íå ìåíåå

÷åì [β(T−n(t)+1)] íîñèòåëåé n(t) çíà÷åíèé êîððåëÿöèè ýòèõ ðÿäîâ êàê ôóíêöèè îáúåìà
âûáîðêè, è îíî íå ïóñòî. Èç âñåõ âîçìîæíûõ ïàð α, β , äëÿ êîòîðûõ ýòî ïåðåñå÷åíèå íå
ïóñòî, âûáèðàþòñÿ òå, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îòðåçîê (3.9) íàèìåíüøåé äëèíû. Âàðüèðóÿ
çàòåì âåëè÷èíó β , íàõîäèì ìèíèìóì êðèòåðèÿ (3.8): U2(r) = δ2 + (1 − β)2 → min . Â
ðåçóëüòàòå íàõîäèì β(r) , δ(β) è nopt(r) . Íàèáîëåå äîñòîâåðíîé áóäåì ñ÷èòàòü òó êîððå-
ëÿöèþ, äëÿ êîòîðîé óðîâåíü äîâåðèÿ íàèáîëüøèé:

ropt = arg max β(r). (3.10)
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4. Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçè ìåæ-
äó äâóìÿ ðÿäàìè, êîòîðàÿ ôîðìàëüíî áåç èçìåíåíèé îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé áîëüøåãî ÷èñëà
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ââåäåíû äâà êðèòåðèÿ, ñîâìåñòíàÿ îïòèìèçàöèÿ êîòîðûõ ïîçâîëÿåò
íàéòè íàèëó÷øèé îáúåì âûáîðêè è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, ñ íàèáîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ
ñîäåðæàùèé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè.

Äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ ìû ïðîâåëè îïòèìèçàöèþ äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ëàãà ìåæäó
ðÿäàìè, ïîñêîëüêó ìåòîäèêà íå çàâèñèò îò ýòîãî ïàðàìåòðà. Åñëè òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
òàêæå è íàèáîëåå äîñòîâåðíûé ëàã, òî, ïàðàìåòðèçóÿ ðåçóëüòàò (3.10), íàõîäèòñÿ ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå èç íàèáîëüøèõ óðîâíåé äîâåðèÿ, êîòîðîìó è îòâå÷àåò ýòîò ëàã.

Ïðèìåðû ýôôåêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ ìåòîäèêè àíàëèçà íåñòàöèîíàðíûõ êîððåëÿöèé ñ
ïåðåìåííûì ëàãîì ê çàäà÷àì ìàêðîýêîíîìè÷åñêîãî àíàëèçà â íåôòåãàçîâîé ñôåðå ñîäåð-
æèòñÿ â [4]�[5]. Â ïîñëåäóþùèõ ðàáîòàõ îïèñàííàÿ ìåòîäèêà áóäåò ïðèìåíåíà äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû äëÿ ìíîãîôàêòîðíûõ çàäà÷ ýêîëîãè÷åñêîãî è ýïèäåìèî-
ëîãè÷åñêîãî ìîíèòîðèíãà è ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �11�01�00444�à
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Methodology of correlation coe�cient calculation for

non-stationary time series

c⃝ D.S. Kirillov5, L.V Klochkova6, J.H. Orlov7, V.F. Tishkin8

Abstract. In this paper we construct a method of determination of correlation coe�cient for two
non-stationary time series. In comparison with stationary case we need to determine the so-called
optimal set length and con�dence interval as empirical statistics.
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ÓÄÊ 517.938

Ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êàê ïîëíûé òîïîëîãè÷åñêèé

èíâàðèàíò ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ ñ ñåäëàìè

îäèíàêîâîãî èíäåêñà Ìîðñà íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Î. Â. Ïî÷èíêà2, À. Â. Ðóçàåâ3, À. Í. Ñàõàðîâ4

Àííîòàöèÿ. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ ñ ñåäëîâûìè ñîñòîÿíè-
ÿìè ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâîãî èíäåêñà Ìîðñà íà çàìêíóòûõ 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ýíåðãåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýêâè-
âàëåíòíîñòü

1. Ââåäåíèå

Ïóñòü Mn � ãëàäêîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå. Íàïîìíèì,
÷òî ãëàäêèé ïîòîê f t íàçûâàåòñÿ ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè îí çàäàåòñÿ ãëàäêèì âåê-
òîðíûì ïîëåì5 v : Mn → TMn è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ïîòîêà Ω(f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ îñîáûõ òî÷åê p1, . . . , pl (ñîáñòâåííûå ÷èñëà ëèíåàðèçàöèè ïîëÿ v(x) â îñîáûõ
òî÷êàõ èìååþò íåíóëåâûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè) è êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé γ1(t), . . . , γm(t) (ìóëüòèïëèêàòîðû6 ëþáîé çàìêíóòîé
òðàåêòîðèè ïî ìîäóëþ íå ðàâíû 1);

2. óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ îñîáûõ òî÷åê è ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé
èìåþò òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèÿ.

Ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûì, åñëè åãî íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî íå ñîäåðæèò çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé.

A.Ì. Ëÿïóíîâ ðàçðàáîòàë ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ôóíêöèè, ïîëó÷èâøåé íàçâàíèå
ôóíêöèè Ëÿïóíîâà. Ýòà ôóíêöèÿ óáûâàåò âäîëü òðàåêòîðèé ñèñòåìû, ÷òî è ëåãëî â îñíî-
âó îïðåäåëåíèÿ ãëîáàëüíîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ ïîòîêà.

Ïóñòü f t � ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà ìíîãîîáðàçèè Mn è Ω(f t) åãî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Ëÿïóíîâà ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà Mn , åñëè îíà óäîâëåòîâîðÿåò ñëåäóþùèì
óñëîâèÿì.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ÷èñëåííîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî;
vgrines@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
3 Còóäåíò 5-ãî êóðñà, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
4 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-

ìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ansakharov2008@yandex.ru.
5 Êàê âñåãäà, ñèìâîëû TMn è NMn îáîçíà÷àþò êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä ãëàäêèì

ìíîãîîáðàçèåì Mn.
6 Ìóëüòèïëèêàòîðû ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ëèíåéíîé ÷àñòè îòîá-

ðàæåíèÿ çà ïåðèîä, îïðåäåëåííîãî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîãî ðåøåíèÿ.
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1. φ(f t(x)) < φ(x) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ̸∈ Ω(f t) è ëþáîãî t > 0 ;

2. φ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé íà êàæäîé òðàåêòîðèè èç Ω(f t)

Ñîãëàñíî ×. Êîíëè [2] ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ïîòîêà Ìîðñà-
Ñìåéëà7. Ïðè ýòîì, åñëè äëÿ äàííîãî ïîòîêà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà èçâåñòíà èç êàêèõ-ëèáî
ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ýíåðãèè äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì â ìå-
õàíèêå), òî çíàÿ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ýòîé ôóíêöèè, ìîæíî (â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå) âîññòàíîâèòü äèíàìèêó ñàìîãî ïîòîêà. Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà êëàññû ïîòîêîâ è ôóíêöèé Ëÿïóíîâà ìîæíî èçâëå÷ü è áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ
î âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà è äèíàìèêîé ïîòîêà. Â ÷àñòíîñòè, ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì ñèñòåì èç íåêîòî-
ðîãî êëàññà.

Íàïîìíèì, ÷òî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ φ : Mn → R íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà, åñëè ìíî-
æåñòâî åå êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êîíå÷íî è ñîñòîèò èç íåâûðîæäåííûõ òî÷åê, òî åñòü òî÷åê

â êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

(
∂2φ

∂xi∂xj

)
(ãåññèàí) îòëè÷åí îò íóëÿ. Äëÿ êðèòè÷å-

ñêîé òî÷êè p ôóíêöèè Ìîðñà φ ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû(
∂2φ

∂xi∂xj

)
, âû÷èñëåííîé â òî÷êå p , íàçûâàþò èíäåêñîì êðèòè÷åñêîé òî÷êè p è îáî-

çíà÷àþò ind (p). Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ñóùåñòâóþò ëîêàëüíûå
êîîðäèíàòû y1, . . . , yn íàçûâàåìûå êîîðäèíàòàìè Ìîðñà, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ φ èìååò
âèä

φ(y1, . . . , yn) = φ(p) − y21 − · · · − y2k + y2k+1 + · · · + y2n,

ãäå k = ind(p) (ëåììà Ìîðñà, [5], ëåììà 2.2).
Åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå íà ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà φ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà

f t ñîñòîèò â òðåáîâàíèè, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà. Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íî
[7] (Proposition), ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ïîòîêà f t ÿâëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êîé ôóíêöèè φ , ïðè ýòîì èíäåêñ Ìîðñà dim W u

p ðàâåí ind(p) .
Åñëè ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ãëàäêîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà φ äëÿ ïîòîêà f t ñîâ-

ïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Ω(f t) , òî φ íàçûâàåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèåé äëÿ f t. Ôàêò
ñóùåñòâîâàíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè äëÿ ïîòîêîâ èç çàäàííîãî êëàññà òðåáóåò îáîñ-
íîâàíèÿ. Ïåðâûé ðåçóëüòàò â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë ïîëó÷åí Ñ. Ñìåéëîì [8], êîòîðûé â
1961 ãîäó äîêàçàë ñóùåñòâîâàíèå ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé Ìîð-
ñà äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, çàäàííûõ íà ãëàäêîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì
ìíîãîîáðàçèè Mn, n ≥ 1 . Â 1968 ãîäó K. Ìåéåð [4] îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò, ïîñòðî-
èâ ýíåðãåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Ìîðñà-Áîòòà8 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà íà
Mn .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò ñëóæèòü äëÿ òîïîëîãè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, â îñíîâå êîòîðîé ëåæèò âàæíîå ïîíÿòèå, ïðè-
íàäëåæàùåå Ð. Òîìó [10].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äâå ãëàäêèå ôóíêöèè φ : Mn → R è ψ : Mn → R íàçû-
âàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû G : Mn →
Mn è χ : R → R òàêèå, ÷òî

ψ ◦G = χ ◦ φ.
7 Íà ñàìîì äåëå Êîíëè äîêàçàë áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: äëÿ ëþáîãî ïîòîêà ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíàÿ

ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà.
8 Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ìîðñà-Áîòòà, åñëè åå ãåññèàí â êàæäîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå íåâû-

ðîæäåí â íàïðàâëåíèè íîðìàëüíîì ê êðèòè÷åñêîìó ìíîæåñòâó óðîâíÿ.
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18 Â. Ç. Ãðèíåñ, Î. Â. Ïî÷èíêà, À. Â. Ðóçàåâ, À. Í. Ñàõàðîâ

Ê. Ìåéåð äîêàçàë ([4], theorem 2), ÷òî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ïîòîêè Ìîðñà-
Ñìåéëà èìåþò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ðàáîòå [4]
(proposition) óòâåðæäàëîñü, ÷òî äëÿ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòÿõ, íåêîòîðàÿ ñïåöèàëüíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïî-
ëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî À.À. Îøåìêîâûì è Â.Â. Øàðêî
[6], ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí òîëüêî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ. Â [6] óêàçàíû ïðèìå-
ðû òîïîëîãè÷åñêè íåýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè
íà òîðå, èìåþùèìè ýêâèâàëåíòíûå ñïåöèàëüíûå ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè. Ñïåöèàëüíàÿ
ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíîãî ïîòîêà f t : Mn → Mn � ýòî ñàìî-
èíäåêñèðóþùàÿñÿ ôóíêöèÿ Ìîðñà, òî åñòü ôóíêöèÿ Ìîðñà φ : Mn → [0, n] òàêàÿ, ÷òî
φ(p) = ind(p) äëÿ ëþáîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè p ïîòîêà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ãðàäèåíòíî-ïîäîáíûõ ïîòîêîâ, èìåþùèõ
ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâîãî èíäåêñà Ìîðñà è çàäàííûõ íà îðèåíòèðóåìîì
çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè 3, ñàìîèíäåêñèðóþùàÿñÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì òîïîëîãè÷åñêèì èíâàðèàíòîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ(M3) êëàññ òàêèõ ïî-
òîêîâ è äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå ñåäëîâûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ ïîòîêîâ èìåþò èíäåêñ Ìîðñà 1.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t ∈ Φ(M3) . Òîãäà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f t) ñî-
äåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k + 1 ñòîê, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå
M3 äèôôåîìîðôíî 3-ñôåðå.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïîòîêè f t, f ′t ∈ Φ(M3) òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ýêâèâàëåíòíû èõ ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ 12-01-00672,
13-01-12452-îôè-ì ÐÔÔÈ è ãðàíòà Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ
íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè
(øèôð çàÿâêè 1.1907.2011).

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ïóñòü f t ∈ Φ(M3) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ≥ 0 ÷èñëî ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà
f t è ÷åðåç f ñäâèã íà åäèíèöó âðåìåíè ïîòîêà f t . Òîãäà f : M3 → M3 � äèôôåîìîð-
ôèçì Ìîðñà-Ñìåéëà c k ñåäëîâûìè òî÷êàìè èíäåêñà Ìîðñà 1 è áåç ñåäëîâûõ òî÷åê ñ
èíäåêñîì Ìîðñà 2. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó k ïîêàæåì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f)
ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, k ≥ 0 ñåäåë è k + 1 ñòîê, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå
M3 äèôôåîìîðôíî 3-ñôåðå.

Åñëè k = 0 , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) äèôôåîìîðôèçìà f ñîñòîèò â òî÷íî-
ñòè èç îäíîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî ñòîêà, à îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî S3

(ñì., íàïðèìåð, [3], òåîðåìà 2.2.1).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò ìåñòî äëÿ k < n , äîêàæåì åãî ñïðà-

âåäëèâîñòü äëÿ k = n .
Âûáåðåì íåêîòîðóþ ñåäëîâóþ òî÷êó σ äèôôåîìîðôèçìà f . Òîãäà 2-ñôåðà S =

cl (W s
σ) ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ðåïåëëåðîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü

U(S) ∈ M3 è öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî r(S) òàêîå, ÷òî U(S) ⊂ int f r(S)(U(S)) . Íå
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óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r(S) = 1 äëÿ ëþáîãî σ (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïå-
ðåéäåì ê íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f , ïðè ýòîì ìíîãîîáðàçèå M3 îñòàíåòñÿ
ïðåæíèì).

Èç ðàáîòû [1] (Proposition 0.1) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè σ äèôôåîìîð-
ôèçìà f ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü V (S) ⊂ U(S) ñôåðû S , îãðàíè÷åííàÿ ãëàä-
êî âëîæåííûìè 2-ñôåðàìè S1 , S2 è ãîìåîìîðôíàÿ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S2 × [−1, 1] .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 è l2 íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σ , ÷åðåç ω1 è ω2 � ñòîêîâûå
òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå çàìûêàíèÿì l1 è l2 ñîîòâåòñòâåííî (âîçìîæíî, ω1 = ω2 ). Èç ëî-
êàëüíîé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ñëåäóåò, ÷òî äóãè
cl l1 ∩ V (S) è cl l2 ∩ V (S) ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà V (S) \ S .

Óäàëèì èç ìíîãîîáðàçèÿ M3 âíóòðåííîñòü îêðåñòíîñòè V (S) . Ìíîãîîáðàçèå M3 \
int V (S) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì ñ êðàåì, ñîñòîÿùèì èç ñôåð S1 ,
S2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M̃3 êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå áåç êðàÿ, ïîëó÷åííîå èç ìíîãîîáðàçèÿ
M3 \ int V (S) ïðèêëåèâàíèåì âäîëü åãî êðàÿ äâóõ çàìêíóòûõ 3-øàðîâ B3

1 è B3
2 . Çàäàäèì

äèôôåîìîðôèçì f̃ : M̃3 → M̃3 òàêèì îáðàçîì, ÷òî:
1) äèôôåîìîðôèçì f̃ |M̃3\(B3

1∪B3
2)

òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì

f |M3\int V (S) ;

2) f̃ |B3
1∪B3

2
èìååò òîëüêî äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè α1 ∈ B3

1 , α2 ∈ B3
2 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ

ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì èñòî÷íèêîì.
Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f̃) äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà f̃ ñîäåðæèò n− 1

ñåäëîâûõ òî÷åê ñ èíäåêñîì Ìîðñà 1 è íå ñîäåðæèò ñåäëîâûõ òî÷åê ñ èíäåêñîì Ìîðñà 2.
Ïîñêîëüêó Ω(f̃) ñîäåðæèò â òî÷íîñòè äâà èñòî÷íèêà, òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè,
ìíîãîîáðàçèå M̃3 ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè M̃3

1 , M̃
3
2 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ

äèôôåîìîðôíà S3 .
Ïî ïîñòðîåíèþ ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé äâóõ ýêçåìïëÿðîâ 3 -ñôåð9.

Ïîýòîìó M3 ãîìåîìîðôíî 3− ñôåðå. Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì f̃ |M̃3\(B3
1∪B3

2)
òîïîëîãè-

÷åñêè ñîïðÿæåí ñ äèôôåîìîðôèçìîì f |M3\int V (S) , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåî-
ìîðôèçìà f ñîäåðæèò ðîâíî îäèí èñòî÷íèê, n ñåäåë è n+ 1 ñòîê. Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü φ è φ′ � ñàìîèäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè òî-
ïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f t è f ′t èç ìíîæåñòâà Φ(M3) è
h : M3 → M3 ãîìåîìîðôèçì, ïðåîáðàçóþùèé òðàåêòîðèè ïîòîêà f t â òðàåêòîðèè ïî-
òîêà f ′t . Òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ ñàìîèäåêñèðóþùåéñÿ ôóíêöèè è ñâîéñòâ ãîìåîìîðôèçìà
h ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p ïîòîêà f t èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φ(p) = φ′(h(p)) . Ïîýòîìó âûáåðåì â êà÷åñòâå ãîìåîìîðôèçìà χ òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå, è ñêîíñòðóèðóåì ãîìåîìîðôèçì G , óäîâëåòâîðÿþùèé îïðåäåëåíèþ 1.2.

Ïóñòü x ∈ Mn ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îòëè÷íàÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç lx òðàåêòîðèþ ïîòîêà f t (f ′t) , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x è ÷åðåç
α(lx) (ω(lx) ) ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿþùååñÿ α -ïðåäåëüíûì (ω -ïðåäåëüíûì) ìíî-
æåñòâîì òðàåêòîðèè lx . Ïîëîæèì x′ = h(x) . Òîãäà lx′ = h(lx) . Èç ñâîéñòâ ãîìåîìîð-
ôèçìà h ñëåäóåò, òî÷êà α(lx′) = h(α(lx)) (ω(lx′) = h(ω(lx)) ). Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà: φ(α(lx)) = φ′(α(lx′)) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)) . Ïóñòü c ∈ (φ(ω(lx)), φ(α(lx)))

9 Ñâÿçíîé ñóììîé M3
1 ♯M

3
2 äâóõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèé M3

1 , M3
2 íàçûâàåòñÿ ìíî-

ãîîáðàçèå M3
1 ♯M

3
2 , ïîëó÷åííîå óäàëåíèåì èç M3

1 ,M
3
2 øàðîâ B3

1 ⊂ M1
3 , B3

2 ⊂ M3
2 è ñêëåèâàíèåì îñòàâ-

øèõñÿ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ïðè ïîìîùè ãîìåîìîðôèçìà φ : ∂B3
1 → ∂B3

2 , îáðàùàþùåãî åñòåñòâåííóþ
îðèåíòàöèþ ∂B3

1 .
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è Σc = φ−1(c) (Σ′
c = (φ′)−1(c)) . Îòìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé ôóíêöèè

ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå Σc ∩ lx (Σ′
c ∩ lx′) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Òîãäà íà ìíî-

æåñòâå M3 \Ω(f t) êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå G̃ , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå
y = Σc∩ lx òî÷êó y′ = Σ′

c∩ lx′ . Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå G̃ ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì
ìåæäó ìíîæåñòâàìè M3 \ Ω(f t) è M3 \ Ω(f ′t) , ïðåîáðàçóþùèì òðàåêòîðèè ïîòîêà f t è
ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ â òðàåêòîðèè ïîòîêà f ′t è ìíîæåñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ óðîâíåé ôóíêöèè φ′ 10. Â ñèëó ñâîéñòâà φ(α(lx)) = φ′(α(lx′) è φ(ω(lx)) = φ′(ω(lx′)
äëÿ ëþáîé òî÷êè x , îòëè÷íîé îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ãîìåîìîðôèçì îäíîçíà÷íî ïðî-
äîëæàåòñÿ äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà G , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ: φ(x) = φ′(G(x)) .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü f t è f ′t ïîòîêè èç ìíîæåñòâà Φ(M3) , èìåþùèå ýêèâàëåíòíûå
ñàìîèíäåêñèðóþùèåñÿ ýíåðãåòè÷åñêèå ôóíêöèè φ è φ′ , ñîîòâåòñòâåííî. Èç îïðåäåëåíèÿ
ýêâèâàëåíòíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû G : M3 → M3 è χ :
[0, 3] → [0, 3] , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå φ′ ◦G = χ ◦ φ.

Ðèñ. 1: Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ h1.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.3 ðàáîòû [9], M3 =
∪

p∈Ω(f t)

W s
p . Äëÿ q = 0, 1, 2, 3 îáîçíà÷èì ÷åðåç

Ωq(f
t) ìíîæåñòâî âñåõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ïîòîêà f t ñ èíäåêñîì Ìîðñà q . Èç òåîðåìû

1.1. ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ω3(f
t) ñîñòîèò èç îäíîãî èñòî÷íèêà α . Äëÿ ëþáîãî c ∈ [0, 3]

ïîëîæèì Σc = φ−1(c), Σ′
c = (φ′)−1(c) è Mc = φ−1([0, c]), M ′

c = (φ′)−1([0, c]) . Ïîñêîëüêó
ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà óáûâàåò âäîëü áëóæäàþùèõ òðàåêòîðèé ïîòîêà, òî M1 ∩ W s

Ω1(f t) =

Ω1(f
t) . Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Q ìíîæåñòâà M1 \Ω1(f

t)
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê ω

Q
∈ Ω0(f

t) òàêîé, ÷òî Q ⊂ W s
ω
S
. Ïóñòü x ∈ (∂Q\Ω1(f

t)) .

Òîãäà òðàåêòîðèÿ lx ïîòîêà f t , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x èìååò ω -ïðåäåëüíóþ òî÷êó
ω

Q
è α -ïðåäåëüíóþ òî÷êó α . Êðîìå òîãî, äëÿ ëþáîãî c ∈ (0, 3) ìíîæåñòâî Σc∩lx ñîñòîèò

èç åäèíñòâåííîé òî÷êè.
Ïîëîæèì x′ = G(x) è ñíàáäèì øòðèõîì îáîçíà÷åíèÿ îáúåêòîâ ïîòîêà f ′t , àíàëîãè÷-

íûõ ââåäåííûì âûøå îáúåêòàì ïîòîêà f t . Òîãäà íà ìíîæåñòâå W s
Ω0(f t)\cl W u

Ω1(f t) êîððåêò-

íî îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå h̃1 , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Σc∩ lx â òî÷êó Σ′
χ(c)∩ lx′ (ñì. ðèñóíîê

10 Ðåãóëÿðíûì óðîâíåì ôóíêöèè Ìîðñà íàçûâàåòñÿ óðîâåíü, íå ñîäåðæàùåé êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
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1). Ïîñêîëüêó ω
Q′ = G(ω

Q
) è îòîáðàæåíèå h̃1 ïåðåâîäèò ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ

â ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ′ , òî h̃1 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåî-
ìîðôèçìà h1 : W s

Ω0(f t) → W s
Ω0(f ′t) , îñóùåñòâëÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü

îãðàíè÷åíèé ïîòîêîâ f t è f ′t íà ìíîæåñòâà W s
Ω0(f t) è W s

Ω0(f ′t) .

Ðèñ. 2: Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ h2.

Ïîëîæèì C = Σ2 ∩ W u
Ω1(f t) è C ′ = Σ′

2 ∩ W u
Ω1(f ′t) . Ñîãëàñíî òåîðèè Ìîðñà, ëèíèÿ

óðîâíÿ Σ2 (Σ′
2) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé 2-ñôåðîé. Ïîñêîëüêó φ (φ′) ÿâëÿåòñÿ ýíåðãåòè÷åñêîé

ôóíêöèåé ïîòîêà f t (f ′t) è Σ′
2 = G(Σ2) , òî ìíîæåñòâî C (C ′) ñîñòîèò èç k îêðóæíîñòåé,

ïî îäíîé íà êàæäîì óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè ìíîæåñòâà W s
Ω1(f t) (W s

Ω1(f ′t)) . Ïîñêîëüêó

h1(Σ2 \ C) = Σ′
2 \ C ′ è h1|Ω0(f t) = G|Ω0(f t) , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : Σ2 → Σ′

2 ñî
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

a) g(C) = C ′ ;
b) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V (C) ìíîæåñòâà C òàêàÿ, ÷òî g|Σ2\V (C) = h0|Σ2\V (C) .
Ïóñòü x ∈ Σ2 , c ∈ (0, 3) . Òîãäà íà ìíîæåñòâå W u

α \ α êîððåêòíî îïðåäåëåíî îòîá-
ðàæåíèå h̃2 , ïåðåâîäÿùåå òî÷êó Σc ∩ lx â òî÷êó Σ′

χ(c) ∩ lx′ (ñì. ðèñóíîê 2). Ïîñêîëü-

êó α′ = G(α) , òî îòîáðàæåíèå h̃2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîð-
ôèçìà h2 : W u

α → W u
α′ , îñóùåñòâëÿþùåãî òîïîëîãè÷åñêóþ ýêâèâàëåíòíîñòü ïîòîêîâ

f t è f ′t íà ìíîæåñòâàõ W u
α è W u

α′ . Ïîñêîëüêó ãîìåîìîðôèçì h2 ïåðåâîäèò ìíîæå-
ñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ â ìíîæåñòâà óðîâíÿ ôóíêöèè φ′ , òî h2 åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðîäîëæàåòñÿ ïî íåïðåðûâíîñòè äî èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà h : M3 → M3 ôîðìóëîé

h(x) =

{
h2(x), åñëè x ∈ W u

α ;
h1(x), åñëè x ∈ cl W u

Ω1(f t).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÓÄÊ 541.127

Äåêîìïîçèöèÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

õèìè÷åñêîé êèíåòèêè íà îñíîâå òåîðèè ãðàôîâ

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1À. Ñ. Èñìàãèëîâà2

Àííîòàöèÿ. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ îáðàòíûå çàäà÷è õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè êîíñòàíò ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ
ñòàäèé íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ î êîíöåíòðàöèÿõ ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âå-
ùåñòâ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìåòîäîëîãèè àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè
êèíåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùåé âûäåëèòü ÷èñëî è âèä
íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Îáðàòíàÿ çàäà÷à, èíôîðìàòèâíîñòü, ïàðàìåòðû ìîäåëè, áàçèñ ïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ãðàô õèìè÷åñêîé ðåàêöèè.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè èññëåäîâàíèè ìåàíèçìîâ ñëîæíûõ õèìè-
÷åñêèõ ðåàêöèé, � íåäîñòàòî÷íàÿ èíôîðìàòèâíîñòü êèíåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé [1]. Ñëîæ-
íîñòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç ó÷àñòíèêîâ ðåàêöèè íåïîñðåäñòâåííî ïðîàíàëèçèðîâàòü ìîæíî
òîëüêî ÷àñòü � èñõîäíûå âåùåñòâà è ïðîäóêòû ðåàêöèè. Èçó÷åíèå ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé ïðèâîäèò ê ñõåìàì ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ, êîòîðûå
íåâîçìîæíî ïðîàíàëèçèðîâàòü â õîäå ðåàêöèè.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çíà÷èòåëüíàÿ ñòåïåíü íåîïðåäåëåííîñòè ïðè îöåíèâàíèè
ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êèíåòèêè ñëîæíûõ ðåàêöèé. Ñëåäñòâèåì ÿâëÿåòñÿ
íåîäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è [2].

Âàæíî çíàòü, êàêèå èç êîíñòàíò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïî çàäàííîé ñòðóêòóðå ýêñ-
ïåðèìåíòà, êàêèå îïðåäëÿþòñÿ òîëüêî â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ êîìáèíàöèé, êîëè÷åñòâî
íåçàâèñèìûõ êîìáèíàöèé è êàêîâ èõ ÿâíûé âèä. Åñëè ïðè âñåì ýòîì ÷èñëî òàêèõ êîìáè-
íàöèé ìåíüøå îáùåãî ÷èñëà êîíñòàíò, òî â òåõíîëîãè÷åñêèõ öåëÿõ óäîáíî èìåòü äåëî ñ
ìîäåëÿìè, ñîäåðæàùèìè ìåíüøåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ.

Â [3], [4] ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííûé âîïðîñ, ïîëó÷åíû îáùèå ðåçóëüòàòû. Îñíîâíûì àï-
ïàðàòîì èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ôóíêöèé, ìàòðèöû ßêîáè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
îò èçìåðÿåìûõ âåëè÷èí.

Êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ÷àùå âñåãî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå:

da

dt
= f (a, k) ,

ãäå a � âåêòîð êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, k � âåêòîð êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò, f âûïèñûâà-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ.

Åñëè èçìåðÿþòñÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòè âåùåñòâ, òî a = (x′, y) , ãäå x′ è y � âåêòîðà
èçìåðÿåìûõ è íåèçìåðÿåìûõ âåùåñòâ ñîîòâåòñòâåííî. Êîíöåíòðàöèÿ íåèçìåðÿåìûõ âå-
ùåñòâ îïðåäåëÿåòñÿ èç íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíîøåíèé. Ñèñòåìà êèíåòè÷åñêèõ
óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò âèä: 

dx
dt

= f1 (x′, y, k)
f2 (x′, y, k) = 0
x′ (0) = x′0

(1.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2 Äîêòîðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; ismagilovaas@rambler.ru.
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x′ = x+F (x, ε) , ãäå ôóíêöèÿ F (x, ε) çàêëþ÷àåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïîãðåøíîñòè èçìå-
ðåíèÿ, 0 ≤ ε ≤ ε1 , ãäå ε1 � ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü ýêñïåðèìåíòà. Ïàðàìåòð
ε âõîäèò â âåêòîð îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ k′ = k′ (k, ε) .

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà è âèäà íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
(ÍÏÔ) äîñòàòî÷íî èññëåäîâàòü ìàòðèöó

U =

(
∂f1
∂k′

)
−
(
∂f1
∂y

)(
∂f2
∂y

)−1(
∂f2
∂k′

)
, (1.2)

ÿâíûé âèä êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâûìè ÷àñòÿìè ñèñòåìû (1.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùå-
ñòâóåò íåíóëåâàÿ ìàòðèöà A , çàâèñÿùàÿ îò k è ε , òàêàÿ, ÷òî U ·A ≡ 0 . Åñëè ýòà ìàòðèöà
íàéäåíà, òî áàçèñ íåçàâèñèìûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû

∂ρ

∂k′
· A = 0,

ãäå ρ1 (k, ε) , ... , ρm (k, ε) � ñèñòåìà ÍÏÔ, m � ÷èñëî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû ßêîáè. Ìàòðèöó A íàçûâàþò ìàòðèöåé ñâÿçåé.

Ðàññìîòðèì ìîäåëüíóþ ðåàêöèþ:

1)A+ Z ⇒ AZ
2)AZ ⇒ BZ
3)BZ ⇒ B + Z

(1.3)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èçìåðÿþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ òåêóùàÿ êîíöåíòðàöèÿ èñõîäíî-
ãî âåùåñòâà A , ïðîäóêòà ðåàêöèè B , ò.å. [x1, x2] = [A,B] , x′i = xi (1 + εi) , 1 ≤ i ≤ 2 .
Êîíöåíòðàöèè ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ Z , AZ , BZ îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé êâàçèñòà-
öèîíàðíîñòè, ò.å. [y1, y2, y3] = [Z,AZ,BZ] .

Âûïèøåì ìàòðèöû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå äëÿ U (1.2):

∂f1
∂k

=
(
−x′1y1 0 0 −k1x1y1

)
,

∂f1
∂y

=
(
−k1x′1 0 0

)
,

∂f2
∂k

=

 −x′1y1 0 y3 −k1x1y1
x′1y1 −y2 0 k1x1y1

0 0 0 0

 ,
∂f2
∂y

=

 −k1x′1 0 k3
k1x

′
1 −k2 0

1 1 1

 ,

(
∂f2
∂y

)−1

=
1

∆

 −k2 k3 k2k3
−k1x′1 −k1x′1 − k3 k1k3x

′
1

k1x
′
1 + k2 k1x

′
1 k1k2x

′
1

 , ∆ = −k1k2k3x1y1.

Òîãäà ìàòðèöà ßêîáè äëÿ x′ (x, ε) îò k′ (k, ε) áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U =
1

∆

(
1
k1

(1 + ε) y2
k2y1

(1 + ε) y3
k3y1

(1 + ε) 1
)
.

Ìàòðèöà ñâÿçåé A èìååò âèä

A =


k1 0
0 k22
0 −k23

− (1 + ε1) 0

 . (1.4)

Ïîëó÷èì äâà óðàâíåíèÿ:

k1
∂ρ1
∂k1

− (1 + ε1)
∂ρ1
∂ε1

= 0, k22
∂ρ2
∂k2

− k23
∂ρ2
∂k3

= 0,
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÷àñòíîå ðåøåíèå êîòîðûõ ìîæíî ïðåäñòàâèèòü ñèñòåìîé

ρ1 = k1 (1 + ε1) , ρ2 =
k2 + k3
k2k3

. (1.5)

Ïóñòü ìîäåëü ïðåäñòàâëåíà â âèäå, ñîäåðæàùåì òîëüêî íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû ρ1 è
ρ2 . Ïóñòü íàéäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ρ1 è ρ2 , óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàþùèå x =
(x1, x2) . Òîãäà ôîðìóëû (1.5) îïðåäåëÿþò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ ρ1 â ïðåäåëàõ âåëè÷èíû
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.

Äàííûé ïîäõîä, êàê âèäèì, äîñòàòî÷íî òðóäîåìêèé. Çäåñü ðå÷ü èäåò îá àíàëèòè÷åñêèõ
âû÷èñëåíèÿõ ñ íåëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûë ïðåäëîæåí ìåòîä àíàëèçà èíôîðìàòèâíîñòè êè-
íåòè÷åñêèõ èçìåðåíèé, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü çàäà÷ó äåêîìïîçèöèåé èñõîäíîé ñèñòåìû íà
ïîäñèñòåìû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè â ÷èñëå, ðàâíîì ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ [5], [6]:

1. Íàõîæäåíèå ìàðøðóòîâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, ðàçëîæåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû íà ïîä-
ñèñòåìû, ñîîòâåòñòâóþùèì ìàðøðóòàì.

2. Íàõîæäåíèå ìàòðèöû U äëÿ êàæäîé èç ïîäñèñòåì. Îáúåäèíåíèå U -ìàòðèö.
3. Íàõîæäåíèå áàçèñà ÍÏÔ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ èñõîäíîé ñèñòåìû.
Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðåäëàãàåìûé àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåêîìïîçèöèþ ñèñòåìû ïî

íåçàâèñèìûì ìàðøðóòàì, îïðåäåëåíèå ÷èñëà è âèäà ÍÏÔ äëÿ èñõîäíîé ñëîæíîé ñèñòåìû
ýêâèâàëåíòíî àíàëèçó äëÿ íåñêîëüêèõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåçàâèñèìûì ìàðøðóòàì.
Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñîâîêóïíîñòü ñòàäèé õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ìîæíî ðàçáèòü íà
ïîäñèñòåìû, â êîòîðûå âõîäÿò ÷àñòè ñòàäèé èñõîäíîãî ìåõàíèçìà. ×èñëî òàêèõ ïîä-
ñèñòåì ðàâíî ÷èñëó íåçàâèñèìûõ ìàðøðóòîâ. Îáúåäèíåíèå U -ìàòðèö äëÿ êàæäîé ïîä-
ñèñòåìû ïîçâîëÿåò âûïèñàòü U -ìàòðèöó âñåé ñèñòåìû è íàéòè áàçèñ ÍÏÔ èñõîäíîé
ñëîæíîé ñèñòåìû ðåàêöèé.

Äëÿ ðàçâèòèÿ ïðåäñòàâëåíèé î çàêîíîìåðíîñòÿõ ñëîæíûõ ðåàêöèé îêàçàëîñü âåñüìà
ïîëåçíûì ïðèìåíåíèå òåîðèè ãðàôîâ. Îíà áûëà èñïîëüçîâàíà ìíîãèìè àâòîðàìè äëÿ èë-
ëþñòðàöèè è àíàëèçà ìåõàíèçìîâ ñëîæíûõ ðåàêöèé, à òàêæå âûâîäà êèíåòè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé. Äàëåå ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-ãðàôîâûé ïîäõîä àíàëèçà èäåíòèôèöèðóåìîñòè ïàðà-
ìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ èç òåîðèè ãðàôîâ [7].
Ñîâîêóïíîñòü ðåáåð, ïðîäîëæàþùèõ äðóã äðóãà, íàçûâàþò öåïüþ. Öåïü, ó êîòîðîé

íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò, íàçûâàþò öèêëîì. Êîðíåâûì äåðåâîì íàçûâàþò öåïü, ïðî-
õîäÿùóþ ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà ê ôèêñèðîâàííîé âåðøèíå, íàçûâàåìîé êîðíåì, è â
íåé çàêàí÷èâàþùåéñÿ. Âåëè÷èíå êàæäîãî ðåáðà äàþò êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòåðèñòèêó,
íàçûâàåìóþ âåñîì.

Â êà÷åñòâå ãðàôè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè Ì.È.Òåìêèíûì [8] ââåäåí ãðàô õèìè÷åñêîé
ðåàêöèè. Âåðøèíàìè ãðàôà ÿâëÿþòñÿ ïðîìåæóòî÷íûå âåùåñòâà, ðåáðàìè � ñòàäèè. Â ñëó-
÷àå ëèíåéíîé ñòàäèè ðåáðî ñîåäèíÿåò âåðøèíû, îòâå÷àþùèå ïðîìåæóòî÷íûì âåùåñòâàì,
ó÷àñòâóþùèì â ýòîé ñòàäèè. Äëÿ èíòåðïðåòàöèè íåëèíåéíîé ñòàäèè â ðàññìîòðåíèå ââå-
äåíû âòîðè÷íûå ðåáðà. Íà ãðàôå ïåðâè÷íûå ðåáðà èçîáðàæàþò â âèäå ñïëîøíîé ëèíèè,
âòîðè÷íûå � ïóíêòèðíîé. Ïîä âåñîì ðåáðà ãðàôà õèìè÷åñêîé ðåàêöèè áóäåì ïîíèìàòü
óäåëüíóþ (íà åäèíèöó ïðîìåæóòî÷íîãî ñîåäèíåíèÿ èëè ïîâåðõíîñòíîãî öåíòðà) ñêîðîñòü
ðåàêöèè. Âåñà ðåáåð, âåäóùèõ ê êîðíþ äåðåâà, äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ðåàêöèé ñêëàäûâàþòñÿ,
à ïîñëåäîâàòåëüíûå � ïåðåìíîæàþòñÿ.

Èòàê, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñëåäóþùèé:
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1. Íàõîæäåíèÿ öèêëà, ïîñòðîåíèå êîðíåâûõ äåðåâüåâ.
2. Íàõîæäåíèå âåñîâ êîðíåâûõ äåðåâüåâ, âåñà öèêëè÷åñêîãî ãðàôà.
3. Âûïèñûâàíèå ñòàöèîíàðíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
4. Íàõîæäåíèå áàçèñà ÍÏÔ.
Íà Ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåí ãðàô è êîðíåâûå äåðåâüÿ ìîäåëüíîé ðåàêöèè (1.3).

Ð è ñ ó í î ê 1.1
Ãðàô è êîðíåâûå äåðåâüÿ ìåõàíèçìà ðåàêöèè (1.3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç wi) � ñêîðîñòü ðåàêöèè i (1 ≤ i ≤ 3) , vi) � âåñ äóãè (ñêîðîñòü
ðàñõîäîâàíèÿ�îáðàçîâàíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî âåùåñòâà â i) -é ðåàêöèè), U � âåñ ãðàôà,
U =

∑
j Uj , ãäå Uj � âåñ j -äåðåâà, ò.å. äåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå j (j = Z,AZ,BZ) .

Âûðàæåíèÿ äëÿ âåñîâ äóã ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ñêîðîñòè ðåàêöèé ðàçäåëèòü íà êîíöåí-
òðàöèè ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ. Ñêîðîñòè ðåàêöèé çàïèñûâàþò
â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì äåéñòâóþùèõ ìàññ.

w1) = k1x
′
1y1, w2) = k2y2, w3) = k3y3

v1) = k1x
′
1, v2) = k2, v3) = k3

UZ = v2v3, UAZ = v3v1, UBZ = v1v2

Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ìýçîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèé ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ,
ìîæíî ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëüíîé
ðåàêöèè (1.3) ñêîðîñòü ëþáîé ñòàäèè ðàâíà ñêîðîñòè ðàñõîäîâàíèÿ âåùåñòâà A èëè ñêî-
ðîñòè îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà B .

Òàêèì îáðàçîì,

R =
v2UAZ

UZ + UAZ + UBZ

=
v1v2v3

v2v3 + v3v1 + v1v2

R =
k1k2k3x

′
1

k1 (k2 + k3)x′1 + k2k3
(1.6)

ßñíî, ÷òî

∂ρ

∂k
= − 1

∆

(
x1 x21

)( k2k3 (1 + ε1) 0 0 k1k
2
2k

2
3

0 k21k
2
3 (1 + ε1)

2 k21k
2
2 (1 + ε1)

2 0

)
ãäå ∆ = −k1k2k3x1y1 .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå (1.6) ìîæíî âûðàçèòü â âèäå

Q (k′) =


k1 0
0 k22
0 −k23

− (1 + ε1) 0
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Ìàòðèöà Q (k′) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ìàòðèöåé ñâÿçè A (1.4).
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Decomposition of systems of the di�erential equations of

chemical kinetics on the basis of the graph theory

c⃝ S. I. Spivak3 A. S. Ismagilova4

Abstract. The subject of the given paper research is inverse problems of chemical kinetics. The
inverse problem is determining rate constants of elementary steps based on the experimental
data of the substance concentrations involved in the reaction. The main result is developing a
methodology of kinetic measuring informativity analysis when solving the inverse problems. This
methodology makes it possible to �nd the number and type of independent combinations of reaction
rate constants.
Key Words: Inverse problems, informativaty, model parameters, basis of parametric functions,
graph of chemical reaction.
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 517.9

Íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè äëÿ

äèññèïàòèâíîãî óðàâíåíèÿ ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ñ

êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî 1, Ñ. Í. Íàãîðíûõ 2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùåå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ïðè íàëè÷èè äèôôóçè-
îííîé ïîëçó÷åñòè. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà âûâåäåíû ãëîáàëüíûå
îöåíêè ñàìîãî ðåøåíèÿ è åãî ïðîèçâîäíûõ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðå-
ìåííûì; îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ çàäà÷à Êîøè èìååò íåëîêàëüíîå ðåøåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ãëîáàëü-
íûå îöåíêè, íåëîêàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Â ðàáîòå [1] ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè äèñëîêàöèé â òåìïåðàòóðíî- çàâèñèìûõ ÿâëåíè-
ÿõ, òàêèõ êàê äèôôóçèîííàÿ ïîëçó÷åñòü, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé áûëî
âûâåäåíî óðàâíåíèå:

∂ν

∂t
+ δ

[(
∂ν

∂x1

)2

+

(
∂ν

∂x2

)2
]
− Aν +Bν2 = 0, (1.1)

ãäå δ, A,B - ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, õàðàêòåðèçóþùèå ïàðàìåòðû ôèçè÷åñêîãî ïðî-
öåññà, è, â ÷àñòíîñòè, çàâèñÿùèå îò òåìïåðàòóðû. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1.1) çà îñíîâó
áûëà âçÿòà ìîäåëü èçìåíåíèÿ ñêàëÿðíîé ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé â ñòåðæíÿõ ïðè êðó÷åíèè.
Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî, ÷òî óïðóãîå êðó÷åíèå ñòåðæíåé èç-çà ýôôåêòà Ïîéíòèíãà âûçûâàåò
ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè êàê ïðè ìàëûõ, òàê è ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ [2]. Àíäðîíîâûì
È.Í. è Ëèõà÷¼âûì Â.À. [3] îáíàðóæåí ýôôåêò óäëèíåíèÿ ñòåðæíåé ïðè æ¼ñòêîì ïëàñòè÷å-
ñêîì öèêëè÷åñêîì êðó÷åíèè ñ ìàëîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû,
àìïëèòóäû è ÷èñëà öèêëîâ çàêðó÷èâàíèÿ, è âûçâàííûé äèñëîêàöèîííîé òåêñòóðîé ìå-
òàëëîâ, áëèçêîé ê äèôôóçèîííîé ïîëçó÷åñòè. Òàêèì îáðàçîì, ýíåðãåòè÷åñêèé áàëàíñ äëÿ
ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïðè êðó÷åíèè [4] ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ïðèåìëåìûì äëÿ ðàñòÿ-
æåíèÿ ñòåðæíåé ïðè äèôôóçèîííîé ïîëçó÷åñòè, ñîõðàíÿþùèé âèä äèôôåðåíöèàëüíîãî
îïåðàòîðà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1).

Óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé ñ òå÷åíè-
åì âðåìåíè ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì óñëîâèè

ν(0, x1, x2) = ψ(x1, x2), x21 + x22 ≤ R2. (1.2)

Íî òàê êàê äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìû äîïîëíèòåëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)-
(1.2) íå âûõîäèò èç êðóãà x21+x22 ≤ R2 , òî â [1] áûëî ñäåëàíî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå,

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-
òåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; algoritm@sandy.ru
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÷òî (x1, x2) ∈ R2 . Òàê ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå (1.2) ïðèîáðåëî âèä

ν(0, x1, x2) = φ0(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2. (1.3)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà [5] äëÿ çàäà÷è Êîøè(1.1),(1.3) â [1] áû-
ëî äîêàçàíî íàëè÷èå ëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, T1] , îïðåäåëÿåìîì èç
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, è ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ
ñàìîé ôóíêöèè è å¼ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ:

|ν(t, x1, x2)| ≤ C1 = const,

∣∣∣∣ ∂ν∂xi
∣∣∣∣ ≤ C2 = const, i = 1, 2. (1.4)

Îäíàêî, îöåíîê (1.4) íåäîñòàòî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ íåëîêàëüíîãî
ðåøåíèÿ íà çàðàíåå çàäàííîì îòðåçêå [0, T ] . Äëÿ ýòîãî íóæíû (êàê âàðèàíò) ãëîáàëüíûå
îöåíêè äëÿ âòîðûõ è òðåòüèõ ïðîèçâîäíûõ, âûâîäó êîòîðûõ è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ñòàòüÿ.

Òàê æå êàê â [1], ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è (1.1),(1.3) ìåòîä äîïîëíèòåëü-
íîãî àðãóìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé â [1] ñõåìîé âíà÷àëå ïðåîáðàçóåì çàäà÷ó
(1.1),(1.3) ê ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (1.1) ïî
x1 è x2 è ââåäÿ íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè p1(t, x1, x2) = ∂x1ν(t, x1, x2), p2(t, x1, x2) =
∂x2ν(t, x1, x2) , ïðèä¼ì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂pi
∂t

+ 2δ

(
p1
∂pi
∂x1

+ p2
∂pi
∂x2

)
= Fi(t, ν, p1, p2), (i = 1, 2), (1.5)

ãäå Fi(t, ν, p1, p2) = −(2Bν − A)pi .
Èç (1.1) "ñêîíñòðóèðóåì"åù¼ îäíî óðàâíåíèå ñ òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïå-

ðàòîðîì:
∂ν

∂t
+ 2δ

(
p1
∂ν

∂x1
+ p2

∂ν

∂x2

)
= F0(t, ν, p1, p2), (1.6)

ãäå F0(t, ν, p1, p2) = −Bν2+Aν+δ(p21+p22) . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1.3), ïîëó÷èì íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ p1 è p2 :

pi(0, x1, x2) = φi(x1, x2) = ∂xi
φ0(x1, x2), (i = 1, 2), (1.7)

Äàëåå, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1.5), (1.7) ïî x1 è x2 è ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

q0 =
∂p1
∂x2

=
∂p2
∂x1

=
∂2ν

∂x1∂x2
, q1 =

∂p1
∂x1

, q2 =
∂p2
∂x2

,

ïðèä¼ì åù¼ ê òð¼ì óðàâíåíèÿì:

∂q0
∂t

+ 2δ

(
p1
∂q0
∂x1

+ p2
∂q0
∂x2

)
= −[2δ(q1 + q2) + 2Bν − A]q0 − 2Bp1p2, (1.8)

∂qj
∂t

+ 2δ

(
p1
∂qj
∂x1

+ p2
∂qj
∂x2

)
= −2δq2j − (2Bν − A)qj − 2δq20 − 2Bpj, (j = 1, 2), (1.9)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

q0(0, x1, x2) = φ12(x1, x2)
def
=
∂2φ0(x1, x2)

∂x1∂x2
, (1.10)

qj(0, x1, x2) = φjj(x1, x2)
def
=
∂2φ0(x1, x2)

∂xj∂xj
, (j = 1, 2). (1.11)
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Ñîñòàâèì äëÿ çàäà÷è (1.3),(1.5) - (1.11) ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì:

dη1(s, t, x1, x2)

ds
= 2δw1(s, t, x1, x2), η1(t, t, x1, x2) = x1, (1.12)

dη2(s, t, x1, x2)

ds
= 2δw2(s, t, x1, x2), η2(t, t, x1, x2) = x2, (1.13)

dwi(s, t, x1, x2)

ds
= Fi(s, w0, w1, w2), (i = 0, 1, 2), (1.14)

wi(0, t, x1, x2) = φi(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)), (i = 0, 1, 2), (1.15)

dω0(s, t, x1, x2)

ds
= −[2δ(w1 + w2) + 2Bw0 − A]ω0 − 2Bw1w2, (1.16)

ω0(0, t, x1, x2) = φ12(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)), (1.17)

dωj(s, t, x1, x2)

ds
= −2δω2

j − (2Bw0 − A)ωj − 2δω2
0 − 2Bw2

j , (j = 1, 2), (1.18)

ωj(0, t, x1, x2) = φjj(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)), (j = 1, 2). (1.19)

Äëÿ çàäà÷è (1.12)-(1.15) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

φ0 ∈¯2(R2), φ0(x1, x2) ≥
A

2B
(1.20)

èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [1] ñëåäóþò ãëîáàëüíûå îöåíêè

A

2B
≤ w0(s, t, x1, x2) ≤ N0, (1.21)

|wi(s, t, x1, x2)| ≤ Φ1, (i = 1, 2), (1.22)

ãäå

N0 = max

{
A+

√
A2 + 2BδΨ2

1

2B
, sup

R2

φ0

}
, Φ1 = max{sup

R2

|φ1|, sup
R2

|φ2|}.

Âûâåäåì ãëîáàëüíûå îöåíêè äëÿ ω0, ω1, ω2 .
Ïðèìåì ïîêà ôîðìàëüíî, à ïîòîì óñòàíîâèì óñëîâèÿ âûïîëíèìîñòè ýòîãî ïðåäïîëî-

æåíèÿ, ÷òî èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

P
def
= 2δ(w1 + w2) + 2Bw0 − A ≥ 0. (1.23)

Ñ ýòèì ïðåäïîëîæåíèåì èç (1.16)-(1.17) ñëåäóåò ãëîáàëüíàÿ îöåíêà:

|ω0| ≤ N00
def
= Φ12 + 2BΦ2

1. (1.24)

Äëÿ ðàçíîñòè ω1 − ω2 èç (1.18) âûòåêàåò óðàâíåíèå

d(ω1 − ω2)

ds
= −[2δ(w1 + w2) + 2Bw0 − A](ω1 − ω2) − 2B(w2

1 + w2
2).
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Ñ ó÷¼òîì (1.23) ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðèâîäèò ê ãëîáàëüíîé îöåíêå

|ω1 − ω2| ≤ N12
def
= Φ11 + Φ22 + 2BN2

1 , (1.25)

ãäå Φjj = supR2 |φjj|, (j = 1, 2). Òåïåðü ñëîæèì äâà óðàâíåíèÿ èç (1.18) è çàïèøåì
óðàâíåíèå äëÿ ñóììû ω1 + ω2 :

d(ω1 + ω2)

ds
= −δ(ω1 +ω2)

2− (2Bw0−A)(ω1 +ω2)− δ(ω1−ω2)
2−4δω2

0 −2B(w2
1 +w2

2). (1.26)

Ñ öåëüþ âûâîäà ãëîáàëüíîé îöåíêè äëÿ ω12
def
= ω1 + ω2 ðàññìîòðèì êâàäðàòíîå óðàâ-

íåíèå
δy2 + (2Bw0 − A)y + δ(ω1 − ω2)

2 + 4δω2
0 + 2B(w2

1 + w2
2) = 0. (1.27)

×òîáû ýòî óðàâíåíèå èìåëî äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ÷òîáû äèñêðèìèíàíò
d = (2Bw0 − A)2 − 4δ2(ω1 − ω2)

2 − 16δω2
0 − 8δB(w2

1 + w2
2) áûë íå ìåíüøå íóëÿ:

d ≥ 0. (1.28)

Ñ ó÷¼òîì óæå èìåþùèõñÿ îöåíîê (1.24), (1.25), (1.22) è âîçìîæíîñòüþ âûáðàòü minφ0

äîñòàòî÷íî áîëüøèì (÷òî îïðàâäàíî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ), ìîæíî êîíêðåòíî îïðå-
äåëèòü óñëîâèÿ, êîãäà (1.28) èìååò ìåñòî.

Ïðè âûïîëíåíèè (1.28) óðàâíåíèå (1.27) èìååò äâà êîðíÿ

y1 =
−(2Bw0 − A) +

√
d

2δ
, y1 =

−(2Bw0 − A) −
√
d

2δ
.

Ïðèìåíèâ ê óðàâíåíèþ (1.26) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ω1 + ω2|s=0 = φ11 + φ22

ìåòîä îöåíîê ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàæîðàíòíûõ è ìèíîðàíòíûõ óðàâíåíèé, ðàçâèòûé â [6],
[7], ïîëó÷èì, ÷òî ïðè

∂2φ0

∂x21
+
∂2φ0

∂x22
> y∗

def
= max

s∈[0,T ]
y1 (1.29)

áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà

y∗ ≤ ω1 + ω2 ≤
∂2φ0

∂x21
+
∂2φ0

∂x22
. (1.30)

Â ñèëó îöåíêè (1.30)

ω1 + ω2 ≥
−(2Bw0 − A) +

√
d

2δ
> −2Bw0 − A

2δ
.

À çíà÷èò P = 2δ(w1 + w2) + 2Bw0 − A > −2δ 2Bw0−A
2δ

− (2Bw0 − A) ≥ 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé óñëîâèå (1.23) äåéñòâèòåëüíî èìå-

åò ìåñòî, ñîîòâåòñòâåííî âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè (1.24), (1.25), (1.30).
Èç (1.25), (1.30) ñëåäóþò îöåíêè

−Φ11 − Φ22 + y∗

2
−BN2

1 ≤ ωi ≤ Φ11 + Φ22 +BN2
1 , i = 1, 2.

Îáîçíà÷èâ N1 + max{Φ11 + Φ22 +BN2
1 ,

1
2
(Φ11 + Φ22 +N∗) +BN2

1} , ãäå N∗ = sup[0,T ]×R2 y∗ ,
ïîëó÷èì ãëîáàëüíóþ îöåíêó

|ωi(s, t, x1, x2)| ≤ N1, (i = 1, 2). (1.31)
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Êàê óñòàíîâëåíî â [1] ïðè φ0 ≥ A
2B

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w0(s, t, x1, x2) ≥ φ0 ïðè
âñåõ x . Ïóñòü Φ0(Φ0 ≥ A

2B
) òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå φ0(x1, x2), ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî

óñëîâèå (1.28). Èç îöåíîê (1.4), (1.22), (1.24), (1.31) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.28), (1.29),
φ0 ≥ Φ0 , âûòåêàþò îöåíêè

Φ0 ≤ν(s, t, x1, x2) ≤ N0,∣∣∣∣ ∂ν∂xi
∣∣∣∣ ≤ C2, (i = 1, 2),

∣∣∣∣ ∂2ν

∂x1∂x2

∣∣∣∣ ≤ N00,

∣∣∣∣ ∂2ν

∂xj∂xj

∣∣∣∣ ≤ N1, (i = 1, 2).
(1.32)

Îñíîâûâàÿñü íà âûâåäåííûõ ãëîáàëüíûõ îöåíêàõ è òîæäåñòâàõ

w0(s, t, x1, x2) = w0(s, s, η1(s, t, x1, x2), η2(s, t, x1, x2)) = ν(s, η1(s, t, x1, x2), η2(s, t, x1, x2)),

wi(s, t, x1, x2) = wi(s, s, η1(s, t, x1, x2), η2(s, t, x1, x2)) = pi(s, η1(s, t, x1, x2), η2(s, t, x1, x2)),

(i = 1, 2),

ïîëó÷èì ãëîáàëüíûå îöåíêè

|∂xi
wj| ≤M1

ij = const, |∂xi
ηk| ≤ Cη = const, i = 1, 2; j = 0, 1, 2; k = 1, 2.

Íàêîíåö, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (1.18), (1.19) ïî x1 è x2 , ïðèäåì ê äâóì ëèíåéíûì
ñèñòåìàì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ∂x1ωj è ∂x2ωj, (j = 0, 1, 2). Äëÿ
âñåõ ôóíêöèé,âõîäÿùèõ â ýòè ñèñòåìû (êðîìå ∂x1ωj è ∂x2ωj ) óæå ïîëó÷åíû ãëîáàëüíûå
îöåíêè. Îñíîâûâàÿñü íà ëåììå 4.1 èç ãëàâû IV êíèãè [8] ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî ñó-
ùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, íå çàâèñÿùèå îò ëîêàëüíîãî èíòåðâàëà ðàçðåøèìîñòè,
÷òî

|∂xi
ωj| ≤M2

ij = const, i = 1, 2; j = 0, 1, 2, (1.33)

äëÿ âñåõ s, t íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.12) - (1.19). Ñîîòâåòñòâåííî,
îöåíêà (1.33) ñîõðàíÿåòñÿ ïðè s = t , ò.å. |∂xi

qj(t, x1, x2)| ≤M2
ij , ÷òî âëå÷åò â ñâîþ î÷åðåäü

îöåíêè: ∣∣∣∣∂3ν∂x31

∣∣∣∣ ≤M2
11,

∣∣∣∣∂3ν∂x32

∣∣∣∣ ≤M2
22,

∣∣∣∣ ∂3ν

∂x1∂x22

∣∣∣∣ ≤M2
12,

∣∣∣∣ ∂3ν

∂x21∂x2

∣∣∣∣ ≤M2
21. (1.34)

Ïîëó÷åííûå ãëîáàëüíûå îöåíêè (1.32), (1.34) äàþò âîçìîæíîñòü ïðîäëèòü ðåøåíèå íà
ëþáîé çàäàííûé âíà÷àëå ïðîìåæóòîê [0, T ] . Ñôîðìóëèðóåì îáùèé èòîã èññëåäîâàíèÿ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü δ, A,B - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, φ0 ∈ C 3
(R2), infR2 φ0 ≥

A(2B)−1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1.28),(1.29). Òîãäà çàäà÷à Êîøè (1.1),(1.3) èìååò ðåøåíèå

ν(t, x1, x2) ∈ C 1,3
([0, T ] × R2) íà ëþáîì çàäàííîì âíà÷àëå êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0, T ]

èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé t, êîòîðîå ñîâïàäàåò ïðè s = t ñ ôóíêöèåé w0(s, t, x1, x2), îïðå-
äåëÿåìîé èç çàäà÷è (1.12)- (1.17).
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Nonlocal solvability od the Cauchy problem for the

dissipative equation of the dislocation density with a

quadratic non-linearity

c⃝ S. N. Alekseenko3, S. N. Nagornykh4

Abstract. A non-linear �rst-order partial di�erential equation describing a dislocation density
changing under a coercion of the di�usion creep is considered. The global estimates of the solution
and its derivatives up to third order with respect to spatial variables are derived and the conditions
of the non-local solvability of the Cauchy problem are determined with using the method of an
additional argument.

Key Words: dislocation density, nonlinear �rst-order partial di�erential equation, global
estimates, nonlocal solvability, method of an additional argument.
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ÓÄÊ 517.9

Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè êèíåòè÷åñêèõ êðèâûõ ê

èçìåíåíèþ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèè ìîäåëè ðåàêöèè

ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ

c⃝ Í. Ì. Áàéíàçàðîâà1, Ë. Ô. Íóðèñëàìîâà2, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí3

Àííîòàöèÿ. Îäíà èç çàäà÷ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé - ýòî îöåíèâàíèå çíà÷èìîñòè
âëèÿíèÿ åå ñòàäèé íà âåñü õîä ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè. Ïîýòîìó ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâà-
íèè õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà ïåðâîî÷åðåäíûì øàãîì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè êèíåòè-
÷åñêèõ êðèâûõ ê êîíñòàíòàì ñêîðîñòè êàæäîé ñòàäèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêèé ïîäõîä
àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ (ÃÀÎ)
ñ äèèçîáóòèëàëþìèíèéãèäðèäîì (ÄÈÁÀÃ), äèèçîáóòèëàëþìèíèéõëîðèäîì (ÄÈÁÀÕ). Ðàáî-
òà âûïîëíÿåòñÿ ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû � 12-07-00324 è � 12-07-31029)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåàêöèÿ ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ, çàäà÷à Êîøè, àíàëèç ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè.

1. Ââåäåíèå

Êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà äåòàëüíûõ ìåõàíèçìàõ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðå-
àêöèé, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè. Âàæíûì ýòàïîì ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ ðåàêöèè ê èçìåíåíèþ êîíñòàíò
ñêîðîñòåé îòäåëüíûõ ñòàäèé.

Ëîêàëüíûé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèé â âû÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà, äàåò âîçìîæíîñòü îöåíèòü, íàñêîëüêî ñèëüíî èññëåäóå-
ìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò èçìåíåíèé òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà; êàêèå ïàðàìåòðû ãëàâíûå
â ìîäåëè, à èçìåíåíèÿ êàêèõ èç íèõ îêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíûå âëèÿíèÿ íà ìåõàíèçì [1].

Òàêæå àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîìîãàåò â çàìåíå èñõîäíîé ñèñòåìû ñèñòåìîé ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè, â êàêîì-òî ñìûñëå ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé, ñîõðàíÿþùåé ïðè ýòîì
èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèé öåëåâûõ âåùåñòâ, ò.å. îñóùåñòâèòü ðåäóêöèþ [2].

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà

Çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷å èññëå-
äîâàíèÿ è ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ ÎÄÓ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êîýôôèöèåíòàìè, ðîëü
êîòîðûõ èãðàþò êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèè ki(i = 1, 2, . . . , n) [3]. Ïðè ýòîì

1 Ñòóäåíòêà 4 êóðñà, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; nurzilyasha@mail.ru.
2 Àñïèðàíò ïåðâîãî ãîäà îáó÷åíèÿ, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà, ã. Óôà; Nurislamova_LF@mail.ru.
3 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà, ã. Óôà; IrekMars@mail.ru.
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dXj

dt
= fj(k,X),

fj =
N∑
i=1

Sji ·Wi, j = 1, n,

Wi = ki

M∏
j=1

(Xj)
|αji| − k−j

M∏
j=1

(Xj)
βji ,

Xi(0) = X0
i ,

(2.1)

ãäå Xi � êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ (ìîëüíûå äîëè), ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè; M � êîëè÷åñòâî
âåùåñòâ; N � êîëè÷åñòâî ñòàäèé; Sji � ñòåõèîìåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà; Wi � ñêîðîñòü i -îé
ñòàäèè (1/÷); kj, k

−
j � ïðèâåäåííûå êîíñòàíòû ñêîðîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåàêöèè (1/÷),

ñîîòâåòñòâåííî; αji � îòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû Sji , βji � ïîëîæèòåëüíûå ýëåìåíòû Sji .
Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.1) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè è çàâèñÿò îò kj êàê îò ïàðà-

ìåòðîâ [4]. Èç ëèíåéíîñòè è íåïðåðûâíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (2.1) îòíîñèòåëüíî k
ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå è íåïðåðûâíîñòü ïðîèçâîäíûõ dXj(t, k)/dki . Ïðè ýòîì îïðåäåëåíû
è íåïðåðûâíû âòîðûå ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé Xj(t, k) ïî t è ki . Äèôôåðåíöè-
ðóÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.1) ïî ki (ïðè çàäàííîé ñîâîêóïíîñòè çíà÷åíèé ki ) è îáîçíà÷àÿ

uji(t, k) =
dXj

dki
Ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ uji :

duji
dt

= Fji(X, u, k),

Fji(X, u, k) =
δfj(X, k)

δki
+

N∑
l=1

ajl(X, k)uli(X, k),

ajl(X, k) =
δfj(X, k)

δXl

.

(2.2)

Òàê êàê ôóíêöèè Fji çàâèñÿò íå òîëüêî îò uji , íî è îò Xj , ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1)
è (2.2) ñëåäóåò ðåøàòü ñîâìåñòíî, ïðè ñëåäóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

Xj(0) = X0
j , uji(0) = 0. (2.3)

Â ëèòåðàòóðå ïîäðîáíî èçó÷åíû êðèòåðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé õèìè÷åñêîé êèíåòèêè (2.1) ê èçìåíåíèþ âõîäÿùèõ â íèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèè
[5].

Â êà÷åñòâå òàêîãî êðèòåðèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ôóíêöèè

uji(t, k) =
δXj

δki
, (2.4)

íî, òàê êàê êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ÷àùå âñåãî îáëàäàþò ðàçëè÷íîé ðàçìåðíîñòüþ, çíà÷å-
íèÿ èõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà ïî âåëè÷èíå íà ìíîãî ïîðÿäêîâ. Òàêæå ðàçëè÷íûå
êîíöåíòðàöèè Xj ìîãóò î÷åíü ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà è ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ
â õîäå ðåàêöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì òðàäèöèîííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êðèòåðèè ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè [4]:

kiδXj(t, k)

δki
=
δXj(t, k)

δlnki
= kiuji(t, k), (2.5)
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δXj(t, k)

Xj(t, k)δki
=
δlnXj(t, k)

δki
=
uji(t, k)

Xj(t, k)
, (2.6)

kiδXj(t, k)

Xj(t, k)δki
=
δlnXj(t, k)

δlnki
=
uji(t, k)ki
Xj(t, k)

, (2.7)

Êðèòåðèé (2.4) ïîçâîëÿåò (ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ t ) îïðåäåëèòü íàñêîëüêî èçìåíÿåòñÿ
êîíöåíòðàöèÿ Xj â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ êîíñòàíòû ñêîðîñòè ki íà ∆ki ïðè ∆ki → 0 .

Êðèòåðèé (2.7) îïðåäåëÿåò äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè îòíîñèòåëüíûå èçìåíåíèÿ
êîíöåíòðàöèè Xj , âûçûâàåìûå îòíîñèòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ∆ki/ki êîíñòàíòû ki .

Êðèòåðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè ((2.5)-(2.7)) ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå èçìåíåíèÿ êàæ-
äîé èç êîíñòàíò ki íà ëþáóþ èç êîíöåíòðàöèé Xj äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè t , è
îöåíèòü âëèÿíèå êàêîé-ëèáî îäíîé èç êîíñòàíò íà âñå (èëè ÷àñòü) êîíöåíòðàöèé äëÿ ëþ-
áîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ îïðåäåëèòü, êàêèå èç êîíñòàíò è íà êàêèõ ñòàäèÿõ
ðåàêöèè ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëÿþùèìè èëè ìàëî âëèÿþùèìè íà ðåàêöèþ [6].

3. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîäåëè ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâà-

íèÿ îëåôèíîâ

Áîëüøèíñòâî çàäà÷, èçó÷àåìûõ â Èíñòèòóòå íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ñëîæíûé ìíîãîñòàäèéíûé ïðîöåññ, ãäå â ñõåìû ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé âêëþ÷àþò
áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòî÷íûõ âåùåñòâ (ðàäèêàëû è èõ êîìïëåêñû), íåïîñðåäñòâåí-
íîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, çàòðóäíåíî, ëèáî íåâîçìîæíî. Ýòî
ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíûì òðóäíîñòÿì ðåøåíèÿ êàê ïðÿìûõ, òàê è îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷å-
ñêîé êèíåòèêè äëÿ äàííûõ ðåàêöèé. Èç-çà îãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñåâîçìîæíûé íàáîð êîíñòàíò ñêî-
ðîñòåé, êîòîðûå c ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àäåêâàòíî îïèñûâàþò ýêñïåðèìåíò. Ïî-
ýòîìó íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ðåàêöèè ê âûõîäíûì ïàðàìåò-
ðàì.

Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ðåàêöèè ãèäðîàëþìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ ñ äèèçî-
áóòèëàëþìèíèéãèäðèäîì è äèèçîáóòèëàëþìèíèéõëîðèäîì.

Äëÿ ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÃ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïèñàííàÿ ïî (2.1) èìååò
âèä [7]: 

dx1

dt
= −k1x1 + k2x

2
2 − k3x1x3,

dx2

dt
= 2k1x1 − 2k2x

2
2 + k3x1x3 − k4x2x3,

dx3

dt
= −k3x1x3 − k4x2x3,

dx4

dt
= k3x1x3 + k4x2x3

(3.1)

Íà÷àëüíûå äàííûå:

x1(0) = 0.086, x2(0) = 0, x3(0) = 0.903, x4(0) = 0.11. (3.2)

ãäå xi � êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâ Xi : X1 = [Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2, X2 =
[Cp2ZrH2 · ClAlBu2], X3 = HAlBu2, X4 = [Cp2ZrH2 · HAlBu2 · ClAlBu2], Cp =
C5H5, Bu = C4H9.

Êîíñòàíòû ñêîðîñòåé äëÿ äàííîé ðåàêöèè ïðè òåìïåðàòóðå −65 ◦ C ïðåäñòàâëåíû â
òàáë. 1.
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Òàáëèöà 1: Êîíñòàíòû ñêîðîñòåé äëÿ ÷àñòíîé ñõåìû ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÃ, äëÿ òåìïå-
ðàòóðû −65 ◦ C

k1 k2 k3 k4
0.48 0.86 0.08 1.05

Èç ïðèâåäåííûõ íèæå ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìî-
ãóò áûòü ïîëîæèòåëüíûìè, îòðèöàòåëüíûìè èëè îáðàùàòüñÿ â íóëü. Ïîëîæèòåëüíîå (îò-
ðèöàòåëüíîå) çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè â ìîìåíò âðåìåíè t îçíà÷àåò, ÷òî ïðè
ïðèíÿòûõ çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò óâåëè÷åíèå äàííîé êîíñòàíòû ñêîðîñòè ïðèâîäèò ê âîçðàñ-
òàíèþ (óìåíüøåíèþ) çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè Xj â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ðàâåíñòâî
çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ íóëþ â ìîìåíò âðåìåíè t îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîé âðåìåííîé òî÷êå
ìàëîå èçìåíåíèå ki íå ïðèâîäèò ê êàêîìó-ëèáî èçìåíåíèþ Xj [4].

Äëÿ ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÃ ïðîâåäåí àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè: ðåøàëàñü ñèñòåìà
óðàâíåíèé (2.1), (2.2) ïðè íà÷àëüíûõ äàííûõ (2.3). Íà ðèñ. 3.1,a ïðèâåäåíû êèíåòè÷åñêèå
êðèâûå âåùåñòâà X1 ê èçìåíåíèþ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ðåàêöèè. Âèäèì, ÷òî x1 íàèáîëåå
÷óâñòâèòåëåí ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû k1 : åå óâåëè÷åíèå ïðèâåäåò ê óìåíüøåíèþ êîíöåí-
òðàöèè âåùåñòâà X1 . Âëèÿíèå æå îñòàëüíûõ êîíñòàíò íà X1 íå ñòîëü ñóùåñòâåííî.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè X1 ê èçìåíåíèþ êîíñòàíò ki è

÷óâñòâèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè Xi ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû k1 .

Íà ðèñ. 3.1,á ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ Xi îò êîíñòàíòû ñêîðî-
ñòè k1 . Âèäèì, ÷òî çíà÷åíèå êðèòåðèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî ìåíÿòüñÿ â
õîäå ðåàêöèè. Ñèììåòðè÷íîå ðàñïîëîæåíèå êðèâûõ δx3/δlnk1 è δx4/δlnk1 îáóñëîâëåíî
ìåõàíèçìîì ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè.

Äëÿ ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âûïèñàííàÿ ïî (2.1) èìååò
âèä [7]: 

dx1

dt
= −k1x1 + k2x

2
2 − k5x1x5 − k3x1x3,

dx2

dt
= 2k1x1 − 2k2x

2
2 − k6x2x5 + k7x3x6 − k4x5x6 + k3x1x3,

dx3

dt
= k6x2x5 − k7x3x6 − k4x2x3 − k3x1x3,

dx4

dt
= k5x1x5 + k4x2x3 + k3x1x3,

dx5

dt
= −k6x2x5 + k7x3x6 − k5x1x5 − k8x5x6,

dx6

dt
= k6x2x5 − k7x3x6 + k5x1x5 − k8x5x6,

dx7

dt
= k8x5x6,

dx8

dt
= k8x5x6

(3.3)
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Íà÷àëüíûå äàííûå:

x1(0) = 0.086, x4(0) = 0.034, x5(0) = 0.88, xi(0) = 0, i = 2, 3, 5, 6, 7, 8. (3.4)

ãäå xi � êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâ Xi : X1 = [Cp2ZrH2 · ClAlBu2]2, X2 =
[Cp2ZrH2 · ClAlBu2], X3 = HAlBu2, X4 = [Cp2ZrH2 · HAlBu2 · ClAlBu2], X5 =
ClAlBu2, X6 = [Cp2ZrHCl · ClAlBu2, X7 = [Cl2AlBu], X8 = Cl2AlBu,Cp = C5H5, Bu =
C4H9.

Êîíñòàíòû ñêîðîñòåé äëÿ äàííîé ðåàêöèè ïðè òåìïåðàòóðå −40 ◦ C ïðåäñòàâëåíû â
òàáë. 2.

Òàáëèöà 2: Êîíñòàíòû ñêîðîñòåé äëÿ ÷àñòíîé ñõåìû ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ, äëÿ òåìïå-
ðàòóðû −40 ◦ C

k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7 k8
0.0011 0.088 0.0017 19.2919 0.189 9.9984 2.9309 9.9745

Íà ðèñ (3.2) ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè âåùå-
ñòâà X2 ê èçìåíåíèþ íàèáîëåå çíà÷èìûõ êîíñòàíò äëÿ äàííîé ðåàêöèè. Êîíöåíòðàöèÿ
x2 îáëàäàåò íàèáîëüøåé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ (ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì êðèòåðèÿ) ê èç-
ìåíåíèþ k5 è íåñêîëüêî ìåíüøåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (íî ïðè îáðàòíîì ïî çíàêó
çíà÷åíèè êðèòåðèÿ) ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê èçìåíåíèþ k6 . Èçìåíåíèÿ êîíñòàíò k1 , k2 è
k7 îêàçûâàþò íàèìåíüøåå âëèÿíèå íà êîíöåíòðàöèþ âåùåñòâà X2 .

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÷óâñòâèòåëüíîñòè êîíöåíòðàöèè X2 ê èçìåíåíèþ êîíñòàíò ki .

Â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè è ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ ðåàêöèè ðàçíûå êðè-
òåðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè èìåþò ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ îäíîãî è òîãî æå çíàêà.
Äåéñòâèòåëüíî, àíàëèçèðóÿ ãðàôèêè äëÿ êðèòåðèÿ

kiδXj(t,k)

δki
=

δXj(t,k)

δlnki
è äëÿ êðèòåðèÿ

kiδXj(t,k)

Xj(t,k)δki
=

δlnXj(t,k)

δlnki
=

uji(t,k)ki
Xj(t,k)

, âèäèì, ÷òî õàðàêòåð êðèâûõ ñîâïàäàåò.

Âåëè÷èíà è çíàê çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè êàêîé-ëèáî êîíöåíòðàöèè âå-
ùåñòâ ê îäíîé è òîé æå êîíñòàíòå ìîæåò â õîäå ðåàêöèè ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ, êàê
íàïðèìåð, äëÿ âåùåñòâà X2 ê èçìåíåíèþ êîíñòàíòû k8 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè ñðàâ-
íåíèè çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé xi è êîíñòàíò
kj íåîáõîäèìî îãîâàðèâàòü âðåìÿ, â êîòîðîå àíàëèçèðóåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïàðàìåòðîâ
ðåàêöèè.
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Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü, ïðîàíàëèçèðîâàâ ìàòðèöó ÷óâñòâèòåëüíîñòè
Uji =

δlnXj(t,k)

δlnki
(òàáë. 2) [8]. ×åì áîëüøå àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ýëåìåíòà

uji , òåì áîëüøåå âëèÿíèå îêàçûâàåò äàííàÿ êîíñòàíòà íà äàííîå âåùåñòâî.
Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè äâóõ ìîäåëåé âûäåëåííûõ ðåàêöèé ãèäðîàëþ-

ìèíèðîâàíèÿ îëåôèíîâ ñ ÄÈÁÀÕ è ÄÈÁÀÃ ñëåäóåò âàæíûé ôèçèêî-õèìè÷åñêèé âûâîä.
Ïåðâûå ñòàäèè ïðîöåññîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåîáðàòèìûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàçðàáîòàí-
íûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê êàê âëèÿíèå êîíñòàíòû k2 , îòâå÷àþùåé çà îáðàòèìîñòü,
íåñóùåñòâåííî. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ ñòàäèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé è òîé æå äëÿ äâóõ îïèñàííûõ
õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, è â îáî÷èõ ñëó÷àÿõ îáðàòèìàÿ ñòàäèÿ îêàçûâàåò íåçíà÷èòåëüíîå
âëèÿíèå íà âåñü ïðîöåññ ðåàêöèè, òî ïðåäñòîèò çàäà÷à ðàññìîòðåíèÿ äðóãèõ âîçìîæíûõ
äåòàëèçèðîâàííõ ñõåì óêàçàííûõ ðåàêöèé.

Òàáëèöà 3: Ìàòðèöà ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè
t=1.42

δxj

δlnki
,ìîë.äîëè ·

10−3

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8

k1 −0.099 0.078 0.529 0.047 −1.079 0.074 0.503 0.503
k2 0.002 −0.002 −0.007 −0.001 0.013 −0.002 −0.006 −0.006
k3 −0.003 0.001 0.001 0.003 −0.007 0.001 −0.174 0.003
k4 −0.018 −1.182 −5.143 2.115 5.159 −0.897 −2.131 −2.131
k5 −14.644 4.864 30.520 18.659 −92.592 5.765 43.414 43.414
k6 0.275 −3.589 22.451 −0.159 −41.387 3.198 19.095 19.095
k7 0.000 0.057 −0.239 0.006 0.407 −0.059 −0.174 −0.174
k8 0.010 2.411 17.792 1.932 −44.467 −5.020 24.743 24.743

4. Çàêëþ÷åíèå

Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñèñòåìû ïî ïàðàìåòðàì, ìîæíî ñîêðàòèòü
âðåìÿ ïîèñêà êîíñòàíò ñêîðîñòè, êîòîðûå íàèëó÷øèì îáðàçîì îïèñûâàþò íàáîð ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ äàííûõ. Ñíà÷àëà ñëåäóåò, çàôèêñèðîâàâ âñå êîíñòàíòû ñêîðîñòè, ê êîòîðûì
÷óâñòâèòåëüíîñòü íåâåëèêà, íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ, ê êîòîðîìó ÷óâñòâèòåëüíîñòü ñè-
ñòåìû ìàêñèìàëüíà. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ìîæíî ïîäîáðàòü îñòàëüíûå êîíñòàíòû. Âûÿâëå-
íî, ÷òî äëÿ ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÃ íàèáîëåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò êîíñòàíòû
k1 è k4 , íàèìåíüøåå âëèÿíèå � k2 (îáðàòíàÿ êîíñòàíòà); äëÿ ðåàêöèè ÃÀÎ ñ ÄÈÁÀÕ
íàèáîëåå çíà÷èòåëüíîå âëèÿíèå îêàçûâàþò êîíñòàíòû k4 , k5 è k6 , íàèìåíüøåå âëèÿíèå
� k2 , k3 , k7 . Ïåðâûå ñòàäèè ïðîöåññîâ ìîæíî ñ÷èòàòü íåîáðàòèìûìè ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ðàçðàáîòàííûõ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàê êàê âëèÿíèå êîíñòàíòû k2 , îòâå÷àþùåé
çà îáðàòèìîñòü íåñóùåñòâåííî. Ïðåäñòîèò çàäà÷à ðàññìîòðåíèÿ äðóãèõ âîçìîæíûõ äåòà-
ëèçèðîâàííõ ñõåì óêàçàííûõ ðåàêöèé.
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Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà

íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà

c⃝ È. Â. Áîéêîâ1, Î. À. Áàóëèíà2

Àííîòàöèÿ. Èññëåäîâàíû íåïðåðûâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äàíû ïðèëîæåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà, ñèíãóëÿðíûõ è ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé íà íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåéðîííàÿ ñåòü Õîïôèëäà, èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà, ãèïåð-
ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ïðèìåíåíèå íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
îñíîâàíî íà âîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåéðîíà â âèäå ýëåêòðîííîé ñõåìû, îïèñûâàåìîé
íåëèíåéíûì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðåäñòàâëå-
íèþ i -ûé íåéðîí, ñîåäèíåííûé ñ N íåéðîíàìè ñåòè (âêëþ÷àÿ ñàìîãî ñåáÿ), îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèåì

Ci
ui
dt

= − ui
Ri

+
N∑
j=1

wijf(uj) + Ii, i = 1, 2, . . . , N, (1.1)

ãäå wij − ñèíàïòè÷åñêèå âåñà íåéðîíîâ ñåòè; Ii − òîê, ïðåäñòàâëÿþùèé âíåøíåå ñìåùå-
íèå; ui − èíäóöèðîâàííîå ëîêàëüíîå ïîëå íà âõîäå ôóíêöèè àêòèâàöèè f(ui) ; f(ui) −
íåëèíåéíûå ôóíêöèè àêòèâàöèè; Ri è Ci − ñîïðîòèâëåíèå óòå÷êè è åìêîñòü óòå÷êè,
ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [1] J.J. Hop�ed èññëåäîâàë âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñâîéñòâ
áèîëîãè÷åñêèõ îðãàíèçìîâ ê êîíñòðóèðîâàíèþ âû÷èñëèòåëüíûõ ìàøèí. Â îñíîâó àðõè-
òåêòóðû ýòèõ ìàøèí ïîëîæåíî î÷åíü áîëüøîå ÷èñëî âçàèìîñâÿçàííûõ è î÷åíü ïðîñòûõ
îäíîòèïíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ (íàçâàííûõ íåéðîíàìè).

Â ðàáîòå [2] J.J. Hop�ed ïîêàçàë âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõ êîìïüþòåðîâ, ïî-
ëó÷èâøèõ íàçâàíèå íåéðîííûõ ñåòåé Õîïôèëäà, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå öåïè ñîñòàâëåííûå èç
ñîïðîòèâëåíèé, åìêîñòåé è èíäóêòèâíîñòåé.

Îïèøåì àðõèòåêòóðó íåéðîííîé ñåòè Õîïôèëäà, èñïîëüçóåìîé â äàííîé ðàáîòå. Ïðåä-
ëàãàåìàÿ ñåòü, ñîñòîÿùàÿ èç n íåéðîíîâ, ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.1.

Â íåéðîííóþ ñåòü âõîäÿò íåëèíåéíûå óñòðîéñòâà, ðåàëèçóþùèå íåëèíåéíûå ôóíêöèè
fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . ,m. Ýòè óñòðîéñòâà îáîçíà÷åíû íà ðèñ. 1 áóêâîé Π . Â îñíî-
âó ïîñòðîåíèÿ áëîêà Π ìîæåò áûòü ïîëîæåíà òåîðåìà î ïðèáëèæåííîé àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé è îïåðàöèåé
ñëîæåíèÿ [3].

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Ïåíçà; boikov@pnzgu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.
Ïåíçà; golovolomka@list.ru.
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Ð è ñ ó í î ê 1.1
Àðõèòåêòóðà íåéðîííîé ñåòè

Âûõîäíûå ñèãíàëû fi(x1, x2, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n, ñóììèðóþòñÿ â ñóììàòîðå ñ êî-
ýôôèöèåíòàìè wij, i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . ,m, è ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ RC öåïî÷êè
ïîäàþòñÿ íà âõîä óñòðîéñòâà àêòèâàöèè, ðåàëèçóþùåãî ôóíêöèþ x = φ(u).

Â äàííîé àðõèòåêòóðå èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ φ(u) = au. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ íà ðèñ. 1.1 íåéðîííàÿ ñåòü Õîïôèëäà ðåàëèçóåò ñèñòåìó íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ci

a

dxi(t)

dt
+
xi(t)

aRi

=
m∑
j=1

wijfij(x1, . . . , xn) + Ii, i = 1, 2, . . . , n. (1.2)

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå ñîïðîòèâëåíèé Ri ìîãóò áðàòüñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷å-
íèÿ, à òàêæå Ii ìîãóò ïîëàãàòüñÿ ðàâíûìè íóëþ. Â ðåçóëüòàòå íåéðîííûå ñåòè Õîïôèëäà
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ìîãóò ìîäåëèðîâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäà

Ci

a

dxi(t)

dt
=

m∑
j=1

wijfij(x1, . . . , xn), i = 1, 2, . . . , n. (1.3)

Â èçâåñòíûõ àâòîðàì ðàáîòàõ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè íà ÈÍÑ (èñêóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ) îñíîâàíû íà ìåòîäàõ ìèíèìèçàöèè ôóíê-
öèîíàëîâ. Â äàííîé ðàáîòå â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ ïîëîæåíû ìåòîäû òåîðèè
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íèæå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ R(a, r) = {z ∈ B : ∥z− a∥ ≤ r}, S(a, r) =
{z ∈ B : ∥z − a∥ = r}, Λ(K) = lim

h↓0
(∥I + hK∥ − 1)h−1. Çäåñü B− áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,

a ∈ B,K− ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç B â B, Λ(K)− ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà
[4] îïåðàòîðà K; I− òîæäåñòâåííûé îïåðàòîð.

Äëÿ íàèáîëåå óïîòðåáèòåëüíûõ íîðì ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà èçâåñòíà.
Ïóñòü äàíà âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà A = {aij}, i, j = 1, 2, . . . , n. Â n -ìåðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå Rn âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) ñ íîðìîé

∥x∥1 =
n∑

k=1

|xk|, ∥x∥2 = [
n∑

k=1

|xk|2]1/2, ∥x∥3 = max
1≤k≤n

|xk|,

ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû A ðàâíà [5]:

Λ1(A) = max
j

(ajj +
∑
i̸=j

|aij|), Λ2(A) = λmax

(
A+ AT

2

)
, Λ3(A) = max

i
(aii +

∑
j ̸=i

|aij|).

2. Íåïðåðûâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

Ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíà îá-
øèðíàÿ ëèòåðàòóðà, ïîäðîáíàÿ áèáëèîãðàôèÿ êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ â êíèãàõ [6], [7]. Ïðè
ýòîì, â îñíîâíîì, ðàññìàòðèâàëèñü äèñêðåòíûå ìåòîäû, ñðåäè êîòîðûõ â ïåðâóþ î÷å-
ðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü ìåòîäû ïðîñòîé èòåðàöèè è Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à. Èññëåäîâàíèå
íåïðåðûâíûõ àíàëîãîâ ìåòîäà Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷ íà÷àëîñü, ïî�âèäèìîìó, ñî ñòàòüè
[8]. Ïîçäíåå íåïðåðûâíûå àíàëîãè ìåòîäà Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à øèðîêî ïðèìåíÿëèñü
ïðè ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷ ôèçèêè [9], [10]. Â ðàáîòàõ [9], [10] ïðèâåäåíà îáøèð-
íàÿ áèáëèîãðàôèÿ ïîñâÿùåííàÿ íåïðåðûâíûì àíàëîãàì ìåòîäà Íüþòîíà�Êàíòîðîâè÷à.

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâåäåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé î íåïðåðûâíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ
îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå íèæå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè îáîñíîâàíèè âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìåòîäîâ.

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíîå îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå

A(x) = 0, (2.1)

äåéñòâóþùåå èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà B â B. Çäåñü A(x)− íåëèíåéíûé îïåðàòîð.
Ðàññìîòðèì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B çàäà÷ó Êîøè

dx(t)

dt
= A(x(t)), (2.2)

x(0) = x0. (2.3)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îïåðàòîð A èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ Ãàòî; A(0) = 0.
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Ò å î ð å ì à 2.1. [11], [12]. Ïóñòü íà ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé φ(t), ðàñ-

ïîëîæåííîé â øàðå B(0, r) äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà r, èíòåãðàë
t∫
0

Λ(A′(φ(τ))dτ íå

ïîëîæèòåëåí (îòðèöàòåëåí è lim
t→∞

1
t

t∫
0

Λ(A′(φ(τ))dτ = −α, α > 0.) Òîãäà òðèâèàëüíîå

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) óñòîé÷èâî (àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî).

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. Òåîðåìà ñïðàâåäëèâà è ïðè r = ∞.

Èç òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè g(t), îïðå-
äåëåííîé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

lim
t→∞

1

t

t∫
0

Λ(A′(g(τ)))dτ ≤ −α, α > 0, (2.4)

òî çàäà÷à Êîøè (2.2)�(2.3) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (2.1).
Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 2.2. [13]. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x∗. Ïóñòü íà ëþáîé
äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé g(t), ðàñïîëîæåííîé â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå B, ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî (2.4). Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.2)�(2.3) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗

óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2. Èç íåðàâåíñòâà (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà
Λ(A′(x)) ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íóëü èëè ïðèíèìàòü ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ â êîíå÷-
íîì èëè ñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê ïðîñòðàíñòâà B.

Ò å î ð å ì à 2.3. [13]. Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x∗. Ïóñòü íà ëþáîé
äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé g(t), ðàñïîëîæåííîé â øàðå B(x∗, r) âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

1) ïðè ëþáîì t(t > 0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
t∫
0

Λ(A′(g(τ)))dτ ≤ 0;

2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim
t→∞

1
t

t∫
0

Λ(A′(g(τ)))dτ = −α, α > 0.

Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (2.2)�(2.3) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗ óðàâíåíèÿ (2.1).

3. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà

íà íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà

Ðåøåíèå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà íà íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà èçëî-
æèì íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

x(t) =

1∫
0

h(t, τ, x(τ))dτ + f(t) (3.1)

ñ íåïðåðûâíûì ÿäðîì è íåïðåðûâíîé ïðàâîé ÷àñòüþ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå (3.1) èìååò ðåøåíèå x∗(t) â øàðå B(x∗, r) ïðîñòðàíñòâà
C[0, 1].

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xN(t) óðàâíåíèÿ (3.1) îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

xN(tkN) =
N∑
l=1

αlNh(tkN , tlN , xN(tlN)) + f(tkN), k = 1, 2, . . . , N, (3.2)

ãäå αlN è tlN , l = 1, 2, . . . , N, êîýôôèöèåíòû è óçëû êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû

1∫
0

g(t)dt =
N∑
l=1

αlNg(tlN) +RN(g),

â êîòîðîé êîýôôèöèåíòû αlN > 0 (l = 1, 2, . . . , N), óçëû tlN (l = 1, 2, . . . , N) ëåæàò â
ñåãìåíòå [0,1].

Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (3.2) è ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé x∗N(t)
ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) ê òî÷íîìó ðåøåíèþ x∗(t) óðàâíåíèÿ (3.1) â óçëàõ tlN , l =
1, 2, . . . , N, ïðèâåäåíû â [7] (òåîðåìà 19.5 èç ãëàâû 4).

Íàëîæèì íà ôóíêöèþ h(t, τ, u) ñëåäóþùåå óñëîâèå: âî âñÿêîé âíóòðåííåé òî÷êå îáëà-
ñòè B(x∗, r) ïðîñòðàíñòâà C[0, 1] ñóùåñòâóåò ïðîèçâîäíàÿ h′3(tkN , tlN , u), k.l = 1, 2, . . . , N.
Çäåñü h′3(t, τ, u) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî òðåòüåé ïåðåìåííîé.

Ââåäåì ìàòðèöó C(u) = {cij(u)}, i, j = 1, 2, . . . , N, ãäå cii(u) = 1 − αiNh
′
3(tiN , tiN , u),

i = 1, 2, . . . , N ; cij(u) = −αiNh
′
3(tiN , tjN , u), i, j = 1, 2, . . . , N, i ̸= j.

Èç òåîðåìû 2.3. ñëåäóåò, ÷òî åñëè Λ(C(u)) < 0 ïðè u ∈ B(x∗, r), òî ðåøåíèå ñèñòåìû
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dzkN(t)

dt
= zkN(t) −

N∑
l=1

αlNh(tkN , tlN , zlN(t)) − f(tkN), k = 1, 2, . . . , N, (3.3)

ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗(t) ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.2) â óçëàõ tkN , k = 1, 2, . . . , N.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Óñëîâèå Λ(C(u)) < 0 íîñèò äîñòàòî÷íûé õàðàêòåð è, êàê
ïîêàçûâàþò ìîäåëüíûå ïðèìåðû, ðåøåíèå ñèñòåìû (3.3) ïðè t → ∞ ñõîäèòñÿ ê x∗(t)
ïðè áîëåå øèðîêèõ óñëîâèÿõ.

Íåïðåðûâíûé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé èìååò ñëåäóþùèå ïðåèìóùåñòâà
îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîãî ìåòîäà Íüþòîíà-Êàíòîðîâè÷à:
1) íå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà äëÿ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå íåëèíåéíîãî
îïåðàòîðà KNxN , ãäå KNxN− îïåðàòîðíàÿ ôîðìà çàïèñè ëåâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé

xN(tkN) −
N∑
l=1

αlNh(tkN , tlN , xN(tlN)) = fN(tkN), k = 1, 2, . . . , N,

2) â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà
t∫
0

Λ(C(g(τ))dτ < 0 íà ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé

ôóíêöèè g(t), ñõîäèìîñòü ìåòîäà íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Íåïðåðûâíûé ìåòîä îñîáåííî ýôôåêòèâåí â ñëó÷àå óðàâíåíèé ïåðâîãî ðîäà, êîòîðûå,

êàê èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ íåêîððåêòíûìè çàäà÷àìè, è èõ ðåøåíèå òðåáóåò ïðèìåíåíèå ìå-
òîäîâ ðåãóëÿðèçàöèè.
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4. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ëèíåéíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíîå ëèíåéíîå ãèïåðñèíãóëÿðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

Kx ≡ a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x(τ)dτ

(τ − t)p
+

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), p = 2, 4, . . . . (4.1)

Íà êîýôôèöèåíòû è ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.1) íàëîæèì ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ b(t) ̸= 0 íà ñåãìåíòå [−1, 1];
2) ôóíêöèè a(t), b(t), f(t) ∈ W r(1), h(t, τ) ∈ W r,r(1), r ≥ p.
3) óðàâíåíèå (4.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìî è åãî ðåøåíèå x∗(t) ∈ W r(M), M = const.

Ââåäåì óçëû tk = −1 + 2k/N, k = 0, 1, . . . , N, è t̄k = tk + k/N, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k ñåãìåíòû ∆k = [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . , N − 1.

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) áóäåì èñêàòü â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèè

xN(t) =
N−1∑
k=0

αkψk(t), (4.2)

ãäå

ψk(t) =

{
1, t ∈ ∆k

0, t /∈ ∆k.
(4.3)

Çíà÷åíèÿ {αk}, k = 0, 1, . . . , N − 1, îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

a(t̄k)αk + b(t̄k)
N−1∑
l=0

′αl

∫
∆l

dτ

(τ − t̄k)p
+

N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ = f(t̄k), (4.4)

k = 0, 1, . . . , N − 1. Çäåñü
∑ ′ îçíà÷àåò ñóììèðîâàíèå ïî l ̸= k − v, k − v + 1, . . . , k − 1,

k+1, . . . , k+v−1, ãäå âåëè÷èíà v(v ≥ 1) çàâèñèò îò àáñîëþòíîé âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòîâ
a(t), b(t) è îò çíà÷åíèé N. Ñïîñîá âûáîðà v îïèñàí â ðàáîòå [14] è ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ
(4.5), (4.6).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð å ì à 4.1. [14]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1) óðàâíåíèå (4.1)
èìååò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìîå äî p − 1 ïîðÿäêà ðåøåíèå x∗(t); 2)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |b(t)| ≥ b > 0 ïðè t ∈ (−1, 1). 3) ôóíêöèÿ h(t, τ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî âòîðîé ïåðåìåííîé. Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé (4.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗N(t) è â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà RN

ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥x∗ − x∗N∥ ≍ N−1.

Ç à ì å ÷ à í è å 4.1. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ N äëÿ îäíîçíà÷íîé ðàç-
ðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.4) äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
ïðè k ̸= 0 è k ̸= N − 1

|b(t̄k)| 2

p− 1
Np−1 − |a(t̄k)| 2

N
H∗ > |b(t̄k)|N

p−1

p− 1

{∣∣∣∣ 1

(2v + 1)p−1
− 1

(2N − 2k − 1)p−1

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ 1

(2v + 1)p−1
− 1

(2k + 1)p−1

∣∣∣∣}+ 2H∗; (4.5)
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ïðè k = 0 èëè k = N − 1

|b(t̄k)| 2

p− 1
Np−1 − |a(t̄k)| 2

N
H∗ > |b(t̄k)|2N

p−1

p− 1

∣∣∣∣ 1

(2v + 1)p−1
− 1

(2N + 1)p−1

∣∣∣∣+ 2H∗. (4.6)

Ýòîò ðåçóëüòàò ïåðåíîñèòñÿ íà ãèïåðñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ ñëåäóþùå-
ãî âèäà

a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x(τ)dτ

|τ − t|p+λ
+

1∫
−1

h(t, τ)x(τ)dτ = f(t), p = 1, 2, . . . (4.7)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.7) áóäåì èñêàòü â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíê-
öèè (4.2), çíà÷åíèÿ {αk} êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé

a(t̄k)αk +
N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

dτ

|τ − t̄k|p+λ
+

N−1∑
l=0

αl

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ = f(t̄k), k = 0, 1, . . . , N − 1. (4.8)

Â ðàáîòå [14] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

2

p+ λ− 1
> max

t
|a(t)| +

2

N
H∗ (4.9)

ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.5) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà. Çäåñü H∗ = max
−1≤t,τ≤1

|h(t, τ)|.
Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 4.1. ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.4) ìîæåò áûòü ðåøåíà íà

íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà.
Äëÿ ýòîãî ñèñòåìó (4.4) ñëåäóåò ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì âèäå

(sgnb(t̄k))

a(t̄k)αk + b(t̄k)
N−1∑
l=0

′αl

∫
∆l

dτ

(τ − t̄k)p
+

N−1∑
l=0

αk

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ − f(t̄k)

 = 0, (4.10)

k = 0, 1, . . . , N − 1.
Èç óòâåðæäåíèé, ïðèâåäåííûõ â ðàçäåëå 2 è èç çàìå÷àíèÿ ê òåîðåìå 4.1. ñëåäóåò, ÷òî

ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

dαk(t)

dt
= (sgnb(t̄k))

a(t̄k)αk(t) + b(t̄k)
N−1∑
l=0

′αl

∫
∆l

dτ

(τ − t̄k)p
+

+
N−1∑
l=0

αk(t)

∫
∆l

h(t̄k, τ)dτ − f(t̄k)

 , (4.11)

k = 0, 1, . . . , N − 1, ïðè t→ ∞ ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.10) ïðè ëþáîì
íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè.

Â ñàìîì äåëå, çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4.11) â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

dα(t)

dt
= Aα(t) + F

ñ î÷åâèäíûìè îáîçíà÷åíèÿìè A è F.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (4.5) è (4.6) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîð-
ìà ìàòðèöû A îòðèöàòåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó óòâåðæäåíèé ðàçäåëà 2, ðåøåíèå
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.11) ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé
(4.4).

5. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòå-

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåéðîííûõ ñåòÿõ Õîïôèëäà

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóþòñÿ ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ ãèïåðñèíãó-
ëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

a(t, x(t)) +

1∫
−1

h(t, τ, x(τ))dτ

(τ − t)p
= f(t), (5.1)

ãäå p− öåëîå ÷åòíîå ÷èñëî.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (5.1) ïðè p = 2. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) áóäåì

èñêàòü â âèäå êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ôóíêöèè (4.2), êîýôôèöèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ
èç ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

a(t̄k, αk) +
N−1∑
l=0

∫
∆l

h(t̄k, t̄l, αl)

(τ − t̄k)2
dτ = f(t̄k), k = 0, 1, . . . , N − 1, (5.2)

ãäå t̄k = −1 + (2k + 1)/N, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Çàïèøåì óðàâíåíèå (5.2) â îïåðàòîðíîé ôîðìå

KNxN = FN ,

ãäå xN = (α0, . . . , αN−1)
T , FN = (f(t̄0), . . . , f(t̄N−1))

T , KN −N ×N ìàòðèöà.
Ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå ìàòðèöû KN íà ýëåìåíòå x0N = (α0, . . . , αN−1)

T èìååò âèä
K ′

N(x0N) = {kij(x0N)}, i, j = 0, 1, . . . , N − 1, ãäå

kii(x
0
N) = a′2(t̄i, α

0
i ) + h′3(t̄i, t̄i, α

0
i )

∫
∆i

dτ

(τ − t̄i)2
, i = 0, 1, . . . , N − 1;

kij(x
0
N) = h′3(t̄i, t̄j, α

0
i )

∫
∆j

dτ

(τ − t̄i)2
, i, j = 0, 1, . . . , N − 1, i ̸= j.

Çäåñü a′2(t, u) îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè a(t, u) ïî âòîðîé ïåðåìåííîé; h′3(t, τ, u)
îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè h(t, τ, u) ïî òðåòüåé ïåðåìåííîé.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâíåíèå (5.1) èìååò ðåøåíèå x∗ â øàðå B(x∗, R) ïðîñòðàíñòâà
RN è ÷òî äëÿ ëþáîé äèôôåðåíöèðóåìîé êðèâîé g(t) ∈ B(x∗, R) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

t∫
0

Λ(K ′
N(g(τ)))dτ < 0.
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Òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

dαk(t)

dt
= a(t̄k, αk(t)) +

N−1∑
l=0

∫
∆l

h(t̄k, t̄l, αl(τ))

(τ − t̄k)2
dτ − f(t̄k), (5.3)

k = 0, 1, . . . , N − 1, ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ x∗N = (α∗
0, . . . , α

∗
N−1) ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.2).

Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîÿòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íà íåéðîííûõ ñåòÿõ
Õîïôèëäà ïðè p = 4, 6, . . . .

Ç à ì å ÷ à í è å 5.2. Â ñëó÷àå íå÷åòíûõ p â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñõåì ñëåäóåò ïîëîæèòü àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå è îáîñíîâàííûå â ðàáîòå [15].

Ç à ì å ÷ à í è å 5.3. Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
è íåëèíåéíûõ ãèïåðñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èëëþñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå
óðàâíåíèé

a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x(τ)dτ

(τ − t)2
= f(t), (5.4)

a(t)x(t) + b(t)

1∫
−1

x2(τ)dτ

(τ − t)2
= f(t), (5.5)

Ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (5.4) è (5.5) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïðåäåëüíûå òî÷êè ðåøå-
íèé ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (4.11) è (5.3) ïðè t→ ∞. Ñèñòåìû (4.11) è (5.3)
ðåøàëèñü ìåòîäîì Ýéëåðà ñ øàãîì h. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðåìåíòà ïðåäñòàâëåíû
íà ðèñ. 5.1. Çäåñü ÷åðåç N îáîçíà÷åí ïîðÿäîê ñèñòåì (4.11) è (5.3).

Ð è ñ ó í î ê 5.1
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Approximate solution of integral equations on the Hop�eld

neural networks

c⃝ I. V. Boykov3, O. A. Baulina4

Abstract. Continuous methods for solving operator equations in Banach spaces are envestigated.
Applications of these methods to the solution of linear and non-linear Fredholm integral equations,
singular and hypersingular integral equations on Hop�eld neural networks are given.
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ÓÄÊ 519.213

Î íåêîòîðûõ êëàññàõ êîïóë

c⃝ Å. Ì. Áðîíøòåéí1, Å. È. Ïðîêóäèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ êîïóëû n ïåðåìåííûõ òàêèå, ÷òî âñÿêîå ñåìåéñòâî
èç n− 1 ìàðãèíàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì â ñîâîêóïíîñòè. Îïèñàíî
äâà ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ êîïóë. Äåòàëüíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé n = 2 .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîïóëû, íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êîìîíîòîííîñòü, êîíòðìî-
íîòîííîñòü.

1. Ââåäåíèå

Êîïóëû (êîïóëà ôóíêöèè), àêòèâíî èññëåäóåìûå è ïðèìåíÿåìûå â ðàçëè÷íûõ îáëà-
ñòÿõ çíàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ñêëÿðà [1], õàðàêòåðèçóþò â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ñòåïåíü
çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Îáçîð òåîðèè êîïóë ñì. [2].

Êîïóëîé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ÑÂ),
ìàðãèíàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà îòðåçêå [0, 1] . Àíà-
ëèòè÷åñêè êîïóëà � ýòî íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ C(x1, . . . , xn) , îïðåäåëåííàÿ íà êóáå
[0, 1]n , ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• C(x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xn) = 0 ïðè ëþáûõ i, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn ;

• C(1, . . . , 1, xi, 1, . . . , 1) = xi ïðè ëþáûõ i, xi ;

• îáîáùåííàÿ ìîíîòîííîñòü: åñëè x1 ≤ y1, . . . , xn ≤ yn , òî∑
t1,...,tn

±C(t1, . . . , tn) ≥ 0,

ãäå ñóììèðóþòñÿ âñå çíà÷åíèÿ êîïóëû ïðè ti , ðàâíûõ ëèáî xi , ëèáî yi , ïðè÷åì çíàê
ðàâåí (−1)k ( k ðàâíî ÷èñëó çíà÷åíèé xi â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè àðãóìåíòîâ).

Îáîáùåííàÿ ìîíîòîííîñòü êîïóëû äâóõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä

C(y1, y2) + C(x1, x2) − C(y1, x2) − C(x1, y2) ≥ 0.

Åñëè FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (X1, . . . , Xn)
c ôóíêöèÿìè ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé FX1(x1), . . . , FXn(xn) , òî ñóùåñòâóåò êîïóëà
C , äëÿ êîòîðîé

FX1,...,Xn(x1, . . . , xn) = C (FX1(x1), . . . , FXn(xn)) ,

ïðè÷åì åäèíñòâåííàÿ, åñëè ôóíêöèè ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé íåïðåðûâíû (òåîðåìà
Ñêëÿðà).

Âûäåëåíèå êîïóëû èç îáùåé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿåò âûÿâèòü òîëüêî ñâîé-
ñòâà, ñóùåñòâåííûå äëÿ õàðàêòåðèçàöèè çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Â ÷àñòíîñòè,

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèà-
öèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; bro-e�m@yandex.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè, Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöè-
îííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; preliv@mail.ru.
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ïðè ïðîèçâîëüíîì (â òîì ÷èñëå, íåëèíåéíîì) èçìåíåíèè ìàñøòàáîâ ìàðãèíàëüíûõ ÑÂ
êîïóëà íå èçìåíÿåòñÿ.

ÑÂ íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, åñëè èõ êîïóëà ðàâíà C⊥(x1, . . . , xn) = x1 · . . . · xn.
Ìíîæåñòâî êîïóë ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì, íî íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé: ìàêñèìóì è ìèíè-

ìóì êîïóë ìîãóò òàêîâûìè íå ÿâëÿòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ êîïóëà
C+(x1, . . . , xn) = min{x1, . . . , xn} , êîòîðàÿ ðàâíà ïîòî÷å÷íîìó ñóïðåìóìó âñåõ êîïóë. C+

ÿâëÿåòñÿ êîïóëîé êîìîíîòîííîé ìíîãîìåðíîé ÑÂ, ò.å òàêîé, ÷òî ñ ðîñòîì ëþáîé èç ìàð-
ãèíàëüíûõ ÑÂ íå óìåíüøàþòñÿ è âñå îñòàëüíûå.

Èíôèìóìîì âñåõ êîïóë ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

C−(x1, . . . , xn) = max{0, x1 + . . .+ xn − n+ 1},

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîïóëîé òîëüêî ïðè n = 2 . Êîïóëà äâóìåðíîé ÑÂ ðàâíà C− , åñëè åå
ìàðãèíàëüíûå ÑÂ êîíòðìîíîòîííû, ò.å. ñ ðîñòîì îäíîé âòîðàÿ íå âîçðàñòàåò.

Íà÷èíàÿ ñ ðàáîòû Ï.Ýìáðåõòñà è äð. [3] êîïóëû (÷àùå âñåãî äâóõ ïåðåìåííûõ) ïðè-
ìåíÿþòñÿ â ôèíàíñîâîì àíàëèçå. Îáçîð ñì. [4]. Â ÷àñòíîñòè â [5] ê àíàëèçó ñîñòîÿíèÿ
ôèíàíñîâîãî ðûíêà ïðèìåíåíû ýêñòðåìàëüíûå êîïóëû C+, C− è íåçàâèñèìàÿ êîïóëà C⊥

. Ïîñòðîåíû øèðîêèå êëàññû êîïóë (îáçîðû ñì. [6], [7]). Èññëåäîâàòåëè ïîñòîÿííî ðàáîòà-
þò íàä ïîñòðîåíèåì íîâûõ êîïóë ñ òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè (ïðèìåð - íåäàâíÿÿ ðàáîòà
[8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäÿòñÿ êîïóëû, îïèñûâàþùèå â íåêîòîðîì ñìûñëå îñëàáëåííóþ
íåçàâèñèìîñòü ÑÂ, äàþòñÿ ñïîñîáû èõ ïîñòðîåíèÿ. Áîëåå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû êîïóëû
äâóõ ïåðåìåííûõ.

2. (n− 1) -íåçàâèñèìûå êîïóëû

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Êîïóëó n ïåðåìåííûõ ïðè n > 2 íàçîâåì (n − 1) -
íåçàâèñèìîé, åñëè âñå ïîäìíîæåñòâà èç n−1 ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé êîïóëû íåçà-
âèñèìûå.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòî ñåìåéñòâî âõîäèò è íåçàâèñèìàÿ êîïóëà C⊥ .
Äëÿ êîïóë, èìåþùèõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(x1, . . . , xn) (äàëåå â îñíîâíîì áóäóò

ðàññìàòðèâàòüñÿ èìåííî òàêèå êîïóëû), êðèòåðèé (n− 1) -íåçàâèñèìîñòè î÷åíü ïðîñò.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ÿâëÿëàñü
ïëîòíîñòüþ (n − 1) -íåçàâèñèìîé êîïóëû, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå ðà-
âåíñòâ ∫ 1

0

g(x1, . . . , xn)dxi = 1

äëÿ ëþáûõ i, x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû ðàâíîïðàâíû, ïîëîæèì i = n .

Îáîçíà÷èì G(t1, . . . , tn−1) =
∫ 1

0
g(t1, . . . , tn)dtn.

Åñëè G(t1, . . . , tn−1) ≡ 1 , òî∫ x1

0

dt1 . . .

∫ xn−1

0

dtn−1

∫ 1

0

g(t1, . . . , tn)dtn = x1 · . . . · xn−1,

ò.å. ÑÂ X1, . . . , Xn−1 íåçàâèñèìûå.
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Îáðàòíî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî∫ x1

0

dt1 . . .

∫ xn−2

0

dtn−2

∫ xn−1

0

G(t1, . . . , tn−1)dtn−1 ≡ x1 · . . . · xn−1,

òî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ýòî ðàâåíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíî ïî âñåì ïåðåìåííûì, ïîëó÷èì:
G(x1, . . . , xn−1) ≡ 1 , ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Íåçàâèñèìûì â ñîâîêóïíîñòè ÑÂ ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ g(x1, . . . , xn) ≡ 1 . Â ñëå-
äóþùèõ ïàðàãðàôàõ îïèñàíû äîñòàòî÷íî îáùèå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîäîáíûõ ôóíêöèé
g(x1, . . . , xn) .

3. Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

• ßâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì 1.

•
∫ 1

0
g(t)dt = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ ïðîèçâîëüíûé n -ìåðíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè 1 è −1 . Êàê
ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóíêöèÿ g((σ ,x))(x = (x1, . . . , xn)) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîïóëû, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1. Íåçàâèñèìîñòè â ñîâîêóïíîñòè
ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ g ≡ 1 .

Âåêòîðà σ è −σ ïîðîæäàþò îäèí è òîò æå êëàññ ôóíêöèé (äîñòàòî÷íî ôóíêöèþ
g(t) çàìåíèòü íà g(−t) ), â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòè êëàññû ðàçíûå, êàê ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3.1. Åñëè g1 è g2 � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ñ îïèñàííûìè
ñâîéñòâàìè, σ1 è σ2 � äâà âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè 1 è −1 , σ1 ̸= ± σ2 è êîïóëû ñ
ïëîòíîñòÿìè g1((σ1 ,x)), g2((σ2 ,x)) ðàâíû, òî g1 = g2 ≡ 1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó σ1 ̸= ± σ2 , òî ó âåêòîðîâ σ1 è σ2 ñóùåñòâóþò
ñîâïàäàþùèå (ïóñòü ïåðâûå, ðàâíûå 1) è ïðîòèâîïîëîæíûå (ïóñòü âòîðûå) êîìïîíåíòû.
Ïîñêîëüêó ñîâïàäàþò êîïóëû è ïëîòíîñòè íåïðåðûâíû, òî ïëîòíîñòè òàêæå ñîâïàäàþò.
Òîãäà g1(x1 + x2 + A) = g2(x1 − x2 + B) , ãäå â A è B âõîäÿò âñå îñòàëüíûå ïåðåìåííûå
ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíàêàìè. Ïîëîæèâ x1 = x2 , èìååì g1(2x1 + A) = g2(B) , ò.å. g1 , à
òîãäà è g2 , ïîñòîÿííûå. Èç ñâîéñòâ ôóíêöèé g , g1 ≡ g2 ≡ 1 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííûå êëàññû êîïóë èìåþò â ïåðåñå÷åíèè òîëüêî C⊥ .

4. Êóñî÷íî ïîñòîÿííûå ïëîòíîñòè

(n− 1) -íåçàâèñèìûå êîïóëû ìîãóò ïîðîæäàòüñÿ ìíîãèìè ïëîòíîñòÿìè, ïîñòîÿííûìè
íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ ðàçáèåíèÿ êóáà [0, 1]n .

Îïèøåì äâå òàêèå îáùèå êîíñòðóêöèè.

1. Ïóñòü α, β � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà ñ ñóììîé 2. Ðàçîáüåì êóá [0, 1]n ïðè k ≥ 1
íà (2k)n êóáèêîâ ãèïåðïëîñêîñòÿìè xi = s/(2k)(i = 1, . . . , n; s = 0, . . . , 2k) . Âûáåðåì
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ïîäìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ êóáèêîâ òàêîå, ÷òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ êàêîìó-
íèáóäü ðåáðó êóáà, ïåðåñåêàåò k êóáèêîâ. Ôóíêöèÿ g , ðàâíàÿ α íà âûáðàííûõ
êóáèêàõ è β íà âñåõ îñòàëüíûõ, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ 2.1
è òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ (n− 1) -íåçàâèñèìîé êîïóëû.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò ïîäîéòè ê ïîñòðîåíèþ ïîäîáíûõ ôóíêöèé íà êîìáèíà-
òîðíîé îñíîâå.

Îïèøåì îäíó èç âîçìîæíûõ êîíñòðóêöèé, ïîçâîëÿþùèõ âûäåëèòü ïîäîáíîå ñåìåé-
ñòâî êóáèêîâ. Çàäàäèì ïîëîæåíèå êóáèêà n -ìåðíûì âåêòîðîì (a1, . . . , an) ñ íà-
òóðàëüíûìè êîìïîíåíòàìè îò 1 äî 2k . Ïóñòü φi : {1, . . . , k} → {k + 1, . . . , 2k}
(i = 1, . . . , n) � áèåêöèè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ñåìåéñòâî êóáèêîâ â êóáå [0, 1/2]n .
Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ S êîìïîíåíòû âåêòîðà (a1, . . . , an) áîëüøå k , äëÿ
îñòàëüíûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì êóáèê ñ êîîðäè-
íàòàìè φ−1

i (ai) ïðè i ∈ S , ai ïðè i /∈ S . Ýòîò êóáèê ðàñïîëîæåí â êóáå [0, 1/2]n ,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ âûáðàííûì èëè íåò. Åñëè îí âûáðàííûé, òî êóáèê, ïîëîæåíèå êîòîðî-
ãî çàäàåòñÿ âåêòîðîì (a1, . . . , an) , ïîïàäåò â âûáðàííûå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ìîùíîñòü |S| ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, åñëè æå íåò, òî êóáèê ñ êîîðäèíàòàìè (a1, . . . , an)
ïîïàäåò â âûáðàííûå â ïðîòèâîïîëîæíîé ñèòóàöèè.

Åñëè ðàññìîòðåòü òîëüêî 2n êóáèêîâ ñ êîîðäèíàòàìè (y1, . . . , yn) , ãäå êàæäàÿ èç
êîîðäèíàò ðàâíà ai èëè φi(ai) , òî êàæäàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ðåáðó êóáà, ëèáî
íå ïåðåñåêàåò íè îäíîãî èç ýòèõ êóáèêîâ, ëèáî ïåðåñåêàåò ðîâíî äâà êóáèêà, îäèí èç
êîòîðûõ ïîïàë â âûáðàííûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåíèå ïðèâîäèò ê ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

Èç ïðèâåäåííîãî ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî òàêèõ ôóíêöèé âåñüìà îáøèðíî:
ïðè çàäàííûõ k, α, β èõ ÷èñëî ðàâíî 2kn · (k!)n.

2. Ïóñòü k ≥ 2 è α0, . . . , αk−1 � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî∑k−1
i=0 αi = k. Ðàçîáüåì, êàê è âûøå, êóá [0, 1]n íà êóáèêè ãèïåðïëîñêîñòÿìè

xi = s/k (i = 1, . . . , n; s = 0, . . . , k).

Íà êàæäîì èç êóáèêîâ ðàçáèåíèÿ ïîëîæèì ïëîòíîñòü ðàâíîé îäíîìó èç çíà÷åèé
α0, . . . , αk−1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â êàæäîì ðÿäó ëþáîãî êîîðäèíàòíîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ âñòðå÷àëîñü êàæäîå èç ýòèõ çíà÷åíèé (åñòåñòâåííî ïî îäíîìó ðàçó). Î÷å-
âèäíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïðåäëîæåíèÿ 2.1.
Îáåñïå÷èòü òàêîå ïîñòðîåíèå ìîæíî, â ÷àñòíîñòè, ðàñïîëîæèâ çíà÷åíèÿ â ìíîãîìåð-
íîì

”
øàõìàòíîì“ ïîðÿäêå: ïóñòü, êàê è âûøå, êóáèê çàäàåòñÿ n -ìåðíûì âåêòîðîì

(a1, . . . , an) . Çíà÷åíèå ïëîòíîñòè â êóáèêå ïðèìåì ðàâíûì αi , åñëè

n∑
j=1

aj ≡ i(mod k).

Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíûå ôóíêöèè ìîæíî ïîñòðîèòü è ïðè ðàçáèåíèè êóáà íà ïàðàëëåëå-
ïèïåäû. Íåêîòîðûå ïðèìåðû òàêîãî âèäà ïðèâåäåíû â ñëåäóþùåì ïóíêòå.

5. Ñëó÷àé n = 2
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Ðàçóìååòñÿ, ïðè n = 2 ïîíÿòèå (n− 1) -íåçàâèñèìîñòè íå èìååò ñìûñëà. Òåì íå ìåíåå,
ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòðîåíèÿ.

Ïðè n = 2 ïîñòðîåíèå èç ï. 3 ïðèâîäèò ê äâóì êëàññàì êîïóë:

C+
g (x, y) =

∫ x

0

du

∫ y

0

g(u− v)dv, C−
g (x, y) =

∫ x

0

du

∫ y

0

g(u+ v)dv.

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îáîáùåííóþ, â ÷àñòíîñòè, ïåðèîäè÷åñêè
ïðîäîëæåííóþ δ - ôóíêöèþ Õåâèñàéäà. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóíêöèè C+

δ

è C−
δ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî êîìîíîòîííîé è êîíòðìîíîòîííîé êîïóëàì C+ è C− , îòñþäà

è îáîçíà÷åíèÿ.
Ââåäåì áîëåå øèðîêèå êëàññû êîïóë, ïîðîæäåííûå ñìåùåííûìè δ -ôóíêöèÿìè

δ(a)(0 ≤ a ≤ 1) , ñîñðåäîòî÷åííûìè â òî÷êàõ a+ k , ãäå k � öåëîå ÷èñëî.
Â [9] ôóíêöèè C+

δ(a), C
−
δ(a) íàçâàíû ñîîòâåòñòâåííî êîïóëàìè êî- è êîíòðìîíîòîííîãî

òèïà.
Ýòè êîïóëû èìåþò ñëåäóþùèé âèä.

6

-

�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�a

1 − a

1

1

v

u

u

v − a u+ v − 1

0

u+ a− 1

v

Êîïóëà êîìîíîòîííîãî òèïà

6

-

@
@

@
@
@
@

@
@
@
@

@
@a

a

1

1

v

u
0

u

u+ v − a

a

u+ v − 1

Êîïóëà êîíòðìîíîòîííîãî òèïà

v

Â [9] òàê îïðåäåëåííûå êîïóëû áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè ïåðñïåêòèâ ðîññèéñêîãî
ôèíàíñîâîãî ðûíêà, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîãëàñóþòñÿ ñ ìíåíèåì ýêñïåðòîâ.

Ïðèâåäåì òàêæå êîíñòðóêöèþ êîïóëû äâóõ ïåðåìåííûõ ñ êóñî÷íî ïîñòîÿííîé ïëîòíî-
ñòüþ, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîé ÿâëåòñÿ êîïóëà, ïîñòðîåííàÿ â ï. 4.

Ïóñòü p, q ∈ (0, 1) . Ïðÿìûìè u = p, v = q êâàäðàò [0, 1]2 ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå
ïðÿìîóãîëüíèêà (ñì. ðèñóíîê).
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6

-

q

p

1

1

v

u

A C

B D

Åñëè ïëîòíîñòü â îáëàñòè A ðàâíà a , òî â îáëàñòÿõ B,C,D ïëîòíîñòü ðàâíà

b =
1 − aq

1 − q
, c =

1 − ap

1 − p
, d =

1 − p− q + apq

(1 − p)(1 − q)
.

Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè ïëîòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèå a äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþ-
ùèì óñëîâèÿì:

a ≤ 1

p
, a ≤ 1

q
, a ≥ 0, a ≥ 1

p
+

1

q
− 1

pq
.

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé a âñåãäà íåïóñòîå. Â ÷àñòíîñòè,
îíî ñîäåæèò 1 , ýòî ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìîé êîïóëå C⊥ .

Çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êîïóëû â îáëàñòÿõ A,B,C,D ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

auv; aqu+ b(v − q)u; apv + c(u− p)v; apq + b(v − q)p+ cq(u− p) + d(u− p)(v − q).

Ïðè p = q = 0, 5 ïîëó÷àåì êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ï. 4. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ a �
îòðåçîê [0, 2] .

Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ êîïóëû â îáëàñòÿõ A,B,C,D ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

auv; 0, 5au+ bu(v − 0, 5); 0, 5av + bv(u− 0, 5); 0, 25a+ 0, 5b(u+ v − 1) + a(u− 0, 5)(v − 0, 5).

Çäåñü b = 2 − a .
Êàê è â îáùåì ñëó÷àå, ïðè a = 1 ïîëó÷àåì íåçàâèñèìóþ êîïóëó. Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü,

÷òî ïðè a > 1 êîïóëà èìååò ñäâèã ê êîìîíîòîííîé, à ïðè a < 1 � ê êîíòðìîíîòîííîé
êîïóëàì.

Ïðèâåäåì òàêæå ïðèìåð êîïóëû ðàññìàòðèâàåìîãî âèäà, êóñî÷íî ïîñòîÿííîé íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàõ.

Ðàçîáüåì êâàäðàò íà øåñòü ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðÿìûìè u = 1/3, u = 2/3, v = 1/2 . Îäíà
èç ïëîòíîñòåé êîïóë ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå.

6

-

1/2

1/3 2/3

1

1

v

u
0 2

2 0

1

1
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6. Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû êîïóëû n ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ëþáûå n − 1 ìàðãèíàëüíûõ
ÑÂ íåçàâèñèìû, à âñå îíè òàêîâûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ. Ïðèâåäåíû ñïîñîáû
ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êîïóë è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Áûëî áû èíòåðåñíî ïîñòðîèòü êîïóëû n ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ ïðè çàäàííîì k ëþ-
áûå k ìàðãèíàëüíûõ ÑÂ íåçàâèñèìû â òî âðåìÿ, êàê íèêàêèå k+1 òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ.
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The case n = 2 is considered in detail.
Key Words: copulas, independence of random values, comonotonicity, countermonotonicity.

3 Professor, Numerical Mathematics and Cybernetics Chair, Ufa State Aviation Technical University, Ufa,
bro-e�m@yandex.ru

4 Associate Professor, Numerical Mathematics and Cybernetics Chair, Ufa State Aviation Technical
University, Ufa, preliv@mail.ru

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 1



Ïîèñê êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ñõåìû ðåàêöèè . . . 59

ÓÄÊ 544.43

Ïîèñê êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðåäóöèðîâàííîé

ñõåìû ðåàêöèè äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà
c⃝ Â. À. Âàéòèåâ1, Å. Â. Ñòåïàøèíà2, Ñ. À. Ìóñòàôèíà3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíû êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ñòàäèé è çíà÷åíèÿ ýíåðãèé àêòèâàöèè
äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ñõåìû ðåàêöèè äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà. Ñðàâíåíèå ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è äëÿ èñõîäíîé è ñîêðàùåííîé ñõåì ðåàêöèé ïîêàçûâàåò
àäåêâàòíîå âîñïðîèçâåäåíèå èñõîäíîãî ìåõàíèçìà. Ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå
ïðåâûøàåò 11% .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: α -ìåòèëñòèðîë, îáðàòíàÿ çàäà÷à, õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà.

1. Ââåäåíèå

Êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè, îñíîâàííûå íà äåòàëüíûõ ìåõàíèçìàõ ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé, êàê ïðàâèëî, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êî-
òîðûõ ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ðàâíî ÷èñëó ó÷àñòâóþùèõ â ðåàêöèè âåùåñòâ. Ãèïîòåòè÷åñêèå
ñõåìû ñëîæíûõ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ñîäåðæàò áîëüøîå êîëè÷åñòâî âåùåñòâ è ðåàêöèé
ìåæäó íèìè. Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðåíèþ äîñòóïíà òîëüêî ÷àñòü èç ýòèõ âå-
ùåñòâ. Ïðè ýòîì äëÿ àíàëèçà ìåõàíèçìà ðåàêöèè ïîðîé òðåáóåòñÿ òî÷íîå îïèñàíèå ïîâå-
äåíèÿ ëèøü íåñêîëüêèõ âåùåñòâ, è äëÿ âûÿâëåíèÿ èõ äèíàìèêè íå âñå ñòàäèè ÿâëÿþòñÿ
âàæíûìè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â çàìåíå èñõîäíîé ñèñòåìû ñèñòåìîé
ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, â êàêîì-òî ñìûñëå ýêâèâàëåíòíîé èñõîäíîé, ñîõðàíÿþùåé äèíàìè-
êó êîíöåíòðàöèé âûáðàííûõ âåùåñòâ.

Â ðåçóëüòàòå ðåäóêöèè êèíåòè÷åñêîé ñõåìû ìåõàíèçì ðåàêöèè îïèñûâàåòñÿ äðóãîé
ñõåìîé ðåàêöèè, ñîäåðæàùåé ìåíüøå âåùåñòâ è ñòàäèé, ÷åì â èñõîäíîé ñõåìå. Ïîýòî-
ìó ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðåäóöèðîâàííûõ ñõåì ðåàêöèé âëå÷åò çà ñîáîé
íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè, òî åñòü
îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðåøåíèå îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíî ñ ôîðìóëèðîâêîé ïðÿìîé êè-
íåòè÷åñêîé çàäà÷è, òî åñòü ðàçðàáîòêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâà
ðåàêöèîííîé ñìåñè è ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåàêöèè íà îñíîâå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè.

Îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
îòêëîíåíèÿ ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè:

F =
k∑

i=1

n∑
j=1

|xÐij − xÝij| → min, (2.1)

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; vladimirvaytiev@yandex.ru.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàø-
êèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; stepashinaev@ya.ru.

3 Çàâåäóùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãî-
ñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê.
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ãäå xÐij � ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, xÐij � çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé âå-
ùåñòâ, ïîëó÷åííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûì ïóòåì, k � êîëè÷åñòâî òî÷åê ýêñïåðèìåíòà, n �
êîëè÷åñòâî âåùåñòâ.

Ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ñîñòîèò â ïîèñêå êîíñòàíò, ìèíèìèçèðóþùèõ
ôóíêöèîíàë (2.1) . Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (2.1) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä
Õóêà-Äæèâñà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìáèíàöèþ èññëåäóþùåãî ïîèñêà ñ öèêëè÷å-
ñêèì èçìåíåíèåì ïåðåìåííûõ è óñêîðÿþùåãî ïîèñêà ïî îáðàçöó. Àëãîðèòì ìåòîäà Õóêà-
Äæèâñà íà êàæäîì øàãå ñîäåðæèò äâå îñíîâíûå ïðîöåäóðû: èññëåäóþùèé ïîèñê â îêðåñò-
íîñòè äàííîé òî÷êè äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðàâëåíèÿ óáûâàíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è ïåðåìå-
ùåíèå â íàïðàâëåíèè óáûâàíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ýíåðãèé àêòèâàöèè ïî ñòàäèÿì
ðåàêöèè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ïîëó÷èì êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîìûøëåííî çíà÷èìîé ðåäóöèðîâàííîé ñõåìû ðå-
àêöèè äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà â ïðèñóòñòâèè öåîëèòíîãî êàòàëèçàòîðà NaHY. Ïðî-
äóêòû äàííîé ðåàêöèè (ëèíåéíûå è öèêëè÷åñêèå äèìåðû) íàõîäÿò ïðàêòè÷åñêîå ïðèìå-
íåíèå â êà÷åñòâå ïëàñòèôèêàòîðîâ, ìîäèôèêàòîðîâ ïîëèìåðîâ, êàó÷óêîâ, â ïðîèçâîäñòâå
ñèíòåòè÷åñêèõ ìàñåë è äð. Ñîâîêóïíîñòü õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé, îïèñûâàþùèõ äàííóþ
ðåàêöèþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé ñòàäèé:

2X1 � X2,
2X1 � X3,
2X1 → X4,
X2 � X3,
X2 → X4,
X3 → X4,
X1 +X2 → X5,
X1 +X3 → X5,
X1 +X4 → X5,

(3.1)

ãäå X1 �α -ìåòèëñòèðîë, X2 �α -äèìåð, X3 � β -äèìåð, X4 �öèêëè÷åñêèé äèìåð, X5 �
òðèìåðû.

Ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìå
õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé (3.1) , ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèÿìè:

ω1 = k1C
2
1 − k10C2,

ω2 = k2C
2
1 − k11C3,

ω3 = k3C
2
1 ,

ω4 = k4C2 − k12C3,
ω5 = k5C3,
ω6 = k6C2C1,
ω7 = k7C1C3,
ω8 = k8C1C4,
ω9 = k9C2C4,

(3.2)

ãäå ωi(t, x) � ñêîðîñòü i -é ñòàäèè (êìîëü/( ì3· ÷)), i = 1, 9 ; C = (C1, . . . , C5) � âåêòîð
êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ (êìîëü/ì3 ); k = (k1, . . . , k12) � âåêòîð êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò
ñêîðîñòåé j -é ðåàêöèè ( ì3 /(êìîëü · ÷)) (j = 1, 12) .
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Òàáëèöà 4: Êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà â ïðèñóò-
ñòâèè êàòàëèçàòîðà NaHY ïðè òåìïåðàòóðå 373Ê .

�
ks(373K),

ì3/(êãkat · ÷)
Ei,

êÄæ/ìîëü
�

ks(373K),
ì3/(êãkat · ÷)

Ei,
êÄæ/ìîëü

1 61, 357 196 7 0, 019308 247
2 8, 9534 263 8 41, 556 194
3 7, 7916 259 9 0, 03662 115
4 1, 1693 238 10 0, 04547 279
5 0, 11922 275 11 0, 0995 204
6 0, 12041 127 12 0, 05132 138

Çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò è ýíåðãèè àêòèâàöèè (òàáë. 4) áûëè ðàññ÷èòàíû â ëà-
áîðàòîðèè ïðèãîòîâëåíèÿ êàòàëèçàòîðîâ Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ (ã. Óôà)
ñ ó÷åòîì íàëè÷èÿ öåîëèòíîãî êàòàëèçàòîðà. Êîíñòàíòà ñêîðîñòè j -é ðåàêöèè ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ ÷åðåç âûáðàííóþ îïîðíóþ òåìïåðàòóðó Tîï = 373K ïî ôîðìóëå:

kj(T ) = kj(Tîï)exp

(
Ej

RTîï

(
1 − Tîï

T

))
. (3.3)

Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ ðå-
àêöèîííîãî îáúåìà â õîäå ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé:

dxi
dt

=
Fi(x, T ) − xiFn(x, T )

N
, ãäå Fi =

9∑
j=1

γijWj, i = 1, 5; (3.4)

dN

dt
= Fn(x, T ), ãäå Fn =

9∑
j=1

Wj

5∑
i=1

γij,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

xi(0) = x0i , i = 1, 5; N(0) = 1, (3.5)

ãäå N � ïåðåìåííûé ðåàêöèîííûé îáúåì, (γij) � ìàòðèöà ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ (i = 1, 5, j = 1, 9).

Ôóíêöèè Fn(x, T ), Fi(x, T ) (i = 1, 5) , ñ ó÷åòîì ìàòðèöû ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôè-
öèåíòîâ, èìåþò âèä:

F1(x, T ) = −2W1(x, T ) − 2W2(x, T ) − 2W3(x, T )−
−W7(x, T ) −W8(x, T ) −W9(x, T ),

F2(x, T ) = W1(x, T ) −W4(x, T ) −W5(x, T ) −W7(x, T ),
F3(x, T ) = W2(x, T ) +W4(x, T ) −W6(x, T ) −W8(x, T ),
F4(x, T ) = W3(x, T ) +W5(x, T ) +W6(x, T ) −W9(x, T ),
F5(x, T ) = W7(x, T ) +W8(x, T ) +W9(x, T ),
Fn(x, T ) = −W1(x, T ) −W2(x, T ) −W3(x, T )−

−W7(x, T ) −W8(x, T ) −W9(x, T ).

Ñîêðàùåííàÿ ñõåìà äàííîé ðåàêöèè èìååò âèä [1]:
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2X1 � X2,
2X1 � X3,
2X1 → X4,
X2 � X3,
X2 → X4,
X3 → X4.

(3.6)

Ñîñòàâèì êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü ðåàêöèè (3.6). Ñêîðîñòè ñòàäèé ðåàêöèè (3.6) âûðàæà-
þòñÿ óðàâíåíèÿìè:

ω1 = k1C
2
1 − k7C2,

ω2 = k2C
2
1 − k8C3,

ω3 = k3C
2
1 ,

ω4 = k4C2 − k9C3,
ω5 = k5C2,
ω6 = k6C3,

(3.7)

ãäå C = (C1, C2, C3, C4) � âåêòîð êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ, k = (k1, . . . , k9) � âåêòîð
êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåàêöèè (3.6).

Òîãäà ñõåìà ðåàêöèè (3.6) îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ìîäåëüþ

dxi
dt

=
Fi(x, T ) − xiFn(x, T )

N
, ãäå Fi =

6∑
j=1

γ
′

ijWj, i = 1, 4; (3.8)

dN

dt
= Fn(x, T ), ãäå Fn =

6∑
j=1

Wj

4∑
i=1

γ
′

ij,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

xi(0) = x0i , i = 1, 4; N(0) = 1, (3.9)

ãäå N � ïåðåìåííûé ðåàêöèîííûé îáúåì, (γ
′
ij) � ìàòðèöà ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöè-

åíòîâ ñîêðàùåííîé ñõåìû ðåàêöèè (i = 1, 4, j = 1, 6) , ôóíêöèè Fn(x, T ), Fi(x, T ) (i = 1, 4)
èìåþò âèä:

F1(x, T ) = −2W1(x, T ) − 2W2(x, T ) − 2W3(x, T ),
F2(x, T ) = W1(x, T ) −W4(x, T ) −W5(x, T ),
F3(x, T ) = W2(x, T ) +W4(x, T ) −W6(x, T ),
F4(x, T ) = W3(x, T ) +W5(x, T ) +W6(x, T ),
Fn(x, T ) = −W1(x, T ) −W2(x, T ) −W3(x, T ).

Ðàññ÷èòàííûå êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîêðàùåííîé ñõåìû ðåàêöèè α -ìåòèëñòèðîëà
ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 5.

4. Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ýíåðãèé àê-
òèâàöèè Ej è êîíñòàíò k0j ( j = 1, 9 ) (òàáë. 5), íà îñíîâå êîòîðûõ ðåøåíà ïðÿìàÿ êèíå-
òè÷åñêàÿ çàäà÷à. Îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà-
÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ ñîñòàâèëà íå áîëåå 11% , ÷òî óêëàäûâàåòñÿ â ïîãðåøíîñòü
èçìåðåíèé ïðè ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòà. Íà ðèñ. 4.1 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà êîíöåíòðà-
öèé öåëåâûõ âåùåñòâ ñîêðàùåííîé ñõåìû è êîíöåíòðàöèé ýòèõ æå âåùåñòâ â èñõîäíîé
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Òàáëèöà 5: Êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñîêðàùåííîé ñõåìû ðåàêöèè äèìåðèçàöèè α -
ìåòèëñòèðîëà â ïðèñóòñòâèè êàòàëèçàòîðà NaHY ïðè òåìïåðàòóðå 373Ê .

�
ks(373K),

ì3/(êãkat · ÷)
Ei,

êÄæ/ìîëü
�

ks(373K),
ì3/(êãkat · ÷)

Ei,
êÄæ/ìîëü

1 62, 788 197, 56 6 0, 70168 320, 9
2 6, 037 231, 4 7 0, 001207 301, 25
3 9, 055 263, 3 8 0, 008467 242, 35
4 1, 092 311, 9 9 0, 004678 184
5 0, 0012 573, 3

ñõåìå ïðè òåìïåðàòóðå T = 353K . Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñîêðàùåíèå ñõåìû ðåàêöèè
(3.1) íå èçìåíèëî îáùóþ äèíàìèêó èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ âî âðåìåíè.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Äèíàìèêà êîíöåíòðàöèé öåëåâûõ âåùåñòâ ðåàêöèè äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà ïðè

T = 353K (Xi � âåùåñòâà èñõîäíîé ñõåìû, X
′
i � âåùåñòâà ñîêðàùåííîé ñõåìû, i = 1, 2, 3 ).

Îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè âåêòîðîâ êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ X1 , X2 , X3 , X4 äëÿ
ñîêðàùåííîé ñõåìû ðåàêöèè äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà, ïîëó÷åííîé ïðè òåìïåðàòóðå
T = 353K ñîñòàâèëè: δ(x

′
1) = 1, 35% , δ(x

′
2) = 1, 68% , δ(x

′
3) = 10, 24% , δ(x

′
4) = 7, 93% .

Îòñþäà âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü îïèñàíèÿ äèíàìèêè êîíöåíòðàöèé öåëåâûõ âåùåñòâ ñõå-
ìîé ðåàêöèè (3.6) íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà, ïîýòîìó
ðåäóöèðîâàííàÿ ñõåìà ðåàêöèè (3.6) ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé ñõåìå ðåàêöèè (3.1) ìåíü-
øåé ðàçìåðíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü åå ïðè äðóãèõ çàäà÷, îñíîâàííûõ íà àíàëèçå
êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñõåìû ðåàêöèè.
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Search the kinetic parameters for the reduced scheme of

the reaction of dimerization α -methylstyrene.
c⃝ V. A. Vaitiev4, E. V. Stepashina5, S. A. Musta�na6

Abstract. In this paper the rate constants of the stages and activation energies for the reduced
scheme dimerization reaction α -methylstyrene is found. A comparison of the numerical solution
of the direct kinetic problem for the original and reduced reaction schemes shows an adequate
reproduction of the original mechanism. The average relative error does not exceed 11% .
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ÓÄÊ 517.938

Ðàçðóøåíèå ñîëåíîèäîâ Ñìåéëà-Âèëüÿìñà

c⃝ Ñ. Â. Ãîí÷åíêî1, Å. Â. Æóæîìà2, Í.Â. Èñàåíêîâà3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ fν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 ,
ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , òàêèõ, ÷òî 1) ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà è
îäíîìåðíîãî ñæèìàþùåãîñÿ ðåïåëëåðà, ÿâëÿþùèõñÿ ñîëåíîèäîì Ñìåéëà-Âèëüÿìñà; 2) äèô-
ôåîìîðôèçì f0 èìååò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçè-
òèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Λ1 è Λ2 òàêèõ, ÷òî êàæäîå èõ ýòèõ ìíîæåñòâ ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ, è îãðàíè÷åíèå f0|Λ1∪Λ2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷-
íî ãèïåðáîëè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì; 3) ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûõ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Àòòðàêòîð, ðåïåëëåð, ñîëåíîèä Ñìåéëà-Âèëüÿìñà

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, èìåþùèõ
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, â êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ ñîëåíîèä Ñìåéëà-Âèëüÿìñà. Íàïðèìåð, ïðè
èçó÷åíèè äâèæåíèÿ êåëüñòñêîãî êàìíÿ [1] è â ìîäåëÿõ ñâÿçàííûõ ñ íåéðîííûìè ñåòÿìè
[6]. Ñåðèÿ ãåíåðàòîðîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ðàñòÿãèâàþùèìè-
ñÿ àòòðàêòîðàìè ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà ïîñòðîåíà Ñ.Ï.Êóçíåöîâûì è åãî ñîðàòíèêàìè [4],
[5]. Òàêèå ãåíåðàòîðû èãðàþò áîëüøóþ ðîëü â íåêîòîðûõ âàðèàíòàõ ñêðûòîé ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè (î âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ øóìîâ ïðè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé
ñì. [3], [12]). Óêàçàííûå ìîäåëè îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà êîòîðûõ ñîäåðæàò (äèíàìè÷åñêóþ) íàäñòðîéêó íàä îòîáðàæåíèåì
ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå, ïåðåâîäÿùåãî ïîëíîòîðèé â ñåáÿ òàê, ÷òî åãî îáðàç ïðîêðó÷èâàåò-
ñÿ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå ìåíåå äâóõ ðàç. Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì òàêîãî îòîáðàæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Ñìåéëà ñ ðàâíîìåðíûì ñæàòèåì â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì
îñè ïîëíîòîðèÿ, è ðàâíîìåðíûì ðàñòÿæåíèåì âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ [11]. Îòîáðàæåíèå
Ñìåéëà èìååò ñîëåíîèäàëüíûé ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèé àòòðàêòîð, êîòîðûé ëîêàëü-
íî ãîìåîìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçîê (â ñèëó ýòîãî ñâîéñòâà,
àòòðàêòîð Ñìåéëà îòíîñÿò â ñïèñîê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ) [13]. Àíàëèç íåêîòîðûõ ðàáîò,
â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [5], ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå îáÿçàòåëüíî
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùèì. Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü áî-
ëåå îáùèé êëàññ îòîáðàæåíèé ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ. Â [2] áûë ðàññìîòðåí êëàññ îòîáðàæåíèé
(íàçâàííûõ îòîáðàæåíèÿìè Ñìåéëà-Âèåòîðèñà), êîòîðûå îòëè÷àëèñü îò ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ñìåéëà îñëàáëåíèåì óñëîâèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñòÿæåíèÿ íà îòîáðàæåíèå âäîëü îñè ïîëíî-
òîðèÿ: òðåáîâàëîñü òîëüêî ÷òîáû îíî áûëî íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì. Â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðî-
ìå ñîëåíîèäàëüíîãî àòòðàêòîðà Ñìåéëà íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî íàáîðà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò è íåòðèâèàëü-
íîãî íóëüìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âîçìîæíîñòè
ïëàâíîãî ïåðåõîäà (áèôóðêàöèè) îò îäíîãî ñëó÷àÿ ê äðóãîìó. Áèôóðêàöèè òàêîãî âèäà

1 Çàâåäóþùèé îòäåëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî,
Íèæíèé Íîâãîðîä;

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, òåîðèè è ìåòîäèêè îáó÷åíèÿ, Íèæåãîðîäñêèé ãîñó-
äàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru.
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ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê áèôóðêàöèè ðàçðóøåíèÿ (èëè âîçíèêíîâåíèÿ) èíâàðèàíò-
íûõ ìíîæåñòâ (â ÷àñòíîñòè, àòòðàêòîðîâ èëè ðåïåëëåðîâ) ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà.

Ñîãëàñíî [1], â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå êåëüòñêîãî
êàìíÿ, ïðè íåêîòîðûõ ïàðàìåòðàõ èìåþòñÿ îáëàñòè ñî ñòðàííûì àòòðàêòîðîì è ñòðàí-
íûì ðåïåëëåðîì ñîëåíîèäàëüíîãî òèïà, à ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ èìåþòñÿ òàê íàçûâàå-
ìûå îáëàñòè Êàðàïåòÿíà ñ èçîëèðîâàííûìè ïåðèîäè÷åñêèìè îðáèòàìè. Ïðåäïîëàãàåìûå
áèôóðêàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìîæíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò îäíîãî òèïà äâè-
æåíèÿ êåëüòñêîãî êàìíÿ ê äðóãîìó. Êðîìå ýòîãî, ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå êåëüò-
ñêîãî êàìíÿ, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî îáðàùåíèÿ âðåìåíè [1]. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà÷à
íàéòè â ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèé ïóòè, êîòîðûå îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèì áèôóðêà-
öèÿì è êîòîðûå áûëè áû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê îáðàòíûì îòîáðàæåíèÿì.
Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ fν : S3 → S3 , −1 ≤
ν ≤ 1 , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , òàêèõ, ÷òî

• ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòî-
èò èç îäíîìåðíîãî ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ àòòðàêòîðà è îäíîìåðíîãî ñæèìàþùåãîñÿ
ðåïåëëåðà, ÿâëÿþùèõñÿ ñîëåíîèäîì Ñìåéëà-Âèëüÿìñà;

• äèôôåîìîðôèçì f0 èìååò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ íóëü-
ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ Λ1 è Λ2 òàêèõ, ÷òî êàæäîå
èõ ýòèõ ìíîæåñòâ ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ, è
îãðàíè÷åíèå f0|Λ1∪Λ2 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì;

• ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà fν ñîñòîèò èç
èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ íóëü-ìåðíûõ òðàíçèòèâíûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ,
ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûõ ïðîèçâåäåíèþ äâóõ êàíòîðîâûõ ìíîæåñòâ.

Áîëåå òîãî, àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ èìåþò ìåñòî äëÿ ñåìåéñòâà îáðàòíûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ f−1

ν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 .

Åå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé òåîðåìå, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ ê áèôóðêàöèÿì
ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè S1 è êîòîðàÿ èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ãëàäêèõ íåîñîáûõ d -ýíäîìîðôèçìîâ
gν : S1 → S1 , −1 ≤ ν ≤ 1 , ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðà ν , ãäå d ≥ 2 , òàêèõ,
÷òî

• ïðè ëþáîì −1 ≤ ν < 0 ýíäîìîðôèçì gν ãèïåðáîëè÷åñêèé (ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûé) è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà gν ñîñòîèò èç êàíòîðîâà òðàí-
çèòèâíîãî ìíîæåñòâà è èçîëèðîâàííîé ïðèòÿãèâàþùåé íåïîäâèæíîé òî÷êè;

• íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà g0 êàíòîðîâî, è â íåì ñîäåðæèòñÿ íåãè-
ïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà;

• ïðè ëþáîì 0 < ν ≤ 1 ýíäîìîðôèçì gν ãèïåðáîëè÷åñêèé (ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé)
òðàíçèòèâíûé è ñîïðÿæåí ëèíåéíîìó ðàñòÿãèâàþùåìó d -ýíäîìîðôèçìó.

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òåîðåìà 1.2. âåðíà, òî îñíîâíàÿ òåîðåìà 1.1. âûòåêàåò èç íåå è
òåõíèêè, ðàçâèòîé â ðàáîòàõ [2], [7], [8]. Ïîýòîìó ìû ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû
1.2..
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Ïóñòü S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, íàäåëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåò-
ðèçàöèåé, êîòîðàÿ èíäóöèðóåòñÿ ïðîåêöèåé [0; 1] → S1 . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîáðàæåíèå
g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì, åñëè åãî
ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 . Ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîõðàíÿþùèå îðè-
åíòàöèþ íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû ñ ïîëîæèòåëüíîé Dg . Çàôèêñèðóåì d ∈ N . Íåîñîáûé
ýíäîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó d -íàêðûòèé (ò.å., îòîáðàæå-
íèé îêðóæíîñòè â ñåáÿ ñòåïåíè d , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè)
[9]. Äëÿ êðàòêîñòè ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ìû áóäåì íàçûâàòü d -ýíäîìîðôèçìîì. Íàñ
áóäåò èíòåðåñîâàòü ñëó÷àé d ≥ 2 (ïðè d = 1 íåîñîáûé d -ýíäîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèô-
ôåîìîðôèçìîì). Êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì íåîñîáîãî d -ýíäîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûé
ýíäîìîðôèçì Ed(x) = dx mod 1 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì [10]. Èçâåñòíî, ÷òî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêîãî ýíäîìîðôèçìà ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ.

Ïóñòü Uδ(x) � ñòàíäàðòíàÿ áàìï-ôóíêöèÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå íà ïðîìåæóòêå [− δ
2
; + δ

2
] ⊂

[−1
8
; +1

8
] ñ íîñèòåëåì íà ïðîìåæóòêå [−δ; +δ] . Áîëåå òî÷íî,

• Uδ(x) = 1 ïðè âñåõ x ∈
[
− δ

2
; + δ

2

]
, 0 < δ ≤ 1

4
;

• Uδ(x) = 0 ïðè âñåõ |x| ≥ δ ;

• U ′
δ(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈

[
−δ;− δ

2

]
, è U ′

δ(x) ≤ 0 ïðè âñåõ x ∈
[
δ
2
; δ
]
.

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì δ = 1
8
è îáîçíà÷èì Uδ ÷åðåç U . Äîïîëíèòåëüíî ê

ðàíåå ïðèâåäåííûì ñâîéñòâàì ôóíêöèè U ïîòðåáóåì, ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà ñëåäóþ-
ùèì òðåáîâàíèÿì:

• |U ′(x)| ≤ 1 ïðè âñåõ 3
48

≤ |x| ≤ 4
48
, 5

48
≤ |x| ≤ 6

48
;

• 1
2
≤ |U ′(x)| ≤ 48 è |U ′(x)| ≥ 1

3
ïðè âñåõ 4

48
≤ |x| ≤ 5

48
.

Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ïðåîáðàçîâàíèé îêðóæíîñòè âèäà

gµ(x) = (x3 + αx+ µ)U(x) + [1 − U(x)] dx mod 1. (1.1)

Îáëàñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ è ïîñòîÿííóþ 0 < α < 1 ìû óòî÷íèì íèæå. Ïðîèçâîäíàÿ
èìååò âèä

g′µ(x) = (3x2 + α)U(x) + [1 − U(x)] d+ (x3 + αx+ µ)U ′(x) − dU ′(x)x mod 1. (1.2)

Íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
ïðè µ = 0 èìååì ðàâåíñòâà g0(x) = x3 + αx , g′0(x) = 3x2 + α .

Åñëè √
1 − α ≤ 1

16
, (1.3)

òî g0 íà óêàçàííîì ïðîìåæóòêå èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè

x− = −
√

1 − α, x0 = 0, x+ =
√

1 − α, ïðè÷åì g′0(x±) = 3 − 2α > 1, g′0(0) = α < 1. (1.4)

Ñèñòåìà {
gµ(x) = x
g′µ(x) = 1

èìååò ðåøåíèÿ

µcrit = −2

(
1 − α

3

) 3
2

, ±xcrit = ±
√

1 − α

3
. (1.5)
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Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε1 > 0 îòîáðàæåíèå (1.1) ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì d -
ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ïðè µ ∈ [−ε1 + µcrit; 0] . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåðàâåíñòâà g′µ(x) > 0 ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ (1.2) â âèäå

g′µ(x) = (3x2 + α)U(x) + [1 − U(x)] d+ (x2 + α− d)xU ′(x) + µU ′(x) mod 1. (1.6)

Ïîñêîëüêó âíå îòðåçêà [−1
8
; +1

8
] ïðîèçâîäíàÿ g′µ = d ≥ 2 , òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü

ïðîèçâîäíóþ íà [−1
8
; +1

8
] . Íà îòðåçêå

[
− 1

16
; 1
16

]
èìååì g′µ(x) = 3x2 +α ≥ α > 0 . Îñòàëîñü

ðàññìîòðåòü g′µ(x) ïðè 1
16

≤ |x| ≤ 1
8
. Äàëåå áóäåì ó÷èòûâàòü íåðàâåíñòâî xU ′(x) ≤ 0 ,

êîòîðîå ñëåäóåò èç ñâîéñòâ áàìï-ôóíêöèè. Òàê êàê d ≥ 2 è 0 < α < 1 , òî x2 + α − d ≤
1 +α− d ≤ 0 . Ïîýòîìó (x2 +α− d)xU ′(x) ≥ 0 . Îòñþäà è (1.6) ïðè 5

48
≤ |x| ≤ 1

8
ïîëó÷àåì

g′µ(x) ≥ (3x2 + α)U(x) − |µU ′(x)| ≥ 25

12
· 1

64
+ α− |µU ′(x)|.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè µ = µcrit ðàâíà

25

12
· 1

64
+ α− 2

(
1 − α

3

) 3
2

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ìàëîì ν1 > 0 è áëèçêîì ê åäèíèöå α âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
g′µ(x) > 0 , åñëè µ ∈ [−ν1 + µcrit; 0] . Àíàëîãè÷íûé âûâîä ïîëó÷àåì ïðè 3

48
≤ |x| ≤ 4

48
. Äëÿ

4
48

≤ |x| ≤ 5
48

èìååì

(3x2 + α)U(x) ≥ (3 · 4

9
· 1

64
+ α)

1

3
=

1

144
+
α

3
,

(x2 + α− d)xU ′(x) ≥ |x2 + α− d| · |xU ′(x)| ≥
(
d− 25

36
· 1

64
+ α

)
1

2
· 2

3
· 1

8
≥ d

12
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |U ′(x)| ≤ 48 , ïîëó÷àåì

g′µ(x) ≥ 1

144
+
α

3
+

d

12
− 48|µ|.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè µ = µcrit ðàâíà

1

144
+
α

3
+

d

12
− 96

(
1 − α

3

) 3
2

.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïðè ìàëîì ν2 > 0 è áëèçêîì ê åäèíèöå α òàêæå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî g′µ(x) > 0 , åñëè µ ∈ [−ν2 + µcrit; 0] . Îñòàëîñü âçÿòü ε1 = min{ν1; ν2} .

Èç íåðàâåíñòâà g′µ(x) > 0 âûòåêàåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [−1
8
; +1

8
] ïðåîáðàçîâàíèå

gµ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì [−1
8
; +1

8
] → [−d

8
; +d

8
] . Òàê êàê âíå ýòîãî îòðåçêà gµ =

dx mod 1 , òî ïðåîáðàçîâàíèå gµ ÿâëÿåòñÿ íåîñîáûì d -ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì µcrit < µ ≤ 0 íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (gµ) ñîñòîèò èç

ïðèòÿãèâàþùåé èçîëèðîâàííîé òî÷êè xattrµ ∈ [−1
8
; +1

8
] è êàíòîðîâà òðàíçèòèâíîãî ìíîæå-

ñòâà Kµ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì ê ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó (áàññåéíó) òî÷êè
xattrµ , Kµ = S1 \ W s(xattrµ ) (îòñþäà è [9] áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî gµ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî

óñòîé÷èâûì ýíäîìîðôèçìîì). Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.4), g0 íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, ïðè÷åì òî÷êà x0 = 0 ïðèòÿãèâàþùàÿ, à òî÷êè x± îòòàë-
êèâàþùèå. Âíå ïðîìåæóòêà [−xcrit; xcrit] ïðîèçâîäíàÿ g′0(x) > 1 . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
g0 óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ.
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Èç âèäà (1.1) ñëåäóåò, ÷òî íà ïðîìåæóòêå
[
− 1

16
; 1
16

]
ãðàôèê ôóíêöèè gµ ïîëó÷àåòñÿ

æåñòêèì ñäâèãîì ãðàôèêà g0 . Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè µcrit < µ < 0 ýíäî-
ìîðôèçì gµ èìååò òàêæå ïðè íåïîäâèæíûå òî÷êè x−µ , x

attr
µ , x+µ . Ó÷èòûâàÿ (1.4) è (1.5),

íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî òî÷êè x−µ , x
+
µ ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè íåïîäâèæ-

íûìè è îòòàëêèâàþùèìè òî÷êàìè, à xattrµ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé ïðè-
òÿãèâàþùåé òî÷êîé. Ïîýòîìó äîïîëíåíèå Kµ ê ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó (áàññåéíó)
òî÷êè xattrµ ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì, íà êîòîðîì gµ äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî.

Ïðè µ = µcrit íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (gµ) ïî ïðåæíåìó ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì
òðàíçèòèâíûì ìíîæåñòâîì Kµ , â êîòîðîì ëåæèò íåãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
xcrit , ïðè÷åì ïðîèçâîäíàÿ gcrit(xcrit)

′ = 1 . Èç (1.2) ñëåäóåò, ÷òî xcrit ÿâëÿåòñÿ íåãèïåð-
áîëè÷åñêîé òî÷êîé îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïîñêîëüêó gcrit(xcrit)

′′ ̸= 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî xcrit
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ gµ .

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ε2 > 0 òàêîå, ÷òî ïðè −ε2 +µcrit ≤ µ <
µcrit îòîáðàæåíèå gµ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì òðàíçèòèâíûì ýíäîìîðôèçìîì
(íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 1.2..

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 12-01-00672-à, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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The destruction of the Smale-Williams solenoids

c⃝ S. V. Gonchenko4, E.V. Zhuzhoma5, N.V. Isaenkova 6

Abstract. In the paper, one represents the family of di�eomorphisms fν : S3 → S3 , −1 ≤ ν ≤ 1 ,
depending smoothly on the parameter ν such that 1) given any −1 ≤ ν < 0 , the non-wandering
set of fν consists of one-dimensional expanding attractor and one-dimensional contracting repeller
that are Smale-Williams solenoid; 2) the di�eomorphism f0 has a non-wandering set consisting of
the two zero-dimensional transitive invariant sets Λ1 and Λ2 such that each is homeomorphic to
the product of Cantor sets, and the restriction f0|Λ1∪Λ2 is a partially hyperbolic di�eomorphism;
3) given any 0 < ν ≤ 1 , the non-wandering set of fν consists of two hyperbolic zero-dimensional
transitive invariant sets each is homeomorphic to the product of Cantor sets.
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äèôôåîìîðôèçìû ñ îäíîìåðíûìè áàçèñíûìè

ìíîæåñòâàìè

c⃝ Þ. À. Ëåâ÷åíêî1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå óòî÷íÿåòñÿ ñòðóêòóðà òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî äèô-
ôåîìîðôèçìû, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ
ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, àêñèîìà A , àòòðàêòîð.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïóñòü f ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé íà çàìêíóòîì îðè-
åíòèðóåìîì ñâÿçíîì 3 -ìíîãîîáðàçèè M3 è óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå A Ñ.Ñìåéëà (òî
åñòü ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê NW (f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì è ïåðèîäè÷åñêèå
òî÷êè ïëîòíû â NW (f) ). Ñîãëàñíî Ñ. Ñìåéëó [1] íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) ïpåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpè-
àíòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, êàæäîå èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.
Ëþáîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ B1∪ · · ·∪Bk

çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ (k ≥ 1 ), íàçûâàåìûõ ïåðèîäè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè ìíîæåñòâà
B , òàêèõ, ÷òî fk(Bi) = Bi, f(Bi) = Bi+1 (Bk+1 = B1) . ×èñëî k íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì
áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåò-
ñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ,
÷òî f(U) ⊂ int U ,

∩
j≥0

f j(U) = B . Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåò-

ñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f . Àòòðàêòîð B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ðàñ-
òÿãèâàþùèìñÿ, åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü dimB ðàâíà ðàçìåðíîñòè dim(Eu

B)
íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ Eu

B . Ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð äèôôåîìîðôèçìà f îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð äëÿ f−1 . Áàçèñíîå ìíîæåñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ
íè àòòðàêòîðîì, íè ðåïåëëåðîì, áóäåì íàçûâàòü ñåäëîâûì.

Â ñèëó [2] íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå ìíîæåñòâî B
äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîé
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-ìíîãîîáðàçèå M3 è íàçûâàåìîé
íîñèòåëåì ìíîæåñòâà B .

Èç ðàáîòû [3] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äâóìåðíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) äèôôåîìîðôèç-
ìà f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì), ëèáî
ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì (ïîâåðõíîñòíûì ðåïåëëåðîì).

Â ðàáîòå [4] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ f â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äâóìåðíûé
ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð (ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð). Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå íåñóùåå ìíîãîîáðàçèå äèôôåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

1 Ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, Íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé èí-
ñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè., ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com
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ñîäåðæèò â òî÷íîñòè îäíî íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå
ìíîæåñòâî.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f ñîäåðæèò äâó-
ìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B , ïðèíàäëåæàùåå ïîâåðõíîñòè M2

B , òî ïî-
âåðõíîñòü M2

B åñòü äâóìåðíûé òîð ðó÷íî âëîæåííûé2 â M3 , à îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîð-
ôèçìà f íà ïîâåðõíîñòü M2

B òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî àëãåáðàè÷åñêîìó àâòîìîðôèçìó
(Àíîñîâà), èíäóöèðîâàííîìó îãðàíè÷åíèåì èñõîäíîãî äèôôåîìîðôèçìà ôóíäàìåíòàëü-
íîé ãðóïïå òîðà M2

B . Â [5] äîêàçàíî, ÷òî åñëè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîð-
ôèçìà f : M3 → M3 ñîñòîèò òîëüêî èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ,
òî ìíîãîîáðàçèå M3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî
ñëîåì òîð. Â ðàáîòàõ [6]-[8] âûäåëåí êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ
ñ ïîâåðõíîñòíûìè äâóìåðíûìè áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷åíà ïîëíàÿ
òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò îäíîìåðíûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà. Îò-
ìåòèì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ íà äâóìåð-
íûõ ïîâåðõíîñòÿõ ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ Ïëûêèíà Ð.Â., Ãðèíåñà Â.Ç., Æèðîâà À.Þ., Êàëàÿ
Õ.Õ., è êðîìå òîãî, â ðàáîòàõ Ãðèíåñà Â.Ç., Áîíàòòè Õ., Ëàíæåâåíà Ð. íàéäåíû íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ. Èçó÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìîâ íà òðè-ìíîãîîáðàçèÿõ,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîäåðæèò îäíîìåðíûå ðàñòÿãèâàþùèåñÿ àòòðàêòîðû
(ñæèìàþùèåñÿ ðåïåëëåðû) ïîñâÿùåíû ðàáîòû Âèëüÿìñà [9], Æóæîìû, Èñàåíêîâîé [10],
Áîòå [11], [12] è äð. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ áàçèñíûå
ìíîæåñòâà íå ÿâëÿëèñü ïîâåðõíîñòíûìè. Êðîìå òîãî, âñå èçâåñòíûå ïðèìåðû äèôôåî-
ìîðôèçìîâ òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ îäíîìåðíûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè
(ñæèìàþùèìèñÿ ðåïåëëåðàìè) íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè. Âîïðîñ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì.

Îäíàêî, íåòðóäíî ïîñòðîèòü ïðèìåð ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà,
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíîå îäíîìåðíîå ïîâåðõíîñòíîå
áàçèñíîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì DA -äèôôåîìîðôèçì f0 : T 2 → T 2 íà äâóìåðíîì òî-
ðå T 2 . Íàïîìíèì, ÷òî DA -äèôôåîìîðôèçìîì íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé äèô-
ôåîìîðôèçì òîðà T 2 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç íåïîäâèæíîãî èñ-
òî÷íèêà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî îäíîìåðíîãî àòòðàêòîðà, ïîëó÷åííîãî, òàê íàçûâàåìîé, õè-
ðóðãè÷åñêîé îïåðàöèåé Ñìåéëà [1] èç äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà 2 -òîðà T 2 . Ïðåäñòàâèì
òðåõìåðíûé òîð T 3 êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå T 2 × S1 òîðà T 2 íà îêðóæíîñòü S1 è çà-
äàäèì íà ïðîñòðàíñòâå T 3 = T 2×S1 îòîáðàæåíèå F (x, t) = (f0(x),Φ(t)) ( x ∈ T 2, t ∈ S1 ),
ãäå Φ(t) : S1 → S1 - äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ äâóìÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè: èñ-
òî÷íèêîì α0 è ñòîêîì ω0 . Â ñèëó îïèñàííîé êîíñòðóêöèè ïîëó÷åííûé äèôôåîìîðôèçì
F óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà F
ñîñòîèò èç äâóõ íåòðèâèàëüíûõ îäíîìåðíûõ ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûõ áàçèñíûõ ìíî-
æåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè ãîìåîìîðôíîé äâóìåðíîìó òîðó,
à òàêæå îäíîãî íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà α ∈ T 2 × {α0} è îäíîãî íåïîäâèæíîãî ñåäëà
σ ∈ T 2×{ω0} (ñõåìà ïîñòðîåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà F ïîêàçàíà íà ðèñóíêå 1.1). Áàçèñíîå
ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæàùåå ïîâåðõíîñòè T 2 × {ω0} ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àòòðàêòîðîì, à
áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ëåæàùåå íà ïîâåðõíîñòè T 2 ×{α0} ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâûì. Êðîìå òîãî,

2 Ïóñòü D0 : {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 ≤ 1, z = 0} � ñòàíäàðòíûé äèñê è M2 ïîâåðõíîñòü, òîïîëîãè÷åñêè
âëîæåííàÿ â 3 -ìíîãîáðàçèå M3 . Ïîâåðõíîñòü M2 íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ïëîñêîé èëè ðó÷íîé åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ∈ M2 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ux òî÷êè x â M3 è ãîìåîìîðôèçì hx : Ux → R3 òàêîé,
÷òî h(Ux ∩M2) = D0 .
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â ïîñòðîåííîì ïðèìåðå äâóìåðíûå óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå) ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê áàçèñ-
íûõ ìíîæåñòâ ïåðåñåêàþòñÿ ñ ïîâåðõíîñòÿìè T 2 ×{ω0} , T 2 ×{α0} ïî åäèíñòâåííîé êðè-
âîé, ïðè ýòîì àòòðàêòîð, ïðèíàäëåæàùèé ïîâåðõíîñòè T 2×{ω0} ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì
îäíîìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé, à ñåäëîâîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ïðèíàäëåæàùåå
ïîâåðõíîñòè T 2 × {α0} , ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì äâóìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñ
ïîâåðõíîñòüþ T 2 × {α0} . Èç ïîñòðîåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå
ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äèôôåîìîðôèçì F ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì.

p2

p1

p2

p1

S
1

T x
2

0
0T x

2

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ñëåäóÿ [13], ïîâåðõíîñòíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B íàçîâåì ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííûì,
åñëè íå ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíîé íóëþ íà M2

B ïåòëè, îáðàçîâàííîé ïàðîé îòðåçêîâ, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ïåðåñå÷åíèåì óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé êàêîé-ëèáî òî÷êè èç B ñ
M2

B .
Ïóñòü f : M3 →M3 äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f : M3 → M3 ñîäåðæèò îä-
íîìåðíîå ïðîñòîðíî ðàñïîëîæåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B , ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà B
êîòîðîãî èìååò ïåðèîä k è ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè M2

B .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (∗) , åñëè äâó-

ìåðíûå óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå) ìíîãîîáðàçèÿ W s(x)(W u(x)) òî÷åê ïåðèîäè÷åñêîé
êîìïîíåíòû B áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B ïåðåñåêàþòñÿ ñ íåñóùåé ïîâåðõíîñòüþ M2

B ïî
åäèíñòâåííîé êðèâîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ŵ s(x) = W s(x) ∩ M2

B ( Ŵ u(x) = W u(x) ∩ M2
B )

ñëåä óñòîé÷èâîãî (íåóñòîé÷èâîãî) ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè x .
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íîñèòåëü ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû B ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ-

íîñòüþ ãîìåîìîðôåíîé òîðó T 2
B . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå, êîòîðîå

äîêàçûâàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 èç [2].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà fk|T 2
B

èíäóöèðóåò ãè-

ïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà T 2
B (òî åñòü ìàòðèöà,

èíäóöèðóþùàÿ ýòîò àâòîìîðôèçì, ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, òî åñòü íå èìååò ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî M3 � çàìêíóòîå, íåïðèâîäèìîå3, îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-
çèå è T 2 - äâóìåðíûé òîð âëîæåííûé â M3 . Ñîãëàñíî [14] áóäåì íàçûâàòü T 2 àíîñîâñêèì

3 Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè ëþáàÿ âëîæåííàÿ â M äâóìåðíàÿ ñôåðà îãðàíè-
÷èâàåò òðåõìåðíûé øàð.
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òîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì f : M3 → M3 òàêîé, ÷òî f èíäóöèðóåò ãèïåð-
áîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì ôóíäîìåíòàëüíîé ãðóïïû òîðà.

Ïóñòü MA � ìíîîãîîáðàçèå, ÿâëÿþùååñÿ ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâîì, ïîëó÷åííûì èç
T 2 × [0, 1] îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (z, 1) è (fA(z), 0) , ãäå fA äèôôåîìîðôèçì òîðà, èíäó-
öèðîâàííûé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé A , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ãèïåðáîëè÷åñêîé, ëèáî

òîæäåñòâåííîé, ëèáî ðàâíîé

(
−1 0
0 −1

)
Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.2. Çàìêíóòîå, íåïðèâîäèìîå, îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðà-

çèå M3 äîïóñêàåò ñóùåñòâîâàíèå àíîñîâñêîãî òîðà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîãî-
îáðàçèå M3 ãîìåîìîðôíî MA .

Ñëåäñòâèåì ïðåäëîæåíèé 1.1., 1.2. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì â íàñòîÿùåé ðàáîòå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : M3 →M3 äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèî-
ìå A , çàäàííûé íà çàìêíóòîì, íåïðèâîäèìîì, îðèåíòèðóåìîì òðåõìåðíîì ìíîãîîáðà-
çèè M3 , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò îäíîìåðíîå ïðîñòîðíî ðàñïî-
ëîæåííîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ( ∗ ). Òîãäà åñëè íîñèòåëü
ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû B áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B ãîìåîìîðôåí äâóìåðíîìó òîðó,
òî ìíîãîîáðàçèå M3 ãîìåîìîðôíî ìíîãîîáðàçèþ MA .

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1.1.

Ïóñòü B - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B ïåðèîäà k äèô-
ôåîìîðôèçìà f , ïðèíàäëåæàùàÿ ïîâåðõíîñòè T 2

B , ãîìåîìîðôíîé äâóìåðíîìó òîðó. Ïî-
ëîæèì g = fk .

Ñëåäóÿ [15] ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó p ∈ B íàçîâåì ãðàíè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé
ìíîæåñòâà B , åñëè îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè õîòÿ áû îäíîãî èç ìíîæåñòâ (W u

p ∩M2
B)\p

èëè (W s
p ∩M2

B)\p íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ B ; ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè, íå ÿâëÿþùèåñÿ ãðàíè÷íûìè,
íàçîâåì âíóòðåííèìè ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B . Àíàëîãè÷íî [15]
óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè ñóùåñòâóþò è èõ êîíå÷íîå ÷èñëî.

Ïðåäñòàâèì òîð T 2
B êàê ôàêòîð-ãðóïïó ãðóïïû R2 ïî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå Γ =

Z ⊕ Z : T 2
B = R2/Γ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç π åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ ãðóïïû R2 íà ôàêòîð

ãðóïïó T 2
B , ÷åðåç ḡ : R2 → R2 - äèôôåîìîðôèçì, íàêðûâàþùèé g|T 2

B
è ÷åðåç g∗ -

àâòîìîðôèçì ãðóïïû Γ : g∗(γ) = ḡ(γ) − ḡ(0) , ãäå 0 - íà÷àëî êîîðäèíàò íà R2 , γ ∈ Γ .
Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî B ñîäåðæèò óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ñâîèõ

òî÷åê.
Ïóñòü π−1(B) = B̄ - ïîëíûé ïðîîáðàç áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B íà R2 è x̄ - òî÷êà èç B̄ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ws
x̄, w

u
x̄ ïðîîáðàçû óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé W s

x , Ŵ
u
x

òî÷êè x = π(x̄) , ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó x̄ . Ââåäåì íà êðèâîé ws
x̄ (wu

x̄) ïàðàìåòð t ∈ R
òàê, ÷òî ws

x̄(0) = x̄ (wu
x̄(0) = x̄) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ws+

x̄ , ws−
x̄ (wu+

x̄ , wu−
x̄ ) êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ws
x̄ \ x̄ (wu

x̄ \ x̄) , ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì t > 0 , t < 0 è ÷åðåç
xs(t), ys(t) (xu(t), u(t)) ýâêëèäîâû êîîðäèíàòû íà R2 òî÷êè ws

x̄(t) (wu
x̄(t)) .

Òîãäà ñîãëàñíî [15] ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ tk > 0 k =
1, 2, . . . òàêàÿ, ÷òî ws+

x̄ (tk) ∈ B̄ . Òîãäà ëó÷ ws+
x̄ óõîäèò íà R2 â áåñêîíå÷íîñòü è èìååò

èððàöèîíàëüíîå àñèìïòîòè÷åñêîå íàïðàâëåíèå.
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Óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèþ ëåììû 2.1. èìååò ìåñòî è äëÿ ïðîîáðàçîâ
íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèè òî÷åê èç B .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü x̄, ȳ - ëþáûå òî÷êè èç B̄ , êîòîðûõ êðèâûå ws
x̄, w

u
ȳ

óõîäÿò íà R2 â áåñêîíå÷íîñòü â îáîèõ âîçìîæíûõ íà íèõ íàïðàâëåíèÿõ. Òîãäà ws
x̄∩wu

ȳ ̸=
Ø .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà g . Ïóñòü p - âíóòðåííÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà
ìíîæåñòâà B è m - òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî gm(p) = p . He óìåíüøàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îäèí èç ïðîîáðàçîâ p̄ òî÷êè p ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò íà ïëîñ-
êîñòè R2 . Ïóñòü ḡm - íàêðûâàþùèé gm äèôôåîìîðôèçì, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà p̄ ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé è p̄1 - ëþáàÿ òî÷êà ðåøåòêè Γ , îòëè÷íàÿ îò p̄ . Òàê êàê p̄ è p̄1 - ïðîîáðàçû
âíóòðåííåé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p , òî â ñèëó ëåììû 2.1. êðèâûå wu

p̄ , w
s
p̄, w

s
p̄1
, wu

p̄1
óõîäÿò

íà R2 â áåñêîíå÷íîñòü â îáîèõ âîçìîæíûõ íà íèõ íàïðàâëåíèÿõ. Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå
2.1., ïîëó÷àåì ws

p̄1
∩ wu

p̄ ̸= Ø , wu
p̄1
∩ ws

p̄ ̸= Ø . Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðîñòîðíóþ ðàñïîëîæåí-
íîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B , íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî îðáèòà òî÷êè p1 , â ñèëó äåéñòâèÿ
äèôôåîìîðôèçìà ḡm ïîêèäàåò ëþáóþ êîìïàêòíóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè R2 . Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî ìàòðèöà gm∗ íå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Òîãäà ñóùåñòâóþò òî÷êè ðåøåò-
êè Γ , îòëè÷íûå îò íà÷àëà êîîðäèíàò, îðáèòû êîòîðûõ â ñèëó äåéñòâèÿ gm∗ îñòàþòñÿ â
êîìïàêòíîé ÷àñòè ïëîñêîñòè. Òàê êàê gm∗ |Γ = ḡm|Γ , òî ýòî íåâîçìîæíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Àâòîð áëàãîäàðèò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå
ãðàíò ÐÔÔÈ 12-01-00672-à çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.
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On structure of the three-dimensional manifold admitting

di�eomorphisms with one-dimensional basic sets

c⃝ Y. A. Levchenko4

Abstract. The paper clari�es the structure of three-dimensional manifold admitting A -
di�eomorphisms whose non-wandering set contains of an one-dimensional surface basic set and
supporting surface is homeomorphic to the 2-torus.

Key Words: di�eomorphism, basis set, the axiom A , the attractor
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×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è

ðåøåíèåì

c⃝ Ô. Â. Ëóáûøåâ1, À. Ð. Ìàíàïîâà2, Ì. Ý. Ôàéðóçîâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ è èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöè-
åíòàìè è ðåøåíèåì, ñ óïðàâëåíèÿìè â êîýôôèöèåíòàõ. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîê-
ñèìàöèè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è
ôóíêöèîíàëó, äîêàçàíà ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü àïïðîêñèìàöèé ïî óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãó-
ëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèììàöèé ïî Òèõîíîâó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëóëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå, ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè.

1. Ââåäåíèå

Ñ òåîðåòè÷åñêîé è ïðàêòè÷åñêîé òî÷åê çðåíèÿ âàæíûìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâ-
ëÿþòñÿ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ,
â ñèëó õàðàêòåðà èññëåäóåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà, ñîñòîÿíèÿ îïèñûâàþòñÿ íåëèíåé-
íûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ÓÌÔ) ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è,
êðîìå òîãî, èçíà÷àëüíî ïî ñâîåé ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, ñàìè ðåøåíèÿ ÓÌÔ
äîïóñêàþò ðàçðûâû. Òàêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìàëî èçó÷åíû, õîòÿ ðàçâèòèå òåîðèè è
ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ âûçâàíî ïîòðåáíîñòÿìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ
îïòèìàëüíûõ ïðîöåññîâ, áîëüøîé ïðèêëàäíîé âàæíîñòüþ òàêèõ çàäà÷.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà è èññëåäîâàíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè â íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì
(ñ óñëîâèÿìè ñîïðÿæåíèÿ òèïà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà [1]-[3]). Ïîñòðîåíû è èññëåäîâàíû
ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ïðî-
âåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé. Ïðè ýòîì èññëåäîâàíèÿ àïïðîêñèìàöèé ïðîâîäÿòñÿ
äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ðàçðûâíûå ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññîâ óïðàâ-
ëåíèÿ ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè èç êëàññîâ Ñîáîëåâà, ïðè åñòåñòâåííûõ íåçàâûøåííûõ
àïðèîðíûõ òðåáîâàíèÿõ ê ãëàäêîñòè âõîäíûõ äàííûõ è óïðàâëåíèé.

Â òåïëîôèçè÷åñêèõ òåðìèíàõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê çàäà÷ó îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîîòäà÷è d1(x) è d2(x) , âõîäÿùèìè â íåëèíåé-
íûå ñëàãàåìûå d1(x)q1(u) è d2(x)q2(u) , õàðàêòåðèçóþùèå ìîùíîñòü íåëèíåéíûõ ñòîêîâ
òåïëà, çàâèñÿùèõ îò òåìïåðàòóðû è ðàñïðåäåëåííûõ â îáëàñòÿõ Ω1 è Ω2 .

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò, ã. Óôà.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; aygulrm@mail.ru.

3 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé èíôîðìàòèêè è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíè-
âåðñèòåò, ã. Óôà; fairuzovme@mail.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè÷å-

ñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì

è èõ êîððåêòíîñòü

Ïóñòü Ω =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2

}
� ïðÿìîóãîëüíèê â R2

ñ ãðàíèöåé ∂Ω = Γ . È ïóñòü îáëàñòü Ω ðàçäåëåíà ïðÿìîé x1 = ξ , ãäå 0 < ξ < l1
(¾âíóòðåííåé ãðàíèöåé¿ S =

{
x1 = ξ, 0 ≤ x2 ≤ l2

}
, ãäå 0 < ξ < l1 ) íà ïîäîáëàñòè

Ω1 ≡ Ω− =
{

0 < x1 < ξ, 0 < x2 < l2} è Ω2 ≡ Ω+ =
{
ξ < x1 < l1, 0 < x2 < l2}

(íà ëåâóþ è ïðàâóþ ïîäîáëàñòè Ω− è Ω+ ) ñ ãðàíèöàìè ∂Ω1 ≡ ∂Ω− è ∂Ω2 ≡ ∂Ω+ .
Òàê ÷òî îáëàñòü Ω åñòü îáúåäèíåíèå îáëàñòåé Ω1 è Ω2 è âíóòðåííèõ òî÷åê ¾êîíòàêòíîé
ãðàíèöû S ¿ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , à ∂Ω � âíåøíÿÿ ãðàíèöà îáëàñòè Ω (â îòëè÷èå îò S -
âíóòðåííåé ãðàíèöû îáëàñòè Ω ). Äàëåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Γk � ãðàíèöû îáëàñòåé
Ωk áåç S , k = 1, 2 , òàê ÷òî ∂Ω1 = Γ1 ∪ S , ∂Ω2 = Γ2 ∪ S , ãäå ÷àñòè Γk , k = 1, 2 �
îòêðûòûå íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà â ∂Ωk , k = 1, 2 (Γk � îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ∂Ωk ïîñëå
âû÷åòà S ), Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω = Γ . ×åðåç nα , α = 1, 2 áóäåì îáîçíà÷àòü âíåøíþþ íîðìàëü
ê ãðàíèöå ∂Ωα îáëàñòè Ωα , α = 1, 2 . Ïóñòü, äàëåå, n = n(x) � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê S
â êàêîé-ëèáî åå òî÷êå x ∈ S , îðèåíòèðîâàííàÿ, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì, ÷òî íîðìàëü
n ÿâëÿåòñÿ âíåøíåé íîðìàëüþ ê S ïî îòíîøåíèþ ê îáëàñòè Ω1 , òî åñòü íîðìàëü n
íàïðàâëåíà âíóòðü îáëàñòè Ω2 . Íèæå ïðè ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷, S � ýòî ïðÿìàÿ,
âäîëü êîòîðîé ðàçðûâíû êîýôôèöèåíòû è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, êîòîðûå â îáëàñòÿõ

Ω1 è Ω2 îáëàäàþò íåêîòîðîé ãëàäêîñòüþ. Â äàëüíåéøåì íà êóñêàõ
◦
Γk , k = 1, 2 ãðàíèö

∂Ωk ïîëîæèòåëüíîé ìåðû áóäóò çàäàâàòüñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëåííîãî òèïà.
Ïóñòü óñëîâèÿ óïðàâëÿåìîãî ôèçè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ìîäåëèðîâàòü åãî â îá-

ëàñòè Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ S , ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäîáëàñòåé Ω1 è Ω2 , ðàçáèòîé íà ÷àñòè
âíóòðåííåé ãðàíèöåé S , ñëåäóþùåé çàäà÷åé, à èìåííî:

òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω âèäà u(x) = u1(x) , x ∈ Ω1 = Ω− ,
u(x) = u2(x) , x ∈ Ω2 = Ω− , ãäå êîìïîíåíòû u1(x) è u2(x) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì:
1) ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , îïðåäåëåííûå íà Ωk = Ωk ∪ ∂Ωk , óäîâëåòâîðÿþò â Ωk óðàâ-
íåíèÿì

Lk uk = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
k(k)α (x)

∂uk
∂xα

)
+ dk(x)qk(uk) = fk(x), â Ωk, k = 1, 2, (2.1)

à íà ãðàíèöàõ ∂Ωk \ S = Γk óñëîâèÿì

uk(x) = 0, x ∈ Γk, k = 1, 2; (2.2)

2) èñêîìûå ôóíêöèè uk(x) , k = 1, 2 , óäîâëåòâîðÿþò åùå äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì íà S
� ãðàíèöå ðàçðûâà êîýôôèöèåíòîâ è ðåøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèì ¾cøèòü¿ ðåøåíèÿ u1(x) è
u2(x) âäîëü êîíòàêòíîé ãðàíèöû S îáëàñòåé Ω1 è Ω2 :

G(x) = k
(1)
1 (x)

∂u1
∂x1

= k
(2)
1 (x)

∂u2
∂x1

= θ(x2) (u2(x) − u1(x)) , x ∈ S. (2.3)

Åñëè ââåñòè ôóíêöèè âèäà

u(x) =

{
u1(x), x ∈ Ω1;
u2(x), x ∈ Ω2,

(2.4)

kα(x), d(x), f(x), q(ξ) =

{
k
(1)
α (x), d1(x), f1(x), q1(ξ), x ∈ Ω1;

k
(2)
α (x), d2(x), f2(x), q2(ξ), x ∈ Ω2, α = 1, 2,

(2.5)
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òî çàäà÷ó (2.1)− (2.3) ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ u(x) , îïðåäåëåííóþ íà Ω , óäîâëåòâîðÿþùóþ â êàæäîé èç

îáëàñòåé Ω1 è Ω2 ïîëóëèíåéíîìó óðàâíåíèþ

Lu(x) = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
+ d(x)q(u) = f(x), x ∈ Ω1 ∪ Ω2, (2.6)

ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω è óñëîâèÿì ñîïðÿæåíèÿ íà âíóòðåííåé ãðà-
íèöå S (íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé Ω1 è Ω2 )

u(x) = 0, x ∈ ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 = (∂Ω1 \ S) ∪ (∂Ω2 \ S) ,[
k1(x)

∂u

∂x1

]
= 0, G(x) =

(
k1(x)

∂u

∂x1

)
= θ(x2)[u], x ∈ S,

(2.7)

ãäå [u] = u2(x) − u1(x) = u+ − u− � ñêà÷îê ôóíêöèè u(x) íà S , à kα(x), f(x) è q(ξ) ,
α = 1, 2 � èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå ïî-ðàçíîìó â Ω1 è Ω2 , îáëàäàþùèå íåêîòî-
ðûìè óñëîâèÿìè ãëàäêîñòè â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ Ωk , k = 1, 2 , ïðåòåðïåâàþùèìè
ðàçðûâ íà S ïåðâîãî ðîäà; θ(x2) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ; g(x) =

(
d1(x), d2(x)

)
� óïðàâëå-

íèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ ôóíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü: kα(x) ∈ W 1
∞(Ω1) ×W 1

∞(Ω2) ,
0 < ν ≤ kα(x) ≤ ν , α = 1, 2 , x ∈ Ω1 ∪ Ω2 , θ(x2) ∈ L∞(S) , 0 < θ0 ≤ θ(x2) ≤ θ0 , x ∈ S ,
f(x) ∈ L2(Ω1)×L2(Ω1) , ν, ν, θ0, θ0 � çàäàííûå êîíñòàíòû; ôóíêöèè qα(ξ) îïðåäåëåíû íà R

ñî çíà÷åíèÿìè â R è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: qα(0) = 0, 0 < q0 ≤ qα(ξ1) − qα(ξ2)

ξ1 − ξ2
≤

Lq <∞, äëÿ âñåõ ξ1, ξ2 ∈ R, ξ1 ̸= ξ2 .
Ââåäåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé

Uk =
{
gk(x) = dk(x) ∈ H(k) : 0 < d0 ≤ dk(x) ≤ d0 ï.â. íà Ωk

}
, k = 1, 2, (2.8)

ãäå H(k) = L2(Ωk) � ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé, Uk ⊂ H(k) , U =
2∏

k=1

Uk , H = H(1) ×H(2) ,

d0 , d0 � çàäàííûå ÷èñëà, à ï.â. � ïî÷òè âñþäó. Çàäàäèì ôóíêöèîíàë öåëè J : U → R â
âèäå

g → J(g) =

∫
Ω1

∣∣∣u(x1, x2; g) − u
(1)
0 (x)

∣∣∣2 dΩ1 = I(u(x, g)), (2.9)

ãäå u
(1)
0 ∈ W 1

2 (Ω1) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íàéòè òàêîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U , êîòîðîå ìèíèìèçèðóåò íà ìíîæåñòâå U ⊂ H
ôóíêöèîíàë öåëè g → J(g) , òî÷íåå, íà ðåøåíèÿõ u(x) = u(x; g) çàäà÷è (2.6) − (2.7) ,
îòâå÷àþùèõ âñåì äîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì g =

(
d1, d2

)
∈ U , òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü

ôóíêöèîíàë öåëè (2.9) .
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî V (Ω(1,2)) , Ω(1,2) = Ω1 ∪ Ω2 ïàð ôóíêöèé u(x) =

(u1(x), u2(x)) :

V (Ω(1,2)) =
{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1) ×W 1
2 (Ω2)

}
. (2.10)

Çäåñü W 1
2 (Ωk) , k = 1, 2 � Ñîáîëåâñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé, çàäàííûõ â ïîäîáëàñòÿõ

Ωk , k = 1, 2 , ñ ãðàíèöàìè ∂Ωk , k = 1, 2 è íîðìîé [4]

∥uk∥W 1
2 (Ωk) =

∫
Ωk

[ 2∑
α=1

(
∂u

∂xα

)2

+ u2k

]
dΩk, k = 1, 2. (2.11)
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Ñíàáæåííîå ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé

(u, ϑ)V = (u1, ϑ1)W 1
2 (Ω1) + (u2, ϑ2)W 1

2 (Ω2), ∥u∥2V =
2∑

k=1

∥uk∥2W 1
2 (Ωk)

, (2.12)

V = V (Ω(1,2)) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå V (Ω(1,2)) ìîæíî ââåñòè ýêâèâà-

ëåíòíóþ íîðìó

∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +
2∑

k=1

∫
Γk

u2k dΓk +

∫
S

[u]2 dS. (2.13)

Ïóñòü
◦
Γk � ÷àñòü ∂Ωk . ×åðåç W 1

2

(
Ωk;

◦
Γk

)
îáîçíà÷èì çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðî-

ñòðàíñòâà W 1
2 (Ωk) , ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç

C1(Ωk) , ðàâíûõ íóëþ âáëèçè
◦
Γk⊂ ∂Ωk , k = 1, 2 � êàêîãî-ëèáî ó÷àñòêà

◦
Γk ãðàíèöû ∂Ωk .

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ïàð ôóíêöèé u(x) = (u1(x), u2(x)) :

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) =

{
u(x) = (u1(x), u2(x)) ∈ W 1

2 (Ω1; Γ1) ×W 1
2 (Ω2; Γ2)

}
(2.14)

ñ íîðìîé:

∥u∥ ◦
V Γ1,Γ2

= ∥u∥2∗ =
2∑

k=1

∫
Ωk

2∑
α=1

(
∂uk
∂xα

)2

dΩk +

∫
S

[u]2 dS. (2.15)

Ïîä ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.6) − (2.6) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g(x) =(
d1(x), d2(x)

)
ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ u(x) ∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëü-

íîìó òîæäåñòâó

Q(u, ϑ) =

∫
Ω1∪Ω2

[ 2∑
α=1

kα(x)
∂u

∂xα

∂ϑ

∂xα
+ d(x) q(u)ϑ

]
dΩ(1,2) +

∫
Ω1∪Ω2

θ(x)[u][ϑ]dS =

=

∫
Ω1∪Ω2

f(x)ϑdΩ(1,2) = l(ϑ), ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)).

(2.16)

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðè ëþáîì g ∈ U ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðå-

øåíèå u(x) ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) çàäà÷è (2.6) − (2.6) â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ (2.16) . Çàäà÷à î íà-

õîæäåíèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ èç (2.16) ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíå-

íèÿ Au = F , ãäå íåëèíåéíûé îïåðàòîð A :
◦
V Γ1,Γ2→

◦
V Γ1,Γ2 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(Au, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= Q(u, ϑ) , ∀u, ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , à ïðàâàÿ ÷àñòü F ∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) îïðåäåëÿ-

åòñÿ ñîîòíîøåíèåì (F, ϑ) ◦
V Γ1,Γ2

= l(ϑ) , ∀ϑ ∈
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîð-

íàÿ îöåíêà ∥u(x, g)∥ ◦
V Γ1,Γ2

≤ C
2∑

k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk)
.

Â äàëüíåéøåì, ïðè èññëåäîâàíèè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ è ôóíêöèîíàëó ñäåëàåì îòíîñèòåëüíî ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è ñëåäóþùåå ïðåäïîëîæåíèå (àíàëîãè÷íîå ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó â ðàáîòå

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



×èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ . . . 81

[14], ñ.16 ïðè èññëåäîâàíèè òàì ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ çàäà÷è ñ òàêèìè æå óñëîâèÿìè ñîïðÿ-
æåíèÿ), à èìåííî: ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (2.6)− (2.6) ïðèíàäëåæèò W 2

2 (Ω1) ×W 2
2 (Ω2) ,

òî÷íåå, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

◦

V̂ Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) =
◦
V Γ1,Γ2 (Ω(1,2)) ∩ {u = (u1, u2) ∈ W 2

2 (Ω1) ×W 2
2 (Ω2)}, (2.17)

è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈ U ñïðàâåäëèâà îöåíêà

2∑
k=1

∥uk(x, g)∥W 2
2 (Ωk) ≤M

2∑
k=1

∥fk(x)∥L2(Ωk), ∀g ∈ U, (2.18)

ãäå M = Const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò óïðàâëåíèÿ g(x) =
(
d1(x), d2(x)

)
∈ U .

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9). Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà î ðàçðåøèìîñòè ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9).

Ò å î ð å ì à 2.2. Ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
g∗ ∈ U çàäà÷è (2.6)-(2.9), ò.å. J∗ = inf

{
J(g) : g ∈ U

}
> −∞ , U∗ =

{
g∗ ∈ U : J(g∗) =

J∗
}

̸= ∅ . Ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ ôóíêöèîíàëà öåëè J(g) â ýêñòðåìàëüíîé
çàäà÷å (2.6)-(2.9) ñëàáî áèêîìïàêòíî â H = L2(Ω1) × L2(Ω2) . Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
g(n)
}∞
n=1

⊂ U ôóíêöèîíàëà J(g) ñëàáî â H ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó
U∗ .

3. Ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Êîððåêòíîñòü àïïðîêñèìàöèé

Â ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñóùåñòâåííûé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ îá àïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè (2.6)-(2.9)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Äëÿ àïïðîêñèìà-
öèè çàäà÷è (2.6)-(2.9) è èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé íàì ïîíà-
äîáÿòñÿ íåêîòîðûå ñåòêè íà [0, lα] , α = 1, 2 , è â Ω , ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìû â
Ω (ïî ïîâîäó îïðåäåëåíèÿ ñåòîê, íîðì è ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñì. [11] ).

Îïðåäåëèì ñåòî÷íûå àíàëîãè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëåäîâ ñåòî÷íûõ ôóíêöèé yk(x)
è νk(x) , x ∈ ω(k) íà ãðàíèöàõ ∂ω(k) ñåòîê ω(k) , k = 1, 2 :

(yk, νk)L2(∂ω(k)) =
∑

x∈∂ω(k))

yk(x) νk(x) τk(x), k = 1, 2,

è ñåòî÷íûå àíàëîãè íîðì L2(∂ω
(k)) , ïîðîæäàåìûå ýòèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

∥yk∥2L2(∂ω(k)) = (yk, yk)L2(∂ω(k)) =
∑
∂ω(k)

y2k(x)τk(x), k = 1, 2,

τ1(x) =


h1(x1), x1 ∈ ω

(1)
1 , x2 = 0, l2;

h2(x2), x2 ∈ ω2, x1 = 0, ξ;
h1(x1) + h2(x2)

2
, x ∈ γ̃(1),

τ2(x) =


h1(x1), x1 ∈ ω

(1)
1 , x2 = 0, l2;

h2(x2), x2 ∈ ω2, x1 = ξ, l1;
h1(x1) + h2(x2)

2
, x ∈ γ̃(2),
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γ̃(k) � ìíîæåñòâî óãëîâûõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíèêà Ωk , k = 1, 2 . Â ïîäðîáíîé çàïèñè,
íàïðèìåð, ñåòî÷íûé àíàëîã íîðìû áóäåò L2(∂ω

(1)) îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

∥y1∥2L2(∂ω(1)) =
∑
x2∈ω2

[
y21(0, x2) + y21(ξ, x2)

]
~2(x2) +

∑
x1∈ω1

[
y21(x1, 0) + y21(x1, l2)

]
~1(x1).

Ïóñòü òåïåðü
0
γ (k) = ∂ω(k)∩

0

Γ k ≡ ∂ω(k) \ Sξ � ïîäìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ óçëîâ ∂ω(k)

ñåòêè ω(k) ⊂ Ωk , k = 1, 2 . ×åðåç L2

(
ωk), γ(k)

)
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà

ñåòî÷íûõ ôóíêöèé L2

(
ω(k)

)
, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) ñ íîðìàìè

∥yk∥2L2(ω(k);γ(k))
=
∑

x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈Sξ

y2k(x)h1h2 =
∑

x∈ω(k)

y2k(x)h1h2 +
1

2

∑
x2∈ω2

y2k(ξ, x2)h1h2,

k = 1, 2 , èíäóöèðîâàííûìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

(yk, νk)L2(ω(k);γ(k)) =
∑

x∈ω(k)

yk(x)νk(x)h1h2 +
1

2

∑
x∈Sξ

yk(x)νk(x)h1h2, k = 1, 2.

Â äàëüíåéøåì ∥yk∥2L2(Sξ)
=
∑
x∈Sξ

y2(x)h2 =
∑

x2∈ω2

y2(ξ, x2)h2 . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

(y1, ν1)L2(ω(1);γ(1)) = (y1, ν1)L2(ω(1)+×ω2), (y2, ν2)L2(ω(2);γ(2)) = (y2, ν2)L2(ω(2)−×ω2).

×åðåç W 1
2

(
ω(k), γ(k)

)
îáîçíà÷èì ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà ñåòî÷íûõ ôóíêöèé

W 1
2

(
ω(k)

)
, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü íà γ(k) , k = 1, 2 . Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∥yk∥2L2(ω(k))
≤ C ∥∇yk∥2 , C = Const > 0, k = 1, 2.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî
0

Hγ(1),γ(2) (ω(1,2)) è
0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ïàð ñåòî÷íûõ

ôóíêöèé y = (y1, y2) :
0

Hγ(1),γ(2) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ L2(ω

(1), γ(1))

×L2(ω
(2), γ(2))

}
,

0

V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) =
{
y(x) = (y1(x), y2(x)) ∈ W 1

2 (ω(1), γ(1)) ×W 1
2 (ω(2), γ(2))

}
,

ñ íîðìàìè

∥y∥20
H

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥yk∥2L2(ω(k);γ(k) , ∥y∥20
V

γ(1),γ(2)

=
2∑

k=1

∥∇yk∥2 + ∥[y]∥2L2(Sξ)
. (3.1)

×åðåç e
(1)
1 (x1) áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [0, ξ] : e

(1)
1 (x1) = {r1 : x1 −

0.5h1 ≤ r1 ≤ x1 + 0.5h1} , x1 ∈ ω
(1)
1 ⊂ [0, ξ] , e

(1)
1 (0) = {r1 : 0 ≤ r1 ≤ 0.5h1} , e(1)1 (ξ) =

{r1 : ξ− 0.5h1 ≤ r1 ≤ ξ} , à ÷åðåç e(2)1 (x1) � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [ξ, l1] : e
(2)
1 (x1) =

{r1 : x1 − 0.5h1 ≤ r1 ≤ x1 + 0.5h1} , x1 ∈ ω
(2)
1 ⊂ [ξ, l1] , e

(2)
1 (ξ) = {r1 : ξ ≤ r1 ≤ ξ + 0.5h1} ,

e
(1)
1 (l1) = {r1 : l1 − 0.5h1 ≤ r1 ≤ l1} . Ââåäåì òàêæå ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îòðåçêà [0, l2] :
e2(x2) = {r2 : x2 − 0.5h2 ≤ r2 ≤ x2 + 0.5h2} , x2 ∈ ω2 ⊂ [0, l2] , e2(0) = {r2 : 0 ≤ r2 ≤ 0.5h2} ,
e2(l2) = {r2 : l2−0.5h2 ≤ r2 ≤ l2} . Äàëåå, ÷åðåç e(1)(x) ≡ e(1)(x1, x2) = e(1)(x1)×e2(x2) , x ∈
ω(1) = ω

(1)
1 ×ω2 ⊂ Ω1 áóäåì îáîçíà÷àòü ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè Ω1 , à ÷åðåç e

(2)(x) ≡
e(2)(x1, x2) = e(2)(x1) × e2(x2) , x ∈ ω(2) = ω

(2)
1 × ω2 ⊂ Ω2 � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè

Ω2 . Ïóñòü ν(x) = ν1(x) , x ∈ Ω1 . Îïðåäåëèì äëÿ ôóíêöèé ν1(x) , x ∈ Ω1 óñðåäíÿþùèå
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îïåðàòîðû ïî Ñòåêëîâó Sxα ïî ïåðåìåííûì xα :

Sx1ν1(x) =
1

~1

∫
e
(1)
1 (x1)

ν1(r1, x2)dr1, x1 ∈ ω
(1)
1 , ~1 = ~1(x1) =

{
h1, x1 ∈ ω

(1)
1 ,

0.5h1, x1 = 0, ξ,

Sx2ν1(x) =
1

~2

∫
e2(x2)

ν1(x1, r2)dr2, x2 ∈ ω2, ~2 = ~2(x2) =

{
h2, x2 ∈ ω2,
0.5h2, x2 = 0, l2,

C ïîìîùüþ îäíîìåðíûõ îïåðàòîðîâ Sxα , äåéñòâóþùèõ ïî íàïðàâëåíèþ xα , α = 1, 2 ,
îïðåäåëèì óñðåäíÿþùèé îïåðàòîð Sx = Sx1Sx2 êàê ïðîèçâåäåíèå îäíîìåðíûõ óñðåäíÿ-
þùèõ îïåðàòîðîâ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ óñðåäíÿþùèå îïåðàòîðû ïî Ñòåêëîâó äëÿ
ôóíêöèé ν2(x) , x ∈ Ω2 . Â äàëüíåéøåì ÷åðåç H

(k)
h (ω(k)∪Sξ) ≡ L2(ω

(k)∪Sξ) áóäåì îáîçíà-
÷àòü ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k)∪Sξ , çàäàííûõ íà ñåòêå ω

(k)∪Sξ

ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì è íîðìîé:(
Φkh, Φ̃kh

)
H

(1)
h

=
(
Φkh, Φ̃kh

)
H

(k)
h (ω(k)∪Sξ)

=
∑

x∈ω(k)

Φkh(x)Φ̃kh(x)h1h2 + 1
2

∑
x∈Sξ

Φkh(x)Φ̃kh(x)h1h2,∥∥Φkh

∥∥2
H

(k)
h (ω(k)∪Sξ)

=
(
Φkh,Φkh

)
H

(k)
h

.

Çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6) − (2.9) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùèå
ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè: ìèíèìèçèðîâàòü ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë

Jh(Φh) =
∑

x∈ω(1)

∣∣y(x; Φh) − u
(1)
0h (x)

∣∣2~1~2 =
∥∥y(x; Φh) − u

(1)
0h (x)

∥∥2
L2(ω(1))

, (3.2)

ïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ y(x) ≡ y(x; Φh) =
(
y1(x; Φh), y2(x; Φh)

)
∈

0

V γ(1),γ(2) ,
íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåì ðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ çàäà÷è (2.6)− (2.7) , óäîâëåòâîðÿåò

äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè ν(x) =
(
ν1(x), ν2(x)

)
∈

0

V γ(1),γ(2) ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Qh(Φh, y, v) =

{∑
ω
(1)+
1

∑
ω2

a
(1)
1h (x) y1x1 v1x1h1h2 +

(∑
ω
(1)
1

∑
ω+
2

a
(1)
2h (x) y1x2 v1x2h1h2+

+
1

2

∑
ω+
2

a
(1)
2h (ξ, x2) y1x2(ξ, x2) v1x2(ξ, x2)h1h2

)}
+

{∑
ω
(2)+
1

∑
ω2

a
(2)
1h (x) y2x1 v2x1h1h2+

+

(∑
ω
(2)
1

∑
ω+
2

a
(2)
2h (x) y2x2 v2x2h1h2 +

1

2

∑
ω+
2

a
(2)
2h (ξ, x2) y2x2(ξ, x2) v2x2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+

{(∑
ω(1)

Φ1h(x) q1(y1(x)) ν1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

Φ1h(ξ, x2) q1(y1(ξ, x2)) ν1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

{(∑
ω(2)

Φ2h(x) q2(y2(x)) ν2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

Φ2h(ξ, x2) q2(y2(ξ, x2)) ν2(ξ, x2)h1h2

)}
+

+
∑
ω2

θh(x2)
[
y(ξ, x2)

] [
ν(ξ, x2)

]
h2 =

{(∑
ω(1)

f1h(x) ν1(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2) ν1(ξ, x2)h1h2

)
+

+

(∑
ω(2)

f2h(x) ν2(x)h1h2 +
1

2

∑
ω2

f2h(ξ, x2) ν2(ξ, x2)h1h2

)}
= lh(v),

(3.3)
à ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φh =

(
Φ1h,Φ2h

)
òàêîâû, ÷òî

Φkh(x) ∈ Ukh =
{

Φkh(x) ∈ H
(k)
h = L2(ω

(k) ∪ Sξ) : 0 < d0 ≤ Φkh(x) ≤ d0,

x ∈ ω(k) ∪ Sξ

}
, k = 1, 2.

(3.4)
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Çäåñü a
(1)
αh(x) , a

(2)
αh(x) , fαh(x) , α = 1, 2 , θh(x2) , u

(1)
0h (x) � ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè ôóíê-

öèé k
(1)
α (x) , k

(2)
α (x) , fα(x) , α = 1, 2 , θ(x2) , u

(1)
0 (x) , îïðåäåëÿåìûå ÷åðåç óñðåäíåíèÿ ïî

Ñòåêëîâó:

a
(α)
1h (x1, x2) =

1

h2

∫
e2(x2)

k
(α)
1 (x1 − 0.5h1, r2) dr2, x ∈ ω

(α)+
1 × ω2, α = 1, 2;

a
(α)
2h (x1, x2) =

1

h1

∫
e
(α)
1 (x1)

k
(α)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x ∈ ω

(α)
1 × ω+

2 , α = 1, 2;

a
(1)
2h (ξ, x2) =

2

h1

ξ∫
ξ−0.5h1

k
(1)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x2 ∈ ω+

2 ;

a
(2)
2h (ξ, x2) =

2

h1

ξ+0.5h1∫
ξ

k
(2)
2 (r1, x2 − 0.5h2) dr1, x2 ∈ ω+

2 ;

fαh(x) =
1

h1h2

∫ ∫
e(α)(x)

dα(r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(α), α = 1, 2;

f1h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ∫
ξ−0.5h1

∫
e2(x2)

d1(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

f2h(ξ, x2) =
2

h1h2

ξ+0.5h1∫
ξ

∫
e2(x2)

d2(r1, r2) dr1dr2, x2 ∈ ω2;

θh(x2) =
1

h2

∫
e2(x2)

θ(r2) dr2, x2 ∈ ω2;

u
(1)
0h (x) =

1

h1h2

∫ ∫
e(1)(x)

u
(1)
0 (r1, r2) dr1dr2, x ∈ ω(1) = ω

(1)
1 × ω2.

(3.5)

Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.3) ïðè ëþ-
áîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíå-

íèÿ Ah y = Fh , ãäå Ah � ðàçíîñòíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) â

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) è ñåòî÷íàÿ ôóíêöèÿ Fh ∈

◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Ah y, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= Qh(y, ϑ) , (Fh, ϑ) ◦
V

γ(1),γ(2)

= lh(ϑ) , ∀y, ϑ ∈
◦
V γ(1),γ(2) (ω(1,2)) ; çàäà÷à (ðàç-

íîñòíàÿ ñõåìà) (3.3) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà äëÿ ëþáîãî ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ Φh ∈ Uh ,
ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà∥∥y(x,Φh)

∥∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

≤M
(
∥f2h∥L2(ω(2)∪Sξ)

+ ∥f1h∥L2(ω(1)∪Sξ)

)
. (3.6)

Ò å î ð å ì à 3.2. Äëÿ êàæäîãî h > 0 ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå Φh∗ ∈ Uh â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
(3.2)− (3.5) , ò.å. Jh∗ = inf

{
Jh(Φh) : Φh ∈ Uh

}
> −∞ , Uh∗ =

{
Φh∗ ∈ Uh : Jh(Φh∗) = Jh∗

}
̸=

∅ .
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4. Àïðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñåòî÷-

íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïî ñîñòîÿíèþ

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó u(r; g) � ðåøåíèåì ïðÿìîé çàäà÷è (2.6) ñ ðàçðûâíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè è ðåøåíèåì è y(x,Φh) =

(
y1(x,Φh), y2(x,Φh)

)
� ðåøåíèåì àïïðîêñèìè-

ðóþùåé åå ðàçíîñòíîé çàäà÷è ñîñòîÿíèÿ (3.3) ïðè h → 0 , äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàí-
íûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , ãäå U è Uh � ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ óïðàâëå-
íèé â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü

u(r; g) =
(
u1(r; g), u2(r; g)

)
∈

◦
V Γ1,Γ2 (Ω0) � ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2.6), îòâå÷àþùåå

äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ g ∈ U , à y(x,Φh) =
(
y1(x,Φh), y2(x,Φh)

)
∈

◦
V Γ1,Γ2 (ω(1,2)) �

ðåøåíèå çàäà÷è (3.3) , îòâå÷àþùåå ñåòî÷íîìó óïðàâëåíèþ Φh ∈ Uh . Îáîçíà÷èì ÷åðåç
z(x) ≡ z(x; g,Φh) =

(
z1(x; g,Φh), z2(x; g,Φh)

)
=
(
y1(x; Φh) − u1(x; g), y2(x; Φh) − u2(x; g)

)
�

ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ.
Àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ óñòàíàâëèâàåò

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü g ∈ U è Φh ∈ Uh � ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, à u(r; g)
è y(x,Φh) � ñîîòâåòñòâóþùèå èì ðåøåíèÿ çàäà÷ ñîñòîÿíèÿ â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ
(2.6)-(2.9) è (3.2)−(3.5) . Òîãäà äëÿ ëþáûõ h > 0 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìåòîäà ñåòîê ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9):

∥z(x; g,Φh)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

= ∥y(x; Φh) − u(x; g)∥ ◦
V

γ(1),γ(2)
(ω(1,2))

≤ C

{
|h|
[ 2∑
α=1

(
∥k(α)1 ∥L∞(Ωα)

+

+
2∑

α=1

∥k(α)2 ∥L∞(Ωα)
+ L qα∥dα∥L∞(Ωα)

)
∥uα∥W 2

2 (Ωα) + ∥θ∥L∞(0,l2)

2∑
α=1

∥uα∥W 2
2 (Ωα)

]
+

+ ∥Sxd1(x) − Φ1h(x)∥L2(ω(1)∪Sξ)
+ ∥Sxd2(x) − Φ2h(x)∥L2(ω(2)∪Sξ)

}
.

(4.1)

5. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà è ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ïî ôóíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü

ïî óïðàâëåíèþ. Ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé

Äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (3.2)−
(3.5) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ íåîáõîäèìî, ïðåæäå âñåãî, óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó
ôóíêöèîíàëàìè Jh(Φh) è J(g) ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (2.6)-(2.9) è (3.2)−(3.5) , äëÿ ëþáûõ
ôèêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh , è ëþáûõ h > 0 .

Îöåíêó ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.2)−(3.5)
óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ

Ò å î ð å ì à 5.1. Äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
(2.6)-(2.9) è (3.2) − (3.5) ñîîòâåòñòâåííî è ëþáûõ h > 0 äëÿ ïîãðåøíîñòè ñåòî÷íîãî
ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (3.2)− (3.5) ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣J(g) − Jh(Φh)

∣∣ =
∣∣I(u(r; g)) − Ih(y(x; Φh))

∣∣ ≤M
[
|h|+

+ ∥Sxd1(x) − Φ1h(x)∥L2(ω(1)∪Sξ)
+ ∥Sxd2(x) − Φ2h(x)∥L2(ω(2)∪Sξ)

]
,

(5.1)

ãäå M = Const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , Φh , g .
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Ðàññìîòðèì ñåòî÷íûå óïðàâëåíèÿ Φkh(x) , x = (x1, x2) ∈ ω(k)∪Sξ è îïðåäåëèì êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà Ωk ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ , k = 1, 2 ïî
ôîðìóëàì

ĝ
(k)
h (r) = P̂khΦkh(r) = Φkh(x), r ∈ ê(k)(x), x ∈ ω(k) ∪ Sξ, (5.2)

ãäå ê(k)(x) ⊂ Ωk � ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè îáëàñòè Ωk , k = 1, 2 (ñì. [11] ):
Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëåíèÿ (2.6)-(2.9) ïî ôóíêöèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàç-
íîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.2) − (3.5) , çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω =
ω(1)∪ω(2) = ω(1,2) ⊂ Ω1∪Ω2 ïðè |h| → 0 . Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâÿçè ìåæäó ýêñòðåìàëüíûìè
çàäà÷àìè (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ââåäåì îòîáðàæåíèÿ:

Rh : H → Hh, P̂h : Hh → H, (5.3)

êîòîðûå îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: Rhg = Φh , ãäå g = (d1, d2) , Φh =(
R1hg1, R2hg2

)
=
(
Sxd1(x), Sxd2(x)

)
, Rkhdk = Sxdk(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ � äèñêðåòèçàöèè

íà ñåòêàõ x ∈ ω(k) ∪ Sξ óïðàâëåíèé gk(r) ≡ dk(r) = dk(r1, r2) , r ∈ Ωk , k = 1, 2 , ãäå

Sx = Sx1Sx2 � îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ïî Ñòåêëîâó; à P̂hΦh = g , ãäå Φh =
(
Φ1h,Φ2h

)
,

g =
(
P̂1hΦ1h(r), P̂2hΦ2h(r)

)
, P̂khΦkh(r) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà Ωk ñåòî÷íûõ

óïðàâëåíèé Φkh(x) , x ∈ ω(k) ∪ Sξ , k = 1, 2 , îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (5.2) .

Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü J∗ è Jh∗ � íèæíèå ãðàíè ôóíêöèîíàëîâ J(g) è Jh(Φh)
â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (2.6)-(2.9) è (3.2)− (3.5) ñîîòâåòñòâåííî. Ñåìåéñòâî ñåòî÷íûõ
çàäà÷ (3.2) − (3.5) , çàâèñÿùèõ îò øàãà h = (h1, h2) ñåòêè ω = ω(1) ∪ ω(2) = ω(1,2) ⊂
Ω1 ∪ Ω2 ïðè |h| → 0 àïïðîêñèìèðóåò èñõîäíóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.6)-(2.9) ïî
ôóíêöèîíàëó, ò.å. lim Jh∗ = J∗ ïðè |h| → 0 , è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∣∣Jh∗ − J∗

∣∣ ≤M |h|. (5.4)

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h = (h1, h2) è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêè ω = ωh =
ω(1) ∪ω(2) ñ ïîìîùüþ êàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
Jh∗ + εh íèæíåé ãðàíè Jh∗ ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) íà Uh â çàäà÷å (3.2) − (3.5) è íàéäåíî
ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhεh(x) ∈ Uh , äàþùåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.2)− (3.5) â
ñëåäóþùåì ñìûñëå:

Jh∗ ≤ Jh(Φhεh) ≤ Jh∗ + εh, Φhεh ∈ Uh, (5.5)

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü εh òàêîâà, ÷òî εh ≥ 0 è εh → 0 ïðè |h| → 0 . Çäåñü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü εh õàðàêòåðèçóåò òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Jh(Φh)
íà Uh .

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ìîæíî ëè ïðèíÿòü ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φhεh(x) ∈ Uh èç (5.5) â
êà÷åñòâå íåêîòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ çàäà÷è (2.6)-(2.9).

Ò å î ð å ì à 5.3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé
{

Φhεh

}
⊂ Uh

îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (5.5). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëåíèé
{
P̂hΦhεh(r)

}
, ãäå

P̂h : Hh → H � îòîáðàæåíèå, îïðåäåëÿåìîå èç (5.3), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ

ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü lim J(P̂hΦhεh) = J∗ ïðè |h| → 0
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè

0 ≤ J(P̂hΦhεh) − J∗ ≤ C |h| + εh.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
P̂hΦhεh(r)

}
ñëàáî â H = L2(Ω1) × L2(Ω2) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó

U∗ ̸= ∅ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9).
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.1. Èç îöåíêè (5.4) è íåðàâåíñòâà (5.5) íåòðóäíî ïîëó÷èòü,
÷òî lim Jh(Φhεh) = J∗ ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè∣∣Jh(Φhεh) − J∗

∣∣ ≤M |h| + εh.

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ) ðàç-
íîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé (3.2)− (3.5) . Â ñèëó òåîðåìû 2.2. çàäà÷à (3.2)− (3.5) êîððåêòíî
ïîñòàâëåíà â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îíà ÿâëÿåòñÿ
íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïî À.Í. Òèõîíîâó â ñèëüíîé òîïîëîãèè
ïðîñòðàíñòâà H , òî åñòü íåò îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 5.3. ) áóäåò ñõîäÿùåéñÿ â íîðìå
H êî ìíîæåñòâó U∗ . Äëÿ ðàçðàáîòêè óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõî-
äÿùèõñÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ èçâåñòíûé ìåòîä
ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [15], [16] . Ðàññìîòðèì îäèí âàðèàíò ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè
À.Í. Òèõîíîâà, ïîçâîëÿþùèé ïîñòðîèòü äëÿ èñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ìèíèìèçè-
ðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëó÷àåìóþ íà îñíîâå ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè, ñèëüíî
ñõîäÿùóþñÿ ê ìíîæåñòâó ¾Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé¿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
(2.6)-(2.9). Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ ñåòî÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ Jh(Φh) âåäóòñÿ ïðè-
áëèæåííî, êàê â ñèëó ïðèáëèæåííîé èñõîäíîé èíôîðìàöèè, òàê è â ñèëó òîãî, ÷òî ñ÷åò
âåäåòñÿ ñ îêðóãëåíèÿìè, òàê ÷òî âìåñòî ôóíêöèîíàëà Jh(Φh) , ôàêòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ
ïðèáëèæåííûé ôóíêöèîíàë Jhδh(Φh) , êîòîðûé ñâÿçàí ñ Jh(Φh) ñîîòíîøåíèÿìè

Jhδh(Φh) = Jh(Φh) + θδh(Φh),
∣∣θδh(Φh)

∣∣ ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh, δh → +0 ïðè |h| → 0.

Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ñåìåéñòâà ñåòî÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ (3.2) − (3.5) ââåäåì íà U
ôóíêöèîíàë-ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ∥g∥2H , g ∈ U è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã Ωh(Φh) = ∥Φh∥2Hh

,
Φh ∈ Uh . Ïðè êàæäîì h = (h1, h2) ðàññìîòðèì íà Uh ñåòî÷íûé ôóíêöèîíàë Òèõîíîâà çà-
äà÷è (3.2)−(3.5) : Thδhαh

(Φh) = Jhδh(Φh)+αhΩ(Φh), Φh ∈ Uh , ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè |h| → 0 . Ðàññìîòðèì
òåïåðü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Thδhαh

(Φh) íà Uh : ïðè êàæäîì h = (h1, h2)

îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh ∈ Uh , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

Thδhαh∗ = inf
{
Thδhαh

(Φh) : Φh ∈ Uh

}
≤ Thδhαh

(Φ̂h) ≤ Thδhαh∗ + νh, (5.6)

ãäå νh ≥ 0 è νh → +0 ïðè |h| → 0 . Ââåäåì ìíîæåñòâî Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.6)-(2.9): U∗∗ = {g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf Ω(g∗) : g∗ ∈ U∗} .

Ò å î ð å ì à 5.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé
{

Φ̂h

}
îïðå-

äåëåíà èç óñëîâèé (5.6) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
P̂hΦ̂h(r)

}
, ãäå îòîáðàæåíèå P̂h :

Hh → H îïðåäåëåíî â (5.3) , ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿ ôóíêöèîíàëà J(g) èñõîäíîé

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü lim J(P̂hΦ̂h) = J∗ ïðè |h| → 0 è ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:

0 ≤ J(P̂hΦ̂h) − J∗ ≤M
(
|h| + δh + νh + αh

)
.

Åñëè, êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
αh

}
,
{
δh
}
,
{
νh
}
óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì αh ,

δh , νh > 0 , αh, δh, νh → 0 ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì
{
αh

}
ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñîâàíî ñ

âåëè÷èíàìè |h| , δh , νh òàê, ÷òî
(
|h|+ νh + δh

)
/αh → 0 ïðè |h| → 0 , òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
{
P̂hΦ̂h

}
ñèëüíî â H ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó Ω -íîðìàëüíûõ (â ñìûñëå ìèíèìàëü-

íîé íîðìû) îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé U∗∗ çàäà÷è (2.6)-(2.9), òî åñòü

lim ρ
(
P̂hΦ̂h;U∗∗

)
= lim inf

{
∥P̂hΦ̂h − g∗∗∥H : g∗∗ ∈ U∗∗

}
= 0, ïðè|h| → 0,

lim Ω
(
P̂hΦ̂h

)
= lim

∥∥P̂hΦ̂h

∥∥2
H

= Ω∗ = inf Ω(g∗), g∗ ∈ U∗, ïðè |h| → 0.
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Ç à ì å ÷ à í è å 5.2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî limThδhαh∗ = J∗ , limThδhαh
(Φ̂h) = J∗

ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:∣∣Thδhαh∗ − J∗
∣∣ ≤M

[
|h| + δh + αh

]
,

∣∣Thδhαh
(Φ̂h) − J∗

∣∣ ≤M
[
|h| + νh + δh + αh

]
.

Ç à ì å ÷ à í è å 5.3. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà ðåøåíèÿ
ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (3.2)− (3.5) .
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Numerical method of one optimal control problem solution

for semilinear elliptic equation with discontinuous

coe�cients and solution

c⃝ F. V. Lubyshev4, A. R. Manapova5, M. E. Fairuzov6

Abstract. Non-linear optimal control problem for semilinear elliptic equation with discontinuous
coe�cients and solution, with controls involved in the coe�cients is considered and investigated in
the work. Method of di�erence approximation of extremum problem is stated. The convergence rate
of the approximations with respect to the state and the functional is estimated, weak convergence
with respect to the control is established. The approximations are regularized by Tikhonov.

Key Words: optimal control problem, semilinear elliptic equation, method of di�erence
approximation, regularization method.
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ÓÄÊ 517.9

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î òåïëîâîì êðèïå

c⃝ Â. Â. Ëóêàøåâ, 1Â. Í. Ïîïîâ,2

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ êèíåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå (â âèäå ðÿäà Íåé-
ìàíà) ðåøåíèå çàäà÷è î òåïëîâîì êðèïå � âû÷èñëåíèè ïîòîêà ìàññû ãàçà, îáóñëîâëåííîãî
ïåðåïàäîì òåìïåðàòóðû â êàíàëå. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ëèíåàðè-
çîâàííàÿ ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, à â
êà÷åñòâå ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêàõ êàíàëà � ìîäåëü çåðêàëüíî-äèôôóçíîãî îòðàæåíèÿ.
Äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé òîëùèíû êàíàëà è êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöèàëüíîãî
èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ ìàññû ãàçà, ïðèõî-
äÿùèõñÿ íà åäèíèöó øèðèíû êàíàëà. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè,
îïóáëèêîâàííûìè â îòêðûòîé ïå÷àòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òå÷åíèå ãàçà â êàíàëå, òåïëîâîé êðèï, êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Áîëüö-
ìàíà, ìîäåëüíûå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç âàæíåéøèõ â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè ðàçðåæåííîãî ãàçà ÿâ-
ëÿåòñÿ çàäà÷à î òå÷åíèè ãàçà â êàíàëàõ [1], [2]. Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïåðâûå èññëåäîâàíèÿ,
ïîñâÿùåííûå äàííîé ïðîáëåìå, âïåðâûå áûëè âûïîëíåíû â íà÷àëå�ïåðâîé ïîëîâèíå ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ â ðàáîòàõ Êíóäñåíà, Ñìîëóõîâñêîãî, Êëàóçèíãà, îíà äî ñèõ ïîð ïðèâëåêàåò
ê ñåáå âíèìàíèå ðàçíûõ àâòîðîâ. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ òå÷åíèÿ ðàçðåæåííûõ ãà-
çîâ â êàíàëàõ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå òàê íàçûâàåìûõ ïåðåêðåñòíûõ ýôôåêòîâ: ïîòîêè ìàññû
ãàçà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû íå òîëüêî ïåðåïàäîì äàâëåíèÿ, òî è ïåðåïàäîì òåìïåðàòó-
ðû, è îáðàòíî, ïîòîêè òåïëà ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû íå òîëüêî ïåðåïàäàìè òåìïåðàòóðû,
íî è ïåðåïàäàìè äàâëåíèÿ. Öåëüþ ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòû ÿÿëåòñÿ ðàññìîòðåíèå íà îñ-
íîâå òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â [3]-[9], îäíîãî èç òàêèõ ýôôåêòîâ
� òåïëîâîãî êðèïà, ò.å. ïðîöåññà ïåðåíîñà ìàññû ãàçà â êàíàëå, îáóñëîâëåííîãî ïåðåïà-
äîì òåìïåðàòóðû. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàííàÿ
çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü ðàíåå â [10]-[12].

Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî êèíåòèêó ïðîöåññà â ðàáîòå èñïîëüçó-
åòñÿ ÁÃÊ (Áõàòíàãàð, Ãðîññ, Êðóê) ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà [3], à â
êà÷åñòâå ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëåêóë ãàçà ñî ñòåíêàìè êàíàëà � çåðêàëüíî-äèôôóçíîå
ãðàíè÷íîå óñëîâèå Ìàêñâåëëà. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòåíêè êàíàëà îáðà-
çîâàíû äâóìÿ áåñêîíå÷íìè ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êàíàë, òîëùèíîé D′ , ñòåíêè êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòÿõ x′ =
±d′ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ( d′ = D′/2 ). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì. Â. Ëî-
ìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.lukashev@narfu.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòèêè, Ñåâåðíûé (Àðêòè÷åñêèé) ôåäåðàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Àðõàíãåëüñê; v.popov@agtu.ru.
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êàíàëå ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, ïàðàëëåëüíûé åãî ñòåíêàì.
Íàïðàâèì îñü Oz äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âäîëü ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû. Áóäåì
ñ÷èòàòü, îòíîñèòåëüíûé ïåðåïàä òåìïåðàòóðû íà äëèíå ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà
ìàëûì. Òîãäà çàäà÷à äîïóñêàåò ëèíåàðèçàöèþ è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî
êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(r′, v) = β3/2π−3/2 exp(−C2)

[
1 + (C2 − 5

2
)GT z +GT Z(x,C)

]
. (2.1)

Çäåñü C =
√
β v � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ìîëåêóë ãàçà; β = m/2kBT ; m � ìàññà ìîëå-

êóëû ãàçà; kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; T � òåìïåðàòóðà ãàçà; GT = (1/T )(dT/dz) � áåç-
ðàçìåðíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû; Z(x,C) � ëèíåéíàÿ ïîïðàâêà ê ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ; x = x′/lg è z = z′/lg � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû; lg = ηg β

−1/2/p
� ñðåäíÿÿ äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà. Çàïèøåì â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò ÁÃÊ ìîäåëü êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà

vx
∂f

∂x′
+ vz

∂f

∂z′
=

p

ηg
(feq − f). (2.2)

Çäåñü feq(r
′,v) � ëîêàëüíî-ðàâíîâåñíûé ìàêñâåëëèàí. Ïîäñòàâëÿÿ (2.1) â (2.2) è ëè-

íåàðèçóÿ feq(r
′, v) îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî ìàêñâåëëèàíà, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿ

íàõîæäåíèÿ Z(x,C)

Cx
∂Z

∂x
+ Z(x,C) + Cz(C

2 − 5

2
) = π−3/2

∞∫
−∞

exp(−C ′2)K(C,C ′)Z(x,C ′) dC ′, (2.3)

K(C,C ′) = 1 + 2CC ′ +
2

3
(C2 − 3

2
)(C ′ 2−3

2
).

Ðåøåíèå (2.3) èùåì â âèäå

Z(x,C) = Cz Z1(x,Cx) + Cz(C
2
y + C2

z − 2)Z2(x,Cx). (2.4)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.4) â (2.3), äîìíîæàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî íà Cz è
Cz(C

2
y +C2

z − 2) è èíòåãðèðóÿ ïî Cy è Cz îò −∞ äî +∞ ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
(µ = Cx )

µ
∂Z1

∂x
+ Z1(x, µ) +

(
µ2 − 1

2

)
=

1√
π

∞∫
−∞

exp(−τ 2)Z1(x, τ) dτ, (2.5)

µ
∂Z2

∂x
+ Z2(x, µ) + 1 = 0. (2.6)

Ó÷èòûâàÿ çåðêàëüíî-äèôôóçíîå îòðàæåíèå ìîëåêóë ãàçà ñòåíêàìè êàíàëà, ãðàíè÷íûå
óñëîâèÿ äëÿ Zk(x, µ) ( k = 1, 2 ) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

Zk(d, µ) = (1 − q)Zk(d,−µ), µ < 0, (2.7)

Zk(−d, µ) = (1 − q)Zk(−d, µ), µ > 0. (2.8)

Èñõîäÿ èç ñòàòèñòè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíà-
òàì è ñêîðîñòÿì, ìàññîâàÿ ñêîðîñòü ãàçà â íàïðàâëåíèè îñè Oz′ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Uz(x) = π3/2

+∞∫
−∞

exp(−C2)CzZ(x,C) dC =
1

2
√
π

+∞∫
−∞

exp(−µ2)Z1(x, µ) dµ. (2.9)
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Ñîîòâåòñòâåííî, ïîòîê ìàññû ãàçà, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó øèðèíû êàíàëà, ðàâåí

JM = − 1

2d2

d∫
−d

Uz(x) dx. (2.10)

Îòñþäà, òàê êàê Z2(x, µ) íå âõîäèò â âûðàæåíèå (2.9), ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ Z1(x, µ) èç êðàåâîé çàäà÷è (2.5), (2.7), (2.8).

3. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà

Îáùåå ðåøåíèå (2.5) èìååò âèä [3]

Z1(x, µ) = A0 + A1(x− µ) +

+∞∫
−∞

exp(−x
η

)F (η, µ)a(η) dη − (µ2 − 1

2
), (3.1)

F (η, µ) =
1√
π
η P

1

η − µ
+ exp(η2)λ(η) δ(η − µ), (3.2)

λ(z) = 1 +
1√
π
z

∞∫
−∞

exp(−µ2)

µ− z
dµ, (3.3)

P(1/z) - ðàñïðåäåëåíèå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëà îò 1/z ,
δ(z) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à A0 , A1 è a(η) � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû è ôóíêöèÿ,
ïîäëåæàùèå äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ.

Ïîäñòàâëÿÿ (3.1) â (2.7) è (2.8), ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

A0 + A1(d− µ) +
1√
π

+∞∫
−∞

exp

(
−d
η

)
F (η, µ)a(η) dη − (µ2 − 1

2
) =

= (1 − q)

[
A0 + A1(d+ µ) +

1√
π

+∞∫
−∞

exp

(
−d
η

)
F (η,−µ)a(η)dη − (µ2 − 1

2
)

]
, µ < 0, (3.4)

A0 − A1(d+ µ) +
1√
π

+∞∫
−∞

exp

(
d

η

)
F (η, µ)a(η) dη − (µ2 − 1

2
) =

= (1 − q)

[
A0 − A1(d− µ) +

1√
π

+∞∫
−∞

exp

(
d

η

)
F (η,−µ)a(η)dη − (µ2 − 1

2
)

]
, µ > 0. (3.5)

Îáîçíà÷èì

b(η, x) = exp

(
−x
η

)
a(η).
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Òîãäà, ñ ó÷åòîì (3.2) óðàâíåíèÿ (3.4) è (3.5) çàïèøåì â âèäå

1√
π

+∞∫
−∞

η B(−η, d)

η + µ
dη + exp(µ2)B(µ, d)λ(µ) =

= qµ2 + A1µ(2 − q) − q(A0 + A1d+
1

2
), µ < 0, (3.6)

1√
π

+∞∫
−∞

η B(η,−d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(µ,−d)λ(µ) =

= qµ2 + A1µ(2 − q) − q(A0 − A1d+
1

2
), µ > 0. (3.7)

Çäåñü
B(µ, d) = b(µ, d) − (1 − q)b(−µ, d). (3.8)

Çàìåíèâ â (3.6) µ íà −µ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà äåéñòâèòåëüíîé îñè λ(z) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé
ôóíêöèåé, ïåðåïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå

1√
π

+∞∫
−∞

η B(−η, d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(−µ, d)λ(µ) =

= qµ2 − A1µ(2 − q) − q(A0 + A1d+
1

2
), µ > 0. (3.9)

Ïðåäñòàâèì èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (3.9) â âèäå ñóììû äâóõ èíòåãðàëîâ: ðåãóëÿðíîãî è
ñèíãóëÿðíîãî, ïîñëå ÷åãî çàìåíèì â ïåðâîì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ η íà −η

1√
π

+∞∫
−∞

η B(−η, d)

η − µ
dη =

1√
π

0∫
−∞

η B(−η, d)

η − µ
dη+

+
1√
π

+∞∫
0

η B(−η, d)

η − µ
dη =

1√
π

+∞∫
0

η B(η, d)

η + µ
dη +

1√
π

+∞∫
0

η B(−η, d)

η − µ
dη.

Àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàâ èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (3.7), ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
óðàâíåíèé:

1√
π

+∞∫
0

η B(−η, d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(−µ, d)λ(µ) =

= qµ2 − A1µ(2 − q) − q(A0 + A1d+
1

2
) − 1√

π

+∞∫
0

η B(η, d)

η + µ
dη, µ > 0, (3.10)

1√
π

+∞∫
0

ηB(η,−d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(µ,−d)λ(µ) =

= qµ2 + A1µ(2 − q) − q(A0 − A1d+
1

2
) − 1√

π

+∞∫
0

ηB(−η,−d)

η + µ
dη, µ > 0. (3.11)
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Ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïî÷ëåííî (3.10) è (3.11), ïðèõîäèì ê óðàâíåíè-
ÿì

1√
π

+∞∫
0

η [B(−η, d) +B(η,−d)]

η − µ
dη + exp(µ2)[B(−µ, d) +B(µ,−d)]λ(µ) =

= 2qµ2 − 2qA0 − q − 1√
π

+∞∫
0

η [B(η, d) +B(−η,−d)]

η + µ
dη, µ > 0, (3.12)

1√
π

+∞∫
0

η [B(η,−d) −B(−η, d)]

η − µ
dη + exp(µ2)[B(µ,−d) −B(−µ, d)]λ(µ) =

= −2A1(µ(2 − q) + qd) − 1√
π

+∞∫
0

η [B(−η,−d) −B(η, d)]

η + µ
dη, µ > 0. (3.13)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî (3.12) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
B(−η, d) = B(η,−d) , A1 = 0 . À ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè B(η, d) (3.8) ïîëó÷à-
åì, ÷òî a(−η) = a(η) . Òåïåðü (3.13) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

1√
π

+∞∫
0

η B(−η, d)

η − µ
dη + exp(µ2)B(−µ, d)λ(µ) = f(µ), (3.14)

f(µ) = qµ2 − q

(
A0 +

1

2

)
− 1√

π

+∞∫
0

η B(η, d)

η + µ
dη, µ > 0. (3.15)

Ðåøåíèå (3.14) èùåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè ôóíêöèé êîì-
ïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ, çàäàííóþ èíòå-
ãðàëîì òèïà Êîøè

N(z) =
1√
π

+∞∫
0

ηB(−η, d)

η − z
dη, (3.16)

äëÿ êîòîðîé íà âåðõíåì è íèæíåì áåðåãàõ ðàçðåçà, ñîâïàäàþùåãî ñ äåéñòâèòåëüíîé ïîëî-
æèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé, âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

N+(µ) −N−(µ) = 2
√
πiµB(−µ, d), 0 < µ < +∞. (3.17)

N+(µ) +N−(µ) =
2√
π

+∞∫
0

ηB(η, d)

η − µ
dη, 0 < µ < +∞. (3.18)

Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ λ(µ) , îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîì (3.3), èìåþò âèä

λ+(µ) − λ−(µ) = 2
√
πiµ exp(−µ2), −∞ < µ < +∞ (3.19)

λ+(µ) + λ−(µ) = 2λ(µ), −∞ < µ < +∞. (3.20)
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Çäåñü ðàçðåç ñîâïàäàåò ñî âñåé äåéñòâèòåëüíîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ñ ó÷åòîì (3.17) -
(3.20) ñâåäåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (3.14) ê êðàåâîé çàäà÷å Ðèìàíà íà äåéñòâèòåëüíîé
ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

N+(µ)λ+(µ) −N−(µ)λ−(µ) = 2
√
πµf(µ) exp(−µ2), µ > 0. (3.21)

Îñîáåííîñòü êðàåâîé çàäà÷è (3.21) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèè N(z) è λ(z) èìåþò
ðàçëè÷íûå ðàçðåçû. ×òîáû óñòðàíèòü ýòó îñîáåííîñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó ôàêòî-
ðèçàöèè, òî åñòü íàéòè òàêóþ íå îáðàùàþùóþñÿ â íîëü íè â îäíîé êîíå÷íîé òî÷êå ôóíê-
öèþ X(z) , äëÿ êîòîðîé íà äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
(3.22) è êîòîðàÿ àíàëèòè÷íà âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè

X+(µ)

X−(µ)
=
λ+(µ)

λ−(µ)
. (3.22)

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èìååò âèä [3]:

X(z) =
1

z
exp

[
1

π

∞∫
0

(θ(τ) − π)

τ − z
dt

]
, θ(τ) =

π

2
− arcctg

(
λ(τ)√

πτ exp−τ 2

)
.

Ñ ó÷åòîì ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (3.22) ïåðåïèøåì (3.21)

N+(µ)X+(µ) −N−(µ)X−(µ) =
X−(µ)

λ−(µ)
2
√
πµf(µ) exp(−µ2), µ > 0. (3.23)

Ëèíèè ñêà÷êîâ ôóíêöèé N(z) è X(z) ñîâïàäàþò ñ êîíòóðîì êðàåâîãî óñëîâèÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïîëó÷èëè êðàåâóþ çàäà÷ó Ðèìàíà - çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
ïî çàäàííîìó ñêà÷êó. Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå âõîäÿùèõ â (3.23) ôóíêöèé, ïî ôîðìóëàì Ñî-
õîöêîãî ïîëó÷àåì åå îáùåå ðåøåíèå

N(z) =
1

X(z)

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη

η − z
. (3.24)

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, çàäàâàåìîãî âûðàæåíèåì (3.24) â îêðåñòíîñòè áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êè. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè |z| → +∞

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2) dη

η − z
=

= −1

z

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2)dη +O

(
1

z2

)
, |z| → +∞,

1

X(z)
= z +Q1 +O

(
1

z

)
, |z| → +∞,

íàõîäèì

N(z) = − 1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2)dη +O

(
1

z

)
, |z| → +∞. (3.25)
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Çäåñü

Qn =
1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηk+1 exp(−η2) dη (3.26)

� èíòåãðàëû Ëîÿëêè, â ÷àñòíîñòè, Q1 = −1.01619 , Q2 = −1.26632 .
Òàê êàê ôóíêöèÿ N(z) ñîãëàñíî (3.16) çàäàíà èíòåãðàëîì òèïà Êîøè, òî â îêðåñòíîñòè

áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå N(z) = O(1/z) . Îòñþäà,
ñ ó÷åòîì (3.25) ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà÷è (3.23)

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
ηf(η) exp(−η2)dη = 0. (3.27)

Ïîäñòàâèâ â (3.27) f(η) , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (3.15), ñ ó÷åòîì (3.26) ïåðåïèøåì
(3.27) â âèäå

q(A0 +
1

2
+Q2) −

1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
η exp(−η2) dη 1√

π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + η
dη = 0. (3.28)

Èçìåíÿÿ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è, ó÷èòûâàÿ èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè X(z)

X(z) =
1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)

η exp(−η2) dη
η + z

, (3.29)

èç (3.28) íàõîäèì

A0 = −Q2 −
1

2
+

1

q
√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)X(−τ) dτ. (3.30)

Êîýôôèöèåíò a(η) â ðàçëîæåíèè (3.1) ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïî ñîáñòâåí-
íûì âåêòîðàì íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà íàéäåì èç óñëîâèÿ (3.17), ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðà-
çîâàâ (3.24). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âèä èíòåãðàëîâ Ëîÿëêè (3.26) è èíòåãðàëüíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå X(z) (3.29), ïîëó÷àåì

N(z) = −q(A0 +
1

2
− z2) +

1

X(z)

[
q(Q1 − z)−

− 1√
π

+∞∫
0

X−(η)

λ−(η)
η exp(−η2) dη

η − z

1√
π

+∞∫
0

τ B(τ, d)

τ + η
dη

]
.

Çàìåòèì, ÷òî:
1

η − z

1

τ + η
=

1

τ + z

[
1

η − z
+

1

η + τ

]
,

òîãäà, ñ ó÷åòîì (3.29) è (3.26) ïîëó÷èì:

N(z) = −q(A0 +
1

2
− z2) − 1√

π

+∞∫
0

τB(τ, d) dτ

τ + z
+

+
1

X(z)

[
q(Q1 − z) +

1√
π

+∞∫
0

τB(τ, d)X(−τ)
dτ

τ + z

]
.
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Äëÿ ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ N(z) , èñïîëüçóÿ ôîðìóëû Cîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ è (3.17),
ìîæåì çàïèñàòü

2
√
πiµB(−µ, d) = −

√
πiµ exp(−µ2)

|λ+(µ)|2
X(−µ)×

×
[
q(Q1 − µ) +

1√
π

+∞∫
0

τB(τ, d)X(−τ)
dτ

τ + µ

]
, µ > 0. (3.31)

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ôóíêöèè a(η) è ïîäñòàâëÿÿ â (3.31) â ÿâíîì âèäå âûðà-
æåíèÿ äëÿ B(η, d) (3.8) è A1 (3.30), äëÿ îïðåäåëåíèÿ a(η) ïðèõîäèì ê èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà

a(µ) = h(µ)[(Q1 − µ)q+

+
1√
π

+∞∫
0

η[exp(−d/η) − (1 − q) exp(d/η)]a(η)X(−η)

η + µ
dη, µ > 0, (3.32)

h(µ) = − X(−µ) exp(−µ2)

2|λ+(µ)|2[exp(d/µ) − (1 − q) exp(−d/µ)]
.

Ðåøåíèå (3.32) èùåì â âèäå ðÿäà

a(µ) =
+∞∑
k=0

λkak(µ), λ =
1√
π
. (3.33)

Ïîäñòàâëÿÿ (3.33) â (3.32) è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ λ ,
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå ðåêêóðåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, èç êîòîðûõ íàõîäèì

a0(µ) = qh(µ)(Q1 − µ), ai(µ) = qh(µ)

∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + µ

. . .

∞∫
0

g(ηi) [Q1 − ηi] dηi
ηi + ηi−1

,

g(τ) = −τ X
2(−τ) exp(−τ 2)(exp(−2d/τ) − 1 + q))

2|λ+(τ)|2(1 − (1 − q) exp(−2d/τ))
, τ > 0.

Òåïåðü ìû ìîæåì âûðàçèòü A1 â âèäå ðÿäà, ïîäñòàâèâ (3.33) â (3.30):

A0 = −Q2 −
1

2
+

+∞∑
k=0

λkIk, (3.34)

I0 =
1√
π

+∞∫
0

g(τ)[Q1 − τ ] dτ,

Ii =
1√
π

+∞∫
0

g(τ) dτ

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + τ

. . .

+∞∫
0

g(ηi) [Q1 − ηi] dηi
ηi + ηi−1

.

Òàêèì îáðàçîì, íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû A0 , A1 è ôóíêöèÿ a(η) , âõîäÿùèå â (3.2)
íàéäåíû è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîëåêóë ãàçà ïî êîîðäèíàòàì è ñêîðîñòÿì ïîñòðîåíà.
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4. Âû÷èñëåíèå ïîòîêà òåïëà â êàíàëå

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñîîòíîøåíèé (2.9), (2.10) íàõîäèì

Uz(x) = −1

2

(
Q2 +

1

2
−

∞∑
k=0

λk
[
Ik + Jk(x)

])
, (4.1)

J0(x) =
q√
π

+∞∫
0

γ(x, τ)[Q1 − τ ] dτ,

Ji(x) =
q√
π

+∞∫
0

γ(x, τ) dτ

+∞∫
0

g(η1)dη1
η1 + τ

· · ·
+∞∫
0

g(ηi)[Q1 − ηi]dηi
ηi + ηi−1

, γ(x, τ) = 2h(τ) ch

(
x

τ

)
.

Ñîîòâåòñòâåííî

JM = − 1

4d2

[
−2

(
Q2 +

1

2
−

∞∑
k=0

λkIk

)
d+ q

∞∑
k=0

λkKk

]
, (4.2)

K0 =
1√
π

+∞∫
0

ζ(τ)[Q1 − τ ] dτ,

Ki =
1√
π

+∞∫
0

ζ(τ) dτ

+∞∫
0

g(η1) dη1
η1 + τ

· · ·
+∞∫
0

g(ηi) [Q1 − ηi] dηi
ηi + ηi−1

,

ζ(τ) = −τX(−τ) exp(−τ 2)(1 − exp(−2d/τ))

|λ+(τ)|2(1 − (1 − q) exp(−2d/τ))
.

Ïðîôèëè ìàññîâîé ñêîðîñòè ãàçà Uz(x) äëÿ êàíàëîâ ðàçíîé òîëùèíû è äëÿ ðàçíûõ
êîýôôèöèåíòîâ àêêîìîäàöèè, ðàññ÷èòàííûå ñîãëàñíî (4.1) ïðèâåäåíû íà Ðèñóíêå 1. Çíà-
÷åíèÿ JM , âû÷èñëåííûå â ïàêåòå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì Wolfram Mathematica 8 ñîãëàñíî
(4.2) ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òîëùèíû êàíàëà è êîýôôèöèåíòà àêêîìîäàöèè òàíãåíöè-
àëüíîãî èìïóëüñà ìîëåêóë ãàçà, à òàêæå àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [10]-[12],
ïðèâåäåíû â Òàáëèöå 1. Êàê ñëåäóåò èç Òàáëèöû 1 îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ, âû÷èñëåííûõ íà
îñíîâå (4.2), îò àíàëîãè÷íûõ, ïîëó÷åííûõ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè â [10] ðàìêàõ ÁÃÊ ìîäåëè
êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, íå ïðåâûøàåò 0.04% äëÿ âñåãî äèàïàçîíà çíà÷åíèé
D è q . Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ, ðàññ÷èòàííûõ ñîãëàñíî (4.2) è ïîëó÷åííûõ â
[12] ñ èñïîëüçîâàíèåì CES è LBE ìîäåëåé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî ÁÃÊ ìîäåëü ïðè ïåðåõîäå ê ãèäðîäèíàìè÷åñêîìó ïðåäåëó äàåò çíà÷åíèå
÷èñëà Ïðàíäòëÿ Pr = 1 , â òî âðåìÿ êàê CES è LBE ìîäåëè äàþò çíà÷åíèå Pr = 2/3 . Â
ñèëó ýòîãî, â ñëó÷àå, êîãäà â çàäà÷å ïðåîáëàäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ ïðîöåññû, îáóñëîâëåííûå
òåïëîïðîâîäíîñòüþ ãàçà óðàâíåíèå (2.2) çàïèñûâàþò â âèäå

vx
∂f

∂x′
+ vz

∂f

∂z′
=

p

ηg
Pr (feq − f). (4.3)

Â ýòîì ñëó÷àå âî âñåõ ïîëó÷åííûõ âûøå ôîðìóëàõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü x = Pr x′/lg ,
d = Pr d′/lg . Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ JM ïðèâåäåíû âî âòîðîì ñòîëáöå Òàáëèöû 1.
Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé, ïîëó÷åííûå â ýòîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû íàõîäÿòñÿ â
ëó÷øåì ñîãëàñèè ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè LBE ìîäåëè
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Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè U(ξ) ( ξ = 2x/D ) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé D è q , ðàññ÷è-
òàííûå ïî ôîðìóëå (4.1): 1) q = 0.1 , 2) q = 0.5 , 3) q = 1.0 .

k D = k (4.2) D = Pr k (4.2) BGK [10] S [11] CES [12] LBE [12]
q = 0.1

0.1 −2.93128 −3.77468 −4.1416 −4.1701
1.0 −0.46498 −0.66942 −0.71489 −0.71258
10.0 −0.05173 −0.07685 −0.079621 −0.07914

q = 0.5
0.1 −1.26627 −1.48686 −1.266442 −1.4012 −1.5426 −1.5680
1.0 −0.36854 −0.47939 −0.3685435 −0.49043 −0.5376 −0.52876
10.0 −0.05836 −0.08388 −0.087524 −0.086266 −0.084299

q = 1.0
0.1 −0.69466 −0.78079 −0.6949272 −0.73268 −0.79087 −0.79928
1.0 −0.29489 −0.35372 −0.2948999 −0.36546 −0.40456 −0.38908
10.0 −0.06607 −0.09196 −0.098147 −0.093046 −0.089950

Òàáëèöà 6: Çàâècèìîñòü JM îò k = D′/lg ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ q
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5. Çàêëþ÷åíèå

Èòàê, â ðàáîòå ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è î
òåïëîâîì êðèïå â êàíàëå, ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêàìè êîòîðîãî ñîèçìåðèìî ñî ñðåäíåé
äëèíîé ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë ãàçà. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå (â âèäå ðÿäà Íåéìàíà)
âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ìàññû ãàçà, ïðèõîäÿùåãîñÿ íà åäèíèöó øèðèíû êàíàëà. Ïðîâåäåí
÷èñëåííûé àíàëèç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòà-
òû ñ âûñîêîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè
ðàíåå èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â ðàìêàõ ÁÃÊ ìîäåëè.
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Analytic solution of the problem of a thermal creep

c⃝ V. V. lukashev 3, V. N. Popov 4

Abstract. Within the kinetic approach limits the analytic solution of the thermal creep �ow
problem in the form of Neumann's series is contracted. As the basic equation it is used the linearize
BGK (Bhatnagar, Gross, Krook) model of Boltzmann kinetic equation, and as a boundary condition
on walls of the channel - the model of mirror-di�usion re�ections. For various values of thickness of
the channel and factor of accommodation of a tangential impulse of molecules of gas by the walls
of the channel values of streams of weight of gas and heat falling unit of width of the channel are
calculated. Comparison with the similar results published in an open press is lead.
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equations, exact analytical decisions, models of boundary conditions

3 Post graduate student, Northern Arctic federal university named after M. V. Lomonosov, Arkhangelsk;
v.lukashev@narfu.ru.

4 Head of Mathematics Chair, Northern Arctic federal university named after M. V. Lomonosov, Arkhangelsk;
v.popov@narfu.ru.

MVMS journal. 2013. V. 15, No. 1



102 Â. Ã. Ìàëèíîâ
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Î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðåãóëÿðèçîâàííîãî ÍÏÌÌ

âòîðîãî ïîðÿäêà

c⃝ Â. Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé íåïðåðûâíûé ïðîåêöèîííûé ìåòîä
(ÍÏÌÌ) äëÿ ðåøåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñ íåòî÷íûìè èñõîäíûìè äàííû-
ìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàííûé íà íåïðåðûâíîì ïðîåêöèîííîì ìåòîäå âòîðîãî
ïîðÿäêà. Äîêàçûâàåòñÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðèçîâàííûé íåïðåðûâíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè, îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q ⊂ H

f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ H, (1.1)

ãäå Q � ïðîñòîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, îáðàçîâàííîå êîîðäèíàòíûìè îãðàíè÷åíèÿìè, èç
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà , íîðìèðîâàííîãî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ∀ x ∈ H ∥x∥ =
(x,x)1/2 . Ôóíêöèÿ f(x) ñ "îâðàæíûìè"ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé îïðåäåëåíà, âûïóêëà
è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà H , å¼ ãðàäèåíòû Ëèïøèöåâû, ∃L = const >
0 :

∥∇f(u) −∇f(x)∥ ≤ L∥u− x∥ u,x ∈ H. (1.2)

Ïðåäïîëàãàåì: ãðàäèåíòû ∇f(x) èìåþò âîçìóùåíèÿ;

inf f(x) = f∗ > −∞, x ∈ Q; Q∗ = {x ∈ Q : f(x) = f∗} ̸= ∅. (1.3)

Ðàññìîòðèì íåïðåðûâíûå ïðîåêöèîííûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè (ÍÏÌÌ) äëÿ ðåøåíèÿ ïî-
ñòàâëåííîé çàäà÷è, ââèäó èõ èçâåñòíûõ äîñòîèíñòâ [1]�[4]. ÍÏÌÌ çàïèñûâàþòñÿ â ôîðìå
çàäà÷è Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó çàäà÷à (1.1)
â îáùåì ñëó÷àå íåóñòîé÷èâà [5] ê âîçìóùåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ (çäåñü â çàäàíèè ãðàäè-
åíòîâ ôóíêöèè f(x) ), òî ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿðèçîâàííûõ ìåòîäîâ (ñì. [6]�[13]).
Ðåãóëÿðèçîâàííûå ÍÏÌÌ (â ÷àñòíîñòè, ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (ÍÌÏÃ)) äëÿ ýòîé è äðóãèõ
çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ïðè ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ïðåäëîæåíû è èññëåäîâàíû âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [10]�[15]). Çäåñü äëÿ ðåøåíèÿ íåêîððåêòíîé çàäà÷è
(1.1)�(1.3) èññëåäóåòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé ÍÏÌÌ íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå.

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïóñòü ôóíêöèÿ x = x(t) ∈ C2[0,+∞) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

σ(t)x
′′
(t) + x

′
(t) + x(t) = PQ

[
y(t) + β(t)(γ1(t)x

′
(t) − γ2(t)T

′
δ(y(t), t)

]
, t ≥ 0, (2.1)

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ x(0) = x0, x
′
(0) = x1 , ãäå PQ[v] � ïðîåêöèÿ òî÷êè v íà ìíîæå-

ñòâî Q ; x0 , x1 ∈ H � íà÷àëüíûå òî÷êè; ïðîèçâîäíûå x
′
(t) = dx(t)/dt , x

′′
(t) = d2x(t)/dt2

ôóíêöèè x(t) , t ≥ 0 , ñî çíà÷åíèÿìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H , ïîíèìàþòñÿ (êàê
è â [10]�[13]) â ñìûñëå ãëàâû 4 êíèãè [16]; y(t) = x(t)) + α(t)x

′
(t) ;

∇Tδ(y(t), t) = ∇f(y(t), t) + τ(t)y(t), y(t) ∈ H, t ≥ 0 −−− (2.2)

ïðèáëèæåíèå â òî÷êå y(t) òî÷íîãî ãðàäèåíòà ∇T (x(t), t) = ∇f(x(t)) + τ(t)x(t) , ∀ x(t) ∈
H , t ≥ 0 ôóíêöèè Òèõîíîâà T (x(t), t) = f(x(t)) + τ(t)∥x∥2/2 ; σ(t) , α(t) , β(t) , γ1(t) ,
γ2(t) , τ(t) , δ(t) � ïàðàìåòðû ìåòîäà (2.1), (2.2); ïðèáëèæåííûå ãðàäèåíòû ôóíêöèè
f(x(t)) , ñëåäóÿ ðàáîòàì [8]�[15] è äðóãèì, îáîçíà÷àåì ∇f(x(t), t) ∀x ∈ Q ⊂ H , îòìå-
÷àÿ èõ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà t ≥ 0 . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå x(t) çàäà÷è (2.1),
(2.2) ñóùåñòâóåò íà ïîëóîñè [0; +∞) ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ òî÷êàõ x0 , x1 ∈ H . Â ñèëó
óñëîâèé äëÿ ôóíêöèè f(x(t)) , ôóíêöèÿ T (x(t), t) äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà Q ;
ïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî ñâîéñòâî å¼ íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè íà Q .

Îòìåòèì, ÷òî: îäíèì èç èòåðàòèâíûõ àíàëîãîâ ìåòîäà (2.1), (2.2) ñëóæèò ðåãóëÿðè-
çîâàííûé äâóõøàãîâûé ÷åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé è èññëåäîâàííûé
â ðàáîòå [17]; ìåòîä (2.1) ïîñòðîåí íà îñíîâå ÍÏÌÌ âòîðîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâàííîãî â
ðàáîòå [14]; ïðè α(t) = 0 , β(t) = 1 , γ1(t) = 0 , σ(t) = 0 èç (2.1), (2.2) ïîëó÷àåì ðå-
ãóëÿðèçîâàííûé ÍÌÏÃ [10]; ïðè α(t) = 0 , β(t) = 1 , γ1(t) = 0 èç (2.1), (2.2) ïîëó÷èì
ðåãóëÿðèçîâàííûé ÍÌÏÃ âòîðîãî ïîðÿäêà [11]; ñõîäèìîñòü ìåòîäà (2.1), (2.2) äîêàçàíà â
ðàáîòå [15], ïîñòðîåíû ïðàâèëî îñòàíîâà è ðåãóëÿðèçóþùèé îïåðàòîð. Îöåíêè ñêîðîñòè
ñõîäèìîñòè ìåòîäà íå ïîëó÷åíû, ïîýòîìó èõ èçó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

3. Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà

Äëÿ âîçìîæíîñòè ññûëîê ïðè îáîñíîâàíèè îöåíîê ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè çäåñü ñíà÷àëà
ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû ñõîäèìîñòè è ñõåìó å¼ äîêàçàòåëüñòâà. (Àðãóìåíò t ó
ôóíêöèè x(t) , å¼ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ó ââîäèìûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïàðàìåòðîâ ìåòîäà
è èõ ïðîèçâîäíûõ, äëÿ êðàòêîñòè ÷àñòî îïóñêàåì; ãðàäèåíòû ÷àñòî îáîçíà÷àåì øòðèõîì.)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû òàêèå óñëîâèÿ: ìíîæåñòâî Q ⊂ H âûïóêëî è çà-
ìêíóòî; âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f(x(t)) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå íà H , å¼
ãðàäèåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà (1.2); ïðèáëèæåíèÿ ∇f(x(t), t) òî÷íûõ
ãðàäèåíòîâ ∇f(x) íåïðåðûâíû ïî x ïðè âñåõ t ≥ 0 , èçìåðèìû ïî t ïðè âñåõ x ∈ H , è

max ∥∇f(x(t), t) −∇f(x)∥ ≤ δ(t)(1 + ∥x∥) ∀ x ∈ H, t ≥ 0; (3.1)

σ(t) , α(t) , β(t) , γ1(t) , γ2(t) , τ(t) , δ(t) � ïàðàìåòðû ìåòîäà (2.1), (2.2), òàêîâû,
÷òî: α(t) , β(t) , γ2(t) , τ(t) ∈ C2[0,∞) ; δ(t) ∈ C[0,∞) ; γ1(t) , σ(t) ∈ C1[0,∞) ; ôóíêöèÿ
τ(t) âûïóêëàÿ; σ(t) , α(t) , β(t) , γ1(t) , γ2(t) îãðàíè÷åíû;

σ(t) > 0, α(t) > 0, β(t) > 0, γ1(t) > 0,
γ2(t) > 0, τ(t) > 0, δ(t) ≥ 0, t ≥ 0;

τ
′
(t) ≤ 0, α

′
(t) ≤ 0, β

′
(t) ≤ 0, γ

′
1(t) ≤ 0, γ

′
2(t) < 0, σ

′
(t) ≤ 0, t ≥ 0;

α
′′
(t) ≥ 0, β

′′
(t) ≥ 0; γ

′′
2 (t) ≥ 0; τ

′′
(t) ≥ 0, t ≥ 0;

τ + γ2 + δ → 0, τ−1(δ + δγ−1
2 + |τ ′|γ−1

2 ) → 0; t→ ∞;
τ−2(δγ−2

2 + δγ−1
2 + |τ ′|γ−2

2 ) → 0, t→ ∞;
σ(t) → σ0 > 0, β(t) → β0 > 0, α(t) → α0 > 0, γ1(t) → γ01 > 0, t→ ∞;

τ
′
(t) → 0, α

′
(t) → 0, β

′
(t) → 0, γ

′
2(t) → 0, t→ ∞.

(3.2)
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Òîãäà äëÿ ìåòîäà (2.1), (2.2), (3.2)(
∥x(t) − x∗∥ + ∥x′

(t)∥ + ∥x′′
(t)∥

)
−→ 0, t→ ∞, (3.3)

ãäå x∗ ∈ Q∗, ∥x∗∥ = inf ∥x∥ , x ∈ Q∗ � íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1). Ñõîäèìîñòü â
(3.3) ðàâíîìåðíàÿ îòíîñèòåëüíî âûáîðà ïðèáëèæåííûõ ãðàäèåíòîâ ∇f(x(t), t) èç óñëî-
âèÿ (3.1).

Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà, äàííîãî â ðàáîòå [15]. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ïðåä-
ïîëîæåíèé òåîðåìû 1 óñëîâèÿ (1.3) âûïîëíåíû, ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ Q∗ âûïóêëî è
çàìêíóòî, íîðìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) è ìèíèìóì ôóíêöèè f(x(t)) ñóùåñòâó-
þò. ∃ vr = v(r) = argminT (x, r) x ∈ Q , r ≥ 0 , ââèäó ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè
Òèõîíîâà íà H åäèíñòâåííàÿ è

sup
r≥0

∥vr∥ ≤ ∥x∗∥, lim
r→∞

∥vr − x∗∥ = 0, (T
′
(vr, r),u− vr) ≥ 0, u ∈ Q, r ≥ 0. (3.4)

Èç õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([8], c. 72) è èç (2.1), ïîëü-
çóÿñü èäååé èç ðàáîòû [2], ïîëó÷àåì âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî(

σx
′′

+ (1 − α− βγ1)x
′
+ βγ2T

′
δ(y, t),u−w

)
≥ 0 ∀ u ∈ Q, t ≥ 0, (3.5)

ãäå w = w(t) = σx
′′

+ x
′
+ x ∈ Q .

Ïîëîæèì â (3.5) u = v(r) è ñëîæèì åãî ñ òðåòüèì ñîîòíîøåíèåì èç (3.4), ïðèíÿâ â
í¼ì u = w ∈ Q è óìíîæèâ íà βγ2 > 0 (äàëåå ïîëàãàåì v(r) = v ):(

σx
′′

+ (1 − α− βγ1)x
′
+ βγ2[T

′
δ(y, t) −T

′
(v, r)],v −w

)
≥ 0 t, r ≥ 0.

Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî, ïîëüçóÿñü (2.1), (2.2) è ôîðìóëîé äëÿ òî÷íîãî ãðàäèåíòà
ôóíêöèè Òèõîíîâà, ê âèäó(

σx
′′

+ (1 − α− βγ1)x
′
+ βγ2(f

′
(y, t) − f

′
(y,v −w

)
+

+βγ2
(
f
′
(y) − f

′
(v) + ατx

′
+ v[τ(t) − τ(r)],v −w

)
+

+βγ2τ(t)(x(t) − v(r),v −w) ≥ 0, t, r ≥ 0.
(3.6)

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî, íåðàâåíñòâîì (ñì. [1], ñ. 175),
(∇f(v)−∇f(u),u−z) ≤ L∥v−z∥2/4, u,v, z ∈ Q, ñïðàâåäëèâûì äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè
f(x) ∈ C1,1(Q) , èç (3.6) ïîëó÷èì (÷àñòî äî (3.12) ïîëàãàåì v(r) = v ),(

σx
′′

+ a(t)x
′
,w − v

)
+ βγ2τ∥x− v∥2+

+βγ2τ(x(t) − v, σx
′′

+ x
′
) ≤

≤ βγ2∥f
′
(y, t) − f

′
(y)∥∥w − v∥ + L∥w − y∥2/4+

+βγ2|τ(t) − τ(r)|∥v∥∥v −w∥, t, r ≥ 0,

(3.7)

ãäå a(t) = 1 − α− βγ1 + αβγ2τ . Ïðåîáðàçóåì (3.7), ïîëüçóÿñü îöåíêîé

max

{
sup
r≥0

∥v(r)∥; sup
r≥0

∥∇f(v(r))∥
}

≤ C0 = const. (3.8)

ñëåäóþùåé èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (3.4), íåðàâåíñòâàìè (3.1),

2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, (a + b)2 ≤ (1 + ε)a2 + (1 + ε−1)b2, ∀ a, b, ε > 0, (3.9)
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âûáèðàÿ ïîäõîäÿùèå ε , îöåíêàìè èç [15]

∥w − v∥2 ≤ (1 + γ2)∥x− v∥2 + (1 + γ−1
2 )∥σx′′

+ x
′∥2,

βγ2δ(C0 + 1 + ∥y − v∥)∥w − v∥ ≤ a1∥x− v∥2 + a2∥x
′′∥2 + a3∥x

′∥2 + a14,

ãäå a1 = βγ2δ(2 + 3γ2)/2 ; a2 = σ2βδ(γ22 + γ2 + 1) ; a3 = 0.5βδ[2γ22 + (α2 + 2)(γ2 + 1)] ;
a14 = (C0 + 1)2βδ .

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ ([2], [4])

2(x
′′
,x

′
) = d

dt
∥x′∥2, 2(x− v,x

′
) = d

dt
∥x− v∥2,

2(x− v(r)),x
′′
) = d2

dt2
∥x− v(r)∥2 − 2∥x′∥2, (3.10)

ïðåîáðàçóåì ê âèäó

b11(t)
d2

dt2
∥x− v∥2 + b12(t)

d
dt
∥x− v∥2 + b13(t)∥x− v∥2+

+b14(t)∥x
′′∥2 + b15(t)

d
dt
∥x′∥2 + b16(t)∥x

′∥2 ≤ Cg(t, r), t, r ≥ 0,
(3.11)

ãäå b11(t) = 0.5σ(1 + βγ2τ) ; b12(t) = 0.5(α + βγ2τ) ; b13(t) = βγ2τ − a1 − 0.5βγ22(γ2 + 1) ;
b14(t) = σ2[1 − βδ(γ22 + γ2 + 1) − 0.5βγ2(1 + γ2 + 2L)] ; C = max[(C0 + 1)2; 0.5C2

0 ] ; b15(t) =
0.5σ[1 + a(t)−βγ2(0.5L(1−α) + γ2 + 1)] ; g(t, r) = β(δ+ |τ(t)− τ(r)|2) ; b16(t) = a +σ− a3−
βγ2[(L(1 − α)2 − 2γ2 − 2)/4 − στ ] .

Ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè (3.3) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Óìíîæèâ (3.11)

íà ôóíêöèþ e(t) = exp
(∫ t

0
τ(s)γ2(s) ds

)
, ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî t ∈

[q, t] , t > q ≥ t0 , à çàòåì ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

b1(t)e
d
dt
∥x− v∥2 + [b2e− (b1e)

′
]∥x− v∥2 + b4e∥x

′∥2 ≤
≤ C

∫ t

q
g(s, r)e(s) ds+ C2(q), t > q ≥ t1, r ≥ 0.

(3.12)

Ïðîèíòåãðèðóåì (3.12) íà îòðåçêå [q, t] è çàìåíèì ïîëîæèòåëüíûé èíòåãðàë íóëåì; ïðè
r = t è âñåõ t > q ≥ t2 ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó:

∥x− v(t)∥2 ≤ 2

σ0e(t)

C
t∫

q

z∫
q

g(s, t)e(s) ds dz + C2(q)(t− q) + C3(q)

 .

Çäåñü ïîä èíòåãðàëîì, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ τ(t) âûïóêëàÿ, ìîíîòîííàÿ, ãëàäêàÿ, èìååò
ìåñòî îöåíêà 0 ≤ τ(s) − τ(t) ≤ −τ ′

(s)(t− s) ïðè t ≥ s , òî

g(s, t) ≤ β[δ + |τ ′
(s)|2(t− s)2], t ≥ s ≥ 0, (3.13)

òî ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥x(t) − v(t)∥2 ≤ 2
σ0e(t)

(
C

t∫
q

z∫
q

β[δ + |τ ′
(s)|2(t− s)2]e(s) ds dz

)
+ 2

σ0e(t)
(C2(q)(t− q) + C3(q)), t > q ≥ t2.

(3.14)

Ó÷èòûâàÿ (3.2) è ñîîòíîøåíèÿ

βδe(t) → ∞, b1e→ ∞, e(t) → ∞, [τγ2]
ne(t) → ∞, t→ ∞, (3.15)

ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (3.14) ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ íåñêîëüêî ðàç, ïîëó÷èì:

∥x− v∥ → 0, t→ ∞, (3.16)
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è, ñ ó÷åòîì íåðàâåíñòâà ∥v − x∗∥ ≥ ∥x− x∗∥ − ∥x− v∥ , à òàêæå âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ èç
(3.4) ïðè r = t , èìååì:

∥x(t) − x∗∥ → 0, t→ ∞. (3.17)

Äîêàæåì, ÷òî ∥x′
(t)∥ → 0, ∥x′′∥ → 0, t → ∞ . Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷èì, èñõîäÿ

èç (3.12) ïðè t = r , ñ ó÷åòîì (3.9) è îöåíêè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (3.12), ñ ó÷åòîì (3.13) è
(3.16),

∥x′∥2 ≤ 8C

3σ0e(t)

(∫ t

q

β[δ + |τ ′
(s)|2(t− s)2]e(s) ds+ C2(q)

)
, t > q ≥ t2. (3.18)

Ó÷èòûâàÿ (3.15), (3.2), ïðèìåíÿÿ ê ïðàâîé ÷àñòè (3.18) ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ, ïîëó÷èì:

∥x′
(t)∥ → 0, t→ ∞. (3.19)

Èñïîëüçóÿ (2.1), (3.1), (1.2), (3.2), (3.8), ðàâåíñòâî PQ(v(t)) = v(t) , v ∈ Q , t ≥ 0 ,
íåðàñòÿãèâàþùåå ñâîéñòâî îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ, âû÷èñëÿåì:

σ∥x′′∥ ≤ PQ[y + β(γ1x
′ − γ2(f

′
(y(t), t) + τy))] − PQ[v(t)]∥+

+∥x′∥ + ∥x− v∥ ≤ a4∥x
′∥ + (2 + βγ2τ)∥x− v∥ + βγ2δ(1 + ∥y(t)∥)+

+Lβγ2∥y − v∥ + C0βγ2(1 + τ) ≤ a5∥x
′∥ + a6∥x− v∥ + a7,

ãäå a4 = 1 + α + β(γ1 − αγ2τ) ; a5 = a4 + αβγ2(δ +  L) ; a6 = 2 + βγ2(δ + L + τ) ; a7 =
βγ2[C0(δ + τ + 1) + δ] . È, ñ ó÷åòîì îöåíêè äëÿ σ(t) ïðè ïðåîáðàçîâàíèè (3.12):

∥x′′∥ ≤ (σ0)
−1[a5(t)∥x

′∥ + a6(t)∥x− v∥ + a7(t)], t > q ≥ t2. (3.20)

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ (3.2), (3.15), (3.16) è (3.19), ïîëó÷àåì:

∥x′′∥ → 0, t→ ∞. (3.21)

Èç (3.17), (3.19) è (3.21) ñëåäóåò (3.3). Ïðàâûå ÷àñòè îöåíîê â (3.14), (3.18) è (3.20)
íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðèáëèæåíèé ∇f(x, t) ãðàäèåíòà ôóíêöèè f(x) , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ (3.1), ïðåäåëüíîå ñîîòíîøåíèå (3.3) âûïîëíÿåòñÿ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî âû-
áîðà ïðèáëèæåíèé ∇f(x, t) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (3.1).

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 1. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ìåòîäà (2.1), (2.2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

òåîðåìû 1, ìîãóò áûòü âûáðàíû, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå:

α(t) = c1(1 + t)−1, β = c2(1 + t)−1, γ1 = c3(1 + t)−1, γ2 = c4(2 + t)−1,
σ(t) = c5(1 + t)−σ, τ(t) = c6(1 + t)−τ , δ(t) = c7(1 + t)−δ,

(3.22)

ãäå ÷èñëà ci > 0, i ∈ [1 : 7] ; c5 < 1 ; σ , τ , δ > 0 ; 2τ + 2σ < δ ; ïàðàìåòðû ìåòîäà
1 − σ(t) > α(t) ; σ(t) < 1 ; δ(t) < τ(t) < L/4 .

4. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà

Îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïîëó÷èì ïðè áîëåå ñòðîãîì óñëîâèè ñèëüíîé âû-
ïóêëîñòè ôóíêöèè f(x) .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî: ôóíêöèÿ f(x)
ñèëüíî âûïóêëàÿ ñ êîíñòàíòîé ñèëüíîé âûïóêëîñòè κ > 0 ; ôóíêöèè σ(t) , α(t) , β(t) ,
γ1(t) , γ2(t) , τ(t) , δ(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (3.2) è

max[supt≥0(β(t)δ(t)τ(t)), supt≥0 β(τ
′
)2, supt≥0 τ(t)γ−1

2 ,
supt≥0[(b1(t)h(t))

′ − b2(t)h(t)]] ≤ C24 < 1/2;
∃t0, ∀t > t0 : 0 < α(t) ≤ (4b− τ(t))/(4b+ 2τ(t)) < 1,

0 < β(t) < (1 − α)/(γ1 + (1 − α)γ2τ), 0 < γ2 < γ1/[2(1 − α)δ(t) + ατ ],
0 < τ(t) < 2δ(t), 0 < γ1(t) < γ01 .

(4.1)

Òîãäà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿõ x0 , x1 ∈ H òðàåêòîðèÿ ìåòîäà (2.1),
(2.2) ñõîäèòñÿ ê òî÷êå x∗ ∈ Q∗ ñ îöåíêàìè:

∥x(t) − x∗∥ ≤
≤ ([C21(C

3
24 + 2C5

24)h(t) + C22(0)t+ C23(0)][b1(t)h(t)]−1)
1/2

= b7(t),
(4.2)

∥x′
(t)∥ ≤

{
[(C24 − b1(t)h)b7 + b71][(b5 − b1)h(t)]−1

}1/2
= b8(t), (4.3)

∥x′′
(t)∥ ≤ σ−1

0 [a5(t)b8(t) + a6(t)b7(t) + a7(t)], t ≥ 0, (4.4)

ãäå ai(t), i = 5, 6, 7 , èç òåîðåìû 1; b = Lµ/(L+µ) ; h(t) = exp
∫ s=t

s=0
[γ2(s)/τ(s)] ds , b71(t) =

C21(C24 + 2C3
23)h(t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 3: 1) ìíîæå-
ñòâî ìèíèìóìîâ Q∗ = {x∗} ââèäó ñèëüíîé âûïóêëîñòè ôóíêöèé f(x) , T (x(t), t) ; 2)
ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.1), (2.2), (3.2) ñïðàâåäëèâû. Â (3.6) âîñ-
ïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì äëÿ ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) ∈ C1,1(Q) ([18], ãë. 1)
(∇f(v) − ∇f(u),u − z) ≤ (L + µ)∥v − z∥2/4 − Lµ∥v − u∥2/(L + µ), u,v, z ∈ Q, µ = 2κ ,
óñëîâèåì (3.1), íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî. Òîãäà ïîëó÷èì(

σx
′′

+ a(t)x
′
,v −w

)
+ bβγ2∥y − v∥2 + βγ2τ(x− v,w − v) ≤

≤ βγ2[δ(1 + ∥y∥)∥v −w∥ + ∥v∥|τ(t) − τ(r)|∥v −w∥], t, r ≥ 0,
(4.5)

ãäå a(t) = 1 − α− βγ1 + αβγ2τ , b = Lµ/(L+ µ) , d = (L+ µ)/4 . Äàëåå, ââèäó (2.1), (2.2),
îöåíêè (3.8), íåðàâåíñòâ (3.9) ïðè ïîäõîäÿùèõ ε , äëÿ ñëàãàåìûõ â (4.5) èìååì:(

σx
′′

+ a(t)x
′
,v −w

)
= σ2∥x′′∥2 + (1 + a)σ(x

′′
,x

′
) + σ(x

′′
,x− v)+

+a(x
′
,x− v) + a∥x′∥2; ∥v −w∥2 = ∥(v − x) − (σx

′′
+ x

′
)∥2 =

= ∥v − x∥2 − 2(v − x, σx
′′
) − 2(v − x,x

′
) + σ2∥x′′∥2 + 2(x

′′
,x

′
) + ∥x′∥2;

∥y − v∥2 = ∥x + αx
′ − v∥2 = ∥x− v∥2 + 2(x− v, αx

′
) + α2∥x′∥2;

∥y −w∥2 = ∥(1 − α)x
′
+ σx

′′∥2 = (1 − α)2∥x′∥2 + 2(1 − α)σ(x
′′
,x

′
) + σ2∥x′′∥2;

∥v∥|τ(t) − τ(r)| ∥v −w∥ ≤ C2
0 |τ(t) − τ(r)|2/(2τ) + (τ/2)∥v −w∥2 =

= C2
0 |τ(t) − τ(r)|2/(2τ(t)) + (τ/2)

(
∥v − x∥2 + σ2∥x′′∥2 + ∥x′∥2

)
+

+τ(t)[σ(x
′′
,x

′
) + σ(x

′′
,x− v) + (x

′
,x− v)].

Ïîëüçóÿñü ýòèìè âûðàæåíèÿìè è (3.8), (3.9) â (4.5), ïîëó÷èì

b21(t)∥x
′′∥2 + b22(t)(x

′′
,x

′
) + b23(t)(x

′′
,x− v) + b24(t)(x

′
,x− v)+

+b25(t)∥x
′′∥2 + b26(t)∥v − x∥2 ≤ Cg(t, r), t, r ≥ 0,

(4.6)

ãäå b21(t) = σ2(t)[1−β(t)γ2(t)(δ(t) + τ(t)/2)] ; b22(t) = σ(t)[1 + a(t)−β(t)γ2(t)(2δ(t) + τ(t))] ;
b23(t) = σ(t)[1 − 2β(t)γ2(t)δ(t) ; b24(t) = a(t) + β(t)γ2(t)[2bα(t) − (2 + α)δ(t)] ; b25(t) = a(t) +
β(t)γ2(t)[2bα(t) − (1 + α2/2)δ(t) − τ(t)/2] ; b26(t) = β(t)γ2(t)(b + τ(t) − 3δ(t)/2 − τ(t)/2) ;
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C = max[(C0 + 1)2;C2
0/2] ; g(t, r) = Cβγ2(δ + τ−1|τ(t) − τ(r)|2) ; b2i(t) > 0 ïðè óñëîâèÿõ

(4.1). Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (3.10), ïðåîáðàçóåì (4.6) ê âèäó

b1(t)
d2

dt2
∥x− v∥2 + b2(t)

d
dt
∥x− v∥2 + b3(t)∥x− v∥2+

+b4(t)∥x
′′∥2 + b5(t)

d
dt
∥x′∥2 + b6(t)∥x

′∥2 ≤ C21g(t, r), t, r ≥ 0,
(4.7)

ãäå b1(t) = 0.5b23(t) ; b2(t) = 0.5b24(t) ; b3(t) = b26(t) ; b4(t) = b21(t) ; b5(t) = 0.5b22(t) ;
b6(t) = b25(t) − b23(t) ; bi(t) ≥ 0 , i ∈ [1 : 6] ïðè óñëîâèÿõ (4.1).

Óìíîæèâ (4.7) íà ôóíêöèþ h(t) = exp
(∫ t

0
[γ2(s)/τ(s)] ds

)
, è, ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó-

÷åííîå íåðàâåíñòâî ïî t ∈ [q, t] , t > q ≥ t1 , ïîëó÷èì:∫ t

q
[(b1(s)h(s))

′′ − (b2(s)h(s))
′
+ b3(s)h(s)]∥x− v∥2 ds+∫ t

q
[b4(s)h(s)∥x′′∥2 + (b2(s)h(s) − (b5(s)h(s))

′
)∥x′∥2] ds+

+b1(t)h(t) d
dt
∥x− v∥2 + [b2(t)h(t) − (b1h)

′
]∥x− v∥2 + b5h∥x

′∥2 ≤
≤ C21

∫ t

q
g(s, r)h(s) ds+ C22(q), t > q ≥ t1, r ≥ 0.

(4.8)

ãäå C22(q) = [(b1(q)h(q))′ − b2(q)h(q)](C0 + ∥x(q)∥)2 − b5(q)h(q)∥x′
(q)∥2 îò r íå çàâèñèò.

Ñóùåñòâóåò t2 òàêîå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïîä èíòåãðàëàìè â (4.8) íåîòðèöàòåëüíû ∀q ≥
t2 ≥ t1 ≥ t0 , ïîýòîìó òàêîâû è èíòåãðàëû; çàìåíèì èõ íóë¼ì:

b1(t)h(t) d
dt
∥x− v∥2 + [b2h− (b1h)

′
]∥x− v∥2 + b5(t)h(t)∥x′∥2 ≤

≤ C21

∫ t

q
g(s, r)h(s) ds+ C22(q), t > q ≥ t1, r ≥ 0.

(4.9)

Ïðîèíòåãðèðóåì (4.9) íà îòðåçêå [q, t] , òîãäà èìååì:∫ t

q
[(b2(s)h(s) − 2(b1(s)h(s))

′
)∥x− v∥2 + b5(s)h(s)∥x′∥2] ds+

+b1(t)h(t)∥x− v∥2 ≤ C21

∫ t

q

∫ z

q
g(s, r)h(s) ds dz+

+C22(q)(t− q) + C23(q), t > q ≥ t2, r ≥ 0,

(4.10)

ãäå ñ ó÷¼òîì (3.8) C23(q) = h(q)b1(q) (C0 + ∥x(q)∥)2 íå çàâèñèò îò r. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû
èíòåãðàë â ëåâîé ÷àñòè (4.10) íåîòðèöàòåëåí, åãî çàìåíèì íóë¼ì, çàòåì ïîëîæèì r = t .

∥x(t) − v(t)∥2 ≤ [C21

∫ t

q

∫ z

q
g(s, t)h(s) ds dz+

+C22(q)(t− q) + C23(q)]/[b1(t)h(t)].

Ïðåîáðàçóåì ïîäûíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ g(s, t) ïî (3.13); ââèäó ñèëüíîé âûïóêëîñòè
ôóíêöèè f(x) , Q∗ = {x∗} , ïðè v = x∗ èìååì:

∥x− x∗∥2 ≤
≤ [b1(t)h(t)]−1[C21

∫ t

q

∫ z

q
β(s)γ2(s)h(s)(δ(s) + (τ

′
)2(t− s)2) ds dz+

+C22(q)(t− q) + C23(q)], t > q ≥ t2.

(4.11)

Ïîëîæèì äàëåå q = 0 è ÷òî ïðè t0 = t1 = t2 = 0 âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà äëÿ
ïàðàìåòðîâ ìåòîäà, èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1. Òàêèå çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ñîäåðæàòñÿ è â (3.22). Âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû ïðè q = 0 è ïðåîáðàçóåì (4.11);

C22(0) = [(b1(0)h(0))
′ − b2(0)h(0)] (C0 + ∥x0∥)

2 − b5(0)h(0)∥x1∥2,
C23(0) = b1(0)h(0) (C0 + ∥x0∥)

2
, ∥x− x∗∥2 ≤

≤ [b1(t)h(t)]−1[C21

∫ t

0

∫ z

0
β(s)γ2(s)h(s)(δ(s) + (τ

′
)2(t− s)2) ds dz+

+C22(0)t+ C23(0)], t ≥ t2.

(4.12)
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Âû÷èñëèì äâîéíîé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (4.12). Îáîçíà÷èâ I21 =∫ z

0
g(s, t)h(s) ds , ïîëó÷èì: ∥x − x∗∥2 ≤ [b1(t)h(t)]−1[C21

∫ t

0
I21 dz + C22(0)t + C23(0)] , t ≥ 0 .

Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, ñíà÷àëà îöåíèì âíóòðåííèé èíòåãðàë,

I21 =
∫ z

0
β(s)δ(s)τ(s)dh(s) +

∫ z

0
τ(t)
γ2(t)

β(s)γ2(s)τ
−1(τ

′
)2(t− s)2 dh(s) ≤

≤ C24[h(z) +
∫ z

0
(t− s)2dh(s)].

Îáîçíà÷èâ èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè I22 , èíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

I21 =
∫ z

0
(t− s)2 dh(s) = (t− s)2h(s)|s=z

s=0 + 2
∫ z

0
(t− s)h(s) ds ≤ 2C2

24h(z);

I21 ≤ (C24 + 2C3
24)h(z);

∫ t

0
I21 dz = (C24 + 2C3

24)C
2
24h(t);

è èç (4.12) ñëåäóåò (4.2)

∥x− x∗∥2 ≤
≤ {[b1(t)h(t)]−1[C21(C

3
24 + 2C5

24)h(t) + C22(0)t+ C23(0)]}1/2 = b7(t).

Ïîëó÷èì îöåíêó (4.3). Èç (4.9) ïðè v = x∗ , q = 0 , r = t ñëåäóåò:

b5(t)h(t)∥x′∥2 ≤ [(b1h)
′ − b2h]∥x− x∗∥2 − b1(t)h(t) d

dt
∥x− x∗∥2+

+C21

∫ t

0
g(s, t)h(s) ds+ C22(0), t ≥ t2.

(4.13)

Â ïðàâîé ÷àñòè (4.13) ïðåîáðàçóåì: ïåðâîå ñëàãàåìîå � c ïîìîùüþ (4.1) è (4.2); âòîðîå
ñëàãàåìîå � ñ ïîìîùüþ (3.10) è (3.9) ïðè ε = 1 ; èíòåãðàë âû÷èñëèì òàê æå, êàê I21 .
Òîãäà èç (4.13), ïîëüçóÿñü (4.2), ïîëó÷èì

(b5 − b1)h(t)∥x′
(t)∥2 ≤ (C24 − b1(t)h(t))b7(t) + b71(t), (4.14)

ãäå b71(t) = C21(C
3
24 + 2C5

24)h(t) , b5(t) − b1(t) = σ(t)[1 − α − β(γ1 + (1 − α)γ2τ)] > 0 ïðè
0 < β < (1 − α)/(γ1 + (1 − α)γ2τ) , h(t) < C24/b1(t) . Ðàçäåëèâ íà êîýôôèöèåíò â ëåâîé
÷àñòè (4.14), ïîëó÷èì îöåíêó (4.3):

∥x′
(t)∥ ≤

{
[(C24 − b1h)b7(t) + b71(t)][(b5 − b1)h(t)]−1

}1/2
= b8(t).

Ïîëó÷èì îöåíêó (4.4). Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ðåçóëüòàòû òåîðåìû 1 âåðíû. Ïîëîæèì
â (3.20) v = x∗ , q = 0 , r = t è ïîäñòàâèì â ïðåîáðàçîâàííîå íåðàâåíñòâî îöåíêè (4.2) è
(4.3). Ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥x′′
(t)∥ ≤ σ−1

0 [a5(t)b8(t) + a6(t)b7(t) + a7(t)], t ≥ 0,

ãäå ai(t) > 0 , i ∈ [5 : 7] èç (3.20), b7(t) > 0 , b8(t) > 0 .
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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On the rate of convergence regularized CPMM of the

second order

c⃝ V. G. Malinov 2

Abstract. In the work a regularization method in Hilbert space is investigated for problems of
minimization with inaccurate initial date, based on the continuous projection second order method
in conjunction with the Tikhonov function method. Estimates rate of convergence are proved.

Key Words: regularized projection continuous minimization method, estimates rate of
convergence.
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ÓÄÊ 517.9

Êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè ïðè ìåæçîííîì

âîçáóæäåíèè ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè

c⃝ Ñ. Ì. Ìóðþìèí1, À. Å. Íèêèøèíà2, Å. Â. Íèêèøèí3

Àííîòàöèÿ. Ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êèíåòèêè ôîòîïðîâîäèìîñòè ðåçèñòîðà
ñ ãëóáîêèìè ïðèìåñíûìè öåíòðàìè. Èñïîëüçîâàëèñü ïàðàìåòðû õàðàêòåðíûå äëÿ ïîëóïðî-
âîäíèêîâ A2B6 è A3B5 . Èçó÷åíî âëèÿíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è äèôôóçèè ýëåêòðîíîâ è
äûðîê ê ïîâåðõíîñòÿì íà ôîòî÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåçèñòîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè, ðåêîìáèíàöèîííûå öåíòðû, âðåìåíà æèçíè
ýëåêòðîíîâ è äûðîê, A2B6 è A3B5 , ïîâåðõíîñòíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ.

Êèíåòèêà ôîòîïðîâîäèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ìåõàíèçìîì ðåêîìáèíàöèè íåðàâíîâåñíûõ
íîñèòåëåé çàðÿäà: ìåæçîííàÿ ðåêîìáèíàöèÿ, ðåêîìáèíàöèÿ ÷åðåç ëîêàëüíûå öåíòðû (ðå-
êîìáèíàöèÿ Øîêëè � Ðèäà), ìåæçîííàÿ Îæå � ðåêîìáèíàöèÿ, áåçûçëó÷àòåëüíàÿ ýêñè-
òîííàÿ ðåêîìáèíàöèÿ, ïîâåðõíîñòíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ [1]�[4]. Îäíà èç âàæíûõ îñîáåííîñòåé
ïîëóïðîâîäíèêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî èõ ýëåêòðè÷åñêèå è îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîãóò
ñóùåñòâåííî çàâèñåòü îò ñîñòîÿíèÿ ïîâåðõíîñòè è èçìåíÿòüñÿ ïðè ðàçëè÷íîé åå îáðàáîòêå
(øëèôîâêå, òðàâëåíèè, èçìåíåíèè îêðóæàþùåé ñðåäû). Ðåêîìáèíàöèÿ èçáûòî÷íûõ íî-
ñèòåëåé òîêà íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîâîäíèêà ïðèâîäèò ê èñòîùåíèþ ïðèïîâåðõíîñòíûõ
îáëàñòåé íîñèòåëÿìè çàðÿäà [5]. Íåêîòîðàÿ ÷àñòü áîëüøîãî ÷èñëà ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòîÿ-
íèé, âîçíèêàþùèõ íà ïîâåðõíîñòè, ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ýôôåêòèâíûìè ðåêîìáèíàöèîííûìè
ëîâóøêàìè. Ýòî âûçûâàåò äèôôóçèþ èçáûòî÷íûõ íîñèòåëåé òîêà èç ñåðåäèíû îáðàçöà
ê àêòèâíûì ïîâåðõíîñòÿì. Íàëè÷èå ëîêàëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ óðîâíåé ýíåðãèè ïðèâî-
äèò òàêæå ê òîìó, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè îáðàçóåòñÿ ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä, ò. å. ïîÿâëÿþòñÿ
îáîãàùåííûå èëè îáåäíåííûå ïðèïîâåðõíîñòíûå ñëîè (ýëåêòðîíû ëîêàëèçóþòñÿ íà ñà-
ìîé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà). Âëèÿíèå ïîâåðõíîñòè íà êèíåòèêó ýëåêòðîííûõ ïðîöåññîâ
ïðèíÿòî õàðàêòåðèçîâàòü ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè (Sn, Sp) [6], è îíî áóäåò
îñîáåííî ñèëüíî â ñëó÷àå òîíêèõ ïëàñòèí è íèòåâèäíûõ îáðàçöîâ, èìåþùèõ áîëüøîå îòíî-
øåíèå ïîâåðõíîñòè ê îáúåìó [5]. Â ðàáîòå ïðîâåäåíî òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ
ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè íà êèíåòèêó ôîòîïðîâîäèìîñòè ïîëóïðîâîäíèêà.

Íàìè áûëè ðàññìîòðåíû ïîëóïðîâîäíèêè n -òèïà ìàëîé òîëùèíû (íèæå ïðèâåäåíû
ðèñóíêè äëÿ ïîëóïðîâîäíèêà, òîëùèíà êîòîðîãî 100 ìêì) ñ ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðíûìè
äëÿ øèðîêîçîííûõ ïîëóïðîâîäíèêîâ òèïà A2B6 è A3B5 [7, 8] ïðè ïðîäîëüíîì îñâåùå-
íèè. Íàëè÷èå îáú¼ìíîãî çàðÿäà âíóòðè ïîëóïðîâîäíèêà íå ó÷èòûâàëîñü. Ýòî îïðàâäàíî
íåáîëüøèìè ýëåêòðè÷åñêèìè ïîëÿìè âíóòðè ïîëóïðîâîäíèêà. ×èñëåííûìè ìåòîäàìè èñ-
ñëåäîâàëîñü óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ñ ó÷¼òîì äèôôóçèè è äðåéôà ýëåêòðîíîâ:

∂n

∂t
= g −R +

1

e
divjn (1)

ãäå jn = enµnE +Dn
dn
dx
; g = g0e

−αx .
Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà ñêîðîñòü ðåêîìáèíàöèè ñâîáîäíûõ íîñèòåëåé èçìåíÿåòñÿ

ïî ëèíåéíîìó (R = ∆n/τ) è ïî êâàäðàòè÷íîìó çàêîíó (R = γ · ∆n2) .
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2 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; annikishina@yandex.ru

3 Äîöåíò êàôåäðû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôèçèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; nikishin57@mail.ru
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Êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëèëèñü ÷åðåç ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè íà ãðàíè-
öàõ S1 è S2 [5]:

D
dn

dx

∣∣∣∣
x=0,t

= S1n D
dn

dx

∣∣∣∣
x=d,t

= −S2n (2)

Âûáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé îïðåäåëÿëñÿ çàêîíîì îáúåìíîé ðåêîìáèíàöèè: ïðè ëèíåé-
íîé ðåêîìáèíàöèè � n(0, x) = gτ ; ïðè êâàäðàòè÷íîé ðåêîìáèíàöèè � n(0, x) =

√
g/γ .

Íà ðèñóíêàõ 1 � 2 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåê-
òðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå ïðè ïðîäîëüíîì îñâåùåíèè äëÿ ëèíåéíîé ðåêîìáèíà-
öèè íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé çàðÿäà. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîíòàêòîâ îáëàäàåò áîëüøîé
ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè, ñòðóêòóðà âåäåò ñåáÿ ïîäîáíî ïîëóïðîâîäíèêî-
âîìó äèîäó. Îáðàòíûå òîêè íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ ìåíüøå òîêîâ, òåêóùèõ â ïðÿìîì íà-
ïðàâëåíèè. Ïîä ïðÿìûì âêëþ÷åíèåì ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ê îñâåùåííîìó êîíòàê-
òó n -ïîëóïðîâîäíèêó ïðèêëàäûâàåòñÿ ¾ìèíóñ¿; ïîä îáðàòíûì � ¾ïëþñ¿. Ïðè ïðÿìîì
âêëþ÷åíèè ýëåêòðîíû âûíîñÿòñÿ ïîëåì èç îáëàñòè ãåíåðàöèè èõ ñâåòîì â ñëàáîîñâåùåí-
íóþ îáëàñòü. Ýòîìó ñïîñîáñòâóåò äèôôóçèÿ, âîçíèêàþùàÿ èç-çà íåîäíîðîäíîé ãåíåðàöèè
íîñèòåëåé çàðÿäà è ðåêîìáèíàöèè èõ íà ãðàíèöàõ. Âáëèçè êîíòàêòîâ ñ áîëüøîé ñêîðî-
ñòüþ ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè îñòàþòñÿ íåáîëüøèå ó÷àñòêè ñ âûñîêèì ñîïðîòèâëåíè-
åì. Îíè è îïðåäåëÿþò îáùåå ñîïðîòèâëåíèå òàêîé ñòðóêòóðû. Ïðè îáðàòíîì âêëþ÷åíèè
ýëåêòðîíû ïðèæèìàþòñÿ ïîëåì ê îñâåùåííîìó êîíòàêòó. Ñîïðîòèâëåíèå ñòðóêòóðû ðåçêî
âîçðàñòàåò. Åñëè îñâåùåííûé êîíòàêò èìååò áîëüøóþ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíà-
öèè, òî âáëèçè íåå òàêæå ïðèñóòñòâóåò îáëàñòü ñ ìàëîé ýëåêòðîïðîâîäíîñòüþ. Ñîïðîòèâ-
ëåíèå ñòðóêòóðû ìåíÿåòñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ è ïðàêòè÷åñêè áëèçêî ê ñîïðîòèâëåíèþ
íåîñâåùåííîãî ïîëóïðîâîäíèêà. Íà îáðàòíîé âåòâè ÂÀÕ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ S2 âîç-
íèêàþò N -îáðàçíûå ó÷àñòêè.

a)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



114 Ñ. Ì. Ìóðþìèí, À. Å. Íèêèøèíà, Å. Â. Íèêèøèí

b)

Ðèñ. 1 Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

ïðè ëèíåéíîé ðåêîìáèíàöèè (îñâåùåííûé êîíòàêò � S1 = 1 ñì · ñ−1 íåîñâåùåííûé êîíòàêò �

S2 = 103 ñì · ñ−1 , τ = 10−3 ñ , g = 1015ñì−3 · ñ−1 ): íàïðàâëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ äëÿ à) îò îñâåùåííîãî êîíòàêòà; b) ê îñâåùåííîìó êîíòàêòó.

a)
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b)

Ðèñ. 2 Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

ïðè ëèíåéíîé ðåêîìáèíàöèè (îñâåùåííûé êîíòàêò � S1 = 103 ñì · ñ−1 , íåîñâåùåííûé êîíòàêò �

S2 = 1 ñì · ñ−1 , τ = 10−3 ñ , g = 1015ñì−3 · ñ−1 ): íàïðàâëåíèå íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ äëÿ à) îò îñâåùåííîãî êîíòàêòà; b) ê îñâåùåííîìó êîíòàêòó.

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî âûïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿ-
þòñÿ íàèáîëåå ÿðêî, åñëè îñâåùåííûé êîíòàêò îáëàäàåò ìàëîé ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé
ðåêîìáèíàöèè, à òûëîâîé, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøîé.

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 3-4
ïðè êâàäðàòè÷íîì çàêîíå ðåêîìáèíàöèè. Êàê è ïðè ëèíåéíîé ðåêîìáèíàöèè, âûïðÿìëåíèå
íàèáîëåå ýôôåêòèâíî, åñëè òûëîâîé êîíòàêò îáëàäàåò áîëüøîé ñêîðîñòüþ ïîâåðõíîñòíîé
ðåêîìáèíàöèè, à îñâåùåííûé � ìàëîé. Íà îáðàòíîé âåòâè ÂÀÕ íàáëþäàåòñÿ N -îáðàçíûé
ó÷àñòîê.
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a)

b)

Ðèñ. 3 Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

ïðè êâàäðàòè÷íîì çàêîíå ðåêîìáèíàöèè (îñâåùåííûé êîíòàêò � S1 = 1 ñì · ñ−1 , íåîñâåùåííûé

êîíòàêò � S2 = 103 ñì · ñ−1 , τ = 10−3 ñ , g = 1015ñì−3 · ñ−1 ): íàïðàâëåíèå íàïðÿæåííîñòè

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ à) îò îñâåùåííîãî êîíòàêòà; b) ê îñâåùåííîìó êîíòàêòó.
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a)

b)

Ðèñ. 4 Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ïîëóïðîâîäíèêå

ïðè êâàäðàòè÷íîì çàêîíå ðåêîìáèíàöèè (îñâåùåííûé êîíòàêò � S1 = 103 ñì · ñ−1 ,

íåîñâåùåííûé êîíòàêò � S2 = 1 ñì · ñ−1 , τ = 10−3 ñ , g = 1015ñì−3 · ñ−1 ): íàïðàâëåíèå
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íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ à) îò îñâåùåííîãî êîíòàêòà; b) ê îñâåùåííîìó

êîíòàêòó.

Íàìè áûëè ðàññ÷èòàíû ñðåäíèå ïî ìîäóëþ òîêè (ÑÌÒ), îïðåäåëÿþùèå âûäåëÿþùóþ-
ñÿ â ïîëóïðîâîäíèêå ìîùíîñòü, è ñðåäíèå òîêè (ÑÒ) ÷åðåç ïîëóïðîâîäíèê, îïðåäåëÿþùèå
âûïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà. Ðàñ÷åò ïðîâåäåí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ê ïîëóïðîâîäíèêó ïðèêëà-
äûâàëîñü ïåðåìåííîå íàïðÿæåíèå, èçìåíÿþùååñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó è ãåíåðàöèÿ
íîñèòåëåé ñâåòîì íåîäíîðîäíàÿ (g = g0exp(−αx)) .

j =
1

T

∫ T

0

|j(t)|dt j1 =
1

T

∫ T

0

j(t)dt (3)

Îñâåùàåòñÿ êîíòàêò 1, ðåêîìáèíàöèÿ íà êîòîðîì ðàâíà S1 . Ïðè îäèíàêîâûõ ðåêîì-
áèíàöèîííûõ ñâîéñòâàõ êîíòàêòîâ S1 = S2 âûïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà ïîëóïðîâîäíèêîâîé
ñòðóêòóðû ïðîÿâëÿþòñÿ ñëàáî è ñâÿçàíû ñ íåîäíîðîäíûì ïîãëîùåíèåì ñâåòà, à, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñ íåîäíîðîäíîé ãåíåðàöèåé íåðàâíîâåñíûõ íîñèòåëåé. Ïëîòíîñòü òîêà äëÿ òàêèõ
ñòðóêòóð ïðîïîðöèîíàëüíà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ (j ∼ E, j1 ∼ E) . Âû-
ïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà ïðîÿâëÿþòñÿ ñëàáî è â ñëó÷àå, êîãäà îñâåùåííûé êîíòàêò èìååò
ñóùåñòâåííî áîëüøóþ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè, ÷åì íåîñâåùåííûé. Ïðè íà-
ëè÷èè àñèììåòðèè â ïîâåðõíîñòíûõ ñâîéñòâàõ êîíòàêòîâ çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò
íàïðÿæåííîñòè ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè.

Åñëè îñâåùåííûé êîíòàêò èìååò ñóùåñòâåííî ìåíüøóþ ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòíîé ðå-
êîìáèíàöèè, ÷åì íåîñâåùåííûé, òî ïîëóïðîâîäíèê ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì âûïðÿìèòåëåì. Ìå-
õàíèçì âûïðÿìëåíèÿ ñâÿçàí ñ âûíîñîì ýëåêòðîíîâ ýëåêòðè÷åñêèì ïîëåì èç îáëàñòè èõ
âûñîêîé êîíöåíòðàöèè â îáëàñòü íèçêèõ êîíöåíòðàöèé (èç îñâåùåííîé îáëàñòè â òûëîâîé
êîíòàêò) â ñëó÷àå, êîãäà íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîòèâîïîëîæíà íàïðàâ-
ëåíèþ ïàäåíèÿ ëó÷à ñâåòà. Ïðè ýòîì îáùåå ñîïðîòèâëåíèå óìåíüøàåòñÿ. Ïðè èçìåíåíèè
íàïðàâëåíèÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò âûíîñ íîñèòåëåé çàðÿäà îò
òûëîâîãî êîíòàêòà. Âáëèçè íåãî ñîçäàåòñÿ áîëüøîé ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèè îñíîâíûõ íî-
ñèòåëåé çàðÿäà. Ýòî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ äèôôóçèè ê êîíòàêòó ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ
ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ çàïèðàþùåãî
ñëîÿ âáëèçè òûëîâîãî êîíòàêòà. Òûëîâîé êîíòàêò èãðàåò ðîëü p − n ïåðåõîäà ïîëóïðî-
âîäíèêîâîãî äèîäà. Â îòëè÷èè îò äèîäà èçãîòîâëåíèå èçó÷àåìîé ñòðóêòóðû íå òðåáóåò
âûñîêèõ òåõíîëîãèé.

Àíàëèç çàâèñèìîñòè j è j1 îò S2 (ðèñ. 5) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïî-
âåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè íà òûëîâîì êîíòàêòå óâåëè÷èâàþòñÿ âûïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà
ñòðóêòóðû. Ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè S2 âûïðÿìëåííûé òîê
óâåëè÷èâàåòñÿ. Çàòåì íà êðèâîé j = j(S2) íàáëþäàåòñÿ ìàêñèìóì (S2 = 80 ñì · ñ−1) , ïî-
ñëå ÷åãî âåëè÷èíà âûïðÿìëåííîãî òîêà óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì S2 . Óâåëè÷åíèå S2 ñ
îäíîé ñòîðîíû ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âûïðÿìëÿþùèõ ñâîéñòâ (ðèñ. 5), ñ äðóãîé óìåíüøà-
åòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïîëóïðîâîäíèêà ê ñâåòó (òî åñòü j è j1 óìåíüøàþòñÿ). Ïîñëåäíåå
î÷åâèäíî, òàê êàê óâåëè÷åíèå S2 ïðèâîäèò ê îáåäíåíèþ ñâîáîäíûìè íîñèòåëÿìè çàðÿ-
äà âñåé òîëùèíû ïîëóïðîâîäíèêà. Ñïîñîáñòâóåò ýòîìó äèôôóçèÿ è äðåéô ýëåêòðîíîâ â
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå.
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Ðèñ. 5 Çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè òîêà îò ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòíîé ðåêîìáèíàöèè íåîñâåùåííîãî

êîíòàêòà: îñâåùåííûé êîíòàêò � S1 = 1 ñì · ñ−1 , τ = 10−3 ñ , g = 1015ñì−3 · ñ−1 , E = 1 Â · ñì−1 ,

v = 400 Ãö

Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî âûïðÿìëÿþùèå ñâîéñòâà ñòðóêòóð áóäóò ïðîÿâëÿòüñÿ â îïðå-
äåëåííîé îáëàñòè ÷àñòîò. Ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ñâîáîäíûå íîñèòåëè çàðÿ-
äà áóäóò ñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðàêòè÷åñêè íå ïå-
ðåìåùàÿñü ê àêòèâíûì (ðåêîìáèíèðóþùèì) ïîâåðõíîñòÿì. Óâåëè÷åíèÿ îáëàñòè ÷àñòîò,
äëÿ êîòîðûõ íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîñòîÿííîãî òîêà, ìîæíî äîñòè÷ü
óìåíüøåíèåì òîëùèíû ïîëóïðîâîäíèêà.

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåðõíîñòíàÿ ðåêîìáèíàöèÿ óìåíüøàåò êîíöåíòðàöèþ íîñèòåëåé çà-
ðÿäà ó êîíòàêòîâ [5]. Åñëè ïîëå ¾îòòÿãèâàåò¿ íîñèòåëè çàðÿäà îò êîíòàêòà, îáðàçóåòñÿ
ñëîé ñ ïîâûøåííûì ñîïðîòèâëåíèåì. Âåëè÷èíà òîêà óìåíüøàåòñÿ. Ïðè îáðàòíîì íàïðàâ-
ëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íîñèòåëè äðåéôóþò ê ðåêîìáèíàöèîííîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè
èõ ðåêîìáèíàöèè çà ñ÷¼ò äàëüíåéøåãî äðåéôà óìåíüøàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ íîñèòåëåé ïî
ãëóáèíå ïîëóïðîâîäíèêà. Ïðîèñõîäèò îáåäíåíèå íîñèòåëåé çàðÿäà ïî âñåé ãëóáèíå ïîëó-
ïðîâîäíèêà.
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Î ïîñòðîåíèå WENO ñõåì äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì

óðàâíåíèé íà òðåóãîëüíîé ñåòêå

c⃝ Å. Å. Ïåñêîâà1, Ï. À. Øàìàíàåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ WENO ñõåìû íà íåñòðóêòóðèðî-
âàííîé ñåòêå. Ïðåäñòàâëåíà ñõåìà òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, îñíîâàííàÿ íà êîìáèíàöèè
ëèíåéíûõ ïîëèíîìîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: WENO ñõåìà, íåñòðóêòóðèðîâàííàÿ ñåòêà, âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

1. Êîíå÷íî-îáúåìíàÿ ñõåìà íà òðåóãîëüíîé ñåòêå

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â ïåðåìåííûõ Ýéëåðà:

∂U

∂t
+
∂F 1(U)

∂x
+
∂F 2(U)

∂y
= 0, (1.1)

ãäå U =


ρ
ρu
ρv
e

 ; F 1(U) =


ρu

ρu2 + p
ρuv

u(e+ p)

 ; F 2(U) =


ρv
ρuv

ρv2 + p
v(e+ p)

 Çäåñü ρ = ρ(t, x, y) � ïëîò-

íîñòü ñðåäû, v = v(t, x, y) =

(
u
v

)
� ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãàçà, e = ρε+ 1

2
(u2 + v2) � ïîëíàÿ

ýíåðãèÿ åäèíèöû îáúåìà, óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, p = p(ρ, ε) � äàâëåíèå.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðîèçâåäåì òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå ðàñ÷åòíîé îá-

ëàñòè. Ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó, àïïðîêñèìèðóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ãàçîâîé äè-
íàìèêè, ïîëüçóÿñü èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì:

d

dt
Ui(t) +

1

|∆i|

∫
∂∆i

F · nds = 0 (1.2)

Èíòåãðàë â (1.2) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà:∫
∂∆i

F · nds ≈ |∂∆i|
q∑

j=1

ωjF (u(Gj, t)) · n, (1.3)

Èñïîëüçóåì äâóõòî÷å÷íóþ êâàäðàòóðó Ãàóññà q = 2 . Äëÿ ðåáðà òðåóãîëüíèêà ñ êîîð-
äèíàòàìè P1 è P2 , òî÷êè Ãàóññà îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: G1 = cP1 + (1 − c)P2 ,

G2 = cP2 + (1 − c)P1 , ãäå c = 1
2

+
√
3
6
, ω1 = ω2 = 1

2
.

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; Lizanika@mail.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.
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2. WENO ðåêîíñòðóêöèÿ

Ïóñòü äàíà òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè {∆1,∆2, . . . ,∆N} è çàäàíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íåêî-
òîðîé ôóíêöèè u(x, y) äëÿ ∆i (i = 1, 2, . . . , N) :

ūi =
1

|∆i|

∫
∆i

u(x, y)dxdy. (2.1)

Àëãîðèòì WENO ïîñòðîåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçî-
âàíèè êîìáèíàöèè âñåõ âîçìîæíûõ ïîëèíîìîâ äëÿ äàííîé ÿ÷åéêè [2].

Ïóñòü âûáðàí áîëüøîé øàáëîí S , ðàçáèâàåì åãî íà ìàëûå øàáëîíû {Sm : m =
1, 2, . . . , N} . Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ u íà S , ñòðîèì èñêîìûé ïîëèíîì p(x, y) äëÿ äàííîé
ÿ÷åéêè ∆0 . Çíà÷åíèÿ ïîëèíîìà â êàæäîé òî÷êå Ãàóññà óäîâëåòâîðÿþò:

p(xG, yG) =
N∑

m=1

γmpm(xG, yG), (2.2)

ãäå (xG, yG) � òî÷êà Ãàóññà, pm � ïîëèíîì, ïîñòðîåííûé íà ìàëîì øàáëîíå Sm , γm
� ëèíåéíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû. Íåëèíåéíàÿ WENO ðåêîíñòðóêöèÿ â òî÷êå Ãàóññà
ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pweno(x
G, yG) =

N∑
m=1

wmpm(xG, yG), (2.3)

ãäå wm � íåëèíåéíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé:

wm =
w̃m∑N

m=1 w̃m

, w̃m =
γm

(ε+ ISm)2
. (2.4)

Çäåñü ε � ìàëàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà, ââåäåííàÿ, ÷òîáû èçáåæàòü äåëåíèÿ íà íîëü.
Â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàåì ε = 10−3 . ISm � èíäèêàòîð ãëàäêîñòè äëÿ ïîëèíîìà pm(x, y) :

ISm =
∑

1≤|α|≤k

∫
∆0

|∆0||α|−1(Dαpm(x, y))2dxdy. (2.5)

Çäåñü k � ñòåïåíü ïîëèíîìà pm .

3. Ëèíåéíàÿ ðåêîíñòðóêöèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîé ñõåìû òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè äëÿ íàõîæäåíèÿ ãàçîäè-
íàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ÿ÷åéêè ∆0 áåðåì øàáëîí, âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ äâà ðÿäà ñî-
ñåäíèõ ÿ÷ååê S = {∆0,∆i,∆ia,∆ib,∆j,∆ja,∆jb,∆k,∆ka,∆kb} (ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1

Èñïîëüçóÿ äàííûé øàáëîí, ñòðîèì êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì p2(x, y) ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå èç ÿ÷ååê {∆ia,∆ib,∆ja,∆jb,∆ka,∆kb} ìîãóò ñîâ-
ïàäàòü, íî ýòîò ôàêò íå âëèÿåò íà îïðåäåëåíèå ïîëèíîìà p2(x, y) . Äëÿ êàæäîé òî÷êè
Ãàóññà (xG, yG) íàõîäèì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {cl}Nl=1 , êîòîðûå çàâèñÿò òîëüêî îò ãåî-
ìåòðèè ÿ÷ååê:

p2(xG, yG) =
N∑
l=1

clūl (3.1)

Çäåñü N � ÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ â øàáëîíå, ūl � ñðåäíåå çíà÷åíèå u â ÿ÷åéêå.
Èäåÿ WENO ñõåìû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì [2]. Ñòðîèì ëèíåéíûå ïîëèíîìû pi(x, y) ,

âçâåøåííàÿ ñóììà êîòîðûõ äàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òî è êâàäðàòè÷íûé ïîëèíîì p2(x, y) .
Èñïîëüçóÿ S , ñòðîèì ëèíåéíûå ïîëèíîìû pi(x, y) , i = 1, . . . , 9 íà ñëåäóþùèõ øàá-

ëîíàõ: S1 = {∆0,∆j,∆k} , S2 = {∆0,∆i,∆k} , S3 = {∆0,∆i,∆j} , S4 = {∆0,∆i,∆ia} ,
S5 = {∆0,∆i,∆ib} , S6 = {∆0,∆j,∆ja} , S7 = {∆0,∆j,∆jb} , S8 = {∆0,∆k,∆ka} , S9 =
{∆0,∆k,∆kb} .

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (2.1) äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà èç øàáëîíà è ðåøèâ ëèíåéíóþ
ñèñòåìó 3 × 3 íàéäåì èñêîìûé ïîëèíîì pi(x, y) .

Äëÿ êàæäîé òî÷êè Ãàóññà (xG, yG) íàõîäèì íàáîð êîýôôèöèåíòîâ {c(i)l }3l=1 , êîòîðûå
çàâèñÿò òîëüêî îò ãåîìåòðèè ÿ÷ååê:

pi(x
G, yG) =

3∑
l=1

c
(i)
l ū

(i)
l . (3.2)
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Çäåñü ūi � ñðåäíåå çíà÷åíèå u â ÿ÷åéêå.
Äëÿ êàæäîé òî÷êè Ãàóññà íåîáõîäèìî íàéòè ëèíåéíûå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû γi , êî-

òîðûå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ ñåòêè. Ñòðîèì ïîëèíîì ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ
ïîëèíîìîâ

R(x, y) =
9∑

i=1

γipi(x, y), (3.3)

êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò
R(xG, yG) = p2(xG, yG). (3.4)

Èç ðàâåíñòâà (3.4) ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé âèäà:

Mγ = c, (3.5)

ãäå âåêòîð c = (c1, c2, . . . , cN)T � êîýôôèöèåíòû â (3.1) äëÿ áîëüøîãî øàáëîíà. Êàæäûé
ñòîëáåö ìàòðèöû M ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ â (3.2) äëÿ ìàëûõ øàáëîíîâ.
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Ãåíåðàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì Ãàëåðêèíà äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è îá óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ

c⃝ Å. Ï. Òðåìàñîâà1, Ä. È. Áîÿðêèí2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà â çàäà÷å îá óñòà-
íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ. Â ðàáîòå ïîñòðîåíà ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé è ïîëó÷åíà ôîð-
ìà Ãàëåðêèíà äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà. Ñãåíåðèðîâàíà ñèñòåìà
óðàâíåíèé, ïîñòðîåíà ðàçíîñòíàÿ ñõåìà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàçèñíûå ôóíêöèè, ôîðìà Ãàëåðêèíà, ñëàáîå ðåøåíèå, çàäà÷à Äèðèõëå.

1. Íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

Au = f (x ∈ R), (1.1)

ãäå A � íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð
Ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì áóäåì ïîíèìàòü ôóíêöèþ u(x) ,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-

íèþ
(Au, v) = (f, v) (äëÿ âñåõ v ∈ H). (1.2)

Ïðîñòðàíñòâî H ñîäåðæèò âñå èçìåðèìûå äîïóñòèìûå ôóíêöèè, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ
â íóëü íà ãðàíèöå ∂R , è ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå H(u, v) îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì äëÿ ëþáûõ u(x), v(x) ∈ H :

(u, v) =

∫
R

u(x)v(x)dx. (1.3)

Ïîä ôîðìîé Ãàëåðêèíà áóäåì ïîíèìàòü ñëàáóþ ôîðìó çàäà÷è, âîçíèêàþùóþ ïîñëå k
ðàç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, åñëè äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð èìååò ïîðÿäîê 2k .

2. Ïîñòðîåíèå áàçèñíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì [xi, xi+1]× [yj, yj+1] � ïðÿìîóãîëüíèê ðàâíîìåðíîé ñåòêè ñ øàãîì h . Áèëè-
íåéíàÿ ôîðìà, ïðèáëèæàþùàÿ ôóíêöèþ f(x, y) íà ïðÿìîóãîëüíîì ýëåìåíòå èìååò âèä:

pi,j1 = αi,j(x, y)fi,j + βi+1,j(x, y)fi+1,j + γi,j+1(x, y)fi,j+1 + δi+1,j+1(x, y)fi+1,j+1, (2.1)

1 Ìàãèñòðàíò 1-ãî ãîäà îáó÷åíèÿ, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà,
ã. Ñàðàíñê; tremasovaep@gmail.ru.

2 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; boyarkindi@gmail.ru.
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ãäå

αi,j(x, y) =
1

h2
(xi+1 − x)(yj+1 − y), (2.2)

βi+1,j(x, y) =
1

h2
(x− xi)(yj+1 − y), (2.3)

γi,j+1(x, y) =
1

h2
(xi+1 − x)(y − yj), (2.4)

δi+1,j+1(x, y) =
1

h2
(x− xi)(y − yj), (2.5)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
Êóñî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé íà êâàäðàòå [x0, xm]×[y0, ym] çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì

f(x, y) =
m∑
i=0

m∑
j=0

f̃φi,j(x, y). (2.6)

φi,j(x, y) =



1

h2
(x− xi−1)(y − yj−1), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj;

1

h2
(x− xi−1)(yj+1 − y), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj ≤ y ≤ yj+1;

1

h2
(xi+1 − x)(y − yj−1), xi ≤ x ≤ xi+1, yj−1 ≤ y ≤ yj;

1

h2
(xi+1 − x)(yj+1 − y), xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1;

0, ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà,

(2.7)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé φi,j(x, y) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì x, y .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèé φi,j(x, y) ïî ïåðåìåííîé x èìååò âèä

∂φi,j(x, y)

∂x
=



1

h2
(y − yj−1), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj;

1

h2
(yj+1 − y), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj ≤ y ≤ yj+1;

− 1

h2
(y − yj−1), xi ≤ x ≤ xi+1, yj−1 ≤ y ≤ yj;

− 1

h2
(yj+1 − y), xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1;

0, ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà,

(2.8)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèé φi,j(x, y) ïî ïåðåìåííîé y èìååò âèä

∂φi,j(x, y)

∂x
=



1

h2
(x− xi−1), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj;

− 1

h2
(x− xi−1), xi−1 ≤ x ≤ xi, yj ≤ y ≤ yj+1;

1

h2
(xi+1 − x), xi ≤ x ≤ xi+1, yj−1 ≤ y ≤ yj;

− 1

h2
(xi+1 − x), xi ≤ x ≤ xi+1, yj ≤ y ≤ yj+1;

0, ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà,

(2.9)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
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3. Ôîðìà Ãàëåðêèíà ñëàáîãî ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ìàëûå êîëåáàíèÿ ìåìáðàíû, íàõîäÿùåéñÿ â ïëîñêîñòè Oxy â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîëåáàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè, òî åñòü ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êâàä-

ðàòàìè è ïðîèçâåäåíèÿìè âåëè÷èí u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂t
. Ôóíêöèÿ u(x, y, t) � ñìåùåíèå òî÷êè

(x, y) ìåìáðàíû â ìîìåíò âðåìåíè t . Âåëè÷èíà ïëîùàäè ìåìáðàíû S(t) â ìîìåíò âðå-
ìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé∫∫

D

√
1 +

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

dxdy ≈
∫∫
D

(
1 +

1

2

(
∂u

∂x

)2

+
1

2

(
∂u

∂y

)2
)
dxdy, (3.1)

à â ïîëîæåíèè ïîêîÿ

S(0) =

∫∫
D

dxdy (3.2)

Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Ep è êèíåòè÷åñêîé Ek â ïðîöåññå êîëåáàíèÿ áóäåì èìåòü,
ñîîòâåòñòâåííî,

Ep = µ(|S(t)| − S(0)) =
1

2
µ

∫∫
D

((
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
)
dxdy, (3.3)

Ek =
1

2

∫∫
D

ρ

(
∂u

∂t

)2

dxdy. (3.4)

Ñîñòàâèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L = Ek − Ep =
1

2

∫∫
D

(
ρ

(
∂u

∂t

)2

− µ

((
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
))

dxdy. (3.5)

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàë áóäåò èìåòü âèä

t2∫
t1

Ldt =
1

2

t2∫
t1

dt

∫∫
D

(
ρ

(
∂u

∂t

)2

− µ

((
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2
))

dxdy. (3.6)

Â ñèëó ïðèíöèïà Ãàìåëüòîíà êîëåáàíèå ìåìáðàíû ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî îïè-
ñûâàþùàÿ åãî ôóíêöèÿ u(x, y, t) äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà âàðèàöèîííîé
çàäà÷è äëÿ ôóíêöèîíàëà 3.6

∂

∂t

(
ρ
∂u

∂t

)
−
(
∂

∂x

(
µ
∂u

∂x

)
+

∂

∂y

(
µ
∂u

∂y

))
= 0. (3.7)

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y, t) íå çàâèñèò îò t , òî åñòü ïîëàãàåì, ÷òî â ïîëîæåíèè
èçãèáà, îïèñàííîãî óðàâíåíèåì u = u(x, y) , ìåìáðàíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè, ó÷èòûâàÿ
âíåøíåå âîçäåéñòâèå f(x, y) , à òàêæå íåêîòîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ïîëó÷èì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà

∂2u(x, y)

∂x2
+
∂2u(x, y)

∂y2
= f(x, y), (x, y) ∈ D (3.8)

u(x, y)|∂D = 0 (3.9)
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ðåøåíèÿ êîòîðîé â êëàññå äîïóñòèìûõ ôóíêöèé ìèíèìèçèðóþò èíòåãðàë Äèðèõëå

I (u(x, y)) =

∫∫
D

((
∂u(x, y)

∂x

)2

+

(
∂u(x, y)

∂y

)2
)
dxdy. (3.10)

Âìåñòî òî÷íîãî ðåøåíèÿ áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå U(x, y) , êîòîðîå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü ÷åðåç áàçèñíûå ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì

U(x, y) =
m−1∑
i=1

m−1∑
j=1

ũi,jφi,j(x, y), (3.11)

ãäå êîýôôèöèåíòû ũi,j � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è â òî÷êå (xi, yj) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè U(x, y) ïî áàçèñó φi,j(x, y) .

Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìó Ãàëåðêèíà äëÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà

A =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
äëÿ çàäà÷è 3.8. Èç 1.2ïîëó÷èì

∫∫
D

((
∂U(x, y)

∂x

)2

+

(
∂U(x, y)

∂y

)2
)
φi,j(x, y)dxdy =

∫∫
D

f(x, y)φi,j(x, y)dxdy (3.12)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
Ðàññìîòðèì èíòåãðàë∫∫

D

∂2U(x, y)

∂x2
φi,j(x, y)dxdy =

(
∂U(x, y)

∂x
φi,j(x, y)

)∣∣∣∣
∂D

−

−
∫∫
D

∂U(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
dxdy (3.13)

Àíàëîãè÷íî∫∫
D

∂2U(x, y)

∂y2
φi,j(x, y)dxdy =

(
∂U(x, y)

∂y
φi,j(x, y)

)∣∣∣∣
∂D

−

−
∫∫
D

∂U(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y
dxdy (3.14)

Òàê êàê áàçèñíûå ôóíêöèè φi,j(x, y) èìåþò ëîêàëüíûé íîñèòåëü, òî íà ãðàíèöå ∂D ôóíê-
öèè φi,j(x, y) îáðàùàþòñÿ â íîëü , òî ïîëó÷èì∫∫

D

∂2U(x, y)

∂x2
φi,j(x, y)dxdy = −

∫∫
D

∂U(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
dxdy, (3.15)

∫∫
D

∂2U(x, y)

∂y2
φi,j(x, y)dxdy = −

∫∫
D

∂U(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y
dxdy. (3.16)
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Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî∫∫
D

(
∂U(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂U(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy+

+

∫∫
D

f(x, y)φi,j(x, y)dxdy = 0. (3.17)

Ïîäñòàâèì ðàâåíñòâî 3.11 â âûðàæåíèå 3.17, ïîëó÷èì

∫∫
D

(
∂

∂x

(
m−1∑
k,l=1

ũk,lφk,l(x, y)

)
∂φi,j(x, y)

∂x
+

+
∂

∂y

(
m−1∑
k,l=1

ũk,lφk,l(x, y)

)
∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy +

∫∫
D

f(x, y)φi,j(x, y)dxdy=

=
m−1∑
k,l=1

ũk,l

∫∫
D

(
∂

∂x
(φk,l(x, y))

∂φi,j(x, y)

∂x
+

+
∂

∂y
(φk,l(x, y))

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy +

∫∫
D

f(x, y)φi,j(x, y)dxdy. (3.18)

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷èì ôîðìó Ãàëåðêèíà äëÿ çàäà÷è 3.8-3.9

m−1∑
k,l=1

ũk,l

∫∫
D

(
∂φk,l(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+

+
∂φk,l(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy +

∫∫
D

f(x, y)φi,j(x, y)dxdy= 0 (3.19)

4. Ãåíåðàöèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé

Ïîñòðîèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó íà îñíîâå âûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ ũk,l .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Di,j = {(x, y) : xi−1 ≤ x ≤ xi; yj−1 ≤ y ≤ yj} .
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå(

Dk,l

∩ r=i+1,s=j+1∪
r=i−1,s=j−1

Dr,s

)
= 0, (4.1)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 , 1 ≤ k, l ≤ m− 1 ,
çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïåðåä êîýôôèöèåíòàìè ũk,l áóäåò ðàâíî íóëþ, òàê êàê, ïî îïðåäåëå-
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íèþ, ôóíêöèè φi,j(x, y) èìåþò ëîêàëüíûé íîñèòåëü.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïîýòîìó ðàçíîñòíàÿ ñõåìà áóäåò èìåòü ñëàãàåìûå ũi,j , ũi,j−1 , ũi−1,j , ũi−1,j−1 , ũi+1,j+1 ,
ũi,j+1 , ũi+1,j , ũi+1,j−1 , ũi−1,j+1 ñ íåêîòîðûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ
ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ
a) k = i − 1, l = j − 1 . Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïåðåä ñëàãàåìûì ũi−1,j−1 . Â ýòîì ñëó÷àå

Ð è ñ ó í î ê 4.2

∫∫
D

(
∂φk,l(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂φk,l(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy = (4.2)

=

xiyj∫∫
xi−1yj−1

(
∂φi−1,j−1(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂φi−1,j−1(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy = (4.3)

=

xiyj∫∫
xi−1yj−1

(
1

h4
(y − yj−1)(y − yj) + (x− xi−1)(x− xi)

)
dxdy = −1

3
. (4.4)

Àíàëîãè÷íî êîýôôèöèåíòû ïåðåä íåèçâåñòíûìè ũi+1,j+1 , ũi+1,j−1 , ũi−1,j+1 ðàâíû −1

3
.
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á) k = i + 1, l = j . Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïåðåä ũi+1,j . Â ýòîì ñëó÷àå

Ð è ñ ó í î ê 4.3

xi+1 yj∫∫
xiyj−1

(
∂φi+1,j(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂φi+1,j(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy+ (4.5)

+

xi+1 yj+1∫∫
xi yj

(
∂φi+1,j(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂φi+1,j(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy = −1

3
. (4.6)

Êîýôôèöèåíòû ïåðåä íåèçâåñòíûìè ũi+1,j , ũi,j−1 , ũi,j+1 ðàâíû −1

3
.

â) k = i, l = j . Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïåðåä ũi,j . Â ýòîì ñëó÷àå

Ð è ñ ó í î ê 4.4

xi+1 yj+1∫∫
xi−1yj−1

(
∂φi,j(x, y)

∂x

∂φi,j(x, y)

∂x
+
∂φi,j(x, y)

∂y

∂φi,j(x, y)

∂y

)
dxdy = (4.7)
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xi yj∫∫
xi−1yj−1

((
∂φi,j(x, y)

∂x

)2

+

(
∂φi,j(x, y)

∂y

))
dxdy+

+

xi yj+1∫∫
xi−1yj

((
∂φi,j(x, y)

∂x

)2

+

(
∂φi,j(x, y)

∂y

))
dxdy+

+

xi+1 yj∫∫
xiyj−1

((
∂φi,j(x, y)

∂x

)2

+

(
∂φi,j(x, y)

∂y

))
dxdy+

+

xi+1 yj+1∫∫
xiyj

((
∂φi,j(x, y)

∂x

)2

+

(
∂φi,j(x, y)

∂y

))
dxdy =

8

3
. (4.8)

Ïîëó÷èì ðàçíîñòíóþ ñõåìó

8

3
ũi,j −

1

3
ũi−1,j−1 −

1

3
ũi−1,j −

1

3
ũi−1,j+1 −

1

3
ũi,j−1−

− 1

3
ũi,j+1 −

1

3
ũi+1,j−1 −

1

3
ũi+1,j −

1

3
ũi+1,j+1 = −

1 1∫∫
0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)dxdy, (4.9)

ũi,0 = ũ0,j = ũi,m = ũm,j = 0, (4.10)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .
Ïðåäñòàâèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó â âèäå

3ũi,j −
1

3

k=i+1,l=j+1∑
k=i−1,l=j−1

ũk,l = −
1 1∫∫

0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)dxdy (4.11)

, ũi,0 = ũ0,j = ũi,m = ũm,j = 0, (4.12)

ãäå 1 ≤ i, j ≤ m− 1 .

5. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðàòíûõ èí-

òåãðàëîâ

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ìîíòå-

Êàðëî. Òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë

1 1∫∫
0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)dxdy . Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó ξ = (ξ1, ξ2) , ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ íà êâàäðàòå [0, 1]× [0, 1] . Òîãäà ôóíê-
öèÿ f(xi, yj)φi,j(ξ1, ξ2) , ãäå 1 ≤ i, j ≤ m − 1 àíàëîãè÷íî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîòîðîé âûðàæàåòñÿ êàê M =

1 1∫∫
0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)p(x, y)dxdy ,
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ãäå p(x, y) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ , êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ íà

óêàçàííîì êâàäðàòå êàê
c− d

b− a
= 1 . Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíûé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ êàê

1 1∫∫
0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)dxdy = M .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f(xi, yj)φi,j(ξ1, ξ2) ìîæíî îöåíèòü.
Äëÿ ýòîãî ñìîäåëèðóåì ýòó ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó è ïîñ÷èòàåì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå.
Áðîñàåì N òî÷åê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà èñõîäíîì èíòåðâàëå, äëÿ êàæäîé
òî÷êè ξi = (ξ1, ξ2) âû÷èñëèì f(xi, yj)φi,j(ξ1, ξ2) . Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå âû÷èñëèì êàê

1

N

N∑
i=1

fi,j(x̃, ỹ)φi,j(x̃, ỹ) , ïîëó÷èì îöåíêó èíòåãðàëà

1 1∫∫
0 0

f(xi, yj)φi,j(x, y)dxdy =
1

N

N∑
i=1

fi,j(x̃, ỹ)φi,j(x̃, ỹ). (5.1)
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oscillations by Galerkin method.

c⃝ E. P. Tremasova3,D. I. Boyarkin4
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ÓÄÊ 517.95

Îá óñòîé÷èâîñòè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì ðåøåíèÿ

ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî

ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

c⃝ Ò. Ê. Þëäàøåâ1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ íåëèíåéíîãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
ïÿòîãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, ìàëûå ïàðàìåòðû, ñ÷åò-
íàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

1. Ââåäåíèå

Ñìåøàííûå çàäà÷è â òåîðèè óïðóãîñòè âîçíèêàþò ïðè ðàñ÷åòå ðàçëè÷íûõ äåòàëåé ìàøèí
è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ âî âçàèìîäåéñòâèè, ïðè ðàñ÷åòå ôóíäàìåíòîâ è
îñíîâàíèé ñîîðóæåíèé. Ñìåøàííûìè çàäà÷àìè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìíîãèå çàäà÷è êîíöåí-
òðàöèè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âñåâîçìîæíûõ òðåùèí, èíîðîäíûõ âêëþ÷åíèé, ïîä-
êðåïëÿþùèõ ñòðèíãåðîâ è íàêëàäîê. Ìíîãî ñìåøàííûõ çàäà÷ è â ãèäðîäèíàìèêå. Ýòî è
íåëèíåéíûå çàäà÷è òåîðèè êðûëà è ãëèññèðîâàíèÿ, òåîðèÿ ñòðóéíûõ òå÷åíèé, òåîðèè êà÷-
êè êîðàáëÿ è óäàðà òåë î ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè, ôèëüòðàöèè, òåîðèè âçðûâà, ðÿä çàäà÷
ãèäðîóïðóãîñòè [1].

Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé äèôôåðåí-
öèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ. Èçó÷åíèå ìíîãèõ
çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè, òåîðèè óïðóãîñòè, òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðèâîäèò ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿä-
êîâ [2]. Äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ
íåîáõîäèìî ðåøàòü è ïðè ïîñòðîåíèè èíâàðèàíòíûõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñøåé ñèììåòðèè è çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ.

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂ 2

∂ t2

(
u(t, x) − ν

∂ 2u(t, x)

∂ x2

)
+ µ

∂ 5u(t, x)

∂ t ∂ x4
+
∂ 4u(t, x)

∂ x4
= f (t, x, u(t, x)) (1.1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(t, x)|t=0 = φ1(x),
∂

∂ t
u(t, x)|t=0 = φ2(x) (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, x)|x=0 = uxx(t, x)|x=0 = u(t, x)|x=l = uxx(t, x)|x=l = 0, (1.3)

ãäå f (t, x, u) ∈ C (D × R) , φj(x) ∈ C4(Dl) , φj(x)|x=0 = φ′′
j (x)|x=0 = φj(x)|x=l = φ′′

j (x)|x=l =
0 , j = 1, 2 , D ≡ DT × Dl , DT ≡ [0, T ] , Dl ≡ [0, l] , 0 < T < ∞ , 0 < l < ∞ , 0 < ν, µ �
ìàëûå ïàðàìåòðû.

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; tursunbay@rambler.ru.
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçó÷åíèþ ðàçíîãî òèïà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è èõ ñèñòåì ïîñâÿùåíû ìíîãî ðàáîò è ïðè ýòîì
ïðèìåíåíû ðàçíûå ìåòîäû (ñì., íàïð. [3] - [8]).

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîïðîñû óñòîé÷èâîñòè ïî ìàëûì ïàðàìåòðàì ðåøåíèÿ ñìå-
øàííîé çàäà÷è (9)-(11). Ïðè ýòîì ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ, îñíîâàííûé
íà ïîèñêå ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (9)-(11) â âèäå ðÿäà Ôóðüå [9]

u(t, x) =
∞∑
i=1

ai(t) bi(x), (1.4)

ãäå bi(x) =

√
2

l
sinλix, λi =

iπ

l
.

Îáùèå âîïðîñû îáîáùåííîé ðàçðåøèìîñòè ñìåøàííîé çàäà÷è (9)-(11) ðàññìàòðèâàëèñü
ðàíåå â [10], [11].

Ìíîæåñòâî
{
a(t) = (ai(t)) |ai(t) ∈ C [0, T ] , i = 1, 2, 3, . . .

}
ââåäåíèåì íîðìû

∥a(t)∥B2(T ) =

[
∞∑
i=1

max
t∈DT

|ai(t)|2
]1

2

ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì è åãî îáîçíà÷àþò òàê B2(T ) .
Äëÿ êàæäîãî a(t) ∈ B2(T ) îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð

Qa(t) = u(t, x) =
∞∑
i=1

ai(t)bi(x).

×åðåç E2(D) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
Q : B2(T ) → E2(D) è E2(D) ⊂ L2(D) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ∈ E2(D) äëÿ ëþáîãî F (t, x) ∈
W

(2)
2 (D) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó

T∫
0

l∫
0

{
u(t, y)

[
∂ 2

∂ t2
F (t, y) − ν

∂ 4

∂ t2∂ y2
F (t, y) − µ

∂ 5

∂ t∂ y4
F (t, y) +

∂ 4

∂ y4
F (t, y)

]
−

−f (t, y, u(t, y))F (t, y)
}
dydt =

=

l∫
0

φ1(y)

[
∂

∂ t
F (t, y) − ν

∂ 3

∂ t ∂ y2
F (t, y) + µ

∂ 4

∂ y4
F (t, y)

]
t=0

dy−

−
l∫

0

φ2(y)

[
F (t, y) − ν

∂ 2

∂ y2
F (t, y)

]
t=0

dy,

òî îíà íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñìåøàííîé çàäà÷è (9)-(11).
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Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1. λ4iµ

2 − 4λ2i ν − 4 < 0 ;

2.
T∫
0

∥f (t, x, u) ∥L2(Dl)
dt ≤ ∆ <∞ ,

3. f (t, x, u) ∈ Lip
{
L(t, x)|u

}
, 0 <

l∫
0

∥L(t, y) ∥L2(Dl)
dy <∞ ;

4. ∥W (t, ν, µ) ∥B2(T ) <∞ .
Òîãäà ñìåøàííàÿ çàäà÷à (9)-(11) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè

D è ýòî ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

u(t, x, ν, µ) =
∞∑
i=1

[
Wi(t, ν, µ) +

t∫
0

l∫
0

f (s, y,Qa(s, ν, µ)) bi(y)Gi(t, s, ν, µ)dyds
]
bi(x), (1.5)

ai(t, ν, µ) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñ÷åòíîé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ):

ai(t, ν, µ) = Wi(t, ν, µ) +

t∫
0

l∫
0

f (s, y,Qa(s, ν, µ))Gi(t, s, ν, µ)bi(y)dyds, (1.6)

ãäå

Wi(t, ν, µ) = exp
{
−1

2
ω1i(ν, µ)t

}
×

×
[
φ1i cosω2i(ν, µ)

t

2
+

2

ω2i(ν, µ)

(
φ2i +

φ1i

2
ω1i(ν, µ)

)
sinω2i(ν, µ)

t

2

]
,

Gi(t, s, ν, µ) =
2 exp

{
−ω1i(ν, µ)

t− s

2

}
sinω2i(ν, µ)

t− s

2

ω0i(ν)
[
ω2i(ν, µ) + ω1i(ν, µ) sinω2i(ν, µ)s

] , ω0i(ν) = 1 + λ2i ν,

ω1i(ν, µ) =
λ4iµ

ω0i(ν)
, ω2i(ν, µ) =

λ2i
√

4ω0i(ν) − λ4iµ
2

ω0i(ν)
, φji =

l∫
0

φj(y)bi(y)dy, j = 1, 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðèâåäåíî â [10]. Ïîýòîìó åãî çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ñíà÷àëà èçó÷àåì óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (9)-(11) ïî ïåðâîìó ìàëîìó
ïàðàìåòðó ν .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. è

1)
∑∞

i=1 |φ1i|
[ω1i(ν1, µ)

ω2i(ν1, µ)
+

λ4iµ
2√

4 − λ4iµ
2
+
ω1i(ν1, µ)√

4 − λ4iµ
2
+

λ6iµ

ω2i(ν2, µ)
+
ω1i(ν2, µ)

ω2i(ν2, µ)
· λ4iµ

2√
4 − λ4iµ

2

]
<

∞ ;

2)
∑∞

i=1 |φ2i|
[ 1

ω2i(ν1, µ)
+

1√
4 − λ4iµ

2
+

1

ω2i(ν2, µ)
· λ4iµ

2√
4 − λ4iµ

2

]
<∞ ;

3)
∑∞

i=1

(
λ6iµ

ω0i(ν2)τ 20
+
λ2i
τ0

)
T∫
0

|fi(u, ν1)| dt <∞ , ãäå fi(u, ν1) =
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=
l∫
0

f (s, y,Qa(s, ν1, µ)) bi(y)dy , τ0 = inf [0; ν] |ω2i(ν, µ) + ω1i(ν, µ) sinω2i(ν, µ)t| .

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ν1, ν2 ∈ [0; ν] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|u(t, x, ν1, µ) − u(t, x, ν2, µ)| ≤ A|ν1 − ν2|, 0 < A = const. (2.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ ðàçíîñòè a(t, ν1, µ) − a(t, ν2, µ) èç ÑÑÍÈÓ (1.6) èìååì
îöåíêó

∥a(t, ν1, µ) − a(t, ν2, µ)∥B2(T ) ≤
∞∑
i=1

max
t∈DT

∣∣∣∣exp
{
−ω1i(ν1, µ)

t

2

}
− exp

{
−ω1i(ν2, µ)

t

2

}∣∣∣∣×
×
∣∣∣∣φ1i cosω2i(ν1, µ)

t

2
+

2

ω2i(ν1, µ)

(
φ2i +

φ1i

2
ω1i(ν1, µ)

)
sinω2i(ν1, µ)

t

2

∣∣∣∣+
+

∞∑
i=1

max
t∈DT

∣∣∣∣exp
{
−ω1i(ν2, µ)

t

2

}∣∣∣∣ {|φ1i| ·
∣∣∣∣cosω2i(ν1, µ)

t

2
− cosω2i(ν2, µ)

t

2

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ 2

ω2i(ν1, µ)
− 2

ω2i(ν2, µ)

∣∣∣∣ · ∣∣∣φ2i +
φ1i

2
ω1i(ν1, µ)

∣∣∣ · ∣∣∣∣sinω2i(ν1, µ)
t

2

∣∣∣∣+
+

2

|ω2i(ν2, µ)|

[ |φ1i|
2

|ω1i(ν1, µ) − ω1i(ν2, µ)| ·
∣∣∣∣sinω2i(ν1, µ)

t

2

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣sinω2i(ν1, µ)
t

2
− sinω2i(ν2, µ)

t

2

∣∣∣∣ · ∣∣∣φ2i +
φ1i

2
ω1i(ν2, µ)

∣∣∣]}+

+
∞∑
i=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

∣∣∣Gi

(
t, s, ν1, µ

)
−Gi

(
t, s, ν2, µ

)∣∣∣ |f (s, y,Qa(s, ν1, µ))| |bi(y)|dyds+

+
∞∑
i=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

∣∣∣Gi

(
t, s, ν2, µ

)∣∣∣ · ∣∣∣f(s, y,Qa(s, ν1, µ)
)
−

−f
(
s, y,Qa(s, ν2, µ)

)∣∣∣ · ∣∣∣bi(y)
∣∣∣dyds, (2.2)

ãäå

Gi(t, s, ν1, µ) −Gi(t, s, ν2, µ) = 2

(
exp
{
−ω1i(ν1, µ)

t− s

2

}
− exp

{
−ω1i(ν2, µ)

t− s

2

})
×

×
sinω2i(ν1, µ)

t− s

2

ω0i(ν1)
[
ω2i(ν1, µ) + ω1i(ν1, µ) sinω2i(ν1, µ)s

] + 2 exp
{
−ω1i(ν2, µ)

t− s

2

}
×

×
{(

sinω2i(ν1, µ)
t− s

2
− sinω2i(ν2, µ)

t− s

2

) 1

ω0i(ν1)
[
ω2i(ν1, µ) + ω1i(ν1, µ) sinω2i(ν1, µ)s

]+

+ sinω2i(ν2, µ)
t− s

2

[( 1

ω0i(ν1)
− 1

ω0i(ν2)

) 1

ω2i(ν1, µ) + ω1i(ν1, µ) sinω2i(ν1, µ)s
+

1

ω0i(ν2)
×

×
( 1

ω2i(ν1, µ) + ω1i(ν1, µ) sinω2i(ν1, µ)s
− 1

ω2i(ν2, µ) + ω1i(ν2, µ) sinω2i(ν2, µ)s

)]}
.
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Çäåñü ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè îöåíêàìè:∣∣∣∣ 1

ω0i(ν1)
− 1

ω0i(ν2)

∣∣∣∣ ≤ α 1i |ν1 − ν2|, α 1i = λ2i ; (2.3)

|ω1i(ν1, µ) − ω1i(ν2, µ)| ≤ α 2i |ν1 − ν2|, α 2i = λ6iµ; (2.4)∣∣∣∣ 2

ω2i(ν1, µ)
− 2

ω2i(ν2, µ)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

ν2∫
ν1

[ 2

ω2i(ν, µ)

]′
ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ α 3i |ν1 − ν2|, α 3i =
1√

4 − λ4iµ
2
; (2.5)

∣∣∣exp
{
−ω1i(ν1, µ)t

}
− exp

{
−ω1i(ν2, µ)t

}∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

ν2∫
ν1

[
exp
{
−ω1i(ν, µ)t

}]′
ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ |ν1 − ν2|; (2.6)

∣∣∣∣cosω2i(ν1, µ)
t

2
− cosω2i(ν2, µ)

t

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

ν2∫
ν1

[
cosω2i(ν, µ)

t

2

]′
ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ α 4i |ν1 − ν2|, (2.7)

ãäå α 4i =
λ4iµ

2T

2
√

4 − λ4iµ
2
;

∣∣∣∣ sinω2i(ν1, µ)
t

2
− sinω2i(ν2, µ)

t

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

ν2∫
ν1

[
sinω2i(ν, µ)

t

2

]′
ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ α 4i |ν1 − ν2|; (2.8)

|ω2i(ν1, µ) − ω2i(ν2, µ)| ≤

∣∣∣∣∣∣
ν2∫

ν1

[
ω2i(ν, µ)

]′
ν
dν

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2

T
α 4i |ν1 − ν2|; (2.9)

∣∣∣ 1

ω2i(ν1, µ) + ω1i(ν1, µ) sinω2i(ν1, µ)s
−

− 1

ω2i(ν2, µ) + ω1i(ν2, µ) sinω2i(ν2, µ)s

∣∣∣ ≤ α 5i |ν1 − ν2|, (2.10)

ãäå α 5i =
Tα 2i + 2α 4i

Tτ 20
.

Òîãäà, â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû, ñ ó÷åòîì îöåíîê (2.3)-(2.10) èç (2.2) èìååì

∥a(t, ν1, µ) − a(t, ν2, µ)∥B2(T ) ≤ A0(ν1, ν2, µ) |ν1 − ν2|+

+M1

∞∑
i=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

L(s, y)
( ∞∑

j=1

∣∣∣aj(s, ν1, µ) − aj(s, ν2, µ)
∣∣∣ · |bj(y)|

)
· |bi(y)|dyds ≤

≤ A0(ν1, ν2, µ) |ν1 − ν2| +M1M
2
2 l

1

2

t∫
0

∥L(s, x)∥L2(Dl)
∥a(s, ν1, µ) − a(s, ν2, µ)∥B2(T ) ds, (2.11)

ãäå

A0(ν1, ν2, µ) =
∞∑
i=1

{
|φ1i|

[
1 +

ω1i(ν1, µ)

ω2i(ν1, µ)
+ α 4i + α 3i

ω1i(ν1, µ)

2
+

α 2i

ω2i(ν2, µ)
+
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+α 4i
ω1i(ν2, µ)

ω2i(ν2, µ)

]
+ |φ2i|

[ 2

ω2i(ν1, µ)
+ α 3i +

2α 4i

ω2i(ν2, µ)

]}
+

+M1

∞∑
i=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f(s, y, ∞∑
j=1

aj(s, ν1, µ)bj(y)
)∣∣∣ · ∣∣∣bi(y)

∣∣∣dyds,
M1 =

∥∥∥∥2 + 2α 4i

ω0(ν1)τ0

∥∥∥∥
l2

+

∥∥∥∥2α1

τ0

∥∥∥∥
l2

+

∥∥∥∥ 2α 5i

ω0(ν2)

∥∥∥∥
l2

.

Ïðèìåíÿÿ ê (2.11) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì

∥a(t, ν1, µ) − a(t, ν2, µ)∥B2(T ) ≤ A1(ν1, ν2, µ) |ν1 − ν2|, (2.12)

ãäå

A1 = A0(ν1, ν2, µ) exp

M1M
2
2 l

1
2

T∫
0

∥L(t, x)∥L2(Dl)
dt

 .

Ó÷òåì, ÷òî

|u(t, x, ν1, µ) − u(t, x, ν2, µ)| ≤
∞∑
i=1

|ai(t, ν1, µ) − ai(t, ν2, µ)| · |bi(x)| ≤

≤ ∥a(t, ν1, µ) − a(t, ν2, µ)∥B2(T ) · ∥b(x)∥B2(l)
.

Òîãäà èç (1.5) ñîãëàñíî (2.12) ñëåäóåò (2.1), åñëè ïîëîæèì A = A1M2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òåïåðü áóäåì èçó÷àòü íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (9)-(11)
ïî âòîðîìó ìàëîìó ïàðàìåòðó µ .

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1.1. è

1)
∑∞

i=1 |φ1i|
[ω1i(ν, µ1)

ω2i(ν, µ1)
+

λ6i (µ1 + µ2)

ω0i(ν)(
√
ρ1 +

√
ρ2)

+
λ2iω0i(ν)(µ1 + µ2)ω1i(ν, µ1)

ρ1
√
ρ2 + ρ2

√
ρ1

+

+
λ4i

ω0i(ν)ω2i(ν, µ2)
+

λ6iT (µ1 + µ2)

ω0i(ν)(
√
ρ1 +

√
ρ2)

· ω1i(ν, µ2)

ω2i(ν, µ2)

]
<∞ , ãäå ρj = 4 − λ4iµ

2
j , j = 1, 2 ;

2)
∑∞

i=1 |φ2i|
[ 1

ω2i(ν, µ1)
+
λ6iω0i(ν)(µ1 + µ2)

ρ1
√
ρ2 + ρ2

√
ρ1

+
λ6iT (µ1 + µ2)

ω0i(ν)(
√
ρ1 +

√
ρ2)

· ω1i(ν, µ2)

ω2i(ν, µ2)

]
<∞ ;

3)
∑∞

i=1

λ4i
ω0i(ν)τ 20

T∫
0

∣∣∣fi(u, µ1

)∣∣∣ dt <∞ , ãäå fi(u, µ1) =

=
l∫
0

f (s, y,Qa(s, ν, µ1)) bi(y)dy , τ 0 = inf [0;µ] |ω2i(ν, µ) + ω1i(ν, µ) sinω2i(ν, µ)t| .

Òîãäà äëÿ µ1, µ2 ∈ [0; µ] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|u(t, x, ν, µ1) − u(t, x, ν, µ2)| ≤ B|µ1 − µ2|, 0 < B = const. (2.13)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îöåíêè:

|ω1i(ν, µ1) − ω1i(ν, µ2)| ≤ β 1i |µ1 − µ2|, β 1i =
λ4i

ω0i(ν)
; (2.14)

∣∣∣∣ 2

ω2i(ν, µ1)
− 2

ω2i(ν, µ2)

∣∣∣∣ ≤ β 2i |µ1 − µ2|, β 2i =
λ6iω0i(ν)(µ1 + µ2)

ρ1
√
ρ2 + ρ2

√
ρ1

; (2.15)
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∣∣∣exp
{
−ω1i(ν, µ1)t

}
− exp

{
−ω1i(ν, µ2)t

}∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

µ2∫
µ1

[
exp
{
−ω1i(ν, µ)t

}]′
µ
dµ

∣∣∣∣∣∣ ≤ |µ1 − µ2|; (2.16)

∣∣∣∣cosω2i(ν, µ1)
t

2
− cosω2i(ν, µ2)

t

2

∣∣∣∣ ≤ λ2iT

2ω0i(ν)

∣∣∣∣∣∣
µ2∫

µ1

dρ

2
√
ρ

∣∣∣∣∣∣ ≤ β 3i |µ1 − µ2|, (2.17)

ãäå β 3i =
λ6iT (µ1 + µ2)

2ω0i(ν)(
√
ρ1 +

√
ρ2)

, ρ = 4 − λ4iµ
2 ;

∣∣∣∣sinω2i(ν, µ1)
t

2
− sinω2i(ν, µ2)

t

2

∣∣∣∣ ≤ β 3i |µ1 − µ2|; (2.18)

∣∣∣ 1

ω2i(ν, µ1) + ω1i(ν, µ1) sinω2i(ν, µ1)s
−

− 1

ω2i(ν, µ2) + ω1i(ν, µ2) sinω2i(ν, µ2)s

∣∣∣ ≤ β 4i |µ1 − µ2|, (2.19)

ãäå β 4i =
Tβ 1i + 2β 3i

Tτ 20
.

Â ñèëó îöåíîê (2.14)-(2.19), àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâà ïðåäûäóùåé òåîðåìû èìååì

∥a(t, ν, µ1) − a(t, ν, µ2)∥B2(T ) ≤ B0(ν, µ1, µ2) |µ1 − µ2|+

+M1M
2
2 l

1

2

t∫
0

∥L(s, x)∥L2(Dl)
∥a(s, ν, µ1) − a(s, ν, µ2)∥B2(T ) ds, (2.20)

ãäå

B0(ν, µ1, µ2) =
∞∑
i=1

{
|φ1i|

[
1 +

ω1i(ν, µ1)

ω2i(ν, µ1)
+ β 3i + β 2i

ω1i(ν, µ1)

2
+

β 1i

ω2i(ν, µ2)
+

+β 3i
ω1i(ν, µ2)

ω2i(ν, µ2)

]
+ |φ2i|

[ 2

ω2i(ν, µ1)
+ β 2i +

2β 3i

ω2i(ν, µ2)

]}
+

+M0

∞∑
i=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

∣∣∣f(s, y, ∞∑
j=1

aj(s, ν, µ1)bj(y)
)∣∣∣ · ∣∣∣bi(y)

∣∣∣dyds,
M0 =

∥∥∥∥2 + 2β 3

ω0(ν)τ 0

∥∥∥∥
l2

+

∥∥∥∥ β 4

ω0(ν)

∥∥∥∥
l2

.

Ïðèìåíÿÿ ê (2.20) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà, ïîëó÷àåì

∥a(t, ν, µ1) − a(t, ν, µ2)∥B2(T ) ≤ B1(ν, µ1, µ2) |µ1 − µ2|, (2.21)

ãäå

B1 = B0(ν, µ1, µ2) exp

M1M
2
2 l

1

2

T∫
0

∥L(t, x)∥L2(Dl)
dt

 .

Ñ ó÷åòîì

|u(t, x, ν, µ1) − u(t, x, ν, µ2)| ≤
∞∑
i=1

|ai(t, ν, µ1) − ai(t, ν, µ2)| · |bi(x)| ≤
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≤ ∥a(t, ν, µ1) − a(t, ν, µ2)∥B2(T ) ∥b(x)∥B2(l)

èç (2.21) ïîëó÷àåì (2.13), åñëè ïîëîæèì B = B1M2 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Ñëåäñòâèå

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåì 2.1. è 2.2. Òîãäà äëÿ
ν1, ν2 ∈ [0; ν] , µ1, µ2 ∈ [0; µ] ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

|u(t, x, ν1, µ1) − u(t, x, ν2, µ2)| ≤ C
(
|ν1 − ν2| + |µ1 − µ2|

)
,

ãäå C = max{A;B} .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, èç (2.1) è (2.13) èìååì

|u(t, x, ν1, µ1) − u(t, x, ν2, µ2)| ≤ |u(t, x, ν1, µ1) − u(t, x, ν2, µ1)|+

+|u(t, x, ν2, µ1) − u(t, x, ν2, µ2)| ≤ A |ν1 − ν2| +B |µ1 − µ2| ≤ C
(
|ν1 − ν2| + |µ1 − µ2|

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1. Òîãäà äëÿ ν ∈
[0; ν0] , ν + h ∈ (0; ν0) , h, ν0 = const ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣∣∣u(t, x, ν + h, µ) − u(t, x, ν, µ)

h

∣∣∣∣ ≤ A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 2.1. èìååì∣∣∣∣u(t, x, ν + h, µ) − u(t, x, ν, µ)

h

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
i=1

∣∣∣∣ai(t, ν + h, µ) − ai(t, ν, µ)

h

∣∣∣∣ · |bi(x)| ≤

≤M2

∥∥∥∥ai(t, ν + h, µ) − ai(t, ν, µ)

h

∥∥∥∥
B2(T )

≤ A1M2
|ν + h− ν|

h
= A.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååò ìåñòî

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2.2. Òîãäà äëÿ µ ∈
[0; µ0] , µ+ h ∈ (0; µ0) , h, µ0 = const ñïðàâåäëèâà îöåíêà:∣∣∣∣u(t, x, ν, µ+ h) − u(t, x, ν, µ)

h

∣∣∣∣ ≤ B.
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On stability the solution by small parameters for nonlinear

pseudohyperbolic equation of the �fth order
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Abstract. In this article it is proved the theorems about the stability the solutions by small
parameters for nonlinear partial pseudohyperbolic di�erential equations of the �fth order.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Âåëüìèñîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷
(ê øåñòèäåñÿòèïÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

Âåëüìèñîâ Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷ ðîäèëñÿ â 1948
ãîäó â ñåëå Ìàëîå Ïåðåêîïíîå Áàëàêîâñêîãî ðàéî-
íà Ñàðàòîâñêîé îáëàñòè. Â 1966 ãîäó îêîí÷èë ñ çî-
ëîòîé ìåäàëüþ ñðåäíþþ øêîëó, à â 1971 ãîäó � ñ
îòëè÷èåì ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò Ñà-
ðàòîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1971 �
1974 ãã. îáó÷àëñÿ â àñïèðàíòóðå ýòîãî óíèâåðñèòåòà,
ïî îêîí÷àíèè êîòîðîé â 1974 ãîäó çàùèòèë äèññåð-
òàöèþ êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Ñ 1974 ïî 1980 ã. ðàáîòàë íà êàôåäðå ¾Òåîðåòè÷å-
ñêàÿ ìåõàíèêà¿ Óëüÿíîâñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èí-
ñòèòóòà àññèñòåíòîì, ñòàðøèì ïðåïîäàâàòåëåì, çà-
òåì äîöåíòîì. Â 1980 � 1994 ã.ã. ðàáîòàë äîöåíòîì,
çàâåäóþùèì êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, à ñ
1994 ãîäà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîôåññî-
ðîì, çàâåäóþùèì êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿
Óëüÿíîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíè-
âåðñèòåòà. Â 2000ã. ïîëó÷èë ó÷åíóþ ñòåïåíü äîêòîðà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. Òàêèì îáðàçîì, Ïåòð
Àëåêñàíäðîâè÷ ðóêîâîäèò êàôåäðîé âûñøåé ìàòå-
ìàòèêè âîò óæå 32 ãîäà.

Âåëüìèñîâ Ï.À. ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ÷ëå-
íîì (àêàäåìèêîì) Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Åñòåñòâåííûõ íàóê (ÐÀÅÍ), ðåãóëÿðíî ó÷àñòâóåò
â Ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ ïî ïðîáëåìàì òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è èõ èñïîëüçîâàíèè â ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ. Îí
ÿâëÿåòñÿ àâòîðîì (ñîàâòîðîì) îêîëî 600 ïóáëèêàöèé, â òîì ÷èñëå 9 ìîíîãðàôèé, 5 àâòîð-
ñêèõ ñâèäåòåëüñòâ, 3 ïàòåíòà è áîëåå 40 ó÷åáíûõ ïîñîáèé. Òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì GAMM �
Åâðîïåéñêîãî îáùåñòâà ìàòåìàòèêîâ è ìåõàíèêîâ, Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îá-
ùåñòâà, ðåôåðåíòîì íàó÷íûõ æóðíàëîâ ¾Mathematical Reviews¿ (ÑØÀ), ¾Zentralblatt fur
Mathematic¿ (Ãåðìàíèÿ). Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷ - ÷ëåí íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî ñîâåòà ïî ìà-
òåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ (ÍÌÑ), ïðåäñåäàòåëü Óëüÿíîâñêîãî ðå-
ãèîíàëüíîãî îòäåëåíèÿ äàííîãî ñîâåòà, ÷ëåí Ó÷åíîãî Ñîâåòà ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî
ôàêóëüòåòà ÓëÃÒÓ, Ó÷åíîãî Ñîâåòà ÓëÃÒÓ, à òàêæå äîêòîðñêîãî äèññåðòàöèîííîãî ñîâå-
òà. Îí çàíèìàåòñÿ ïîäãîòîâêîé êàíäèäàòîâ è äîêòîðîâ íàóê, ïîäãîòîâèë øåñòü êàíäèäàòîâ
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. ßâëÿåòñÿ îòâåòñòâåííûì ðåäàêòîðîì íåñêîëüêèõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ ñáîðíèêîâ íàó÷íûõ òðóäîâ.

Áîëåå 30 ëåò Ïåòð Àëåêñàíäðîâè÷ ïðîâîäèò íàó÷íóþ è îðãàíèçàöèîííóþ ðàáîòó ïî
ðàçâèòèþ íàó÷íîé øêîëû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ íåëèíåéíûõ ñèñòåì è ïðî-
öåññîâ è àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäàì èõ èññëåäîâàíèÿ. ßâëÿåòñÿ îñíîâàòåëåì íàó÷íîãî íà-
ïðàâëåíèÿ ¾Àýðîãèäðîóïðóãîñòü¿ â ã. Óëüÿíîâñêå, ñâÿçàííîãî ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè
è óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ êîíñòðóêöèé ïðè àýðîãèäðîäèíàìè÷åñêîì âîçäåéñòâèè.
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Îí òàêæå íåîäíîêðàòíî ÿâëÿëñÿ ðóêîâîäèòåëåì íàó÷íûõ ïðîåêòîâ ïî ãðàíòàì è íàó÷íî-
òåõíè÷åñêèì ïðîãðàììàì, ïîëó÷àë ãðàíòû ðàçëè÷íûõ ôîíäîâ è îðãêîìèòåòîâ äëÿ ó÷à-
ñòèÿ â çàðóáåæíûõ êîíôåðåíöèÿõ â êà÷åñòâå ïðèãëàøåííîãî ëåêòîðà è ÷ëåíà îðãêîìèòåòà
(Ïîëüøà, Áîëãàðèÿ, Ðóìûíèÿ, Äàíèÿ, Ãåðìàíèÿ).

Ïîä ðóêîâîäñòâîì Ï.À. Âåëüìèñîâà ðàçðàáîòàí è âíåäðåí â ÓëÃÒÓ êîìïëåêñ îðãà-
íèçàöèîííûõ è íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ ìåðîïðèÿòèé, íàïðàâëåííûõ íà ôîðìèðîâàíèå ìà-
òåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû è ïîâûøåíèÿ êà÷åñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ ñòóäåíòîâ.
Ïîäãîòîâëåíû ó÷åáíûå ïîñîáèÿ ïî âûñøåé ìàòåìàòèêå, â òîì ÷èñëå äëÿ äèñòàíöèîííîãî
îáó÷åíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ è ïåäàãîãè÷åñêèõ òåõíîëîãè-
ÿõ. ×àñòü èç íèõ èìåþò ãðèô ÍÌÑ è ÿâëÿþòñÿ ëàóðåàòàìè ðàçëè÷íûõ êîíêóðñîâ.

Íàãðàæäåí çíàêàìè Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ ¾Ïîáåäèòåëü ñîöèàëèñòè÷åñêîãî ñîðåâ-
íîâàíèÿ¿ è ¾Ïî÷åòíûé ðàáîòíèê âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ ÐÔ¿, çíàêîì
¾Èçîáðåòàòåëü ÑÑÑÐ¿, ïî÷åòíûìè ãðàìîòàìè ãóáåðíàòîðà Óëüÿíîâñêîé îáëàñòè è ìýðà
ã. Óëüÿíîâñêà, ðåêòîðà ÓëÃÒÓ, ìåäàëÿìè Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Åñòåñòâåííûõ íàóê, Ðîñ-
ñèéñêîé Àêàäåìèè Åñòåñòâîçíàíèÿ, Åâðîïåéñêîé íàó÷íî-ïðîìûøëåííîé ïàëàòû. Óäîñòîåí
ïî÷åòíûõ çâàíèé ¾Çàñëóæåííûé ðàáîòíèê îáðàçîâàíèÿ Óëüÿíîâñêîé îáëàñòè¿, ¾Ëàóðåàò
ïðåìèè Ïðàâèòåëüñòâà ÐÔ â îáëàñòè îáðàçîâàíèÿ¿.

Íåîáõîäèìî îñîáî îòìåòèòü àêòèâíóþ ðîëü Âåëüìèñîâà Ï.À. â îðãàíèçàöèè íàó÷íûõ
øêîë è êîíôåðåíöèé, ïðîâîäèìûõ Ñðåäíåâîëæñêèì ìàòåìàòè÷åñêèì îáùåñòâîì. Íà÷è-
íàÿ ñ 1994 ãîäà îí âìåñòå ñ ó÷åíèêàìè ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ó÷àñòíèêîì è ÷ëåíîì îðãà-
íèçàöèîííûõ êîìèòåòîâ ýòèõ íàó÷íûõ ìåðîïðèÿòèé, íàïðàâëÿÿ óñèëèÿ íà êîíñîëèäàöèþ
ìàòåìàòèêîâ è ñïåöèàëèñòîâ äðóãèõ îáëàñòåé, ðàçâèòèå îòå÷åñòâåííîé íàóêè.

Ïîçäðàâëÿåì Âåëüìèñîâà Ïåòðà Àëåêñàíäðîâè÷à ñ 65-ëåòèåì! Æåëàåì åìó êðåïêîãî
çäîðîâüÿ, òâîð÷åñêîé àêòèâíîñòè è äîëãîëåòèÿ!

Ñðåäíåâîëæñêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáùåñòâî,

ðåäêîëëåãèÿ Æóðíàëà ÑÂÌÎ
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü 147

Àëôàâèòíûé óêàçàòåëü

Àëåêñååíêî Ñ. Í. 28

Áàéíàçàðîâà Í. Ì. 34

Áàóëèíà Î. À. 41

Áîéêîâ È. Â. 41

Áîÿðêèí Ä. È. 125

Áðîíøòåéí Å. Ì. 52

Âàéòèåâ Â. À. 59

Âåëüìèñîâ Ï. À. 143

Ãîí÷åíêî Ñ. Â. 65

Ãðèíåñ Â. Ç. 16

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 34

Èñìàãèëîâà À. Ñ. 23

Æóæîìà Å. Â. 65

Èñàåíêîâà Í. Â. 65

Êèðèëëîâ Ä. Ñ. 8

Êëî÷êîâà Ë. Â. 8

Ëåâ÷åíêî Þ. À. 71

Ëóáûøåâ Ô. Â. 77

Ëóêàøåâ Â. Â. 90

Ìàëèíîâ Â. Ã. 102

Ìàíàïîâà À. Ð. 77

Ìóñòàôèíà Ñ. À. 59

Ìóðþìèí Ñ. Ì. 112

Íàãîðíûõ C. Í. 28

Íèêèøèí Å. Â. 112

Íèêèøèíà À. Å. 112

Íóðèñëàìîâà Ë. Ô. 34

Îðëîâ Þ.Í. 8

Ïåñêîâà Å. Å. 121

Ïîïîâ Â. Í. 90

Ïî÷èíêà Î. Â. 16
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Òèøêèí Â. Ô. 8

Òðåìàñîâà Å. Ï. 125

Ôàéðóçîâ Ì. Ý. 77

Øàìàíàåâ Ï. À. 121

ÞëäàøåâÒ. Ê. 134

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2013. Ò. 15, � 1



148 Äëÿ çàìåòîê

Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â êàòàëîãå Ðîññèéñêîé ïðåññû
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ � 38278.
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