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Îò ðåäàêöèè

Òðåòèé íîìåð 14-ãî òîìà ñîäåðæèò ðàáîòû, â îñíîâíîì, ó÷àñòíèêîâ îáú-
åäèí¼ííîãî ñåìèíàðà Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è êàôåä-
ðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì.
Í. Ï. Îãàð¼âà. Ðåçóëüòàòû, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòèõ ðàáîòàõ, ðàçâèâàþò òåîðå-
òè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ è ñîäåðæàò ðåøåíèÿ çàäà÷, îáñóæäàâøèõñÿ íà X êîíôå-
ðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ â ìàòåìàòè÷åñêîì
ìîäåëèðîâàíèè¿ ñ ó÷àñòèåì çàðóáåæíûõ ó÷åíûõ (ã. Ñàðàíñê, 27 � 29 àâãóñòà
2012 ãîäà), ïðîâîäèâøåéñÿ ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 12-01-06069-ã.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà èñêðåííå æåëàåò àâòîðàì êðåïêîãî çäîðîâüÿ è òâîð÷å-
ñêèõ óñïåõîâ!
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ÓÄÊ 51.7:532.546

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ðåæèìîâ ôîðìèðîâàíèÿ ìåñòîðîæäåíèé íåôòè è ãàçà

c⃝ Ã. È. Êàçàêåâè÷1, Ë. Â. Êëî÷êîâà2, Þ. À. Ïîâåùåíêî3, Â.Ô. Òèøêèí4

Àííîòàöèÿ. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ôëþèäîâ ïðè ôîðìèðîâàíèè çàëåæåé óã-
ëåâîäîðîäîâ ïîçâîëèëî èññëåäîâàòü ñëîæíûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ýòîãî ïðîöåññà. Â
äàííîé ðàáîòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ýòèõ ðåæèìîâ,
ïðîâåäåííûõ íà îñíîâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïî ðÿäó ðåãèîíîâ, è ñäåëàííîå íà ýòîì îñ-
íîâàíèè çàêëþ÷åíèå îá èõ õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àâòîêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû, ôîðìè-
ðîâàíèå çàëåæåé óãëåâîäîðîäîâ.

1. Ââåäåíèå

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ôëþèäîâ ïðè ôîðìèðîâàíèè çàëåæåé óãëåâîäî-
ðîäîâ ïîçâîëèëî âûÿâèòü ñëîæíûå àâòîêîëåáàòåëüíûå ðåæèìû ýòîãî ïðîöåññà ([1]�[3]).
Â äàííîé ðàáîòå èçëàãàþòñÿ ðåçóëüòàòû äàëüíåéøåãî âû÷èñëèòåëüíîãî àíàëèçà ýòèõ ðå-
æèìîâ, ïðîâåäåííîãî äëÿ ðÿäà ðåãèîíîâ, è ñäåëàííîå íà ýòîì îñíîâàíèè âûÿâëåíèå èõ
õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ. Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì, ôîðìèðîâàíèå ìåñòîðîæ-
äåíèé óãëåâîäîðîäîâ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ðÿäà ïðîöåññîâ, êàæäûé èç
êîòîðûõ îáëàäàåò ñâîèì ïðîñòðàíñòâåííî�âðåìåííûì ìàñøòàáîì. Îäíèì èç òàêèõ ïðî-
öåññîâ ÿâëÿåòñÿ âòîðè÷íàÿ ìèãðàöèÿ íåôòè è ãàçà, òî åñòü èõ ôèëüòðàöèÿ â ïëàñòàõ,
êîòîðàÿ � ïðè íàëè÷èè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé � ìîæåò ïðèâîäèòü ê
îáðàçîâàíèþ ìåñòîðîæäåíèé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâèæåíèÿ ôëþèäîâ

Äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ â ïîðèñòîé ñðåäå â ðàáîòå èñïîëüçîâàíû
óðàâíåíèÿ ôèëüòðàöèè â ïðåäïîëîæåíèè âûïîëíåíèÿ çàêîíà Äàðñè, íå ñìåøèâàåìîñòè
ôàç (íàïðèìåð, ãàç�âîäà), èçîòåðìè÷íîñòè è ïðè ïðåíåáðåæåíèè êàïèëëÿðíûìè ñèëàìè.
Â äâóõôàçíîì ñëó÷àå ýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä [4]:

∂

∂t
(mρwSw) = div

[
(kKrwρw/µw)

(
gradP− gρwk̃

)]
− qw

∂

∂t
(mρg(1− Sw)) = div

[
(kKrgρg/µg)

(
gradP− gρgk̃

)]
− qg.

Çäåñü r⃗ � ðàäèóñ�âåêòîð, g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè, k⃗ - îðò, íàïðàâëåííûé âåð-
òèêàëüíî âíèç, P � äàâëåíèå, SW � íàñûùåííîñòü âîäîé, qw è qg � ìàññîâûå ðàñõîäû

1 Còàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà îêåàíîëîãèè èì. Ï.Ï. Øèðøîâà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
gkazakevich@yandex.ru.

2 Còàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

3 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
poveschenko@keldysh.ru.

4 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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âîäû è ãàçà íà åäèíèöó îáúåìà ïëàñòà â åäèíèöó âðåìåíè, k(r⃗) � òåíçîð àáñîëþòíîé ïðî-
íèöàåìîñòè, Krw(SW ) è Krg(SW ) � ôàçîâûå ïðîíèöàåìîñòè âîäû è ãàçà ñîîòâåòñòâåííî,
µw(P ) , µg(P ) � äèíàìè÷åñêèå âÿçêîñòè ôëþèäîâ, m(r⃗, P ) � ïîðèñòîñòü ïëàñòà, ρw(P ) ,
ρg(P ) � ïëîòíîñòè ôëþèäîâ.

Ýòî ñëîæíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ. Ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ � äàâëåíèþ � îíà îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, áëèçêèìè ê óðàâíå-
íèÿì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ïî äðóãîé � íàñûùåííîñòè � ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè,
â òîì ÷èñëå � îáðàçîâàíèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà � ñêà÷êîâ íàñûùåííîñòè [5].

Îáëàñòü, â êîòîðîé ðåøàåòñÿ ñèñòåìà, îáû÷íî îáëàäàåò âûñîêîé ñòåïåíüþ íåîäíîðîä-
íîñòè, ñîñòîèò èç ñëîåâ ñ ðàçëè÷íûìè êîëëåêòîðíûìè ñâîéñòâàìè (ïîðèñòîñòüþ, ïðîíè-
öàåìîñòüþ), ðàçðûâíûìè íàðóøåíèÿìè, ëèòîëîãè÷åñêèìè íåîäíîðîäíîñòÿìè è äðóãèìè
îñîáåííîñòÿìè, óñëîæíÿþùèìè êàê ñàìè ôèëüòðàöèîííûå ïðîöåññû, òàê è èõ ÷èñëåííîå
ìîäåëèðîâàíèå. Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ áîëüøèå âîçìîæíîñòè ïðåäîñòàâëÿåò ìåòîä
îïîðíûõ îïåðàòîðîâ, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü íåñòðóêòóðèðîâàííóþ ñåòêó ñ ÿ÷åéêàìè,
ðàçìåðû êîòîðûõ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ [6]. Ïðèìåíåíèå åãî ê çàäà÷àì
ôèëüòðàöèè áûëî íà÷àòî â ðàáîòàõ [7],[8].

Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ýòèì ìåòîäîì âûÿñíèëîñü, ÷òî â çàäà÷àõ, ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðîöåññàì ìèãðàöèè óãëåâîäîðîäîâ ïðè îáðàçîâàíèè ìåñòîðîæäåíèé, ìîãóò âîçíè-
êàòü àâòîêîëåáàòåëüíûå ãðàâèòàöèîííî-ðåâåðñèâíûå ðåæèìû. Õàðàêòåðíûé öèêë ïðîòå-
êàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: äàâëåíèå íàêîïèâøåãîñÿ ãàçà ïîä ïëîõî ïðîíèöàåìîé ïîêðûø-
êîé â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåò ïðåâûñèòü íåêîòîðîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Òîãäà
ïðîèñõîäèò ïðîðûâ ãàçà, ïðè÷åì, åñëè ýòî êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå íèæå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè
ïîðîäû, òî ïðîðûâ ïðîèñõîäèò íå â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ òðåùèí, à âñëåäñòâèå áûñòðîãî
ïðîäâèæåíèÿ ãàçà ÷åðåç ó÷àñòîê ñ ïëîõèìè êîëëåêòîðíûìè ñâîéñòâàìè âñëåäñòâèå ôèëü-
òðàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè. Ãàç óñòðåìëÿåòñÿ ââåðõ, äàâëåíèå â äàííîé îáëàñòè ïàäàåò,
âîçíèêàåò äåïðåññèîííàÿ âîðîíêà, ÷òî âûçûâàåò íîâûé ïðèòîê ãàçà � äî ñëåäóþùåãî äî-
ñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå íåðàâíîìåðíîãî ïðîäâèæåíèÿ ãàçà ìîæåò
ïðîèçîéòè çàùåìëåíèå ÷àñòè ïëàñòîâîé âîäû â íàñûùåííîé ãàçîì îáëàñòè [1] è íàîáîðîò
� ïîÿâëåíèå äîâîëüíî êðóïíûõ íàñûùåííûõ ãàçîì îáúåìîâ â çîíàõ, íå ñâÿçàííûõ íè ñ
êàêèì òèïîì ëîâóøåê. Ýòè ¾ãàçîâûå ïóçûðè¿ ìîãóò âîçíèêàòü, ñóùåñòâîâàòü äëèòåëüíîå
âðåìÿ â ïóëüñèðóþùåì ðåæèìå, ìèãðèðîâàòü è èñ÷åçàòü [9]. Â íèõ ìîãóò áûòü çàêëþ÷åíû
äîñòàòî÷íî êðóïíûå, ïðîìûøëåííî çíà÷èìûå çàïàñû ãàçà. À çàùåìëåííàÿ â íàñûùåííîé
ãàçîì îáëàñòè âîäà ìîæåò ïðèâîäèòü ê îñëîæíåíèÿì ïðè áóðåíèè ñêâàæèí, ïðè ðàçðàáîò-
êå ìåñòîðîæäåíèé, ïðè îïðåäåëåíèè ôëþèäîäèíàìè÷åñêîé ñòðóêòóðû ðåãèîíà.

3. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ íà

îñíîâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïî ðÿäó ðåãèîíîâ

Â ïðîöåññå ðàñ÷åòà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ðåæèìîâ ìèãðàöèè âûÿñíèëîñü, ÷òî â ôèëü-
òðàöèîííîì ïîòîêå âîçíèêàþò çîíû ðåçêèõ èçìåíåíèé ñâîéñòâ òå÷åíèÿ. Ýòî ìîãóò áûòü
îáëàñòè ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèè óãëåâîäîðîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñòîðîæäåíèÿì, çî-
íû ïðîðûâà ãàçà â âèäå ñòðóéíûõ ïîòîêîâ ñ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèì ïîïåðå÷íûì ñå÷åíè-
åì ñòðóè. Ïîýòîìó äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ïîâòîðíûå
ðàñ÷åòû ñ èçìåëü÷åíèåì ñåòêè èìåííî â ýòèõ îáëàñòÿõ. Ïðîãðàììû àâòîìàòè÷åñêîãî ëî-
êàëüíîãî èçìåëü÷åíèÿ ñåòêè òàêæå âêëþ÷åíû â ðàçðàáîòàííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñèñòåìó.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå âòîðè÷íîé ìèãðàöèè óãëåâîäîðîäîâ áûëî ïðîâåäåíî
äëÿ öåëîãî ðÿäà ðåãèîíîâ ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ è ãåîëîãè÷åñêîãî ñòðîåíèÿ. Îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ áûëè ïðèìåðíî îäèíàêîâû, íî ÷èñëåííîå ýêñ-
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ïåðèìåíòèðîâàíèå ñ âàðüèðîâàíèåì ðÿäà ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèëî îöåíèòü âëèÿíèå ãåîëî-
ãè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé ðåãèîíà è ñêîðîñòåé ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ. Èñòîðèÿ ðàçâè-
òèÿ ìíîãèõ îñàäî÷íûõ áàññåéíîâ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ â íåêîòîðûõ ó÷àñòêàõ çîí ñ
î÷åíü âûñîêîé ïðîíèöàåìîñòüþ, òðåùèíîâàòîñòüþ. Íàïðèìåð, â Ëåíî�Âèëþéñêîì ðåãè-
îíå � ýòî çîíà ïîääâèãà ëèòîñôåðíûõ ïëèò. Â äðóãèõ ðåãèîíàõ ïîäîáíûå çîíû ìîãóò áûòü
ñâÿçàíû ñî ñäâèãîâûìè íàðóøåíèÿìè ðàçíûõ òèïîâ, ñîëÿíîêóïîëüíîé òåêòîíèêîé è ò.ä.
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïàõ ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ â ðå-
ãèîí èíòåíñèâíîñòü âåðòèêàëüíûõ òå÷åíèé áóäåò íàìíîãî ïðåâîñõîäèòü ãîðèçîíòàëüíûå,
êðèòè÷åñêèå äàâëåíèÿ áóäóò äîñòèãàòüñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî � è êîëåáàòåëüíûé õàðàê-
òåð ïðîöåññà áóäåò ðåçêî âûðàæåííûì. Ïðè áîëåå ìåäëåííîì ïîñòóïëåíèè óãëåâîäîðîäîâ
óñèëèòñÿ ðîëü ó÷àñòêîâ ñ ïîâûøåííîé ïðîíèöàåìîñòüþ, êóäà íà÷íåò óñòðåìëÿòüñÿ çíà-
÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ãàçà. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ôèëüòðàöèîííûõ ïîòîêîâ
êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå áóäåò äîñòèãàòüñÿ ìåäëåííåå, è çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò
ñêîðîñòè ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ áóäåò èìåòü íåëèíåéíûé õàðàêòåð è ïðåäñòàâëÿòüñÿ
âûïóêëîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé. À ïðè äîñòàòî÷íî ìåäëåííûõ ïðîöåññàõ âîçìîæåí è
óõîä âñåãî ãàçà ÷åðåç âûñîêîïðîíèöàåìûå ó÷àñòêè.

Ñîãëàñíî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì ïðîöåññ ãåíåðàöèè óãëåâîäîðîäîâ è èõ ïîñòóï-
ëåíèÿ â îñàäî÷íûå áàññåéíû òàêæå èìååò àâòîêîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð. Ìåõàíèçìû ýòèõ
êîëåáàíèé ñåé÷àñ äèñêóòèðóþòñÿ, íî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå òàêîâî: åñòü ïåðèîäû ìåäëåííî-
ãî ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ â îñàäî÷íûé áàññåéí, à åñòü ïåðèîäû áûñòðîãî èõ ïðîðûâà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îäíîãî è òîãî æå ðåãèîíà â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íà êàêîé ñòàäèè
ïðîöåññà ïåðâè÷íîé ìèãðàöèè îí íàõîäèòñÿ, áóäåò ìåíÿòüñÿ è õàðàêòåð âòîðè÷íîé ìèãðà-
öèè, ïåðèîäû êîëåáàíèé, íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíûé
íåëèíåéíûé àâòîêîëåáàòåëüíûé ðåæèì äâèæåíèÿ ôëþèäîâ â îñàäî÷íîì ïëàñòå ÿâëÿåò-
ñÿ âàæíûì ýëåìåíòîì îáùåé ñèñòåìû ïðîöåññîâ ìàññî� è òåïëîîáìåíà â êîðå è âåðõíåé
ìàíòèè.

Ïðîâåäåíèå ñåðèè ðàñ÷åòîâ ôèëüòðàöèè â äàííîì ðåãèîíå ïðè ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ
ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ äàåò âîçìîæíîñòü ðåòðîñïåêòèâíîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ôëþ-
èäîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû â ïðîøëîì, à òàêæå ïîëó÷åíèå ïðîãíîçíûõ îöåíîê ñ ó÷åòîì
õàðàêòåðíûõ ïåðèîäîâ öèêëîâ ðàçíîãî ìàñøòàáà, ñâÿçàííûõ ñ òåêòîíè÷åñêèìè, ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèìè, ãåîõèìè÷åñêèìè è äðóãèìè ôàêòîðàìè. Ïðîâåäåíèå ïîäîáíûõ ðàñ÷åòîâ ìî-
æåò ïîçâîëèòü ïîñòðîèòü áèôóðêàöèîííóþ äèàãðàììó ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùóþ îáëàñòè
óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè, ñìåíó ðåæèìà òå÷åíèÿ. À ñðàâíåíèå ñ èìåþùåéñÿ ãåîëîãè-
÷åñêîé, ãåîôèçè÷åñêîé, ãåîõèìè÷åñêîé, ïðîìûñëîâîé èíôîðìàöèåé ïîìîæåò îïðåäåëèòü,
íà êàêîì ýòàïå öèêëà íàõîäèòñÿ èññëåäóåìûé ðåãèîí, ãäå ìîæíî èñêàòü ïðîìûøëåííûå
ñêîïëåíèÿ ãàçà; ãäå ìîãóò íàõîäèòüñÿ çàùåìëåííûå âîäîíàñûùåííûå îáëàñòè. Îíî òàêæå
ïîçâîëèò ñïðîãíîçèðîâàòü îïàñíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è ðåçêîé ïåðåñòðîéêè
ñòðóêòóðû ôëþèäîäèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñïîñîáíûõ ïðèâåñòè ê êðóïíûì âûáðîñàì óãëå-
âîäîðîäîâ � èëè, íàîáîðîò � èõ óõîäó â íèæåëåæàùèå ãîðèçîíòû, ê êàòàñòðîôè÷åñêîìó
îáâîäíåíèþ ðÿäà ñêâàæèí è ò.ä. � ò.å. ê òÿæ¼ëûì ýêîëîãè÷åñêèì è ýêîíîìè÷åñêèì ïî-
ñëåäñòâèÿì. ×òîáû ýòîãî èçáåæàòü, íåîáõîäèìî â ïîäîáíûõ ðåãèîíàõ ïðîâîäèòü ïðîåêòè-
ðîâàíèå ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé óãëåâîäîðîäîâ ñ ó÷¼òîì íå ñòàöèîíàðíîñòè ôîíîâîãî
ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà.

4. Çàêëþ÷åíèå

Äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ ðåæèìîâ ìèãðàöèè óãëåâîäîðîäîâ äîëæíî
âêëþ÷àòü ó÷åò êàïèëëÿðíûõ ýôôåêòîâ, ðàñòâîðåííîãî ãàçà, òåìïåðàòóðíûõ ýôôåêòîâ,
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ìíîãîôàçíîñòè, ìíîãîêîìïîíåíòíîñòè, ôèçèêî�õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé è ò.ä. Ðàçðàáî-
òàííûå ÷èñëåííûå ñõåìû íà áàçå ìåòîäà îïîðíûõ îïåðàòîðîâ ïîçâîëÿþò ïðîâåñòè èññëå-
äîâàíèå ýòèõ ÿâëåíèé â ðàìêàõ åäèíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû.
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Mathematical modelling of self�oscillatory oil and gas

�elds formation modes

c⃝ G.I. Kazakevich5, L.V Klochkova6, J.A. Poveschenko7, V.F. Tishkin8

Abstract. Numerical modeling of �uids movement at formation of hydrocarbons deposits
allowed study composite self�oscillatory modes of this process. In this work results of computing
experiments for these modes which have been carried out on the basis of empirical data on a
number of regions, and made on this basis the conclusion about their characteristic properties are
stated.
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ÓÄÊ 517.9

Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî

òèïà

c⃝ È. Â. Áîéêîâ1, Â. À. Ðÿçàíöåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåíòàìè, çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ,
ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íîé êàê ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê è â ñâÿçè ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ïðèëîæå-
íèé òàêèõ óðàâíåíèé â åñòåñòâîçíàíèè è òåõíèêå. Ýòèì ïðîáëåìàì ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ
ëèòåðàòóðà, â êîòîðîé íóæíî îòìåòèòü ìîíîãðàôèè [1], [2] è [3], ñîäåðæàùèå áîëüøóþ
áèáëèîãðàôèþ, à òàêæå îáçîð [4].

Îñíîâíûì àïïàðàòîì èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è ïîñòðîåíèå îáîáùåííûõ ôóíê-
öèîíàëîâ Ëÿïóíîâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì, îñíîâàííûì íà îöåíêàõ ðåøåíèé îïåðàòîð-
íûõ óðàâíåíèé ëîãàðèôìè÷åñêèìè íîðìàìè. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(A) îïåðàòîðà A
îïðåäåëÿåòñÿ êàê [8]

lim
h↓0

∥I + hA∥ − 1

h

Åñëè A � âåùåñòâåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n , òî â âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
ýëåìåíòîâ x = (x1, . . . , xn) ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ(A) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì [5],
[6]

Λ(A) = sup
j=1,n

(
ajj +

n∑
k=1,k ̸=j

|ajk|

)
(1.1)

ñ íîðìàìè ∥x∥ = max
k=1,n

|xk| , ∥A∥ = max
j=1,n

n∑
k=1

|ajk| , è

Λ(A) = sup
j=1,n

(
ajj +

n∑
k=1,k ̸=j

|akj|

)
(1.2)

ñ íîðìàìè ∥x∥ =
n∑

k=1

|xk| , ∥A∥ = max
j=1,n

n∑
k=1

|akj| .

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Ïåíçà; boikov@pnzgu.ru.

2 Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.
Ïåíçà; ryazantsevv@mail.ru.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé n -ìåðíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ñèñòåì ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé íà ïëîñêîñòè, âû-
ðàæåííûå ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèå íîðìû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö.

2. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî n -ìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ n -ìåðíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
=

n∑
k=1

(
ak(t)

∂2u

∂x2k
+ an+k(t)

∂u

∂xk

)
+ a2n+1(t)u, (2.1)

u(t0, x1, . . . , xn) = u0(x1, x2, . . . , xn). (2.2)

Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1)-(2.2) áóäåì ïðîâîäèòü â áàíà-
õîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé f(x) , x = (x1, . . . , xn) , c íîðìîé

∥f∥ =

 ∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

|f(x)|2 dx1 . . . dxn

1/2

.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t íîðìà ôóíêöèè u(t, x) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé

∥u(t, x)∥ =

 ∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

|u(t, x)|2 dx1 . . . dxn

1/2

.

Ââåäåì ìàòðèöó

C(t, ω1, . . . , ωn) =

a2n+1(t)−
n∑

k=1

ak(t)ω
2
k −

n∑
k=1

an+k(t)ωk

n∑
k=1

an+k(t)ωk a2n+1(t)−
n∑

k=1

ak(t)ω
2
k

 ,

ãäå −∞ < ωi <∞ , i = 1, n .

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè ak(t) (k = 1, 2n+ 1) íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé t ;
2) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (t, ω) , ãäå ω = (ω1, . . . , ωn) , −∞ < ωi < ∞ ,

i = 1, n , t ≥ t0 , ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû C(t, ω) , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå
(1.1), óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Λ
(
C(t, ω)

)
< −α(ω), α(ω) > 0. (2.3)

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.1) óñòîé÷èâî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå u(t, x) çàäà÷è Êîøè (2.1)-(2.2)
ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ t ≥ t0 è âìåñòå ñî ñâîåé ïðîèçâîäíîé ∂u/∂t ñóììèðóåìî ñ êâàäðàòîì
ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì. Ïóñòü ôóíêöèÿ u0(x) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó ∥u0(x)∥ ≤ ε1.
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Äëÿ ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ
[7]:

U(t, ω) = Fu(t, x) =

(
1

2π

)n/2
∞∫

−∞

. . .

∞∫
−∞

u(t, x) exp

(
−i

n∑
k=1

ωkxk

)
dx1 . . . dxn,

u(t, x) = F−1U(t, ω) =

(
1

2π

)n/2
∞∫

−∞

. . .

∞∫
−∞

U(t, ω) exp

(
i

n∑
k=1

ωkxk

)
dω1 . . . dωn.

Ïðèìåíèì ê çàäà÷å (2.1)-(2.2) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåí-

íûì, èìåÿ â âèäó [7], ÷òî F

(
∂ju(t, x)

∂xjk

)
= (iωk)

j U(t, ω) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì çàäà÷ó

Êîøè
∂U

∂t
= −

(
n∑

k=1

ak(t)ω
2
k

)
U + i

(
n∑

k=1

an+k(t)ωk

)
U + a2n+1(t)U, (2.4)

U(t0, ω) = U0(ω). (2.5)

Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå U(t, ω) = U1(t, ω) + iU2(t, ω) , ãäå U1(t, ω), U2(t, ω) � âåùå-
ñòâåííûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèâ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â çàäà÷ó (2.4)-(2.5), ïðèõîäèì ê çàäà÷å

∂U1

∂t
=

(
a2n+1(t)−

n∑
k=1

ak(t)ω
2
k

)
U1 −

(
n∑

k=1

an+k(t)ωk

)
U2,

∂U2

∂t
=

(
n∑

k=1

an+k(t)ωk

)
U1 +

(
a2n+1(t)−

n∑
k=1

ak(t)ω
2
k

)
U2,

(2.6)

U1(t0, ω) = U01(ω), U2(t0, ω) = U02(ω). (2.7)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ Ũ(t, ω) =
(
U1(t, ω), U2(t, ω)

)T
è Ũ0(ω) = (U01(ω), U02(ω))

T . Ïðè

êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ Rn íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè Ũ(t, ω) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|Ũ(t, ω)∥1 = max
i=1,2

|Ui(t, ω)|. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

∥Ũ(t, ω)∥1 = max
i=1,2

|Ui(t, ω)| =
√(

max
i=1,2

|Ui(t, ω)|
)2 ≤√U2

1 (t, ω) + U2
2 (t, ω) = |U(t, ω)|,

|U(t, ω)| =
√
U2
1 (t, ω) + U2

2 (t, ω) ≤
√(

max
i=1,2

|Ui(t, ω)|
)2

+
(
max
i=1,2

|Ui(t, ω)|
)2 ≤ √

2∥Ũ(t, ω)∥1.

Òåì ñàìûì, èìååì îöåíêó

∥Ũ(t, ω)∥1 ≤ |U(t, ω)| ≤
√
2∥Ũ(t, ω)∥1. (2.8)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå B[a, r] äëÿ çàìêíóòîãî øàðà â ïðîñòðàíñòâå Rn ðàäèóñà r ñ

öåíòðîì â òî÷êå a . Äîêàæåì, ÷òî ïðè âñÿêîì ôèêñèðîâàííîì ω ∈ Rn òðàåêòîðèÿ Ũ(t, ω)

çàäà÷è Êîøè (2.6)-(2.7) ïðè t0 ≤ t <∞ íå ïîêèäàåò øàðà B[0, δ0] , ãäå δ0 = ∥Ũ0(ω)∥1 . Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ω = ω̃ â ìîìåíò âðåìåíè
T òðàåêòîðèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.6) ïîêèäàåò øàð B[0, δ0] . Äëÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ ω = ω̃
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ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.6) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂U1

∂t
=

(
a2n+1(T )−

n∑
k=1

ak(T )ω̃
2
k

)
U1 −

(
n∑

k=1

an+k(T )ω̃k

)
U2+

+

(
a2n+1(t)− a2n+1(T )−

n∑
k=1

(ak(t)− ak(T )) ω̃
2
k

)
U1−

−

(
n∑

k=1

(an+k(t)− an+k(T )) ω̃k

)
U2,

(2.9)

∂U2

∂t
= −

(
n∑

k=1

an+k(T )ω̃k

)
U1 +

(
a2n+1(T )−

n∑
k=1

ak(T )ω̃
2
k

)
U2−

−

(
n∑

k=1

(an+k(t)− an+k(T )) ω̃k

)
U1+

+

(
a2n+1(t)− a2n+1(T )−

n∑
k=1

(ak(t)− ak(T )) ω̃
2
k

)
U2,

(2.10)

Â îïåðàòîðíîé ôîðìå ñèñòåìà (2.9)-(2.10) èìååò âèä:

∂Ũ(t, ω̃)

∂t
= C

(
T, ω̃

)
Ũ(t, ω̃) + Ψ(t, ω̃)Ũ(t, ω̃), (2.11)

ãäå Ψ(t, ω̃) =a2n+1(t)− a2n+1(T )−
n∑

k=1

(ak(t)− ak(T )) ω̃
2
k −

n∑
k=1

(an+k(t)− an+k(T )) ω̃k

−
n∑

k=1

(an+k(t)− an+k(T )) ω̃k a2n+1(t)− a2n+1(T )−
n∑

k=1

(ak(t)− ak(T )) ω̃
2
k

 .

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.8) ïðè t ≥ T ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå [8]

Ũ(t, ω̃) = eC(T,ω̃)(t−T )Ũ
(
T, ω̃

)
+

t∫
T

eC(T,ω̃)(t−s)Ψ
(
s, ω̃
)
Ũ
(
s, ω̃
)
ds.

Ïåðåõîäÿ ê íîðìàì, èìååì:

∥∥∥Ũ(t, ω̃)∥∥∥
1
≤
∥∥∥eC(T,ω̃)(t−T )Ũ

(
T, ω̃

)∥∥∥
1
+

∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eC(T,ω̃)(t−s)Ψ
(
s, ω̃
)
Ũ
(
s, ω̃
)
ds

∥∥∥∥∥∥
1

. (2.12)

Îöåíèì íîðìó ïåðâîãî ñëàãàåìîãî. Òàê êàê ïî óñëîâèÿì òåîðåìû ëîãàðèôìè÷åñêàÿ
íîðìà Λ

(
C(t, ω)

)
îïåðàòîðà C(t, ω) óäîâëåòâîðÿåò ïðè âñåõ ω ∈ Rn íåðàâåíñòâó (2.3), òî

èìååì ñëåäóþùóþ îöåíêó:∥∥∥eC(T,ω̃)(t−T )Ũ
(
T, ω̃

)∥∥∥
1
≤ e−α(ω̃)(t−T )

∥∥∥Ũ(t, ω̃)∥∥∥
1
. (2.13)

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî îòìåòèì, ÷òî èç ñòðóêòóðû îïåðàòîðà Ψ(t, ω̃) ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî êàê óãîäíî ìàëîãî ε2 > 0 íàéäåòñÿ òàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆T (ε2, ω̃) ,
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÷òî ïðè T ≤ t ≤ T + ∆T (ε2, ω̃) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ∥Ψ(t, ω̃)Ũ(t, ω̃)∥1 ≤
ε2∥Ũ(t, ω̃)∥1

Ïîýòîìó∥∥∥∥∥∥
t∫

T

eC(T,ω̃)(t−s)Ψ(s, ω̃)Ũ(s, ω̃) ds

∥∥∥∥∥∥
1

≤
t∫

T

∥∥∥eC(T,ω̃)(t−s)Ψ(s, ω̃)Ũ(s, ω̃)
∥∥∥
1
ds ≤

≤
t∫

T

∥∥eC(T,ω̃)(t−s)
∥∥
1

∥∥∥Ψ(s, ω̃)Ũ(s, ω̃)
∥∥∥
1
ds ≤ ε2

t∫
T

e−α(ω̃)(t−s)∥Ũ(s, ω)∥1 ds. (2.14)

Èç íåðàâåíñòâ (2.12)-(2.14) èìååì

∥∥∥Ũ(t, ω̃)∥∥∥
1
≤ e−α(ω̃)(t−T )

∥∥∥Ũ(T, ω̃)∥∥∥
1
+ ε2

t∫
T

e−α(ω̃)(t−s)
∥∥∥Ũ(s, ω̃)∥∥∥

1
ds.

Ââåäåì ôóíêöèþ φ(s) = e−α(ω̃)(t−s)∥Ũ(s, ω̃)∥1 è ïðåäñòàâèì ïðåäûäóùåå íåðàâåíñòâî â

âèäå φ(t) ≤ φ(T ) + ε2
t∫
T

φ(s) ds . Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà è âîçâðàùà-

ÿñü ê íîðìàì, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ∥Ũ(t, ω̃)∥1 ≤ e[−α(ω̃)+ε2](t−T )∥Ũ(T, ω̃)∥1 , îòêóäà â ñèëó
óñëîâèÿ (2.3), âûáîðà ε2 è ïðîèçâîëüíîñòè T ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥Ũ(t, ω̃)∥1 ≤ ∥Ũ0(ω̃)∥1 .
Òåì ñàìûì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, îáîñíîâûâàþùåìó ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ëþáî-
ãî çíà÷åíèÿ ω ∈ Rn íåðàâåíñòâà ∥Ũ(t, ω)∥1 ≤ ∥Ũ0(ω)∥1 , èç êîòîðîãî â ñèëó äâóñòî-
ðîííåé îöåíêè (2.8) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî |U(t, ω)|2 ≤ 2|U0(ω)|2 . Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå
åãî ÷àñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Ïëàíøåðåëÿ
∥U(t, ω)∥2 = ∥u(t, x)∥2 , ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó ∥u(t, x)∥2 ≤ 2ε21 , èç êîòîðîãî ñðàçó æå
ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ∥u(t, x)∥ ≤

√
2ε1 , îçíà÷àþùåå óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)-

(2.2).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 2.1., ïîëó÷èì îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû a1(t), . . . , a2n+1(t) ,
äîñòàòî÷íûå äëÿ óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (2.1)-(2.2). Äëÿ ýòî-
ãî èññëåäóåì, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü êîýôôèöèåíòû a1(t), . . . , a2n+1(t) ,
÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (2.3).

Ïîñêîëüêó ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà Λ
(
C(t, ω)

)
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (1.1), òî óñëî-

âèå (2.3) òåîðåìû 2.1. ýêâèâàëåíòíî ñïðàâåäëèâîñòè ïðè ëþáûõ ω ∈ Rn íåðàâåíñòâà

a2n+1(t)−
n∑

k=1

ak(t)ω
2
k +

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

an+k(t)ωk

∣∣∣∣∣ < 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ãðóáîå:

n∑
k=1

[
−ak(t)ω2

k + |an+k(t)||ωk|
]
< −a2n+1(t) (2.15)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (2.15) èìåëî ðåøåíèÿ ïðè ëþáûõ ω ∈ Rn , íåîáõîäèìî
ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

a2n+1(t) < 0, ak(t) > 0, k = 1, n. (2.16)
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Ïóñòü íåðàâåíñòâà (2.16) ñïðàâåäëèâû. Òîãäà óñëîâèå (2.15) áóäåò èìåòü ìåñòî ïðè
ëþáûõ ω ∈ Rn , åñëè ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ñóììà n ìàêñèìóìîâ ïàðàáîëè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ñòîÿùèõ â ëåâîé ÷àñòè (2.15). Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì

t ìàêñèìóìû äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ ωk =
|an+k(t)|
2ak(t)

, k = 1, n , à íåðàâåíñòâî (2.15) èìååò

âèä:
n∑

k=1

a2n+k(t)

4ak(t)
< −a2n+1(t). (2.17)

Ò å î ð å ì à 2.2. Ïóñòü ôóíêöèè ak(t) (k = 1, 2n+ 1) íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé
t è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (2.16)-(2.17). Òîãäà
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.1) óñòîé÷èâî.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Ïðîàíàëèçèðóåì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

∂u1
∂t

=a1,1(t)
∂2u1
∂x21

+ a1,2(t)
∂2u1
∂x22

+ a1,3(t)
∂2u2
∂x21

+ a1,4(t)
∂2u2
∂x22

+ a1,5(t)
∂u1
∂x1

+

+a1,6(t)
∂u1
∂x2

+ a1,7(t)
∂u2
∂x1

+ a1,8(t)
∂u2
∂x2

+ a1,9(t)u1 + a1,10(t)u2,

∂u2
∂t

=a2,1(t)
∂2u1
∂x21

+ a2,2(t)
∂2u1
∂x22

+ a2,3(t)
∂2u2
∂x21

+ a2,4(t)
∂2u2
∂x22

+ a2,5(t)
∂u1
∂x1

+

+a2,6(t)
∂u1
∂x2

+ a2,7(t)
∂u2
∂x1

+ a2,8(t)
∂u2
∂x2

+ a2,9(t)u1 + a2,10(t)u2,

(3.1)

u1(t0, x1, x2) = u01(x1, x2), u2(t0, x1, x2) = u02(x1, x2). (3.2)

Èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.1)-(3.2) áóäåì â áàíàõîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå âåêòîð-ôóíêöèé f(x1, x2) ñ íîðìîé

∥f∥ = max
i=1,2

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

|fi(x1, x2)|2 dx1dx2

1/2

.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè t íîðìà âåêòîð-ôóíêöèè u(t, x) , ãäå x =
(x1, x2) , îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∥u(t, x)∥ = max
i=1,2

 ∞∫
−∞

∞∫
−∞

|ui(t, x)|2 dx1dx2

1/2

.

Ïóñòü ðåøåíèå u(t, x) =
(
u1(t, x), u2(t, x)

)T
çàäà÷è Êîøè (3.1)-(3.2) ñóùåñòâóåò è âìå-

ñòå ñ ïðîèçâîäíîé ∂u/∂t =
(
∂u1/∂t, ∂u2/∂t

)T
ñóììèðóåìî ñ êâàäðàòîì ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íûì ïåðåìåííûì. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðèìåíèì ê çàäà÷å (3.1)-(3.2) ïðåîáðàçîâàíèå
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Ôóðüå è ïîëó÷èì:

∂U1

∂t
= −a1,1(t)ω2

1U1 − a1,2(t)ω
2
2U1 − a1,3(t)ω

2
1U2 − a1,4(t)ω

2
2U2 + ia1,5(t)ω1U1+

+ ia1,6(t)ω2U1 + ia1,7(t)ω1U2 + ia1,8(t)ω2U2 + a1,9(t)U1 + a1,10(t)U2,

∂U2

∂t
= −a2,1(t)ω2

1U1 − a2,2(t)ω
2
2U1 − a2,3(t)ω

2
1U2 − a2,4(t)ω

2
2U2 + ia2,5(t)ω1U1+

+ ia2,6(t)ω2U1 + ia2,7(t)ω1U2 + ia2,8(t)ω2U2 + a2,9(t)U1 + a2,10(t)U2,

(3.3)

U1(t0, ω) = U01(ω), U2(t0, ω) = U02(ω). (3.4)

Ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ U1(t, ω) = V1(t, ω) + iV2(t, ω), U2(t, ω) = V3(t, ω) + iV4(t, ω),
ãäå V1(t, ω), V2(t, ω), V3(t, ω), V4(t, ω) � âåùåñòâåííûå ôóíêöèè. Ïîäñòàâèâ ýòè ïðåäñòàâëå-
íèÿ â çàäà÷ó (3.3)-(3.4), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

∂V1
∂t

=
(
a1,9(t)− a1,1(t)ω

2
1 − a1,2(t)ω

2
2

)
V1 −

(
a1,5(t)ω1 + a1,6(t)ω2

)
V2+

+
(
a1,10(t)− a1,3(t)ω

2
1 − a1,4(t)ω

2
2

)
V3 −

(
a1,7(t)ω1 + a1,8(t)ω2

)
V4,

dV2
dt

=
(
a1,5(t)ω1 + a1,6(t)ω2

)
V1 +

(
a1,9(t)− a1,1(t)ω

2
1 − a1,2(t)ω

2
2

)
V2+

+
(
a1,7(t)ω1 + a1,8(t)ω2

)
V3 +

(
a1,10(t)− a1,3(t)ω

2
1 − a1,4(t)ω

2
2

)
V4,

dV3
dt

=
(
a2,9(t)− a2,1(t)ω

2
1 − a2,2(t)ω

2
2

)
V1 −

(
a2,5(t)ω1 + a2,6(t)ω2

)
V2+

+
(
a2,10(t)− a2,3(t)ω

2
1 − a2,4(t)ω

2
2

)
V3 −

(
a2,7(t)ω1 + a2,8(t)ω2

)
V4,

dV4
dt

=
(
a2,5(t)ω1 + a2,6(t)ω2

)
V1 +

(
a2,9(t)− a2,1(t)ω

2
1 − a2,2(t)ω

2
2

)
V2+

+
(
a2,7(t)ω1 + a2,8(t)ω2

)
V3 +

(
a2,10(t)− a2,3(t)ω

2
1 − a2,4(t)ω

2
2

)
V4,

(3.5)

V1(t0, ω) = V01(ω), V2(t0, ω) = V02(ω),

V3(t0, ω) = V03(ω), V4(t0, ω) = V04(ω),

ãäå ôóíêöèè V0j(ω), j = 1, 4 îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

U01(ω) = V01(ω) + iV02(ω), U02(ω) = V03(ω) + iV04(ω).

Â îïåðàòîðíîì âèäå ñèñòåìà (3.5) áóäåò èìåòü âèä:

∂V (t, ω)

∂t
= B(t, ω)V (t, ω),

ãäå V (t, ω) =
(
V1(t, ω), V2(t, ω), V3(t, ω), V4(t, ω)

)T
,

B(t, ω) =

(
B11 B12

B21 B22

)
,

Bi1 =

(
ai9(t)− ai1(t)ω

2
1 − ai2(t)ω

2
2 −ai5(t)ω1 − ai6(t)ω2

ai5(t)ω1 + ai6(t)ω2 ai9(t)− ai1(t)ω
2
1 − ai2(t)ω

2
2

)
,

Bi2 =

(
ai10(t)− ai3(t)ω

2
1 − ai4(t)ω

2
2 −ai7(t)ω1 − ai8(t)ω2

ai7(t)ω1 + ai8(t)ω2 ai10(t)− ai3(t)ω
2
1 − ai4(t)ω

2
2

)
,

è i = 1, 2 .
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2, j = 1, 10 íåïðåðûâíû ïî ïåðåìåííîé t ;
2) ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (t, ω1, ω2), t ≥ t0,−∞ < ωi < ∞, i = 1, 2 ëîãà-

ðèôìè÷åñêàÿ íîðìà ìàòðèöû B(t, ω1, ω2) , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå (1.1), óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

Λ
(
B(t, ω1, ω2)

)
< −α(ω1, ω2), α(ω1, ω2) > 0. (3.6)

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1)-(3.2) óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.1..
Âûâåäåì îãðàíè÷åíèÿ íà êîýôôèöèåíòû aij(t), i = 1, 2, j = 1, 10 , äîñòàòî÷íûå äëÿ

âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (3.6). Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå èç äâóõ íåðàâåíñòâ:
(
a1,9(t)− a1,1(t)ω

2
1 − a1,2(t)ω

2
2

)
+
∣∣a1,10(t)− a1,3(t)ω

2
1 − a1,4(t)ω

2
2

∣∣+
+ |a1,5(t)ω1 + a1,6(t)ω2|+ |a1,7(t)ω1 + a1,8(t)ω2| < 0,(
a2,10(t)− a2,3(t)ω

2
1 − a2,4(t)ω

2
2

)
+
∣∣a2,9(t)− a2,1(t)ω

2
1 − a2,2(t)ω

2
2

∣∣+
+ |a2,5(t)ω1 + a2,6(t)ω2|+ |a2,7(t)ω1 + a2,8(t)ω2| < 0.

(3.7)

Èìåÿ â âèäó, ÷òî â ýòîé ñèñòåìå äâà íåðàâåíñòâà ëèøü ôîðìàëüíî îòëè÷íû äðóã îò
äðóãà, ïðîàíàëèçèðóåì òîëüêî ïåðâîå íåðàâåíñòâî, à ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû çàòåì ðàñ-
ïðîñòðàíèì íà âòîðîå íåðàâåíñòâî. Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ïðè ëþáîì ω ∈ R2

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî(
a1,9(t)− a1,1(t)ω

2
1 − a1,2(t)ω

2
2

)
+
∣∣a1,10(t)− a1,3(t)ω

2
1 − a1,4(t)ω

2
2

∣∣+
+ |a1,5(t)ω1 + a1,6(t)ω2|+ |a1,7(t)ω1 + a1,8(t)ω2| < 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü íà áîëåå ãðóáîå(
a1,9(t)− a1,1(t)ω

2
1 − a1,2(t)ω

2
2

)
+ |a1,10(t)|+ |a1,3(t)|ω2

1 + |a1,4(t)|ω2
2+

+
(
|a1,5(t)|+ |a1,7(t)|

)
|ω1|+

(
|a1,6(t)|+ |a1,8(t)|

)
|ω2| < 0. (3.8)

Ñãðóïïèðîâàâ ñëàãàåìûå, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:[(
|a1,3(t)| − a1,1(t)

)
ω2
1 +

(
|a1,5(t)|+ |a1,7(t)|

)
|ω1|
]
+

+
[(
|a1,4(t)| − a1,2(t)

)
ω2
2 +

(
|a1,6(t)|+ |a1,8(t)|

)
|ω2|
]
< − (a1,9(t) + |a1,10(t)|) .

Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.8) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé îò íåçàâèñèìûõ àðãóìåíòîâ. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (3.8) äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ω , òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû îáå ïàðàáîëû èìåëè âåòâè,
íàïðàâëåííûå âíèç. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèÿ

|a1,3(t)| < a1,1(t), |a1,4(t)| < a1,2(t). (3.9)

Ïðè óñëîâèè (3.9) íåðàâåíñòâî (3.8) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ −∞ < ωi < ∞ ,
i = 1, 2 , åñëè ýòîìó íåðàâåíñòâó áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñóììà ìàêñèìóìîâ óïîìÿíóòûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âû÷èñëÿÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 çíà÷åíèÿ ïàðàáîëè-

÷åñêèõ ôóíêöèé â òî÷êàõ ìàêñèìóìà ω1 =
|a1,5(t)|+ |a1,7(t)|
2
(
a1,1(t)− |a1,3(t)|

) è ω2 =
|a1,6(t)|+ |a1,8(t)|
2
(
a1,2(t)− |a1,4(t)|

)
ñîîòâåòñòâåííî, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:(

|a1,5(t)|+ |a1,7(t)|
)2

2
(
a1,1(t)− |a1,3(t)|

) +

(
|a1,6(t)|+ |a1,8(t)|

)2
2
(
a1,2(t)− |a1,4(t)|

) ≤ −
(
a1,9(t) + |a1,10(t)|

)
. (3.10)
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Ðàñïðîñòðàíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íà âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3.7), ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ:

|a2,1| < a2,3(t), |a2,2(t)| < a2,4(t), (3.11)(
|a2,5(t)|+ |a2,7(t)|

)2
2
(
a2,3(t)− |a2,1(t)|

) +

(
|a2,6(t)|+ |a2,8(t)|

)2
2
(
a2,4(t)− |a2,2(t)|

) ≤ −
(
a2,10(t) + |a2,9(t)|

)
. (3.12)

Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò íàì ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü ôóíêöèè aij(t), i = 1, 2, j = 1, 10 ïðè t ≥ t0 íåïðåðûâíû
ïî ïåðåìåííîé t è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t ≥ t0 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
(3.9)-(3.12). Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (3.1)-(3.2) óñòîé÷èâî.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Òåîðåìà 3.1. îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé, åñëè ëîãàðèôìè÷å-
ñêóþ íîðìó Λ

(
B(t, ω)

)
â íåé âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (1.2). Â ýòîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå

Λ
(
B(t, ω)

)
< 0 ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì óñòîé÷èâîñòè, îòëè÷íûì îò ñôîð-

ìóëèðîâàííûõ â òåîðåìå 3.2.
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Stability criteria for the solutions of partial di�erential
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Abstract. In the work we obtained some su�cient conditions of solutions stability for systems of
parabolic di�erential equations with time-dependent coe�cients.
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Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå

ÓÄÊ 517.9

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

ïåðâîãî ïîðÿäêà îáùåãî âèäà ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè â

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ íà ëèíèè áåñêîíå÷íîé äëèíû

c⃝ Ñ. Í. Àëåêñååíêî1, Ë. E. Ïëàòîíîâà2

Àííîòàöèÿ. Äëÿ êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ, ïîñòðîåíà ñèñòåìà èç 15 èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîé äàåò ðåøåíèå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è Êîøè â èñõîäíûõ
êîîðäèíàòàõ. Àíîíñèðîâàíà òåîðåìà, â êîòîðîé ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîé ðàçðå-
øèìîñòè, íå âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ ïðåäïîëîæåíèé î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, çàäà÷à
Êîøè, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà.

Îñíîâíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå ÿâëÿåòñÿ êâàçèëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

a1(x1, x2, z)∂1z + a2(x1, x2, z)∂2z = f(x1, x2, z), (1.1)

ãäå ∂iz = ∂z
∂xi
, i = 1, 2, a1, a2, f � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíê-

öèè. Ðåøåíèå èùåòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ëèíèè L , êîòîðàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì
x2 = φ(x1), −∞ < x1 < +∞ . Ñîîòâåòñòâåííî, çàäà÷à Êîøè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

z|L = γ(x1), x1 ∈ (−∞; +∞). (1.2)

Ôóíêöèè φ(x1) , γ(x1) ∈ C
2
(−∞; +∞) , ãäå C

2
(−∞; +∞) � ìíîæåñòâî äâàæäû íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé, îãðàíè÷åííûõ âìåñòå ñî ñâîèìè 1-îé è 2-îé ïðîèçâîäíû-
ìè íà (−∞; +∞) . Ïóñòü Nγ = max

(−∞;+∞)
|γ(x1)| . Â îáùèõ ÷åðòàõ ñõåìà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà

äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà (äàëåå ÌÄÀ) ê çàäà÷å Êîøè âèäà (1.1), (1.2) áûëà íàìå÷åíà
â [3]. Íî â [3] ðåçîëüâåíòíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé íå ïðèâåäåíà.

Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ëèíèÿ L è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x1, x2) ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå

Ωβ =

{
(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, min

(−∞;+∞)
(φ(x1)− β0) 6 x2 6 max

(−∞;+∞)
(φ(x1) + β0)

}
, β0 ∈ R.

Ïðèíöèïèàëüíàÿ îñîáåííîñòü èçó÷àåìîé çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ ïîèñêîì
íåèçâåñòíîé ôóíêöèè z(x1, x2) èùåòñÿ è îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåí-
íî, ïîñòîÿííàÿ β0 äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû èñêîìàÿ îáëàñòü îïðåäåëå-
íèÿ z(x1, x2) âõîäèëà â Ωβ . Îáîçíà÷èì ýòó çàðàíåå íåèçâåñòíóþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èìåíè Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Í.Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Àññèñòåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíè-
âåðñèòåò èìåíè Ê.Ìèíèíà, ã. Í.Íîâãîðîä; �u�13@yandex.ru
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ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (1.2) ÷åðåç Ωε . Òàê êàê â äàííîé ñòàòüå ðå÷ü èäåò î ëîêàëü-
íîé ðàçðåøèìîñòè, òî îáëàñòü Ωε ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü êðèâîé L .
Ïðèìåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî âñå çàäàííûå ôóíêöèè a1, a2, f îïðåäåëåíû â îáëàñòè
Qρ = Ωβ × [−ρNγ, ρNγ] , ãäå êîýôôèöèåíò ρ âûáèðàåòñÿ èñõîäÿ èç âèäà ôóíêöèé a1, a2, f .
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ íà L , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íèæåïðèâåäåííûå
âûêëàäêè è óòâåðæäåíèÿ.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ Ωε áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëîñû øèðèíîé ε â íàïðàâ-
ëåíèè Ox2 , ïðèëåãàþùåé ê L ñ îäíîé ñòîðîíû, òî÷íåå

Ωε = {(x1, x2) : −∞ < x1 < +∞, φ(x1) 6 x2 6 φ(x1) + ε} ,Ωε ⊂ Ωβ.

Ïàðàìåòð ε ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ, îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó ε ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-
íîâíûõ óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.1), (1.2). À âîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ε ¾êîí-
ñòðóêòèâíî¿, èñõîäÿ èç äàííûõ çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíî èç îñíîâíûõ ïðåèìóùåñòâ
ÌÄÀ.

Â ðàìêàõ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà [3] çàïèøåì äëÿ çàäà÷è Êîøè (1.2) ðàñ-
øèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó:

dη1
ds

= a1(η1, η2, u), (1.3)

dη2
ds

= a2(η1, η2, u), (1.4)

du

ds
= f(η1, η2, u) (1.5)

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

η1|s=ω(x1,x2) = x1, η2|s=ω(x1,x2) = x2, u|L = γ(x1). (1.6)

Çäåñü ω(x1, x2), η1(s, x1, x2), η2(s, x1, x2), u(s, x1, x2) � íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè,
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ïî âñåì ïåðåìåííûì, s � äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò,
0 6 s 6 ω(x1, x2) .

Çíà÷åíèå ω íà êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì x2 = φ(x1) ïîëàãàåì ðàâíîé íóëþ, òî åñòü
ω(x1, φ(x1)) = 0 . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
(1.3), (1.4) äîëæíû èìåòü âîçìîæíîñòü áûòü ïðåäñòàâëåííûìè â âèäå:

η1 = x1 −
ω(x1,x2)∫

s

a1(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), u(δ, x1, x2))dδ,

η2 = x2 −
ω(x1,x2)∫

s

a2(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), u(δ, x1, x2))dδ.

(1.7)

Ïðåäñòàâëåíèå (1.7) îïðàâäàíî, åñëè ìîæíî îïðåäåëèòü íîâóþ çàðàíåå íåèçâåñòíóþ
ôóíêöèþ θ(x1, x2) , äëÿ êîòîðîé â íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ åå àðãóìåíòîâ áûëè áû
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

θ (x1, x2) = x1 −
ω(x1,x2)∫

0

a1 (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ,

φ (θ (x1, x2)) = x2 −
ω(x1,x2)∫

0

a2 (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ.

(1.8)
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Èç ñîîòíîøåíèé (1.5)�(1.6) ïðè äîïóñòèìîñòè (1.7):

u(s, x1, x2) = γ(θ(x1, x2)) +

s∫
0

f(η1(δ, x1, x2), η2(δ, x1, x2), u(δ, x1, x2))dδ. (1.9)

Ë å ì ì à 1.1. Íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé (1.6), (1.7), (1.9) äàåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (1.1)�(1.2).

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû â ðàáîòå [4] áûëî âûâåäåíî îñíîâíîå óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè.
Äëÿ âûâîäà ýòîãî óñëîâèÿ ïðîâåäåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè: ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå è
âòîðîå óðàâíåíèå (1.8) ïî x1 è x2 . Ïîëó÷èì:

∂θ

∂x1
= 1− a1

∂ω

∂x1
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

∂η1
∂x1

+
∂a1
∂η2

∂η2
∂x1

+
∂a1
∂u

∂u

∂x1

)
dδ,

∂θ

∂x2
= −a1

∂ω

∂x2
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

∂η1
∂x2

+
∂a1
∂η2

∂η2
∂x2

+
∂a1
∂u

∂u

∂x2

)
dδ.

(1.10)

φ′ ∂θ

∂x1
= −a2

∂ω

∂x1
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

∂η1
∂x1

+
∂a2
∂η2

∂η2
∂x1

+
∂a2
∂u

∂u

∂x1

)
dδ,

φ′ ∂θ

∂x2
= 1− a2

∂ω

∂x2
−

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

∂η1
∂x2

+
∂a2
∂η2

∂η2
∂x2

+
∂a2
∂u

∂u

∂x2

)
dδ.

(1.11)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.10) íà a1 , âòîðîå � íà a2 , çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ. Áóäåì èìåòü:

(
a1
∂θ

∂x1
+ a2

∂θ

∂x2

)
+ a1

(
a1
∂ω

∂x1
+ a2

∂ω

∂x2
− 1

)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

(
a1
∂η1
∂x1

+ a2
∂η1
∂x2

)
+

+
∂a1
∂η2

(
a1
∂η2
∂x1

+ a2
∂η2
∂x2

)
+
∂a1
∂u

(
a1
∂u

∂x1
+ a2

∂u

∂x2

))
dδ. (1.12)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (1.11) íà a1 , âòîðîå � íà a2 , çàòåì ñëîæèì ïîëó÷åí-
íûå âûðàæåíèÿ. Ïîëó÷èì:

φ′
(
a1
∂θ

∂x1
+ a2

∂θ

∂x2

)
+ a2

(
a1
∂ω

∂x1
+ a2

∂ω

∂x2
− 1

)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

(
a1
∂η1
∂x1

+ a2
∂η1
∂x2

)
+

+
∂a2
∂η2

(
a1
∂η2
∂x1

+ a2
∂η2
∂x2

)
+
∂a2
∂u

(
a1
∂u

∂x1
+ a2

∂u

∂x2

))
dδ. (1.13)

Îáîçíà÷èì

W (ζ) = a1
∂ζ

∂x1
+ a2

∂ζ

∂x2
.
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Ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó:

W (θ) + a1

(
a1
∂ω

∂x1
+ a2

∂ω

∂x2
− 1

)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a1
∂η1

W (η1) +
∂a1
∂η2

W (η2) +
∂a1
∂u

W (u)

)
dδ,

φ′W (θ) + a2

(
a1
∂ω

∂x1
+ a2

∂ω

∂x2
− 1

)
= −

ω(x1,x2)∫
0

(
∂a2
∂η1

W (η1) +
∂a2
∂η2

W (η2) +
∂a2
∂u

W (u)

)
dδ.

(1.14)

Ñèñòåìà (1.14) ðàçðåøèìà, êîãäà

J =

∣∣∣∣ 1 a1
φ′ a2

∣∣∣∣ ̸= 0. (1.15)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ωxi =
∂ω

∂xi
, θxi =

∂θ

∂xi
, uxi =

∂u

∂xi
, ηixj =

∂ηi
∂xj

, aij =
∂ai
∂ηj

, aiu =
∂ai
∂u

, fu =
∂f

∂u
, fi =

∂f

∂ηi
,

(i, j = 1, 2).

Äàëåå çàïèøåì ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì òàêèõ îáîçíà÷åíèé:

u (s, x1, x2) = γ (θ (x1, x2)) +

s∫
0

f (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ, (1.16)

uxj = γ′ (θ (x1, x2)) θxj +

s∫
0

(
2∑

i=1

fiηixj + fuuxj

)
dδ, (1.17)

ηj = xj −
ω(x1,x2)∫

s

aj (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ, (1.18)

ηlxk = δlk − alωxk −
ω(x1,x2)∫

s

(
2∑

i=1

aliηixk + aluuxk

)
dδ, (1.19)

ω =

x2∫
φ(x1)

ωx2dx2, (1.20)

ωx1 = J−1

−φ′ +

ω(x1,x2)∫
0

(
φ′

(
2∑

i=1

a1iηix1 + a1uux1

)
−

(
2∑

i=1

a2iηix1 + a2uux1

))
dδ

 ,

(1.21)

ωx2 = J−1

1 +

ω(x1,x2)∫
0

(
φ′

(
2∑

i=1

a1iηix2 + a1uux2

)
−

(
2∑

i=1

a2iηix2 + a2uux2

))
dδ

 , (1.22)
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θ = x1 −
ω(x1,x2)∫

0

a1 (η1 (δ, x1, x2) , η2 (δ, x1, x2) , u (δ, x1, x2)) dδ, (1.23)

θxj = J−1

(
(−1)j+1a3−j +

ω(x1,x2)∫
0

(
a1

(
2∑

i=1

a2iηixj + a2uuxj

)
−

− a2

(
2∑

i=1

a1iηixj + a1uuxj

))
dδ

)
, (1.24)

ãäå j, l, k = 1, 2, δlk � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Óðàâíåíèå (1.16) ïîëó÷åíî èíòåãðèðîâàíèåì óðàâ-
íåíèÿ (1.5) â ïðåäåëàõ îò 0 äî s ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ äàííûõ (1.6). Óðàâíåíèÿ (1.17) ïîëó-
÷åíû äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (1.9) ïî x1 è x2 , ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ (1.18)
ïîëó÷åíû èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé (1.3) è (1.4) ñîîòâåòñòâåííî â ïðåäåëàõ îò s äî
ω(x1, x2) . Óðàâíåíèÿ (1.19) ïîëó÷åíû äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé
(1.7) ïî x1 è x2 , ñîîòâåòñòâåííî. Óðàâíåíèå (1.20) ïîëó÷åíî èíòåãðèðîâàíèå ðàâåíñòâà
ωx2 =

∂ω
∂x2

ïî Ox2 îò φ(x1) äî x2 . Óðàâíåíèÿ (1.21) è (1.24) ïðè j = 1 ïîëó÷åíû ðåøåíè-
åì ñèñòåìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ωx1 è θx1 , ñîñòîÿùåé èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.10) è
ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (1.11). Óðàâíåíèÿ (1.22) è (1.24) ïðè j = 2 ïîëó÷åíû ðåøåíèåì ñèñòå-
ìû óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ωx2 è θx2 , ñîñòîÿùåé èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.10) è âòîðîãî
óðàâíåíèÿ (1.11). Óðàâíåíèå (1.23) � ïåðâîå óðàâíåíèå (1.8).

Òàê êàê ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
(1.16) � (1.24), ïðîèçâîäíûå ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè, ââåäåì
ñîîòâåòñòâóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2), ω = W1, θ =W2, θxi =W2i, uxi = Ui, ωxi = W1i, ηi = Hi,

ηixj = Hij, µ1 = x1 −H1, µ2 = x1 −W2, µixj = µij, (i, j = 1, 2).

Ñ íèìè îñíîâíàÿ ðåçîëüâåíòíàÿ ñèñòåìà çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

U (s, x1, x2) = γ (W2 (x1, x2)) +

s∫
0

f (x1 − µ1, H2 (δ, x1, x2) , U (δ, x1, x2)) dδ, (1.25)

U1 = γ′ (W2 (x1, x2))W21 +

s∫
0

(f1(1− µ11) + f2H21 + fUU1) dδ, (1.26)

U2 = γ′ (W2 (x1, x2))W22 +

s∫
0

(f1(−µ12) + f2H22 + fUU2) dδ, (1.27)

µ1 =

W1(x1,x2)∫
s

a1 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.28)

H2 = x2 −
W1(x1,x2)∫

s

a2 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.29)
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µ11 = a1W11 +

W1(x1,x2)∫
s

(a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1) dδ, (1.30)

µ12 = a1W12 +

W1(x1,x2)∫
s

(a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2) dδ, (1.31)

H21 = −a2W11 −
W1(x1,x2)∫

s

(a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1) dδ, (1.32)

H22 = 1− a2W12 −
W1(x1,x2)∫

s

(a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2) dδ, (1.33)

W1 =

x2∫
φ(x1)

W12dx2, (1.34)

µ2 =

W1(x1,x2)∫
0

a1 (x1 − µ1, H2, U (δ, x1, x2)) dδ, (1.35)

W11 = J−1

(
−φ′ +

W1(x1,x2)∫
0

(
φ′ (a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1)−

− (a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1)
)
dδ

)
, (1.36)

W12 = J−1

(
1 +

W1(x1,x2)∫
0

(
φ′ (a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2)−

− (a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2)
)
dδ

)
, (1.37)

1− µ21 = J−1

(
a2 +

W1(x1,x2)∫
0

(
a1 (a21(1− µ11) + a22H21 + a2UU1)−

− a2 (a11(1− µ11) + a12H21 + a1UU1)
)
dδ

)
, (1.38)

− µ22 = J−1

(
−a1 +

W1(x1,x2)∫
0

(
a1 (a21(−µ12) + a22H22 + a2UU2)−

− a2 (a11(−µ12) + a12H22 + a1UU2)
)
dδ

)
. (1.39)
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Â ñèñòåìå (1.25) � (1.39) U, U1, U2, µ1, H2, µ11, µ12, H21, H22, W1, W11, W12, µ2, µ21 µ22 íî-
âûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè.

Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî ñëîæíûé âèä, ðåçîëüâåíòíàÿ ñèñòåìà (1.25) � (1.39) ìî-
æåò áûòü èññëåäîâàíà ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Ïðèíöèïèàëüíûì ïðåèìóùåñòâîì ýòîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé ÿâíî âûïèñàíû âñå
âçàèìîñâÿçè ìåæäó èçâåñòíûìè è íåèçâåñòíûìè âåëè÷èíàìè. À, ñëåäîâàòåëüíî, íåïîñðåä-
ñòâåííûå îöåíêè äàþò êîíêðåòíîå âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû ε , õàðàêòåðèçóþùåé îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ. Âåñü íàáîð óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà-
÷è (1.1) � (1.2) â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ, ñôîðìóëèðîâàí â íèæåñëåäóþùåé òåîðåìå. Ïðè
ýòîì, êðîìå ââåäåííûõ âûøå, èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå:

X2 = max
x1∈(−∞;+∞)

{|φ(x1)− β0| , |φ(x1) + β0|} .

Ò å î ð å ì à 1.3. Ïóñòü a1 (x1, x2, z) , a2 (x1, x2, z) , f (x1, x2, z) íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûå ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì â îáëàñòè Qρ ;L � ëèíèÿ, íåñóùàÿ íà÷àëü-

íûå äàííûå:x2 = φ(x1) ; φ (x1) , γ (x1) ∈ C
2
(−∞; +∞) ; âûïîëíåíî îñíîâíîå óñëîâèå ðàçðå-

øèìîñòè |J | ≥ KJ . Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε0 > 0 , ÷òî ïðè 0 6 ε 6 ε0 , çàäà÷à
Êîøè (1.1), (1.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå z ∈ C1(Ωε) , êîòîðîå ïðè s = ω ñîâïàäà-
åò ñ ôóíêöèåé u(s, x1, x2) = U(s, x1, x2) , îïðåäåëÿåìîé èç ðåçîëüâåíòíîé ñèñòåìû (1.25)
� (1.39).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. ×èñëî ε0 îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì îáðàçîì ÷åðåç èç-
âåñòíûå è çàäàííûå ôóíêöèè.
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A �rst-order partial di�erential equation of the common

type with initial data in Cartesian coordinates on an

in�nite length line

c⃝ S. N. Alekseenko3, L. E. Platonova4

Abstract. The Cauchy problem for a quasi-linear �rst order partial di�erential equation is studied
in case when initial data is given on an in�nite length smooth line with non-vertical gradient.
A system in 15 integral equations, a solution of which gives a solution of the considered Cauchy
problem in original coordinates, is constructed. Local solvability conditions, which do not include in
itself assumptions about behavior of the characteristic lines, are presented in a theorem announced
here.
Key Words: quasi-linear �rst order partial di�erential equation, Cauchy problem, method of an
additional argument.
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ÓÄÊ 517.929

Ê âîïðîñó îá èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì â ïðîãíîçèðîâàíèè

äèíàìèêè ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ

c⃝ Â. À. Àòðÿõèí1, Ï. À. Øàìàíàåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñûâàþòñÿ òðè ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì. Ïðåäëàãàþòñÿ ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäëàãàåìûõ ìåõàíèçìîâ
äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè âîñïðîèçâîäñòâà íàó÷íûõ êàäðîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû
ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì,
ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, çàäà÷à Êîøè

1. Ââåäåíèå

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ âîñïðîèç-
âîäñòâà íàó÷íûõ êàäðîâ íà ýòàïå ïîñòóïëåíèÿ â àñïèðàíòóðó ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàþùèì àðãóìåíòîì. Â ðàáîòå
[1] ïðåäëîæåí ìåõàíèçì îòûñêàíèÿ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ íàñòîÿùåé ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè íà îñíîâå èçâåñòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, ïðåäøåñòâó-
þùèé ïðîãíîçèðóåìîìó.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìîòðèì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì:

ẏ(t) = aw(t) + by(t− δ) + cz(t− δ),
ż(t) = kw(t) + dy(t− δ) + sz(t− δ),
ẇ(t) = y(t)− z(t).

(1.1)

ãäå w(t) � ÷èñëåííîñòü ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ïîòîêà ñòóäåíòîâ â ìîìåíò âðåìåíè t ; y(t) � ÷èñëåííîñòü ïîòîêà ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê
ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïî ðåçóëüòàòàì âûáðàííîé ñåññèè â
ìîìåíò âðåìåíè t ; z(t) � ÷èñëåííîñòü ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïî ðåçóëüòàòàì âûáðàííîé ñåññèè â ìîìåíò âðåìåíè t ; � ïðî-
ìåæóòîê âðåìåíè, ðàçäåëÿþùèé ìîìåíòû ïîñòóïëåíèÿ â âóç ñîñåäíèõ ïîòîêîâ, â íàøåì
ñëó÷àå ðàâíûé îäíîìó ãîäó.

Â ðàáîòå [1] ñèñòåìà (1.1) ñâåëàñü ê ñèñòåìå êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:
ylm = 1

2
â(ylm + ylm−1) + b̂yl−1

m + ĉzl−1
m ,

zlm = 1
2
k̂(ylm + ylm−1) + d̂yl−1

m + ŝzl−1
m ,

wl
m = wl

m−1 + ylm − zlm.

(1.2)

ãäå ylm � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ l �ãî ïîòîêà, ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïîñëå m �îé ñåññèè, zlm � êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ l �îãî ïîòîêà,

1 Àññèñòåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; atrvol@rambler.ru.

2 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.
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âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïîñëå m �îé ñåñ-
ñèè, wl

m � ÷èñëåííîñòü ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó l �îãî ïîòîêà
ñòóäåíòîâ ïîñëå m �îé ñåññèè.

2. Îïèñàíèå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïî ïîëó÷åííîé ðàçíîñòíîé ñõåìå ñ ó÷å-
òîì èçâåñòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ ïî N ïîòîêàì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíà ñòà-
òèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ â ðàçðåçå äåâÿòè ñåññèé ïî N ïîòîêàì, ïðåäøåñòâóþùèì ïðî-
ãíîçèðóåìîìó N + 1 �îìó ïîòîêó: ylm, z

l
m, w

l
m, l = 1, N,m = 2, 9 � è äàííûå î ðåçóëüòàòàõ

ïåðâîé ñåññèè N +1 � ãî ïîòîêà � w1
N+1 . Öåëü âû÷èñëåíèé � íàéòè êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ

N +1 �ãî ïîòîêà, êîòîðûå áóäóò â ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïî-
ñëå äåâÿòîé ñåññèè, � w9

N+1 . ×èñëåííûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå
äëÿ êàæäîé l �îé ñåññèè âû÷èñëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (1.2). Îáîçíà÷èì
èõ âl, b̂l, ĉl, k̂l, d̂l, ŝl, l = 2, 9 .

Íà âòîðîì ýòàïå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóÿ íàéäåííûå êîýôôèöèåíòû íàõî-
äÿòñÿ ïðîãíîçèðóåìûå ÷èñëåííîñòè ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó
wl

N+1, l = 2, 9 .
Ðàññìîòðèì òðè âàðèàíòà îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé wl

N+1, l = 2, 9 . Ïåðâûé âàðèàíò ñâîäèò-
ñÿ ê èñïîëüçîâàíèþ äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé wl

N+1, l = 2, 9 èòåðàöèîííîé ôîðìóëû.
Ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2) âìåñòî ylm ïðàâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

è âìåñòî zlm ïðàâóþ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ, è âûðàæàÿ wl
N+1 , ïîëó÷àåì èòåðàöèîííóþ

ôîðìóëó:

wl
N+1 =

(1 + âl/2− k̂l/2)wl−1
N+1 + (b̂l − d̂l)ylm + (ĉl − ŝl)zlN

1 + k̂l/2− âl/2
(2.1)

Âòîðîé âàðèàíò îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé wl
N+1, l = 2, 9 çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè àíà-

ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Xk(t) =

 yk(t)
zk(t)
wk(t)

 , l = 2, 9.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé [3]:

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü λk � êîðåíü óðàâíåíèÿ ∆A(λ) = 0 . Òîãäà êîìïëåêñíîìó
÷èñëó λk îòâå÷àåò ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) âèäà

Xk(t) = Pk(t)e
λkt,

ãäå Pk(t) � ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî t ñ âåêòîðíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñòåïåíè íèæå
êðàòíîñòè êîðíÿ λk .

Çäåñü ∆A(λ) = 0 � õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Â ðàçâåðíóòîì âèäå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû (1.1) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:

det

λE −

 0 0 a
0 0 k
−1 1 0

−

 b c 0
d s 0
0 0 0

 e−hλ

 = 0
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Êðàòíîñòü êîðíåé λk = 1 . À çíà÷èò, ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ïðèìåò âèä:

Xk(t) =

 dl1e
λkt

dl2e
λkt

dl3e
λkt

 , l = 2, 9.

Íà ïåðâîì ýòàïå ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà íàì èçâåñòíî çíà÷åíèå wl
N+1 . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ôóíêöèè wi
N+1 , i = 2, 9 âîñïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííîé ôîðìóëîé wl−1

N+1 = dl3e
(l−1)∗λk , l =

2, 9 . Â èòîãå íà êàæäîì îòðåçêå t ∈ [i− 1, i] , i = 2, 9 áóäåò ïîñòðîåíà ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ôóíêöèÿ, ïðè÷åì çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîíå÷íîé òî÷êå îòðåçêà áóäåò íà÷àëüíîé òî÷íîé äëÿ
ôóíêöèè, ïîñòðîåííîé íà ñëåäóþùåì îòðåçêå. Çíà÷åíèå w9

N+1 áóäåò èòîãîì ïîñòðîåíèÿ
ïðîãíîçà.

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ñõåìàòè÷åñêè ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñóíêå:

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1), óäîâëåòâîðÿþùåãî

çàäàííûì íà÷àëüíûì äàííûì

Òðåòüèì âàðèàíòîì îòûñêàíèÿ çíà÷åíèé wl
N+1, l = 2, 9 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå

ñèñòåìû (1.1). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì δ = 1 è ïîëó÷èì ñèñòåìó:
ẏ(t) = aw(t) + by(t− 1) + cz(t− 1),
ż(t) = kw(t) + ly(t− 1) +mz(t− 1),
ẇ(t) = y(t)− z(t).

(2.2)

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé w(t), y(t), z(t) ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûìè ïðè t ∈ [0, 1] . Ïîýòîìó, ðåøàÿ
ñèñòåìó (2.2) íà îòðåçêå t ∈ [i, i+1] , âìåñòî w(t− 1), y(t− 1), z(t− 1) ïîäñòàâèì çíà÷åíèÿ
ôóíêöèé w(t), y(t), z(t) íà îòðåçêå t ∈ [i − 1, i] . Â èòîãå ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñëåäóþùåãî âèäà:

ẏ(t) = aw(t) + q1,
ż(t) = kw(t) + q2,
ẇ(t) = y(t)− z(t).

(2.3)

Äàííàÿ ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
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3. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò

Àïðîáàöèþ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ïðîâåäåì íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ îá óñïå-
âàåìîñòè îäíîé ãðóïïû ñòóäåíòîâ î÷íîé ôîðìû îáó÷åíèÿ ñïåöèàëüíîñòè ¾Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà¿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ èì. Í.Ï.Îãàðåâà, ïîñòó-
ïèâøèõ â óíèâåðñèòåò ñ 2000 ïî 2006 ãîä.

Ïðèìåì çà êðèòåðèé âêëþ÷åíèÿ â ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó
âåëè÷èíó ñðåäíåãî áàëëà ïî èòîãàì ïîñëåäíåé ñåññèè áîëüøóþ èëè ðàâíóþ 4,2. Àíàëèçè-
ðóÿ ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå, ñîñòàâèì òàáëèöó ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå
â àñïèðàíòóðó (òàáë. 1), òàáëèöó âëèâàþùèõñÿ â ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â
àñïèðàíòóðó (òàáë. 2) è òàáëèöó âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â
àñïèðàíòóðó (òàáë. 3) â ðàçðåçå ñåìè ïîòîêîâ ñòóäåíòîâ è ñåññèé çà 2000 � 2006 ãîäû.

Íîìåð ñåññèè
Íîìåð ïîòîêà 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2006 7 7 7 4 7 15 11 16 10
2005 8 13 8 4 14 19 16 19 11
2004 9 10 9 2 7 10 12 13 12
2003 12 9 10 4 11 11 13 15 11
2002 9 14 12 7 16 19 20 20 21
2001 6 6 8 6 8 18 21 21 19
2000 5 8 8 4 6 14 15 15 12

Òàáëèöà 1: ×èñëåííîñòü ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó

Íîìåð ñåññèè
Íîìåð ïîòîêà 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2006 0 0 0 0 3 8 1 5 0
2005 0 5 0 0 10 5 0 4 0
2004 0 1 0 0 5 4 2 1 2
2003 0 1 2 0 7 3 4 3 3
2002 0 5 1 0 9 3 2 1 2
2001 0 1 3 2 4 11 4 2 4
2000 0 5 3 0 3 8 4 2 1

Òàáëèöà 2: ×èñëåííîñòü âëèâàþùèõñÿ â ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàí-
òóðó
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Íîìåð ñåññèè
Íîìåð ïîòîêà 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2006 0 0 0 3 0 0 5 0 10
2005 0 0 5 4 0 0 3 1 8
2004 0 0 1 7 0 1 0 0 3
2003 0 4 1 6 0 3 2 1 7
2002 0 0 3 5 0 0 1 1 1
2001 0 1 1 4 2 1 1 2 6
2000 0 2 3 4 1 0 3 2 4

Òàáëèöà 3: ×èñëåííîñòü âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàí-
òóðó

Ãðàôèê, ïîñòðîåííûé íà îñíîâàíèè äàííûõ ïî ÷èñëåííîñòè ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó (ðèñ. 3.1), ïîäòâåðæäàåò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî èçìåíåíèå
êîëè÷åñòâåííîãî ñîñòàâà ãðóïï ïðåòåíäåíòîâ ïî ðàçíûì ïîòîêàì â ðàçðåçå ñåññèé ñîõðà-
íÿåò îáùèå òåíäåíöèè.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Èçìåíåíèå ÷èñëåííîñòåé ãðóïï ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó äëÿ ïîòîêîâ

2000-2006 â ðàçðåçå ñåññèé
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Íà îñíîâàíèè èñõîäíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ
êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ îòêëîíÿþùèìñÿ àðãóìåíòîì
(1.1):

Íîìåð ñåññèè
Êîýô. 2 3 4 5 6 7 8 9
a 0.453 -0.071 0.35 1.292 0.338 -0.007 0.206 0.18
b -0.512 0.675 -0.988 -0.316 0.215 0.488 0.726 0.044
c 0.437 -0.28 0.339 2.655 0.481 -0.557 1.975 0.223
k 0.029 0.395 0.336 0.023 0.122 0.289 0.08 0.51
l -0.207 -0.498 0.523 0.288 -0.059 0.314 0.297 0.205
m -0.305 0.498 0.141 0.012 0.15 1.162 0.373 1.833

Òàáëèöà 4: Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ñåññèé ñî 2-îé ïî 9-þ

Èòîã ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (2.1) ïðèâåäåí â òàáëèöå 5 âìåñòå
ñ ðåàëüíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè çà òîò æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Íîìåð ñåññèè
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ïðîãíîç 8 12 8 5 20 29 24 33 20
Ñòàò. äàííûå 8 6 14 4 8 20 20 22 18

Òàáëèöà 5: Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïè-
ðàíòóðó äëÿ 2007 ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå (2.1)

Ãðàôè÷åñêè ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå:

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó äëÿ 2007

ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé ïî èòåðàöèîííîé ôîðìóëå

Äëÿ ïðèâåäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ
ñèñòåì:
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Íîìåð ñåññèè
Ðåøåíèå 2 3 4 5
y(t) −6.07e−0.87t 0.97e0.4t −5.29e−0.1t 1.16e0.26t

z(t) 10.34e−0.87t 0.36e0.4t −4.6e−0.1t 0.74e0.26t

w(t) 18.99e−0.87t 1.49e0.4t 6.85e−0.1t 1.63e0.26t

Òàáëèöà 6: Êîìïîíåíòû âåêòîðà X(t) äëÿ ñåññèé ñî 2-îé ïî 5-þ

Íîìåð ñåññèè
Ðåøåíèå 6 7 8 9
y(t) 0.23e0.58t 0.48e0.34t 0.06e0.74t 9898.3e−0.8t

z(t) 0.4e0.58t 0.01e0.34t −0.01e0.74t 24642.48e−0.8t

w(t) 0.33e0.58t 1.39e0.34t 0.08e0.74t 18473.95e−0.8t

Òàáëèöà 7: Êîìïîíåíòû âåêòîðà X(t) äëÿ ñåññèé ñî 6-îé ïî 9-þ

Èòîã ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1)
ïðèâåäåí â òàáëèöå (òàáë. 8) âìåñòå ñ ðåàëüíûìè ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè çà òîò æå
ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Íîìåð ñåññèè
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ïðîãíîç 8 3 5 5 6 11 15 30 15
Ñòàò. äàííûå 8 6 7 4 7 13 20 22 18

Òàáëèöà 8: Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïè-
ðàíòóðó äëÿ 2007 ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé ïî àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû

Ãðàôè÷åñêè ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå:
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Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó äëÿ 2007

ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé ïî àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.1)

Èòîã ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ìåòî-
äîì Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïðèâåäåí â òàáëèöå (òàáë. 9) âìåñòå ñ ðåàëüíûìè
ñòàòèñòè÷åñêèìè äàííûìè çà òîò æå ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

Íîìåð ñåññèè
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ïðîãíîç 8 6 7 8 13 19 20 18 18
Ñòàò. äàííûå 8 6 7 4 7 13 20 22 18

Òàáëèöà 9: Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïè-
ðàíòóðó äëÿ 2007 ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ñèñòåìû (1.1) ìåòîäîì
Ðóíãå-Êóòòû

Ãðàôè÷åñêè ðåçóëüòàòû ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà òðåìÿ ðàññìîòðåííûìè ìåòîäàìè ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñóíêå:
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ðåçóëüòàòû ïðîãíîçèðîâàíèÿ êîëè÷åñòâà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó äëÿ 2007

ïîòîêà â ðàçðåçå ñåññèé

Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ïðîãíîçèðóåìûõ äàííûõ îò ðåàëüíîé ñòàòèñòèêè äëÿ
êàæäîãî èç ðàññìîòðåííûõ ìåòîäîâ íå ïðåâûøàåò 23%, ÷òî ãîâîðèò î òîì, ÷òî òî÷íîñòü
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîïóñòèìà ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ â ñî-
öèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâî-
ëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü äèíàìèêó ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó
íà îñíîâå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ çà íåñêîëüêî ëåò, ïðåäøåñòâóþùèõ ïðîãíîçèðóåìîìó
îòðåçêó âðåìåíè.
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ÓÄÊ 541.127

Ïîñòðîåíèå êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé

íà îñíîâå ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåì

c⃝ È. Â. Àõìåòîâ1, È. Ì. Ãóáàéäóëëèí2

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè ïîëó÷åíèÿ ìåòèëîâîãî ýôèðà 5-
àöåòèë-2-ïèððîëêàðáîíîâîé êèñëîòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãî-
ÿäåðíûõ ñèñòåìàõ. Ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: ðàçðàáîòêà è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè;
îïðåäåëåíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå äàííûå; ðàñïàðàëëåëèâàíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåí-
òà íàéäåíû êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Íà îñíîâå ñòàíäàðòà OpenMP ðàçðàáîòàí ïàêåò ïðè-
êëàäíûõ ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ðàáîòà âûïîëíåíà
ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò � 12-07-00324).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îáûêíîâåííûå íåëèíåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ, âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ìíîãîÿäåðíûå ñèñòåìû, OpenMP

1. Ââåäåíèå

Îáðàòíûå çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè îòíîñÿòñÿ ê òàêèì ôèçèêî-õèìè÷åñêèì çàäà-
÷àì, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò çíà÷èòåëüíûé îáúåì âû÷èñëåíèé [1]. Ñåãîäíÿ óæå ïðåäëîæå-
íû ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ:
êëàñòåðíûå ñèñòåìû è âèäåîêàðòû [2]-[3]. Â òî æå âðåìÿ äîñòóï ê ñóïåðêîìïüþòåðàì â íà-
øå âðåìÿ îãðàíè÷åí. Ñ äðóãîé ñòîðîíû âîçðàñòàåò ðàñïðîñòðàíåííîñòü âû÷èñëèòåëüíûõ
ìàøèí ñ ìíîãîÿäåðíûìè ïðîöåññîðàìè, ÷òî óâåëè÷èâàåò èõ ïðèìåíåíèå â íàó÷íûõ èññëå-
äîâàíèÿõ. Èñïîëüçîâàíèå ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåì â ôèçèêî-õèìè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ÿâëÿåòñÿ
íà ñåãîäíÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîëîãèè ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåìàõ. Â êà-
÷åñòâå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ âûáðàíà ðåàêöèÿ ïîëó÷åíèÿ ìåòèëîâîãî ýôèðà 5-àöåòèë-2-
ïèððîëêàðáîíîâîé êèñëîòû. Ïðè ðåøåíèè ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû âîçíèêàþò ñëåäóþùèå
çàäà÷è: ïîñòðîåíèå è àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè; îïðåäåëåíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, îïèñûâàþùèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå; ðàñïàðàëëåëèâàíèå
îáðàòíîé çàäà÷è õèìè÷åñêîé êèíåòèêè.

2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå

Íà îñíîâå àíàëèçà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé ìåõàíèçì ïðî-
òåêàíèÿ ðåàêöèè îáðàçîâàíèÿ ìåòèëîâîãî ýôèðà 5-àöåòèë-2-ïèððîëêàðáîíîâîé êèñëîòû

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã.Óôà; ilnur-
av@mail.ru

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè Èíñòèòóòà íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã.Óôà; irekmars@mail.ru
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[4]:
1. C1 + C2 → C3 + C4 W1 = K1X1X2

2. C3 + C5 → C6 + C4 W2 = K2X3X5

3. C6 + C5 → C7 + C4 W3 = K3X5X6

4. C7 + C5 → C8 + C4 W4 = K4X5X7

5. C8 → C9 + C10 W5 = K5X8

(2.1)

ãäå Ci � êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ, ìîëü/ë: C1 � C6H7NO , C2 � CCl4 , C3 �
C7H6NOCl3 , C4 � HCl , C5 � CH4O , C6 � C8H9Cl2NO2 , C7 � C9H12ClNO3 , C8 �
C10H15NO4 , C9 � C8H9NO3 , C10 � C2H6O ; Kj � êèíåòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà j -îé ðåàêöèè
( j = 1-5).

Êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñõåìû ïðåâðàùåíèé (2.1) ïðîàíàëèçèðîâàíû â ðàìêàõ çàêîíà
äåéñòâóþùèõ ìàññ. Êîððåêòíûì îïèñàíèåì ëàáîðàòîðíîãî ðåàêòîðà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü èäå-
àëüíîãî ñìåøåíèÿ, óðàâíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñèñòåìîé
(2.2)-(2.3):

dN

dt
= FN , FN =

1

Vo

5∑
j=1

δjωj, δj =
10∑
i=1

νij, (2.2)

dXi

dt
=
Fi −XiFN

N
, Fi =

1

Vo

5∑
j=1

νijωj. (2.3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè t = 0 : Xi = X0
i , N = 1; ãäå N = C/C0 � îòíîñèòåëüíîå

èçìåíåíèå ÷èñëà ìîëåé ðåàêöèîííîé ñìåñè; C è C0 � ìîëüíàÿ ïëîòíîñòü è åå íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå, ìîëü/ë; Xi = Ci/C � êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ, ìîëüíûå äîëè ( i = 1-10);
ωj =Wj/C0 � ïðèâåäåííûå ñêîðîñòè ðåàêöèé, 1/÷; Wj � ñêîðîñòü j -îé ñòàäèè, ìîëü/(ë · ÷)
( j = 1-5).

Ïðàâûå ÷àñòè ñèñòåìû (2.2)-(2.3) èìåþò âèä:
F1 = −ω1, F2 = −ω1, F3 = ω1 − ω2, F4 = ω1 + ω2 + ω3 + ω4, F5 = ω2 − ω3 − ω4, F6 =

ω2 − ω3, F7 = ω3 − ω4, F8 = ω4 − ω5, F9 = ω5, F10 = ω5, F11 = FN = ω5 .

3. Àëãîðèòì ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ

Ðàñ÷åò êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè ïîëó÷åíèÿ ìåòèëîâîãî ýôèðà 5-àöåòèë-2-
ïèððîëêàðáîíîâîé êèñëîòû � äëèòåëüíûé ïðîöåññ. Äëÿ óñêîðåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çà-
äà÷è áûëà ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà íà ÿçûêå Ôîðòðàí ñ ìíîãîïîòî÷íûì êîäîì OpenMP.

OpenMP (OpenMulti-Processing) � îòêðûòûé ñòàíäàðò äëÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ ïðî-
ãðàìì. Îïèñûâàåò ñîâîêóïíîñòü äèðåêòèâ êîìïèëÿòîðà, áèáëèîòå÷íûõ ïðîöåäóð è ïåðå-
ìåííûõ îêðóæåíèÿ, êîòîðûå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìíîãîïîòî÷íûõ ïðè-
ëîæåíèé íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ãåíåðèðóåòñÿ íàáîð èç n èñõîäíûõ êîí-
ñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé. Ñóùåñòâóåò 2n âàðèàíòîâ èçìåíåíèÿ íàáîðà äàííûõ â ñòîðîíó
óâåëè÷åíèÿ èëè óìåíüøåíèÿ íà çàäàííûé øàã. Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû âñå âîçìîæíûå
âàðèàíòû èçìåíåíèÿ íàáîðà êîíñòàíò ïðè n = 5 .
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Òàáëèöà 1. Âàðèàíòû èçìåíåíèÿ íàáîðà êîíñòàíò ïðè n = 5

�/Kj K1 K2 K3 K4 K5

1 + + + + +
2 + + + + -
3 + + + - +
4 + + + - -
5 + + - + +
6 + + - + -
7 + + - - +
8 + + - - -
9 + - + + +
10 + - + + -
11 + - + - +
12 + - + - -
13 + - - + +
14 + - - + -
15 + - - - +
16 + - - - -
17 - + + + +
18 - + + + -
19 - + + - +
20 - + + - -
21 - + - + +
22 - + - + -
23 - + - - +
24 - + - - -
25 - - + + +
26 - - + + -
27 - - + - +
28 - - + - -
29 - - - + +
30 - - - + -
31 - - - - +
32 - - - - -

Äëÿ âñåõ êîìáèíàöèé íàáîðà ðåøàåòñÿ ïðÿìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à. Ðåøåíèå ïðÿìûõ
çàäà÷ ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ íà âñå äîñòóïíûå ÿäðà [5].

Íàáîð ñ íàèáîëåå óäîâëåòâîðÿþùèìè ðåøåíèÿìè âûáèðàåòñÿ êàê èñõîäíûé íàáîð êîí-
ñòàíò ñêîðîñòåé ñòàäèé. Äëÿ íîâîãî íàáîðà êîíñòàíò âûïîëíÿþò òàêèå æå îïåðàöèè, ÷òî
è äëÿ ïðåäûäóùåãî. Ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îñòàíàâëè-
âàþò ïðè äîñòèæåíèè çàäàííîé òî÷íîñòè. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíûõ è
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ âûáðàí ñëåäóþùèé ôóíêöèîíàë: EE = |Xrasch −Xeksp| .

4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè ðåøåíèÿ îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è íà 2 ÿäðà ðàñ÷åòû
âûïîëíÿþòñÿ áûñòðåå íà 35− 40% , íà 4 ÿäðà � íà 50− 55% .
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Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàíî â òàáëèöå 2. Ðàçðàáîòàí-
íàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå íàáëþäåíèÿ: ðàñõîæäåíèå ðàñ÷åòíûõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåíåíèé êîíöåíòðàöèé âî âðåìåíè íå ïðåâûøàåò 7% .

Òàáëèöà 2. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.

à) Òåìïåðàòóðà îïûòà 105 ◦C

Âðåìÿ, ÷ Îïûò(X1) Ðàñ÷åò(X1) Îïûò(X9) Ðàñ÷åò(X9)
4 100 78,98 0 21,02
4,5 70 70 30 30
5 59,6 60,54 40,4 39,45
6 43 43 57 57

á) Òåìïåðàòóðà îïûòà 110 ◦C

Âðåìÿ, ÷ Îïûò(X1) Ðàñ÷åò(X1) Îïûò(X9) Ðàñ÷åò(X9)
3 92,9 82,71 7,7 17,29
4 38 62,18 62 37,82
6 29 29 71 71

â) Òåìïåðàòóðà îïûòà 115 ◦C

Âðåìÿ, ÷ Îïûò(X1) Ðàñ÷åò(X1) Îïûò(X9) Ðàñ÷åò(X9)
3 62,6 62,6 37,4 37,4
4 26,2 26,2 73,8 73,8
6 0 3,09 100 96,91

Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2)-(2.3) ðåøà-
ëàñü ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Êóòòû-Ìåðñîíà ïÿòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
×èñëåííûå çíà÷åíèÿ íàéäåííûõ êîíñòàíò è ýíåðãèé àêòèâàöèè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 3.
Êîíñòàíòû Ki( ÷

−1) ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè ïðèâåäåííûìè âåëè÷èíàìè, êîòîðûå èìåþò
ðàçìåðíîñòü îáðàòíîãî âðåìåíè è ñâÿçàíû ñ èñòèííûìè êîíñòàíòàìè ki( ë · ìîëü −1· ÷ −1)
ñîîòíîøåíèÿìè: Ki = ki · Co(i = 1− 4), K5 = k5 .

Òàáëèöà 3. Íàéäåííûå êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåòðû

Êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû 105 ◦C 110 ◦C 115 ◦C Ei, êêàë/ìîëü
k1 0,049 0,058 0,111 23,8
k2 0,0043 0,0045 0,005 3,57
k3 0,041 0,044 0,048 4.41
k4 0,0007 0,0009 0,001 9,68
k5 6,37 6,86 7,076 3,07

Âûâîäû:
1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëü-

íûõ âû÷èñëåíèé íà ìíîãîÿäåðíûõ ñèñòåìàõ.
2. Ïîñòðîåíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàêöèè ïîëó÷åíèÿ ìåòèëîâîãî ýôèðà 5-àöåòèë-2-

ïèððîëêàðáîíîâîé êèñëîòû.
3. Îñóùåñòâëåíî ðàñïàðàëëåëèâàíèå îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è, ïðè èñïîëüçîâà-

íèè 4 ÿäåð áûëî äîñòèãíóòî 2-êðàòíîå óñêîðåíèå.
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Development of kinetic models using parallel computing on

multicore systems

c⃝ I. V. Akhmetov3, I. M. Gubaydullin4

Abstract. It was developed of kinetic model of reaction of 5-acetyl-2-pyrrole carbonic methyl ether
production using parallel computing on multicore systems.
Following tasks:
- Development and analysis of mathematical models;
- Determination of the numerical values of the kinetic parameters describing the experimental data;
- Paralleling the inverse problem.
As a result of computer simulation found kinetic parameters. Based on the OpenMP standard
software package designed for the solution of inverse problems of chemical kinetics. This work are
supported by RFBR grant (project � 12-07-00324).

Key Words: kinetic model, ordinary nonlinear di�erential equations, computational experiment,
multicore systems, OpenMP

3 Graduate, Institute of Petrochemical and Catalysis, Ufa; ilnur-av@mail.ru
4 Senior Researcher, Institute of Petrochemical and Catalysis, Ufa; irekmars@mail.ru

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 3



Ïîñòðîåíèå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîêðåêèíãà òÿæåëûõ íåôòÿíûõ . . . 43

ÓÄÊ 547.913

Ïîñòðîåíèå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîêðåêèíãà

òÿæåëûõ íåôòÿíûõ îñòàòêîâ íà îñíîâå ãðóïïîâûõ

êîìïîíåíòîâ

c⃝ À. Â. Áàëàåâ1, Ä. À. Äåëü Òîðî Ôîíñåêà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðàçðàáîòàííàÿ íà îñíîâå ãðóïïî-
âûõ êîìïîíåíòîâ. Âûáîð êîìïîíåíòîâ èçîñòðîåíèÿ âûáèðàëñÿ íà îñíîâå ìèíèìóìà ýíåðãèè
Ãèááñà. Ïðåäëîæåíî 9 ãðóïïîâûõ êîìïîíåíòîâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ñõåìà õèìè÷åñêèõ ïðå-
âðàùåíèé, âêëþ÷àþùàÿ 12 ðåàêöèé. Ïðè îáðàáîòêå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïðèâåäåííûõ
â ëèòåðàòóðå, ðåøåíà îáðàòíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à è íàéäåíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå ÷èñëà ìîëåé, ãðóïïîâûå
êîìïîíåíòû, ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êèíåòè÷åñêèå ïàðàìåò-
ðû.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ïðîöåññàõ íåôòåïåðåðàáîòêè íàáëþäàåòñÿ òåíäåíöèÿ ê ïåðåðà-
áîòêå òÿæåëûõ, âûñîêîñìîëèñòûõ è âûñîêîñåðíèñòûõ íåôòåé è íåôòÿíûõ îñòàòêîâ, ÷òî
ñïîñîáñòâóåò óâåëè÷åíèþ âûõîäà ìîòîðíûõ òîïëèâ è ïîâûøåíèþ èõ êà÷åñòâà.

Â 1992 ãîäó âñòóïèë â ñèëó ñòàíäàðò Euro I, îãðàíè÷èâàþùèé âûáðîñû äâèãàòåëåé
àâòîòðàíñïîðòà. Ïðàêòè÷åñêè åæåãîäíî óâåëè÷èâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ ïî âûáðîñàì â àòìî-
ñôåðó îêñèäà óãëåðîäà (CO ), óãëåâîäîðîäîâ (CH ), îêñèäîâ àçîòà (NOx ) è ñåðû (S ).
Òàê, äåéñòâóþùèé ñ 01.09.2009 Euro V îãðàíè÷èâàåò ñîäåðæàíèå ñåðû â áåíçèíå äî 0, à â
äèçåëüíîì òîïëèâå - äî 10 ppm. Êðîìå äðóãèõ îãðàíè÷åíèé, â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåí-
íûìè ñòàíäàðòàìè, äîëæíû áûòü çàìåíåíû àðîìàòè÷åñêèå è îëåôèíîâûå óãëåâîäîðîäû,
îáû÷íî äîáàâëÿåìûå â áåíçèí äëÿ ïîâûøåíèÿ îêòàíîâîãî ÷èñëà, íà ïàðàôèíîâûå è íàô-
òåíîâûå óãëåâîäîðîäû [1].

Ñîâðåìåííûå ÍÏÇ îñíàùàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûì êîëè÷åñòâîì óñòàíîâîê, ðåàëèçóþùèõ
âòîðè÷íûå ïðîöåññû è óãëóáëÿþùèõ ïåðåðàáîòêó íåôòè, ÷òîáû âûïóñêàòü ñîâðåìåííóþ
ïðîäóêöèþ. Îäíèì èç òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ ãèäðîêðåêèíã - âàæíûé âòîðè÷íûé êàòà-
ëèòè÷åñêèé ïðîöåññ ðàçëîæåíèÿ òÿæåëîãî íåôòÿíîãî ñûðüÿ â äîïîëíèòåëüíûå êîëè÷åñòâà
íèçêîêèïÿùèõ äèñòèëëÿòîâ (áåíçèí, êåðîñèí, äèçåëüíîå òîïëèâî) â ïðèñóòñòâèè âîäîðîäà
ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ è äàâëåíèÿõ. Óñòàíîâêè ãèäðîêðåêèíãà ïåðåðàáàòûâàþò øè-
ðîêèé äèàïàçîí ñûðüÿ - îò íàôòàëèíîâûõ óãëåâîäîðîäîâ äî òÿæåëûõ íåôòÿíûõ îñòàòêîâ
è âûïóñêàþò ÷èñòûå äèñòèëëÿòíûå ïðîäóêòû: áåíçèí, êåðîñèí, äèçåëüíîå òîïëèâî ñ î÷åíü
íèçêèì ñîäåðæàíèåì ñåðû, àçîòà è àðîìàòè÷åñêèõ óãëåâîäîðîäîâ.

Òðóäíîñòü ïåðåðàáîòêè îñòàòî÷íîãî è áèòóìèíîçíîãî ñûðüÿ çàêëþ÷àåòñÿ â íàëè÷èè
áîëüøîãî êîëè÷åñòâà óãëåâîäîðîäîâ (ñâûøå 90 ãðóïï) â òàêîì ñûðüå.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçèêî-õèìè÷åñêîé ñóùíîñòè êàòàëèòè÷åñêîé ðåàêöèè, ïîñëåäóþùå-
ãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàòàëèòè÷åñêîãî ïðîöåññà è îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé åãî
ïðîìûøëåííîé ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìû, ïðåæäå âñåãî, ðàçðàáîòêà åãî êèíåòè÷åñêîé è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëåé [2],[3].

Äëÿ çàäà÷ ïîñëåäóþùåãî ìîäåëèðîâàíèÿ êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ðåàêòîðîâ äå-
òàëüíàÿ ðàçðàáîòêà íà êèíåòè÷åñêîì óðîâíå ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùåé, ïîñêîëüêó êè-

1 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, ã. Óôà; avbalaev@gmail.com

2 Ìàãèñòðàíò, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; souldel@yandex.ru
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íåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêîâûìè ÷ëåíàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìàòåðèàëüíîãî è òåïëîâîãî áàëàíñîâ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñòà-
äèé, ðåàêöèé è óðàâíåíèé, õàðàêòåðèçóþùèõ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè õèìè÷åñêîãî ïðåâðà-
ùåíèÿ îò ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè: äàâëåíèÿ, åìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèé ðåàãåíòîâ è äð. Ýòè
çàâèñèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè, âêëþ÷àÿ èõ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ â ïðîìûøëåííûõ óñëîâèÿõ.

Ïðåäûäóùèìè èññëåäîâàòåëÿìè [4]-[7] ñîñòàâëÿëèñü êèíåòè÷åñêèå ìîäåëè ãèäðèðîâà-
íèÿ ñëîæíîãî ñûðüÿ íà îñíîâå ôðàêöèé, ñîäåðæàùèõñÿ â ñûðüå è â ïðîäóêòàõ, à èìåí-
íî, ñæèæåííûå ãàçû(C1 − C4 ), ëåãêàÿ (C5 − 80oC ) è òÿæåëàÿ ( 80 − 150oC ) íàôòåíîâûå
ôðàêöèè, ðåàêòèâíîå ( 150− 290oC ) è äèçåëüíîå òîïëèâî ( 290− 370oC ), íåïðåâðàùåííûé
îñòàòîê ( 370oC ), ãðàíèöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëû âûêèïàíèÿ. Ïðè ãèäðèðîâàíèè
èñïîëüçóþò áèôóíêöèîíàëüíûå êàòàëèçàòîðû, íà êèñëîòíûõ öåíòðàõ êîòîðûõ ïðîõîäÿò
ðåàêöèè èçîìåðèçàöèè è êðåêèíãà, à íà ìåòàëëè÷åñêèõ öåíòðàõ - ðåàêöèè ãèäðèðîâàíèÿ
è äåãèäðèðîâàíèÿ, êðîìå ýòîãî, ïðîõîäÿò ðåàêöèè ãèáðèäíîãî ñäâèãà, ìåòèëüíîãî ñäâèãà,
äåàëêèëèðîâàíèÿ, àöèêëè÷åñêèé β -ðàñêîë, ýêçîöèêëè÷åñêèé β -ðàñêîë, ýíäîöèêëè÷åñêèé
β -ðàñêîë, îòêðûòèå è íàñûùåíèå êîëüöà, à òàêæå âîäîðîäíîå öèêëîïðîïàíèðîâàíèå â
öåïè è â êîëüöå.

Ñûðüå ãèäðîêðåêèíãà îáû÷íî ñîñòîèò èç ïàðàôèíîâ, íàôòåíîâ, àðîìàòè÷åñêèõ è íàô-
òåíîàðîìàòè÷åñêèõ óãëåâîäîðîäîâ, à òàêæå ñåðî-, êèñëîðîä-, àçîò- è ìåòàëë- ñîäåðæà-
ùèõ ãåòåðîñîåäèíåíèé. Ñîãëàñíî ïîñëåäíèì êèíåòè÷åñêèì ìîäåëÿì â ñûðüå ãèäðîêðåêèí-
ãà C3 − C40 ñîäåðæèòñÿ 38 èíäèâèäóàëüíûõ í-ïàðàôèíîâûõ óãëåâîäîðîäîâ - (C3 − C40 ),
37 èíäèâèäóàëüíûõ èçî-ïàðàôèíîâûõ - (C4−C40 ), 36 èíäèâèäóàëüíûõ ìîíîíàôòåíîâûõ -
(C5−C40 ), 31 äèíàôòåíîâûé - (C10−C40 ), 27 òðèíàôòåíûõ - (C14−C40 ), 23 òåòðàíàôòåíî-
âûõ - (C18−C40 ), 35 ìîíîàðîìàòè÷åñêèõ óãëåâîäîðîäîâ - (C5−C40 ), 31 äèàðîìàòè÷åñêèé
- (C10−C40 ), 27 òðèàðîìàòè÷åñêèõ - (C14−C40 ), 23 òåòðààðîìàòè÷åñêèõ - (C18−C40 ), 31
íàôòåíî-ìîíîàðîìàòè÷åñêèõ - (C10−C40 ), 27 íàôòåíî-äèàðîìàòè÷åñêèõ - (C14−C40 ), 23
íàôòåíî-òðèàðîìàòè÷åñêèõ - (C18−C40 ), 27 äèíàôòåíî-ìîíîàðîìàòè÷åñêèõ (C14−C40 ), 23
äèíàôòåíî-äèàðîìàòè÷åñêèõ - (C18−C40 ), 23 òðèíàôòåíî-äèàðîìàòè÷åñêèõ - (C18−C40 ),
âñåãî 462 êîìïîíåíòà.

Ðàçðàáîòêà íàäåæíîé êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ãèäðîêðåêèíãà òÿæåëûõ íåôòÿíûõ îñòàò-
êîâ, íàïðèìåð, âàêóóìíîãî ãàçîéëÿ, ñâÿçàíà ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé. Ïðåæäå âñåãî, ñ òåì
îáñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî ïðîäóêòû ãèäðîãåíîëèçà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øèðîêóþ ñìåñü óãëå-
âîäîðîäîâ íîðìàëüíîãî è èçîñòðîåíèÿ C3 − C46 [4]-[7].

Íàèáîëåå ïðèåìëåìûé ïóòü óìåíüøåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû - äèôôåðåíöèàöèÿ ñî-
ñòàâà ïî ãðóïïîâûì ïñåâäîêîìïîíåíòàì è ñîçäàíèå íà èõ îñíîâå êèíåòèêè ãðóïïîâûõ êîì-
ïîíåíòîâ [8]. Îáúåäèíåíèå èíäèâèäóàëüíûõ ñîåäèíåíèé, ñëåäóÿ ðàáîòàì [4]-[7], ïîçâîëèëî
âûäåëèòü 9 ãðóïïîâûõ êîìïîíåíòîâ è ðàçðàáîòàòü êèíåòè÷åñêóþ ìîäåëü, âêëþ÷àþùóþ
12 ñòàäèé õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ãðóïïîâûõ êîìïîíåíòîâ.

Ãèïîòåòè÷åñêàÿ ñõåìà õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé äëÿ âûäåëåííûõ ãðóïïîâûõ êîìïîíåíòîâ
ïðèâåäåíà íà ðèñóíêå 1.1:
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ñõåìà õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé ïðîöåññà ãèäðîêðåêèíãà òÿæåëîãî âàêóóìíîãî ãàçîéëÿ äëÿ

âûäåëåííûõ ãðóïïîâûõ êîìïîíåíòîâ

Âûáîð ñòðîåíèÿ èçî-êîìïîíåíòîâ îñóùåñòâëÿëñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñòàíäàðòíîé
ýíåðãèè Ãèááñà, ðàñ÷åò êîòîðîé ïðîâîäèëñÿ ïî ìåòîäèêàì ìîíîãðàôèè [9]. Ïåðåáîð âîç-
ìîæíûõ ñòðóêòóð ïðîâîäèëñÿ ìåòîäîì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé íà ÷åòûðåõÿäåðíîì
êîìïüþòåðå. Ñòåõèîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñõåìû ðèñ. 1.1 è ñîîòâåòñòâóþùèå åé êèíå-
òè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 10:

Òàáëèöà 10:
x1 � x2 ω1 = k1x1 − k−1x2 x6 + 0.72x10 → 1.71x4 ω7 = k7x6
x3 � x4 ω2 = k2x3 − k−2x4 x8 + 1.33x10 → 2.33x6 ω8 = k8x8
x5 � x6 ω3 = k3x5 − k−3x6 x2 + 2.83x10 → 3.83x4 ω9 = k9x2
x7 � x8 ω4 = k4x7 − k−4x8 x2 + 5.57x10 → 6.57x6 ω10 = k10x2

x2 + 3.11x10 → 2.56x4 ω5 = k5x2 x4 + 5x10 → 6x9 ω11 = k11x4
x4 + 0.5x10 → 1.5x6 ω6 = k6x6 x6 + 3x10 → 4x6 ω12 = k12x6

Ãäå Xi = Ci/C0 - êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ, ìîëüíûå äîëè; Ci è C0 - êîíöåíòðàöèè
êîìïîíåíòîâ è íà÷àëüíàÿ ìîëüíàÿ ïëîòíîñòü ðåàêöèîííîé ñìåñè, êìîëü/ì3 ; x1 = n−C46 ,
x2 = iso−C46 (ñóììàðíûå àíàëîãè êîìïîíåíòîâ C21+ ), x3 = n−C18 , x4 = iso−C18 (ñóì-
ìàðíûå àíàëîãè êîìïîíåíòîâ C16−C20 ), x5 = n−C12 , x6 = iso−C12 (ñóììàðíûå àíàëîãè
êîìïîíåíòîâ C10 − C15 ), x7 = n − C7 , x8 = iso − C7 (ñóììàðíûå àíàëîãè êîìïîíåíòîâ
C4 − C9 ), x9 = C3 (ñóììàðíûé àíàëîã êîìïîíåíòîâ C1 − C3 ), x10 = H2 ; i = Wj/C0 -
ïðèâåäåííûå ñêîðîñòè õèìè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ, ÷−1 ; i = Wj - ñêîðîñòè õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé, êìîëü/ì3 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå, èñïîëüçîâàâøååñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çà-
äà÷è, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà (1.1)-(1.2). Óðàâíåíèÿ
(1.1) îòðàæàþò òîò ôàêò, ÷òî ðåàêöèè ïðîòåêàþò ñ èçìåíåíèåì ÷èñëà ìîëåé ðåàêöèîííîé
ñðåäû. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî íóëþ õîòÿ áû îäíîãî ñóììàðíîãî ñòåõèî-
ìåòðè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà δj .

1

S

dN

dl
=
∑
j

δjWj = FN , δj =
∑
i

νij, j = 1 . . . 12, (1.1)
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1

S

dxi
dl

=
Fi − xiFN

N
, Fi =

∑
j

νijWj, i = 1 . . . 10, (1.2)

ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè l = 0 : xi = x0i , N = N0 ;
ãäå: xi - êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòîâ, ìîëüíûå äîëè; νij - ñòåõèîìåòðè÷åñêèå êîýô-

ôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ñõåìîé ðåàêöèé â òàáëèöå 10; N - ìîëüíàÿ ñêîðîñòü ïîäà÷è
ðåàêöèîííîé ñìåñè, êìîëü/÷ ; S - ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðåàêòîðà, ì2 ; l - îñåâàÿ
êîîðäèíàòà, ì .

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, èñïîëüçîâàâøèåñÿ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêå, âçÿòû
èç ðàáîò [5]-[7]. Íàéäåííûå ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ÷èñëåííûå çíà÷å-
íèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 11.

Òàáëèöà 11: ×èñëåííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ðåàêöèè ãèäðîêðåêèíãà âàêó-
óìíîãî ãàçîéëÿ íà öåîëèòíîì êàòàëèçàòîðå

� êîíñòàíòû ki(410
oC), ÷−1 Ei, êêàë/ìîëü � êîíñòàíòû ki(410

oC), ÷−1 Ei, êêàë/ìîëü
1 0.79 44.7 9 0.014 37.8
2 0.705 43.5 10 0.019 49.6
3 0.095 39.7 11 0.016 31.6
4 0.045 31.1 12 0.024 45.0
5 0.446 44.3 13 (k−1) 0.014 49.2
6 0.301 39.4 14 (k−2) 0.019 48.4
7 0.263 36.2 15 (k−3) 0.011 45.7
8 0.033 31.0 16 (k−4) 0.0062 43.4

Ïîñêîëüêó ðåàêöèîííàÿ ñìåñü ñîäåðæèò áîëüøîé ìîëüíûé èçáûòîê âîäîðîäà (x10) , òî
åãî êîíöåíòðàöèÿ âêëþ÷åíà â êèíåòè÷åñêèå êîíñòàíòû óðàâíåíèé ω5 . . . ω12 , ïîýòîìó âñå
êîíñòàíòû èìåþò ðàçìåðíîñòü ÷−1 .
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Creation of kinetic model of hydrocracking the heavy oil

remains on the basis of group components.

c⃝ A. V. Balaev3,D. A. Del Toro Fonseka4

Abstract. In work the kinetic model developed on the basis of group components is o�ered. The
choice of components of an isostructure got out on the basis of a minimum of Gibbs energy. 9 group
components and the scheme of chemical transformations including 12 reactions corresponding to
them are o�ered. When processing the experimental data given in literature, the return kinetic
task is solved and numerical values of kinetic parameters are found.

Key Words: kinetic model, relative change of mole number, group components, system of the
ordinary di�erential equations, kinetic parameters.

3 Leading research associate of laboratory of mathematical chemistry, Institute of petrochemistry and
catalysis RAS, Ufa; avbalaev@gmail.com
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ÓÄÊ 517.9

Ó÷åò äåçàêòèâàöèè êàòàëèçàòîðà ïðè ïîñòðîåíèè

ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà

c⃝ Ä. Â. Áåðçèíà1, Ñ. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ó÷å-
òîì äåçàêòèâàöèè êàòàëèçàòîðà. Íà ïðèìåðå ðåàêöèè äåãèäðèðîâàíèÿ öèêëîãåêñàíà ïîñòðî-
åíî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåçàêòèâàöèÿ êàòàëèçàòîðà, êàòàëèòè÷åñêèå ðåàêöèè.

1. Ââåäåíèå

Âàæíåéøèìè ñâîéñòâàìè êàòàëèçàòîðîâ ÿâëÿþòñÿ: àêòèâíîñòü, ñåëåêòèâíîñòü è ñòà-
áèëüíîñòü. Ïåðâûå äâà îáåñïå÷èâàþò ñêîðîñòü è "êà÷åñòâî"ïðîòåêàíèÿ êàòàëèòè÷åñêîé
ðåàêöèè, à òðåòüå - óñòîé÷èâîñòü ýòèõ ïîêàçàòåëåé â òå÷åíèå ñðîêà ñëóæáû êàòàëèçàòîðà.
Äåçàêòèâàöèÿ êàòàëèçàòîðîâ ñíèæàåò ýòè ñâîéñòâà ïîä äåéñòâèåì ðàçíîîáðàçíûõ ÿâëå-
íèé è ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðîáëåì ïðîìûøëåííîãî êàòàëèçà.
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè ïðè ïðîâåäåíèè òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÿâëåíèé äåçàêòèâàöèè, òàêèìè êàê:

• Äåçàêòèâàöèÿ êàòàëèçàòîðîâ ïðîèñõîäèò, êàê ïðàâèëî, â ðåçóëüòàòå îäíîâðåìåííîãî
äåéñòâèÿ íåñêîëüêèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ. Ýòî çàòðóäíÿåò èíòåðïðåòàöèþ ðå-
çóëüòàòîâ è âûÿâëåíèå èíäèâèäóàëüíûõ âêëàäîâ îòäåëüíûõ ïðîöåññîâ.

• Âñå ÿâëåíèÿ äåçàêòèâàöèè âûçûâàþò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ àêòèâíîé ïîâåðõíî-
ñòè.

• Ïðîöåññû äåçàêòèâàöèè ïðîòåêàþò çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå öåëåâûõ ðåàêöèé, ïîýòî-
ìó ñîîòâåòñòâóþùèå ýêñïåðèìåíòû òðåáóþò ìíîãî âðåìåíè è ìàòåðèàëüíûõ çàòðàò
íà èññëåäîâàíèå äåçàêòèâàöèè.

• Ìíîãèå òåîðåòè÷åñêèå ïðîáëåìû ìåõàíèçìîâ è êèíåòèêè äåçàêòèâàöèè îñòàþòñÿ
íåðåøåííûìè. Ýòî ñóùåñòâåííî çàòðóäíÿåò èíòåðïðåòàöèþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàí-
íûõ è ñîçäàíèå ìîäåëåé, ñïîñîáíûõ ïðîãíîçèðîâàòü ïîâåäåíèå êàòàëèçàòîðîâ [2].

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âàæíî, ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ïðîèñõîäèò äåçàêòèâàöèÿ
è êàêèå ïàðàìåòðû ïðîöåññà íà íåå âëèÿþò. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò êèíåòèêà äåçàê-
òèâàöèè êàòàëèçàòîðîâ. Ïîýòîìó êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü áîëåå ñòðîãèìè
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå íàäåæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé [3].

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷å-
ñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê.

2 Çàâåäóùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê.
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2. Ó÷åò äåçàêòèâàöèè êàòàëèçàòîðà íà ïðèìåðå ïðîöåññà äåãèä-

ðèðîâàíèÿ öèêëîãåêñàíà

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå ïðîöåññà äåãèäðè-
ðîâàíèÿ öèêëîãåêñàíà. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå Þ.Ê. Äåìàíî-
âà [1] äëÿ áåçãðàäèåíòíîãî ðåàêòîðà ñ âèáðîîæèæåííûì ñëîåì êàòàëèçàòîðà Pt/Al2O3 ,
T = 360◦ P0 = 1 àòì. Ñîñòàâ ñûðüÿ: öèêëîãåêñàí (CG) - 62,5 % ,áåíçîë (B) - 2,6%, ìåòèë-
öèêëîïåíòàí (MCP) - 26,7%, í-ãåêñàí (n-C6 ) - 7,8%. Ñîîòíîøåíèå âîäîðîä/ñûðüå λ = 6, 4
ìîëü/ìîëü.

Ñêîðîñòü ðåàêöèè
C6H12 = C6H6 + 3H2 (2.1)

â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà

r = kP 0
CG(1−X);P 0

CG = 1/(1 + λ) = 0, 135 (2.2)

ãäå r - ñêîðîñòü ðåàêöèè; k - êîíñòàíòà ñêîðîñòè ðåàêöèè; P 0
CG - íà÷àëüíîå ïàðöèàëüíîå

äàâëåíèå öèêëîãåêñàíà; X - ñòåïåíü ïðåâðàùåíèÿ öèêëîãåêñàíà; λ - òåïëîïðîâîäíîñòü;
Äåçàêòèâàöèÿ ïðîèñõîäèëà â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ êîêñà èç ìåòèëöèêëîïåíòàíà è í-

ãåêñàíà, íî ñòåïåíü èõ ïðåâðàùåíèÿ íå ïðåâûøàëà 1-2%. Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòû, ñ
îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàëè íåçàâèñèìûé òèï äåçàêòèâàöèè, à ñ äðóãîé - ïîçâîëÿëè êîí-
òðîëèðîâàòü ïàäåíèå àêòèâíîñòè ïî óìåíüøåíèþ ñòåïåíè ïðåâðàùåíèÿ öèêëîãåêñàíà (Õ ).
Èçáûòîê âîäîðîäà (êàê è â ïðîìûøëåííîì ïðîöåññå ðèôîðìèíãà) îáåñïå÷èâàë ÷àñòè÷íóþ
ñàìîðåãåíåðàöèþ êàòàëèçàòîðà, PH2 = 0, 865 àòì [2].

Áåçãðàäèåíòíûå óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèé îáåñïå÷èâàþòñÿ â ðåàêòîðàõ èäåàëüíîãî
ñìåøåíèÿ. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî îáùåå óðàâíåíèå ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà:

Ci0 − Ci = −τWi;Wi =
∑

νijrj, (2.3)

ãäå Ci - êîíöåíòðàöèè; τ - âðåìÿ êîíòàêòà; Wi - ñêîðîñòü îáðàçîâàíèÿ i -ãî âåùåñòâà; rj -
ñêîðîñòü j -é ðåàêöèè; νij - ñòåõèîìåòðè÷åñêèé êîýôôèöèåíò i -ãî âåùåñòâà â j -é ðåàêöèè
[2].

Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå ðåàêöèÿ åäèíñòâåííàÿ, òî Wi = νir , è óðàâíåíèå
(2.3) â òåðìèíàõ ñòåïåíè ïðåâðàùåíèÿ èñõîäíîãî âåùåñòâà A áóäåò èìåòü âèä:

X =
CA0 − CA

CA0

=
τνA
CA0

r(C). (2.4)

Êðîìå òîãî, r(C) äëÿ åäèíñòâåííîé ðåàêöèè âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ôóíêöèåé ñòåïåíè
ïðåâðàùåíèÿ:

r(C) = kCA0f(X). (2.5)

Ñ ó÷åòîì äåçàêòèâàöèè r = r0α èëè r(α,C) = r0(C)α . Òîãäà ïðè νA = −1 èç (2.4) è (2.5)
ïîëó÷àåì

X(t) = kτf(X)α(t). (2.6)

Äîïîëíèì ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå óðàâíåíèåì èçìåíåíèÿ àêòèâíîñòè: dα
dt

= − r0ωp

ωj
α .

Êîìïëåêñ r0ωp

ωj
òàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåí ôóíêöèåé ñòåïåíè ïðåâðàùåíèÿ, è òîãäà óðàâ-

íåíèå äåçàêòèâàöèè êàòàëèçàòîðà ïðèìåò âèä:
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dα

dt
= −kpφ(X)α. (2.7)

Ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðÿåìîé âåëè÷èíîé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ïðåâðàùåíèÿ, ïîýòîìó
óðàâíåíèå (2.7) íåîáõîäèìî çàïèñàòü â òåðìèíàõ X, âûðàçèâ α ÷åðåç X èç óðàâíåíèÿ (2.6)
[2]. Äëÿ ðåàêöèè òèïà A → B ñ êèíåòèêîé ïåðâîãî ïîðÿäêà r = kCAα = kCA0(1 − X)α
ñèñòåìà (2.6) - (2.7) ïðèìåò âèä:

X(t) = kτ(1−X)α, (2.8)

dα

dt
= −kpφ(X)α. (2.9)

Íåçàâèñèìîé äåçàêòèâàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé φ(X) = CAO = const .
Ñîîòâåòñòâåííî ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå ïðîöåññà äåãèäðèðîâàíèÿ öèêëîãåêñàíà áóäåò
èìåòü âèä: {

X = kτ(1−X)α,
dα
dt

= −kp(α− αS)/(1− αS).
(2.10)

Äëÿ ïîëó÷åííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ áûëà ðåøåíà ïðÿìàÿ çàäà÷à ÿâíûìè ìå-
òîäàìè Ýéëåðà è Ðóíãå-Êóòòû ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè αS = 0, 35 , kP = 0, 01 ìèí −1

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 1.

t, ìèí. Ìåòîä Ýéëåðà Ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå
0 α = 1;X = 0, 535 α = 1;X = 0, 535 α = 1;X = 0, 535
100 α = 0, 4879;X = 0, 3591 α = 0, 4895;X = 0, 3599 α = 0, 47;X = 0, 36
200 α = 0, 3792;X = 0, 3037 α = 0, 3799;X = 0, 3041 α = 0, 38;X = 0, 30
300 α = 0, 3562;X = 0, 2906 α = 0, 3564;X = 0, 2908 α = 0, 35, X = 0, 29

Òàáëèöà 1: Ðàñ÷åò àêòèâíîñòè êàòàëèçàòîðà è ñòåïåíè ïðåâðàùåíèÿ öèêëîãåêñàíà

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ñ îïûòíûìè äàííûìè ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàçðàáîòàííûå ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå è àëãîðèòì ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ïðîöåññà ñ ó÷åòîì äåçàêòèâàöèè êàòàëèçàòîðà.
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Accounting of the catalyst activity in constructing the

mathematical description of chemical process.

c⃝ D. V. Berzina3, S. A. Musta�na4

Abstract. In the article the mathematical model of catalytic processes with a view catalyst
activity. On the example of the reaction of dehydrogenation cyclohexane constructed mathematical
description, and the primal problem is solved.

Key Words: the activity of the catalyst, catalytic reactions.

3 Graduate student of mathematical modeling, Sterlitamak State Pedagogical Academy, Sterlitamak.
4 Professor head of mathematical modelling chair, Sterlitamak State Pedagogical Academy, Sterlitamak.

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 3



52 Å. Â. Æóæîìà, Í. Â. Èñàåíêîâà

ÓÄÊ 517.938

Î âíóòðåííåé äèíàìèêå äèôôåîìîðôèçìîâ

Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Í. Â. Èñàåíêîâà2

Àííîòàöèÿ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ âíóòðåííåé äèíàìèêè íîâîãî êëàññà äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà çàìêíóòûõ n -ìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé. Äîêàçàíî, ÷òî îãðàíè÷åíèå
äèôôåîìîðôèçìà Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà ìíîæåñòâå T k ×N ⊂ Mn , ãäå T k � k -ìåðíûé òîð,
k ≥ 1 , N - ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − k ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, ñîïðÿæåíî îáðàòíîìó
ïðåäåëó d -íàêðûòèÿ k -ìåðíîãî òîðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, îáðàòíûé
ïðåäåë

Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, à èìåííî, íàõîæäåíèå íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëî-
âèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìåîìîðôèçìà ìíîãîîáðàçèÿ, ïåðåâîäÿùåãî îðáèòû îäíîãî äèôôåî-
ìîðôèçìà â îðáèòû äðóãîãî äèôôåîìîðôèçìà, ñ íàëè÷èåì êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû
îòîáðàæåíèé.

Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé, êîòîðûå èñïîëüçó-
þòñÿ â äàííîé ñòàòüå. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ f : M → M , g : N → N èìåþò èíâàðèàíò-
íûå ìíîæåñòâà Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà
èõ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
φ : Λf → Λg , òàêîé, ÷òî φ◦f |Λf

= g◦φ|Λf
, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîììóòàòèâíàÿ

äèàãðàììà

Λf
f−→ Λf

↓ φ ↓ φ
Λg

g−→ Λg

Ïóñòü T k = S1 × · · · × S1︸ ︷︷ ︸
k

, k ≥ 2 � k -ìåðíûé òîð. d-íàêðûòèåì ( d ≥ 2 ) íàçûâàåòñÿ

ñîõðàíÿþùåå îðèåíòàöèþ d-ëèñòíîå íàêðûòèå k -ìåðíîãî òîðà g : T k → T k òàêîå, ÷òî
äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ T k ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê t1 , t2 ,
. . . , td ∈ T k , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà g(t1) = . . . = g(td) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∏

i∈Z+
0
T k
i ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà k -ìåðíûõ òîðîâ

T k
i = T k , íàäåëåííîå òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé, ãäå Z+

0 = N ∪ {0} - ìíîæåñòâî öåëûõ
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Â ýòîé òîïîëîãèè áàçà îáðàçîâàíà ìíîæåñòâàìè

∏
i∈Z+

0
Vi , ãäå Vi

îòêðûòû â T k
i , è òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ i ìíîæåñòâà Vi îòëè÷íû îò

T k
i , ñì. [2], ñòð. 155. Òî÷êàìè ìíîæåñòâà

∏
i∈N T

k
i ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 ,

ãäå ti ∈ T k
i .

Ïóñòü
∏

g ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà
∏

i∈Z+
0
T k
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

{ti}∞0 , ãäå ti = g(ti+1) ïðè âñåõ i ≥ 0 . Òîïîëîãèÿ íà
∏

g èíäóöèðóåòñÿ òîïîëîãèåé íà

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì.
Êîçüìû Ìèíèíà, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Êîçüìû
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∏
i∈Z+

0
T k
i . Îïðåäåëèì íà

∏
g îòîáðàæåíèå ĝ :

∏
g →

∏
g , ïîëîæèâ

ĝ ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, . . . , ti . . .}.

Ñëåäóÿ [4] (ñì. òàêæå [3]), ïðîñòðàíñòâî
∏

g ñ îòîáðàæåíèåì ĝ íàçûâàåòñÿ îáðàòíûì
ïðåäåëîì ïðåîáðàçîâàíèÿ g .

Äèôôåîìîðôèçì f : Mn → Mn çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî n -ìåðíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ñìåéëà-Âèåòîðèñà (ñì. [1]), åñëè ñóùåñòâóåò
n -ìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå T k × N ⊂ Mn , ãäå T k � k -ìåðíûé òîð, k ≥ 1 , N ìíîãî-

îáðàçèå ðàçìåðíîñòè n − k ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, è îãðàíè÷åíèå f |Tk×N
def
= F ÿâëÿåòñÿ

äèôôåîìîðôèçìîì F : T k × N → F (T k × N) ⊂ T k × N íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëå-
òâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ T k, z ∈ N, (1.1)

ãäå g : T k → T k � d -íàêðûòèå êëàññà, ãîìîòîïíîå ðàñòÿãèâàþùåìóñÿ îòîáðàæåíèþ
Ed : T

k → T k ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ T k ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×N : {t} × N → T k × N ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì âëîæåíèåì

{t} ×N → int ({g(t)} ×N) , (1.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F n({t} ×N)) ≤ Cλndiam ({t} ×N), ∀n ∈ N. (1.3)

Ïóñòü äèôôåîìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1.1-1.3, ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå

∩l≥0F
l(T k ×N)

def
= M.

Îñíîâíàÿ öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � èññëåäîâàòü âíóòðåííþþ äèíàìèêó äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì 1.1-1.3, íà ìíîæåñòâå M .

Ë å ì ì à 1.1. Ìíîæåñòâî M èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (1.3), ïîëó÷àåì F l(T k×N) ⊃ F l+1(T k×N) .
Òîãäà

F (M) = F (
∩
l≥0

F l(T k ×N)=
∩
l≥0

F l+1(T k ×N)=M.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, M =
∩

l≥0 F
l(T k ×N) =

∩
l≥1 F

l(T k ×N) è ïîëó÷àåì

F−1(M) = F−1(
∩
l≥0

F l(T k ×N) =
∩
l≥1

F l(T k ×N) = M.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ìíîæåñòâî {t} × N
def
= Nt íàçîâåì t -ñëîåì, ãäå t ∈ T k . Êàæäûé ñëîé åñòåñòâåííûì

îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ N ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : T k × N → N . Ñîãëàñíî (1.2),
äèôôåîìîðôèçì F ïåðåâîäèò t -ñëîé â g(t) -ñëîé, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü îáðàçîì èñ-
õîäíîãî ñëîÿ. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê g - d -íàêðûòèå è èìååò ñòåïåíü d ≥ 2 , òî äëÿ ëþáîé
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òî÷êè t ∈ T k ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü t1 , t2 , . . . ,
td ∈ T k ïîïàðíî ðàçëè÷íû è g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà

F (Nti) ∩ F (Ntj) = ∅, i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, (1.4)

ò.å. îáðàçû ñëîåâ F (Nt1) , . . . , F (Ntd) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó, íåîáõîäèìóþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëè îãðà-

íè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ F íà ìíîæåñòâå M .

Ë å ì ì à 1.2. Êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ ñëî-
åâ F i({ti} ×N) = F i(Nti) òàêèõ, ÷òî

• p ∈ · · · ⊂ F i(Nti) ⊂ · · · ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 , p = ∩i≥0F
i(Nti) ;

• ti = g(ti+1) , i ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà òðèâèàëüíà äëÿ i = 0 è i = 1 . Äëÿ ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà t0 ∈ T k òàêàÿ, ÷òî p ∈ {t0}×N . Ïîëîæèì Nt0 =
{t0} × N . Èç (1.1) ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s1 , . . . , sd ∈ T k òàêèå, ÷òî g(s1) =
g(s2) = . . . = g(sd) = t0 , à îáðàçû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëîåâ F ({si} × N) ïðèíàäëåæàò
ñëîþ Nt0 , F ({si} × N) ⊂ Nt0 , i = 1 , . . . , d . Ñîãëàñíî (1.4), ìíîæåñòâà F ({si} × N) ,
i = 1 , . . . , d , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå sj òàêîå, ÷òî
p ∈ F ({sj} × N) . Ïîëîæèì t1 = sj , Nt1 = {t1} × N . Èç 1.2 ïîëó÷àåì {t1} × N →
int ({g(t1)} ×N) . Òàêèì îáðàçîì, p ∈ F (Nt1) ⊂ Nt0 è t0 = g(t1) .

Àíàëîãè÷íî, èç (1.1) äëÿ òî÷êè t1 ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s
′
1 , . . . , s

′

d ∈ T k

òàêèå, ÷òî g(s
′
1) = g(s

′
2) = . . . = g(s

′

d) = t1 è F 2({s′j}×N) ⊂ F ({t1}×N) . Îáðàçû F 2({s′i}×
N) ñëîåâ Ns

′
i
, i = 1 , . . . , d , ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

s
′
j òàêîå, ÷òî p ∈ F 2({s′j}×N) . Îáîçíà÷èì t2 = s

′
j , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ {t2}×N →

int ({g(t2)} ×N) , è Nt2 = {t2}×N . Òîãäà p ∈ F 2(Nt2) ⊂ F (Nt1) ⊂ Nt0 è âåðíû ðàâåíñòâà
t0 = g(t1) , t1 = g(t2) .

Ïóñòü ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê {tl}l−1

0 , tl ∈ T k , è l ñëîåâ F l({tl} ×N) = F l(Ntl) òàêèõ, ÷òî p ∈ F l−1(Ntl−1
) ⊂ · · · ⊂

F (Nt1) ⊂ Nt0 , ãäå Nti = {ti}×N . Òàêèì îáðàçîì, p ∈
∩l−1

i≥0 F
i(Nti) . Èç (1.1) îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóþò

s
′′

1 , s
′′

2 . . . , s
′′

d ∈ T k òàêèå, ÷òî g(s
′′

1) = g(s
′′

2) = . . . = g(s
′′

d) = tl−1,

è âåðíû ñëåäóþùèå âêëþ÷åíèÿ F l({s′′i }×N) ⊂ F l−1(Ntl−1
) , i = 1 , . . . , d . Ñîãëàñíî (1.4),

ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå s
′′
j òàêîå, ÷òî p ∈ F l({s′′j }×N) . Ïîëîæèì tl = s

′′
j , Ntl = {tl}×N .

Òîãäà p ∈ F l(Ntl) ⊂ F l−1(Ntl−1
) ⊂ · · · ⊂ Nt0 . Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ti = g(ti+1) äëÿ

âñåõ i ≥ 0 . Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî diam F i(Nti) = diam (F i({ti} × N)) → 0 ïðè i → ∞ .
Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèå ∩i≥0F

i(Nti) åñòü îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ p .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ M ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k

îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Äîïóñòèì, äëÿ òî÷êè p ñóùåñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ T k è {t′i}∞0 , t

′
i ∈ T k , ò.å. íàéäåòñÿ i , äëÿ êîòîðîãî

ti ̸= t
′
i . Ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå äâóõ ìíîæåñòâ F

i({ti}×N) = F i(Nti) è F
i({t′i}×N) =

F i(Nt
′
i
) , òàêèõ ÷òî p ∈ F i(Nti) è p ∈ F i(Nti

′ ) , íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ (1.4), òàê

êàê îáðàçû ñëîåâ Nti è Nti
′ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ F (Nti) ∩ F (Nt

′
i
) = ∅ , à ïîñêîëüêó

F �äèôôåîìîðôèçì, òî F i(Nti) ∩ F i(Nt
′
i
) = ∅ .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ĝ :

∏
g →

∏
g , ÿâëÿþùååñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì d -ëèñòíîãî

íàêðûòèÿ k -ìåðíîãî òîðà T k → T k , ãäå
∏

g - ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0
âèäà ti = g(ti+1) äëÿ âñåõ i ≥ 0 , è ĝ ({t0, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, . . . , ti . . .} .

Ë å ì ì à 1.3. ĝ � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ ĝ . Äëÿ ýòîãî
âîçüìåì äâå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 , {t

′
i}∞0 ∈

∏
g , ò.å. ñóùåñòâóþò òàêèå

i, j , ÷òî ti ̸= t
′
j . Îòñþäà è ñïîñîáà çàäàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ĝ ñëåäóåò, ÷òî îáðàçû ýòèõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ĝ ({ti}∞0 ) ̸= ĝ
(
{t′i}∞0

)
.

Ïóñòü {ti}∞0 = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g , ãäå ti = g(ti+1) ïðè âñåõ i ≥ 0 . Ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {t1, . . . , ti, . . .} ∈

∏
g êîòîðàÿ ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ ĝ , ñ ó÷åòîì

ðàâåíñòâà t0 = g(t1) , ïåðåõîäèò â èñõîäíóþ ĝ ({t1, . . . , ti, . . .}) = {g(t1), t1, . . . , ti, . . .} =
{t0, t1 . . . , ti, . . .} , ÷òî è äîêàçûâàåò ñþðúåêòèâíîñòü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.4. Îòîáðàæåíèå ĝ íåïðåðûâíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü {r0, . . . , ri, . . .} ∈
∏

g , è ïóñòü Uε � îêðåñòíîñòü òî÷êè

ĝ ({r0, . . . , ri, . . .}) = {g(r0), r0, . . . , ri . . .}.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ òèõîíîâñêîé òîïîëîãèè, íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñóùåñòâóþò íåêîòîðûå k ∈ Z+ è ñêîëü óãîäíî ìàëîå ε > 0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè ĝ(r′) = {g(r′0), r′0, . . . , r′i . . .} ∈ Uε âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

|g(r0)− g(r′0)| < ε, |ri − r′i| < ε äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 2.

Òàê êàê g íåïðåðûâíî, òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî |r0 − r′0| < δ âëå÷åò |g(r0) −
g(r′0)| < ε . ßñíî ÷òî, ìîæíî ñ÷èòàòü δ ≤ ε . Çàäàäèì îêðåñòíîñòü Uδ òî÷êè {r0, . . . , ri, . . .} ,
ïîëîæèâ r′ = {r′0, . . . , r′i . . .} ∈ Uδ , åñëè |ri − r′i| < δ äëÿ ëþáîãî i = 0, . . . , k − 1 . Òîãäà
ĝ (Uδ) ⊂ Uε .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå θ : M →
∏

g ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., ëþ-
áîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {t0, t1, . . . , ti, . . .}
òàêàÿ, ÷òî ti = g(ti+1) , i ≥ 0 . Ïîëîæèì θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} .

Ë å ì ì à 1.5. Îòîáðàæåíèå θ � ãîìåîìîðôèçì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ñïåðâà èíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Âîçüìåì
ðàçëè÷íûå p1, p2 ∈ M . Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., êàæäîé òî÷êå pi , i = 1, 2 , ñîîòâåòñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ F j(N i

tj
) ñëîåâ N i

tj
= {tij} × N òàêèõ, ÷òî pi = ∩j≥0F

j(N i
tj
) ,

ãäå i = 1, 2 . Ïîñêîëüêó p1 ̸= p2 è äèàìåòðû ñëîåâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, òî ñóùåñòâóåò k
òàêîå, ÷òî

N1
t0
= N2

t0
, F (N1

t1
) = F (N2

t1
), . . . , F k−1(N1

tk−1
) = F k−1(N2

tk−1
), F k(N1

tk
) ̸= F k(N2

tk
),

ãäå N1
tk
= {t1k} ×N è N2

tk
= {t2k} ×N , ïîýòîìó t1k ̸= t2k è, ñëåäîâàòåëüíî, θ(p1) ̸= θ(p2) .
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Äîêàæåì ñþðúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Âîçüìåì {t0, t1, . . .} ∈
∏

g . Èç ti = g(ti+1)
è óñëîâèÿ (1.3) âûòåêàåò ÷òî

{t0} ×N ⊃ F ({t1} ×N) ⊃ . . . ⊃ F i({ti} ×N) ⊃ . . . .

Òàê êàê diam (F i({ti} × N)) → 0 ïðè i → ∞ , òî ïåðåñå÷åíèå
∩

i≥0 F
i({ti} × N) ñîñòîèò

ðîâíî èç îäíîé òî÷êè, ñêàæåì p . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M ñëåäóåò, ÷òî p ∈ M .
Òàêèì îáðàçîì, θ(p) = (t0, t1, . . . , ti, . . .) .

Äîêàæåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ . Çàôèêñèðóåì ε > 0 , r ∈ N è ðàññìîòðèì
îêðåñòíîñòü òî÷êè θ(p) . Ñîãëàñíî òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå

∏
g îêðåñòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ

ïî ïðàâèëó U
′
(θ(p)) = {{xi}∞0 ∈

∏
g : |xi − ti| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} .

Òàê êàê θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈
∏

g , ãäå t0 = g(t1) , t1 = g(t2) , t2 = g(t3) , . . .

ti = g(ti+1) , i ≥ 0 , òî t0 = g(t1) = g2(t2) = . . . = gi(ti) , t1 = g(t2) = g2(t3) = . . . = gi−1(ti) ,
t2 = g(t3) = g2(t4) = . . . = gi−2(ti), . . . , tj = gi−j(ti) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ i è íåêîòîðîãî i .
Ïîýòîìó θ(p) = {t0, t1, . . . , ti−1, ti, . . .} = {gi(ti), gi−1(ti), . . . , g(ti), ti, . . .} .

Ïîñêîëüêó äëÿ òî÷êè θ(p) â åå îêðåñòíîñòè U
′
, çàäàííîé ÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 ,

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî tr−j = gj(tr) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à îòîáðàæåíèå g íåïðåðûâíîå,
òî ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < δ ≤ ε , ÷òî |xr − tr| < δ âëå÷åò |xi − ti| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . ,
r .

Îáîçíà÷èì Nt,δ
def
= [t − δ, t + δ] × Nt , ãäå Nt - t -ñëîé, t ∈ T k . Ïóñòü U(p) îêðåñò-

íîñòü òî÷êè p ∈ M . Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) ∩ M , â ñèëó ëåììû 1.1.,
θ(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈

∏
g è

q =
∩
i≥0

F i(Nxi
) = Nx0 ∩F (Nx1)∩F 2(Nx2)∩ . . . = {x0}×N ∩F ({x1}×N)∩F 2({x2}×N)∩ . . . .

Äîêàæåì ñíà÷àëà íåïðåðûâíîñòü äëÿ ïåðâûõ äâóõ êîîðäèíàò, ò.å. ðàññìîòðèì q ∈ Nx0∩
F (Nx1) . Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçì F èìååò âèä F (t, z) = (g(t), w(t, z)) , ãäå g : T k → T k

� d -íàêðûòèå ñòåïåíè d ≥ 2 , ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s1, s2, . . . , sd ∈ T k è δ1 > 0 ,
δ1 ≤ ε òàêèå, ÷òî F (Ns1,δ1)∩F (Ns2,δ1)∩. . .∩F (Nsd,δ1) = Ø è F (Nsi,δ1) ⊂ Nt0,ε ïðè i = 1, d .
Òàê êàê θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} , òîãäà ñîãëàñíî (1.4) ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå si òàêîå, ÷òî
F (Nsi,δ1) = F (Nt1,δ1) . Èç òîãî, ÷òî q ∈ U(p)∩M ñëåäóåò q ∈ Nx0 ∩F (Nx1)∩F (Nt1,δ1) . Ýòî
îçíà÷àåò F (Nx1)∩ F (Nt1,δ1) ̸= Ø è Nx1 ∩Nt1,δ1 ̸= Ø , òîãäà |x1 − t1| < δ1 . Èç ðàâíîìåðíîé
íåïðåðûâíîñòè d -íàêðûòèÿ g âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |g(x1) − g(t1)| < ε , ò.å. |x0 − t0| <
ε . Òàêèì îáðàçîì, èç âêëþ÷åíèÿ q ∈ U(p) ∩ M äëÿ äâóõ ïåðâûõ êîîðäèíàò x0 è x1
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} äîêàçàëè, ÷òî θ(q) ∈ U

′
(θ(p)) .

Ïóñòü òåïåðü q ∈ Nx0 ∩ F (Nx1) ∩ F 2(Nx2) . Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, êàê â
ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ñóùåñòâóþò ïîïàðíî ðàçëè÷íûå s

′
1, s

′
2, . . . , s

′

d ∈ T k è δ2 > 0 , δ2 ≤
δ1 ≤ ε òàêèå, ÷òî F 2

(
Ns

′
1,δ2

)
∩F 2

(
Ns

′
2,δ2

)
∩. . .∩F 2

(
Ns

′
d,δ2

)
= Ø è F 2

(
Ns

′
i,δ2

)
⊂ F (Nt1,δ1) ⊂

Nt0,ε ïðè i = 1, d . Èç (1.4) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå s
′
i äëÿ êîòîðîãî F 2

(
Ns

′
i,δ2

)
=

F 2 (Nt2,δ2) . Ïîñêîëüêó q ∈ U(p)∩M , òî q ∈ Nx0∩F (Nx1)∩F 2(Nx2)∩F 2 (Nt2,δ2) . Òàêèì îáðà-
çîì, F 2(Nx2)∩F 2 (Nt2,δ2) ̸= Ø è Nx2∩Nt2,δ2 ̸= Ø , ýòî îçíà÷àåò, ÷òî |x2−t2| < δ2 . Â ñèëó ðàâ-
íîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè g ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g(x1)−g(t1)| < ε è |g2(x1)−g2(t1)| < ε ,
ò.å. |x1−t1)| < ε è |x0−t0| < ε . Ñëåäîâàòåëüíî, óñòàíîâëåíà íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ
äëÿ ïåðâûõ òðåõ êîîðäèíàò x0, x1 è x2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè θ(q) = {x0, x1, x2, . . . , xi, . . .} .

Àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ2 ≤ δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî q ∈ Nx0 ∩ F (Nx1) ∩
F 2(Nx2)∩ . . .∩F r(Nxr)∩F r (Ntr,δr) . Ïîýòîìó F r(Nxr)∩F r (Ntr,δr) ̸= Ø , Nxr ∩Ntr,δr ̸= Ø è
|xr − tr| < δr . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè g ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà |g(xr)− g(tr)| < ε ,
|g2(xr)− g2(tr)| < ε , . . . , |gr(xr)− gr(tr)| < ε , ò.å. |xr−1 − tr−1| < ε , |xr−2 − tr−2| < ε , . . . ,
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|x0− t0| < ε . Èòàê, èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé F è θ âûòåêàåò, ÷òî θ(q) ∈ U
′
(θ(p)) äëÿ

ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p) . Ñëåäîâàòåëüíî, θ � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ θ−1 . Òàêèì îáðàçîì, θ �

ãîìåîìîðôèçì.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Îãðàíè÷åíèå f |M ñîïðÿæåíî îáðàòíîìó ïðåäåëó îòîáðàæåíèÿ
g .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Óñòàíîâèì ðàâåíñòâî θ ◦ F |M = ĝ ◦ θ|M , êîòîðîå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

M
F−→ M

↓ θ ↓ θ∏
g

ĝ−→
∏

g

Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., ëþáîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü θ(p) = {t0, t1, . . . , ti, . . .} , ãäå ti = g(ti+1) , i ≥ 0 . Îáðàç òî÷êè θ(p) îòíîñèòåëüíî
îòîáðàæåíèÿ ĝ :

∏
g →

∏
g åñòü, ïî îïðåäåëåíèþ

ĝ ({t0, t1, . . . , ti, . . .}) = {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .}.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ òî÷êè p ∈ M èç óñëîâèÿ (1.2) âûòåêàåò, ÷òî F (p) ∈ F ({t0} ×
N) ⊂ Ng(t0) . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî êàæäîé òî÷êå p ∈ M ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåí-
íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçîâ ñëîåâ F i(Nti) è p = ∩i≥0F

i(Nti) . Ðàññìîòðèì F (p) =
F (∩i≥0F

i({ti} ×N)) = ∩i≥0F
i+1({ti} ×N) = ∩i≥0F

i+1({ti} ×N)∩Ng(t0) = Ng(t0) ∩ F ({t0} ×
N)∩F 2({t1}×N)∩ . . .∩F i+1({ti}×N)∩ . . . = Ng(t0)∩F (Nt0)∩F 2(Nt1)∩ . . .∩F i+1(Nti)∩ . . . .
Òîãäà â ñèëó ëåììû 1.2., îáðàçîì òî÷êè F (p) îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ θ ÿâëÿåòñÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {g(t0), t0, t1, . . . , ti . . .} . Ñëåäîâàòåëüíî, ĝ [θ(p)] = θ [F (p)] .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Òàê êàê ñîïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì ïåðåâîäèò íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî â íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî, òî èç ëåììû 1.5. è òåîðåìû 1.1. âûòåêàåò ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå. Íàïîì-
íèì, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ
òî÷åê è ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì è çàìêíóòûì. Òî÷êà x ∈M ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé,
åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U ïåðåñå÷åíèå fn(U)∩U ̸= ∅ äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
öåëûõ n .

Ñ ë å ä ñ ò â è å 1.1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî θ [NW (F )] = NW (ĝ).
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Abstract. The paper concerns to the study of interior dynamics of new class of Smale-Vietoris
di�eomorphisms of closed n -manifolds Mn . One proved that the restriction of Smale-Vietoris
di�eomorphism on the set T k × N ⊂ Mn is conjugate to the inverse limit of d -cover of k -
dimensional torus T k , where k ≥ 1 , and N is a (n− k) -manifold with a non-empty boundary.

Key Words: topological equivalence, nonwandering set, inverse limit

3 Professor of Mathematics Chair, Nizhny Novgorod State Pedagogical University, Nizhny
Novgorod; zhuzhoma@mail.ru.

4 Aspirant faculty of mathematical analysis, Nizhny Novgorod State Pedagogical University, Nizhny
Novgorod; nisaenkova@mail.ru.

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 3



Ïðîãíîçèðîâàíèå îñëîæíåíèé ïðè áóðåíèè íåôòåãàçîâûõ ñêâàæèí ñ . . . 59

ÓÄÊ 004.896, 622.24

Ïðîãíîçèðîâàíèå îñëîæíåíèé ïðè áóðåíèè

íåôòåãàçîâûõ ñêâàæèí ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéðîííûõ

ñåòåé

c⃝ À. Ð. Êàáèðîâà1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñëîæíåíèé ïðè áóðåíèè íîâûõ ñêâà-
æèí íà îñíîâå ìèíèìóìà èíôîðìàöèè ïî ðàíåå ïðîáóðåííûì ñêâàæèíàì äàííîãî ìåñòî-
ðîæäåíèÿ íà ïðèìåðå íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãî âèäà îñëîæíåíèé - ïîãëîùåíèé áóðîâîãî
ðàñòâîðà. Ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ïîçâîëÿþùèé íà îñíîâå áàçû äàííûõ ïî ïî-
ãëîùåíèÿì áóðîâûõ ðàñòâîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåííîãî ïåðöåïòðîíà è òåõíîëîãèè
ïàðàëëåëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññ÷èòûâàòü âåðîÿòíîñòü èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèÿ äëÿ
ñêâàæèíû ïî èçâåñòíûì å¼ êîîðäèíàòàì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Èñêóññòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, îñëîæíåíèÿ ïðè áóðåíèè, ïðîãíîçèðîâà-
íèå.

1. Ââåäåíèå

Â ïðîöåññå áóðåíèÿ âîçíèêàþò ðàçëè÷íûå îñëîæíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîãëîùåíèÿìè
ïðîìûâî÷íûõ æèäêîñòåé è öåìåíòíûõ ðàñòâîðîâ, ïðîÿâëåíèÿìè ïëàñòîâûõ ôëþèäîâ è
íàðóøåíèåì öåëîñòíîñòè ñòåíîê ñêâàæèíû [1]. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïðåäóïðåäèòü âîçíèê-
íîâåíèå îñëîæíåíèÿ ëåã÷å, ÷åì åãî ëèêâèäèðîâàòü. Íåðåäêî îäíî îñëîæíåíèå, âîçíèêøåå
â ñêâàæèíå è íå óñòðàí¼ííîå â äîñòàòî÷íî êîðîòêèé ñðîê, óñóãóáëÿåòñÿ äðóãèìè âèäà-
ìè, à èíîãäà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ïîÿâëåíèÿ íîâûõ îñëîæíåíèé èëè äàæå àâàðèé. Ïîýòîìó
ïðåäóïðåæäåíèþ è áûñòðîé ëèêâèäàöèè âîçíèêøèõ îñëîæíåíèé ñëåäóåò óäåëÿòü áîëüøîå
âíèìàíèå.

Îñíîâíûì âèäîì îñëîæíåíèé ïðè áóðåíèè ñêâàæèí íà ìåñòîðîæäåíèÿõ ÐÁ ÿâëÿþò-
ñÿ ïîãëîùåíèÿ áóðîâûõ è òàìïîíàæíûõ ðàñòâîðîâ. Îíè ñîñòàâëÿþò ïîðÿäêà 80% âñåõ
âîçíèêàþùèõ îñëîæíåíèé [2]. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ñâîåâðåìåííîãî ïðå-
äóïðåæäåíèÿ ïîãëîùåíèé áóðîâûõ ðàñòâîðîâ íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü âñåñòîðîííèé àíàëèç
ðàíåå ïðîáóðåííûõ ñêâàæèí, ó÷èòûâàÿ îáà êëàññà ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèé.
Ïðè áóðåíèè ñêâàæèí íå âñåãäà åñòü âîçìîæíîñòü îïåðàòèâíî ïîëó÷àòü äàííûå î òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ, à íà ýòàïå ñîçäàíèÿ ïðîåêòà íà ñòðîèòåëüñòâî - îíè íåèçâåñòíû.
Ïîýòîìó ïåðâîñòåïåííîé çàäà÷åé ñòàíîâèòñÿ àíàëèç ãåîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ è íà åãî îñ-
íîâå ïîñòðîåíèå ïðîãíîçà íà îñíîâå ìèíèìóìà èíôîðìàöèè ïî ðàíåå ïðîáóðåííûì ñêâà-
æèíàì. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â íåôòåãàçîâîé îòðàñëè ðàçðàáàòûâàþòñÿ òåõíîëîãèè áîðüáû
ñ ïîñëåäñòâèÿìè îò îñëîæíåíèé, íî íå ïðåäóïðåæäåíèÿ ïîñëåäíèõ, õîòÿ ïðåäóïðåæäåíèå
ýêîíîìè÷åñêè âûãîäíåå ëèêâèäàöèè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ïðîãíîç ïîãëîùåíèé
ïðè áóðåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåííîé íåéðîñåòè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé
öåëè íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è: ðàçðàáîòàòü áàçó äàííûõ ïî ïîãëîùåíèÿì;
ïîñòðîèòü êàðòû èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèé; ðàçðàáîòàòü è ðåàëèçîâàòü ýôôåêòèâíûé àë-
ãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ïîãëîùåíèé. Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ïðèìåíèòü äàííóþ
ìåòîäèêó äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñòàëüíûõ âèäîâ îñëîæíåíèé.

1 Àñïèðàíò ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà ÐÀÍ, ã. Óôà; arish-
07@mail.ru.
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2. Èñïîëüçóåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

Îäíèì èç íàèáîëåå ñîâðåìåííûõ è ïåðñïåêòèâíûõ èíñòðóìåíòîâ êîìïüþòåðíîé îá-
ðàáîòêè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè. Õîðîøî îáó÷åííàÿ
ñåòü îáëàäàåò ñïîñîáíîñòüþ ìîäåëèðîâàòü ôóíêöèþ, ñâÿçûâàþùóþ çíà÷åíèÿ âõîäíûõ è
âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, íà îñíîâå ÷åãî ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñèòóàöèè
ñ íåèçâåñòíûìè âûõîäíûìè çíà÷åíèÿìè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, öåëåñîîáðàç-
íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èñêóññòâåííûõ íåéðîñåòåé äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñëîæíåíèé
ïðè áóðåíèè ñêâàæèí.

Äëÿ îöåíêè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñêâàæèí (îñíîâíîãî ãåîëîãè÷åñêîãî ôàê-
òîðà) è îòñëåæèâàíèÿ òåíäåíöèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîãëîùåíèé ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå
ïîñòðîåíèå êàðò èíòåíñèâíîñòåé ïîãëîùåíèé. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ ïðè ïîñòðî-
åíèè êàðòû âûñòóïàþò ñëåäóþùèå äàííûå, îáúåäèíåííûå â ôàéëîâóþ áàçó äàííûõ: 1)
íàçâàíèå ñêâàæèíû; 2) ìåñòîðîæäåíèå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ñêâàæèíà; 3) óñëîâíûå êî-
îðäèíàòû óñòüÿ è çàáîÿ ñêâàæèíû; 4) ñâåäåíèÿ î íàëè÷èè è èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèé;
5) ãëóáèíà çàëåãàíèÿ è ñòðàòèãðàôè÷åñêîå ïîäðàçäåëåíèå, ê êîòîðîìó îòíîñèòñÿ ïîãëî-
ùàþùèé ïëàñò. Íà îñíîâå áàçû äàííûõ ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå êàðòû èíòåíñèâíîñòåé
äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ïîãëîùåíèÿ íà äàííîì ìåñòîðîæäåíèè, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñîâîêóïíîñòü ìàðêåðîâ, íàíåñåííûõ íà ïëîñêîñòü ñîãëàñíî óñëîâíûì êîîðäèíàòàì ñêâà-
æèí è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèÿ â äàííîé ñêâàæèíå.
Ïðè ýòîì âñå ñêâàæèíû äåëÿòñÿ íà 4 êëàññà: áåç ïîãëîùåíèé, ñ ïîãëîùåíèÿìè íåáîëü-
øîé èíòåíñèâíîñòè - äî 40 ì 3 /÷àñ, ñ ïîãëîùåíèÿìè ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè - îò 40 äî 80
ì 3 /÷àñ, ñ êàòàñòðîôè÷åñêèìè ïîãëîùåíèÿìè - áîëåå 80 ì 3 /÷àñ.

Çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñëîæíåíèé äëÿ êàæäîãî îáúåêòà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çà-
äà÷è èäåíòèôèêàöèè ñèñòåìû ñ íåñêîëüêèìè âõîäàìè è âûõîäàìè íà îñíîâå ìíîæåñòâà
ìàðêèðîâàííûõ ïðèìåðîâ T j = {(xji , d

j
ik)}, i = 1, ..., N, j = 1, ...,M, k = 1, ..., 4, ãäå j -

íîìåð îáúåêòà, xji = (xji1, x
j
i2) - êîîðäèíàòû i -îé ñêâàæèíû â ýòîì îáúåêòå, k - êîëè÷åñòâî

êëàññîâ èíòåíñèâíîñòè, djik - äîëÿ âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ äëÿ êëàññà k .
Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðåàëèçîâàíî îáó÷åíèå ñ ó÷èòåëåì, ãäå xji èãðàåò ðîëü
âõîäíîãî âåêòîðà, à djik - æåëàåìîãî îòêëèêà.

Â êà÷åñòâå àðõèòåêòóðû íåéðîííîé ñåòè áûë âûáðàí òðåõñëîéíûé ïåðñåïòðîí (ðèñ. 1),
îáó÷àåìûé ìåòîäîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè - ÷àñòî ïðèìåíÿåìûé äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Îäíî èç ãëàâíûõ ïðåèìóùåñòâ ìíîãîñëîéíîãî ïåðñåïòðîíà,
ýòî âîçìîæíîñòü ðåøàòü àëãîðèòìè÷åñêè íåðàçðåøèìûå çàäà÷è, íî äëÿ êîòîðûõ âîçìîæíî
ñîñòàâèòü ðåïðåçåíòàòèâíûé íàáîð ïðèìåðîâ ñ èçâåñòíûìè ðåøåíèÿìè [3]. Ïðè îáó÷åíèè
íåéðîñåòü, çà ñ÷¼ò ñâîåãî âíóòðåííåãî ñòðîåíèÿ, âûÿâëÿåò çàêîíîìåðíîñòè â ñâÿçè âõîäíûõ
è âûõîäíûõ îáðàçîâ, òåì ñàìûì êàê áû ¾îáîáùàåò¿ ïîëó÷åííûé íà îáó÷àþùåé âûáîðêå
îïûò.
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Ðèñ.1 - Ìîäåëü òðåõñëîéíîãî ïåðñåïòðîíà

Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè êàæäûé íåéðîí õàðàêòåðèçóåòñÿ âåñîì èëè ñèëîé ñèíàïòè-
÷åñêîé ñâÿçè (ωk äëÿ íåéðîíîâ ñêðûòîãî ñëîÿ, ωo - âûõîäíîãî ñëîÿ) è ôóíêöèåé àêòèâà-
öèè, îïðåäåëÿþùèé âûõîäíîé ñèãíàë, êîòîðûé ïîñòóïèò íà ñèíàïñû íåéðîíîâ ñëåäóþùåãî
ñëîÿ:

f(x) =
1

1 + e−x
(2.1)

Âûõîäíîé ñèãíàë ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

y = f(net) = f(
N∑
i=1

ωixi) (2.2)

Íà îñíîâå äàííîé ïðîöåäóðû ïðîèçâîäèòñÿ îòíåñåíèå êàæäîé òî÷êè êàðòû ê îäíîìó
èç ââåäåííûõ êëàññîâ (èñõîäÿ èç ìàêñèìàëüíîé äîëè âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëî-
ùåíèÿ), ò.í. ¾êëàñòåðèçàöèÿ¿ êàðòû èíòåíñèâíîñòåé ïîãëîùåíèé. Â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðè
ââîäå êîîðäèíàò íîâîé ñêâàæèíû àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîãíîçèðóåìûé êëàññ èí-
òåíñèâíîñòè â äàííîì îáúåêòå. Ò.î., íà îñíîâå ïðîåêòèðîâàíèÿ êàðòû èíòåíñèâíîñòåé ïî-
ãëîùåíèé â ïðîáóðåííûõ ñêâàæèíàõ íà ìåñòîðîæäåíèÿõ ÐÁ ñ èñïîëüçîâàíèåì èñêóññòâåí-
íîé íåéðîííîé ñåòè ïðîèçâîäèòñÿ îòñëåæèâàíèå òåíäåíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîãëîùåíèé
êàæäîãî êëàññà èíòåíñèâíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ãåîëîãè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, íà îñíîâå ÷å-
ãî ñîñòàâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèé ïðè áóðåíèè íîâûõ
ñêâàæèí.

3. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

Áîëüøèå îáúåìû âõîäíûõ äàííûõ è èòåðàòèâíàÿ ïðèðîäà àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ íåéðî-
ñåòè ïîðîæäàþò íåîáõîäèìîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ
ñèñòåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîãíîçà äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòè çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Äëÿ ðàñïàðàë-
ëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðåäëîæåíà
òðåõóðîâíåâàÿ ìîäåëü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ (ðèñ. 2): ïî ìåñòîðîæäåíèÿì; ïî ãîðèçîíòàì; ïî

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 3



62 À. Ð. Êàáèðîâà

êëàññàì èíòåíñèâíîñòè. Äàííàÿ ìîäåëü âêëþ÷àåò îñíîâíûå ïðèíöèïû ìåòîäîëîãèè ðàñ-
ïàðàëëåëèâàíèÿ [4]: èñïîëüçîâàíèå âíóòðåííåãî ïàðàëëåëèçìà çàäà÷è, ðàñïàðàëëåëèâàíèå
ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçå è äåêîìïîçèöèÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è. Ðàñïàðàëëåëèâàíèå
âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåðôåéñà MPI.

Ðèñ.2 - Ìîäåëü ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà

Âíóòðåííèé ïàðàëëåëèçì çàäà÷è ñîñòîèò â òîì, ÷òî, õîòÿ ðàçíûå òèïû îñëîæíåíèé
è ìîãóò áûòü îáóñëîâëåíû îäíèìè è òåìè æå ïðè÷èíàìè, íî èìåþò ðàçíóþ ôèçè÷åñêóþ
ïðèðîäó è ïðèâîäÿò ê ðàçíûì ïîñëåäñòâèÿì, â ñâÿçè ñ ÷åì èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåçà-
âèñèìî äðóã îò äðóãà. Â äàííîé ðàáîòå ðåàëèçîâàíî ïîñòðîåíèå ïðîãíîçà äëÿ ïîãëîùåíèé
áóðîâûõ ðàñòâîðîâ, à â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàçðàáîòàòü òàêæå àëãîðèòìû ïðîãíîçè-
ðîâàíèÿ îñòàëüíûõ òèïîâ îñëîæíåíèé - ôëþèäîïðîÿâëåíèé, îñûïåé è îáâàëîâ, ïðèõâàòîâ
è ïðîâàëîâ áóðîâîãî èíñòðóìåíòà.

Ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé áàçå ñîñòîèò èç äâóõ óðîâíåé: ðàñïàðàëëå-
ëèâàíèå ïî ìåñòîðîæäåíèÿì è ïî ãîðèçîíòàì ìåñòîðîæäåíèÿ. Ïîñêîëüêó ãåîëîãè÷åñêèå
ôàêòîðû âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèé äëÿ êàæäîãî ãîðèçîíòà ìåñòîðîæäåíèÿ ñïåöèôè÷íû,
òî ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè äëÿ îäíîé ñêâàæèíû ïðîâåäåíèå ðàñ÷åòîâ
äëÿ âñåõ ãîðèçîíòîâ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Äåêîìïîçèöèÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñíîâàíà íà òîì, ÷òî êëàñòå-
ðèçàöèþ êàðòû èíòåíñèâíîñòè ïîãëîùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì íåéðîííîé ñåòè ïî êàæäîìó
êëàññó èíòåíñèâíîñòè ìîæíî ïðîâîäèòü íåçàâèñèìî. Âðåìÿ ðàáîòû êàæäîãî ïðîöåññà ïðè
ýòîì çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò âðåìÿ ìåæïðîöåññîðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, ÷òî îáóñëîâëè-
âàåò ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû.

4. Çàêëþ÷åíèå

Îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîãíîç, ïðî-
èçâîäèòñÿ âûäà÷à ðåêîìåíäàöèé ïî òèïó è ñâîéñòâàì áóðîâîãî ðàñòâîðà è ïàðàìåòðàì
òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè áóðåíèè íîâîé ñêâàæèíû ìåñòîðîæäåíèÿ. Âàæíîé õàðàê-
òåðíîé ÷åðòîé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åäèíñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ ïî íîâîé ñêâàæèíå,
íåîáõîäèìàÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà - ýòî åå ïðîåêòíûå êîîðäèíàòû. Òåñòèðîâàíèå ðàç-
ðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà íà óæå ïðîáóðåííûõ ñêâàæèíàõ ìåñòîðîæäåíèé ÐÁ
ïîêàçàëî ñîâïàäåíèå ïðîãíîçà ñ ôàêòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè áîëåå ÷åì íà 80%, ÷òî ãîâîðèò
î åãî àäåêâàòíîñòè.
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Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå ïðî-
åêòîâ íà ñòðîèòåëüñòâî íîâûõ ñêâàæèí íà ìåñòîðîæäåíèÿõ ÐÁ. Ïîëó÷åííûå ðåêîìåíäà-
öèè ïîçâîëÿþò ñîêðàòèòü âðåìÿ íà ëèêâèäàöèþ îñëîæíåíèé è îñóùåñòâëÿòü áîëåå êà÷å-
ñòâåííîå âñêðûòèå ïðîäóêòèâíûõ ãîðèçîíòîâ, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ
òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áóðåíèÿ. Ïîãðåøíîñòü ïðîãíîçà (ìåíåå 20%) îáóñëîâ-
ëåíà âëèÿíèåì íà âîçíèêíîâåíèå îñëîæíåíèé òàêèõ ¾øóìîâ¿ êàê ðàçëè÷èÿ â òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ áóðîâûõ ðàñòâîðîâ, ñêîðîñòÿõ ñïóñêî-ïîäúåìíûõ îïåðàöèé è ò.ï., è
êîìïåíñèðóåòñÿ îïåðàòèâíîñòüþ ïîëó÷åíèÿ ïðîãíîçà (ìèíèìóìîì òðåáóåìûõ äàííûõ). Â
äàëüíåéøåì, ïëàíèðóåòñÿ ñîçäàòü åäèíûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äëÿ
âñåõ âèäîâ îñëîæíåíèé íà îñíîâå ðàçðàáàòûâàåìîé ìåòîäèêè ïî ïðîãíîçèðîâàíèþ ïîãëî-
ùåíèé áóðîâîãî ðàñòâîðà.
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Prediction of troubles during oil and gas wells construction

on the base of neural networks.

c⃝ A. R. Kabirova2

Abstract. A problem of prediction for troubles during new wells construction on the base of a
minimum information on previously drilled wells of this oil�eld is considered. The solution of this
problem is considered by the example of drilling �uid and grouting mortars loss which is the main
type of troubles. A program system of drilling mud loss prediction has been developed. It allows
to calculate the probability of loss intensity for a well known by its coordinates on the base of
database for drilling �uid loss with the usage of arti�cial perceptron and paralleling programming.

Key Words: Arti�cial neural network, troubles during wells construction, prediction.

2 Postgraduate laboratory of mathematical chemistry, Institute of petrochemistry and catalysis of RAS, Ufa;
arish-07@mail.ru.
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Àäàïòàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ

ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè

c⃝ Å. À. Ëàçàðåâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ àäàïòèðîâàííûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè íà ïðèìåðå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ; ïðè-
âîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêòèðîâàíèå ñåòåé, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îï-
òèìèçàöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö � îáùèé àëãîðèòìè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Ëåíäîì è Äîéãîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [1]. Ïî ñóùåñòâó, ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ïîëíîãî ïåðåáîðà ñ îòñå÷å-
íèåì çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ ðåøåíèé. Íà ïðàêòèêå, ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñóçèòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìóþ îáëàñòü, òåì ñàìûì çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü ïåðåáîð (âðåìÿ ðàáîòû ìîæåò
áûòü óìåíüøåíî íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ). Ïîýòîìó ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ïîëó÷èë øèðî-
êîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷
îïòèìèçàöèè.

Îäíàêî, â áîëüøèíñòâå ðàáîò, â êîòîðûõ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö, ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ îäíîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ áèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíöåïöèè îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò
áûòü îáîáùåí íà ðåøåíèå çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè ñ ëþáûì ÷èñëîì êðèòåðèåâ.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ, îñíîâàííóþ íà êëàññè÷å-
ñêèõ ïîòîêîâûõ ìîäåëÿõ, îïèñàííóþ â ðàáîòå [2].

Èçâåñòåí îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô G = (V,E) , çàäàþùèé ñóùåñòâóþùóþ
ñåòü ïåðåäà÷è äàííûõ (V è E � ìíîæåñòâà âåðøèí è ðåáåð, ñîîòâåòñòâåííî). Âåðøèíàì
ñîîòâåòñòâóþò óçëîâûå ýëåìåíòû ñåòè (êîììóòàòîðû). Ðåáðî (u, v) îáîçíà÷àåò êàíàë ñâÿ-
çè, ñîåäèíÿþùèé êîììóòàòîðû, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì u è v , êîòîðûé èìååò ïî-
ëîæèòåëüíóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü c(u, v) , ïîêàçûâàþùóþ, êàêîå ìàêñèìàëüíîå êî-
ëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ìîæåò áûòü ïåðåäàíî ïî êàíàëó â åäèíèöó âðåìåíè. Îãðàíè÷åíèå
ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè êàíàëà äèêòóåòñÿ åãî òåõíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàïðè-
ìåð, ñîãëàñíî ïëåçèîõðîííîé öèôðîâîé èåðàðõèè (PDH, Plesiochronous Digital Hierarchy),
ïîääåðæèâàåòñÿ ñëåäóþùèå óðîâíè èåðàðõèè öèôðîâûõ êàíàëîâ: E0 (64 êáèò/ñ), E1 (2,048
Ìáèò/c), E2 (8,448 Ìáèò/c), E3 (34,368 Ìáèò/c), E4 (139,264 Ìáèò/c) [3].

1 Àñïèðàíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè-
÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Ð. Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; elazarev.nnov@gmail.com.
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Â ãðàôå âûäåëÿþòñÿ äâå îñîáûå âåðøèíû � èñòî÷íèê èíôîðìàöèè s è ñòîê t . Èç èñ-
òîêà âåäóò ìàãèñòðàëüíûå êàíàëû, ñîåäèíÿþùèå ãîðîäñêóþ ñåòü ñ ìàãèñòðàëüíîé. Â ñòîê
âåäóò ðåáðà îò êîììóòàòîðîâ, ê êîòîðûì íàïðÿìóþ ïîäêëþ÷åíû êîíå÷íûå ïîëüçîâàòåëè.

Äëÿ îïèñàíèÿ êàíàëîâ ïåðåäà÷è äàííûõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòðîåíû, çàäàåòñÿ ìíî-
æåñòâî ðåáåð E ′(E ∩ E ′ = ∅) . Äëÿ êàæäîãî ðåáðà (u, v) ∈ E ′ èçâåñòíà ïðîïóñêíàÿ ñïî-
ñîáíîñòü c′(u, v) è ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà p′(u, v) .

Êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, ïåðåäàâàåìîé ïî êàíàëàì ñâÿçè â åäèíèöó âðåìåíè, îïèñû-
âàåòñÿ ôóíêöèåé ïîòîêà f : V × V → R ( f(u, v) çàäàåò ïîòîê ìåæäó âåðøèíàìè u è v ),
óäîâëåòâîðÿþùàÿ òðåì óñëîâèÿì:

1. îãðàíè÷åííîñòü ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè: f(u, v) ≤ c(u, v) äëÿ âñåõ u, v ∈ V ;

2. àíòèñèììåòðè÷íîñòü: f(u, v) = −f(v, u) äëÿ âñåõ u, v ∈ V ;

3. ñîõðàíåíèå ïîòîêà: äëÿ âñåõ u ∈ V \ {s, t} :
∑

v∈V f(u, v) = 0 .

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Òðåáóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàòü ñóùåñòâóþùóþ ñåòü ïåðåäà÷è äàííûõ, èñïîëüçóÿ êàíàëû,
îïèñûâàåìûå ìíîæåñòâîì ðåáåð E ′ , äëÿ óâåëè÷åíèÿ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñåòè.

Âîçìîæíûì ðåøåíèåì x ∈ D (D � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé) çàäà÷è ÿâëÿåò-
ñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð E∗ ⊆ E ′ . Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ñåòè
ïåðåäà÷è äàííûõ:

Q1(x) =
∑

(u,v)∈E′

p′(u, v) (3.1)

è âåëè÷èíà ìàêñèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè:

Q2(x) =
∑
v∈V

f(s, v) (3.2)

çàäàâàåìûå ãðàôîì G∗ = (V,E ∪ E∗) . Äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî
ïîòîêà â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå G ôóíêöèåé F (G) .

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïî çàäàííûì àöèêëè÷åñêèì îðèåíòèðî-
âàííûì ãðàôàì G = (V,E) è ìíîæåñòâó ðåáåð E ′(E ∩ E ′ = ∅) , ìàòðèöàì ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé c(u, v) è c′(u, v) è ìàòðèöå ñòîèìîñòè ðåáåð p′(u, v) íàéòè âñå ìíîæåñòâî
ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è

min
x∈D

(Q1(x)),max
x∈D

(Q2(x)), (3.3)

óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ (óáûâàíèþ) çíà÷åíèÿ ïåðâîãî (âòîðîãî) êðèòåðèÿ.
Ê ïðåèìóùåñòâàì äàííîé ìîäåëè ñòîèò îòíåñòè òî, ÷òî ïðèáûëü â íåé íå ðàññìàòðèâà-

åòñÿ êàê âåëè÷èíà ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíàÿ êîëè÷åñòâó èíôîðìàöèè, ïåðåäàííîé êîíå÷-
íîìó ïîòðåáèòåëþ. Â ñîâðåìåííûõ ñåòÿõ ïåðåäà÷è äàííûõ òàêîé ìåòîä îöåíêè ñòàíîâèòñÿ
âñå ìåíåå ýôôåêòèâíûì, ââèäó ïîâñåìåñòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ øèðîêîïîëîñíîãî èíòåð-
íåòà ñ îïëàòîé ïî ôèêñèðîâàííîìó òàðèôó (åæåìåñÿ÷íàÿ àáîíåíòñêàÿ ïëàòà).

Òàêæå ñòîèòü îòìåòèòü, ÷òî ìåòîäû ñâåðòûâàíèÿ êðèòåðèåâ èëè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî
óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïîðîé íå ñïîñîáíû äàòü ïîëíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñïåêòðå ðåøåíèé, äàæå
ñ ó÷åòîì çàäàíèÿ ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ. Èìåííî ïîýòîìó ñòàâèòñÿ çàäà÷à

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 3



66 Å. À. Ëàçàðåâ

ïîèñêà ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëèò ïðîåêòèðîâ-
ùèêó ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ âûáðàòü îïòèìàëüíûé âàðèàíò èç âñåãî ñïåêòðà ðåøåíèé.

Â ðàáîòå [2] äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó NP òðóäíûõ çàäà÷, à
òàê æå ïðèâîäèòñÿ îöåíêà íà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé (ìî-
æåò ñîñòàâëÿòü 2|E

′| ). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãèïîòåçó P ̸= NP , ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìîâ ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ, ðåøàþùèõ ïîñòàâëåí-
íóþ çàäà÷ó. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ àäàïòàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö êàê ñïîñîá
ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà.

4. Àäàïòèðîâàííûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö

4.1. Îïèñàíèå ìåòîäà

Ïðèâåäåì îïèñàíèå àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

1. Ïðîíóìåðóåì âñå ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ , ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçëè÷íûìè ÷èñ-
ëàìè îò 1 äî |E ′| . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ei ðåáðî ñ íîìåðîì i èç ìíîæåñòâà E ′ .

2. Êàæäàÿ âåðøèíà äåðåâà âåòâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó Dp îá-
ëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé è ñîäåðæèò íèæíþþ (Lp ) è âåðõíþþ (Hp ) îöåíêè çíà-
÷åíèÿ ïàðû (Q1(x), Q2(x)) íà ýòîì ïîäìíîæåñòâå. Ïðè ýòîì êîðíåâàÿ âåðøèíà (íó-
ëåâîé óðîâåíü äåðåâà) ñîîòâåòñòâóåò âñåé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D , à ëþáîé
âåðøèíå óðîâíÿ k > 0 ñîîòâåòñòâóåò ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé, ïîëó÷àþùååñÿ ïðè
ôèêñèðîâàíèè ïåðâûõ k ðåáåð (èç ìíîæåñòâà E ′ ) ñåòè. Ïîä òåðìèíîì ¾ôèêñèðî-
âàíèå¿ ïîíèìàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî äëÿ âûáðàííûõ ðåáåð óæå ïðèíÿòî ðåøåíèå áóäóò
îíè äîñòðîåíû èëè íåò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ôèêñèðîâàííûå
ðåáðà, êîòîðûå áóäóò äîñòðîåíû.

3. Èç êàæäîé âåðøèíû (çà èñêëþ÷åíèåì êîíöåâûõ âåðøèí, â êîòîðûõ çàôèêñèðîâà-
íû âñå E ′ ðåáåð) ïðîèçâîäèòñÿ âåòâëåíèå íà äâà ïîäìíîæåñòâà, ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ
äèõîòîìè÷åñêîå âåòâëåíèå. Ïðè ýòîì ïåðâîå èç ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ôèê-
ñèðîâàíèÿ î÷åðåäíîãî ðåáðà, íî áåç äîáàâëåíèÿ åãî â S , òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåáðî
íå áóäåò ïîñòðîåíî â ñåòè. Âòîðîå èç ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ôèêñèðîâàíèÿ
î÷åðåäíîãî ðåáðà ñ äîáàâëåíèåì åãî â S , òàêèì îáðàçîì, äàííîå ðåáðî áóäåò ïîñòðî-
åíî â ñåòè.

4. Íèæíÿÿ îöåíêà Lp ðåøåíèÿ x ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ ïåðâûõ k ðåáåð:

Q1(x) =
∑
e∈S

p′(e) +

|E′|∑
i=k+1

p′(ei) (4.1)

ò.å. ñóììå ñòîèìîñòåé ñòðîèòåëüñòâà ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò äîñòðîå-
íû è ðåáåð, êîòîðûå åùå íå ðàññìàòðèâàëèñü, ò.å. ðåáåð ñ íîìåðàìè áîëüøèìè k .

Q2(x) = F (G(V,E ∪ S)) (4.2)

ò.å. âåëè÷èíà ïîòîêà äëÿ ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïóòåì äîáàâëåíèÿ â èñõîäíûé ìíîæå-
ñòâà äîñòðîåííûõ ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð.
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5. Âåðõíÿÿ îöåíêà ðåøåíèÿ ïîñëå ôèêñèðîâàíèÿ ïåðâûõ ðåáåð:

Q1(x) =
∑
e∈S

p′(e) (4.3)

ò.å. ñóììå ñòîèìîñòåé ñòðîèòåëüñòâà ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò äîñòðîå-
íû.

Q2(x) = F (G(V,E ∪ S ∪ {ei|i > k})) (4.4)

ò.å. âåëè÷èíå ïîòîêà äëÿ ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïóòåì äîáàâëåíèÿ â èñõîäíûé ìíîæå-
ñòâà äîñòðîåííûõ ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð è âñåõ ðåáåð, êîòîðûå åùå íå ðàññìàòðèâà-
ëèñü, ò.å. ðåáðà ñ íîìåðàìè áîëüøèìè k .

6. Ôóíêöèåé âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíàÿ ôóíêöèÿ, íà âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ íî-
ìåð ðåáðà k äëÿ ðàññìîòðåíèÿ (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ïðè âûçîâå ôóíêöèè ñ ïà-
ðàìåòðîì k ðåáðà ñ íîìåðàìè îò 1 äî k − 1 ÿâëÿþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè). Çàïóñê
àëãîðèòìà ïðîèçâîäèòñÿ âûçîâîì ôóíêöèè âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîì 1.

7. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû äåðåâà âåòâëåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ âåðõíÿÿ Hp è íèæíÿÿ Lp

îöåíêè ðåøåíèÿ p . Îíè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðåøåíèÿìè èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Ïóñòü
Hr è Lr âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ðåøåíèÿ r ∈ R . Òîãäà:

(a) eñëè Lp ≻ Hr , òî R = R \ {r} è ïðîäîëæàåòñÿ âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû
(âûçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîâ k + 1 );

(b) eñëè Lr ≻ Hp , òî âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû ïðåêðàùàåòñÿ;

(c) eñëè @r ∈ R : Lr ≻ Hp , òî åñëè òåêóùàÿ âåðøèíà äåðåâà âåòâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
êîíöåâîé, òî ðåøåíèå p äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ R (R = R ∪ {p} ).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîäîëæàåòñÿ âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû (âûçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ âåòâëåíèÿ ñ àðãóìåíòîâ k + 1 ).

Çäåñü ñèìâîë ≻ îáîçíà÷àåò ïàðåòî-äîìèíèðóåìîñòü îäíîãî ðåøåíèÿ íàä äðóãèì.

8. Îñòàíîâ àëãîðèòìà âûïîëíÿåòñÿ ïðè íåâîçìîæíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ äàëüíåéøåãî
âåòâëåíèÿ.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ìíîæåñòâî R ñîäåðæèò âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëü-
íûå ïî Ïàðåòî.

4.2. Àíàëèç àëãîðèòìà

Â õóäøåì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà áóäåò ñðàâíèìî ñ àëãîðèòìîì ïîëíîãî ïåðåáîðà.
Â ðàáîòå [2] ïðèâåäåí ïðèìåð ñåòè, â êîòîðîé ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé
èìååò ìîùíîñòü 2|E

′| . Íà òàêîé ñåòè ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö â õîäå ðàáîòû íå ñìîæåò îòñå÷ü
íè îäíîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé è â èòîãå ïîñòðîèò äåðåâî âåòâëåíèé ñîñòîÿùåå èç |E ′|
óðîâíåé (êîðåíü äåðåâà èìååò óðîâåíü 0). Óðîâåíü ãëóáèíû i áóäåò èìåòü 2i âåðøèí.
Â ýòîì ñëó÷àå, âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà òàêîå æå, êàê è ó ìåòîäà ïîëíîãî ïåðåáîðà è
ñîñòàâëÿåò O(2|E

′| · |V |3) (âû÷èñëåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
¾ïîäíÿòü â íà÷àëî¿ òðåáóåò O(V 3) âðåìåíè [4]).

Îäíàêî ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ãîðàçäî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ
ðàáîòû ïîëíîãî ïåðåáîðà. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè
ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö è ïîëíîãî ïåðåáîðà, âûïîëíåííîé íà ÿçûêå C++. Âû÷èñëèòåëü-
íûå ýêñïåðèìåíòû çàêëþ÷àëèñü â íàõîæäåíèè âñåãî ìíîæåñòâà îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî
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ðåøåíèé äëÿ 100 ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñãåíåðèðîâàííûõ ñåòåé ïåðåäà÷ äàííûõ
ñ ÷èñëîì ðåáåð âî ìíîæåñòâå E ′ ðàâíûì 15, 20, 25, 30, 35 è 40. Äëÿ ñëó÷àåâ |E ′| = 35
è |E ′| = 40 ïðèâåäåíî ïðèáëèæåííîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïîëíîãî ïåðåáîðà, âû÷èñ-
ëåííîå àíàëèòè÷åñêè, èñõîäÿ èç àíàëèçà ñëîæíîñòè ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó
ðåàëüíûé çàïóñê íà òàêèõ áîëüøèõ âõîäíûõ äàííûõ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ðå-
çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.1.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ñðåäíåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ ïîëíîãî ïåðåáîðà è ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

4.3. Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûé ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ðàáîòó àäàïòèðîâàííîãî ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö.

Ï ð è ì å ð 4.1. Òðåáóåòñÿ íàéòè âñå ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé
äëÿ áèêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è, åñëè ãðàô G è ìíîæåñòâî äîñòðàèâàåìûõ ðåáåð E ′ çàäàíû
íà ðèñ. 4.2. Ðåáðà G èçîáðàæåíû ñïëîøíîé ëèíèåé, ñ óêàçàíèåì ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè
êàíàëà. Ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ èçîáðàæåíû ïóíêòèðíîé ëèíèåé ñ óêàçàíèåì ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè è ñòîèìîñòè ïîñòðîéêè êàíàëà ÷åðåç êîñóþ ÷åðòó ñîîòâåòñòâåííî.
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Âõîäíûå äàííûå äëÿ ïðèìåðà 4.1.

Ïðîíóìåðóåì ðåáðà èç ìíîæåñòâà E ′ îò 1 äî 4 â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:
(1, 7), (2, 4), (2, 6), (3, 4) . Ãäå (u, v) îáîçíà÷àåò ðåáðî èç âåðøèíû u â âåðøèíó v . Áóäåì
ñòðîèòü äåðåâî âåòâëåíèé (ðèñ. 4.3) è çàíîñèòü íàéäåííûå âåðõíèå è íèæíèå îöåíêè ïîä-
ìíîæåñòâà ðåøåíèé â òàáëèöó. Âòîðîé è òðåòèé ñòîëáöû òàáëèöû ñîäåðæàò íèæíþþ è
âåðõíþþ îöåíêè ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé Di , ïîëó÷àåìîãî ôèêñèðîâàíèåì âñåõ ðåáåð èç
E ′ ïðè ïðîõîäå îò êîðíÿ äåðåâà âåòâëåíèÿ äî âåðøèíû ñ íîìåðîì i . ×åòâåðòûé ñòîëáåö
ñîäåðæèò ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, íàéäåííîå íà ìîìåíò âõîäà â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ
ñîîòâåòñòâóþùèì íîìåðîì.
� âåð-
øèíû

Íèæíÿÿ îöåíêà
äëÿ ïîäìíîæåñòâà
ðåøåíèé Di

Âåðõíÿÿ îöåíêà
äëÿ ïîäìíîæåñòâà
ðåøåíèé Hi

Ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ

1 (900, 280) (0, 430) ∅
2 (300, 280) (0, 430) ∅
3 (100, 280) (0, 380) ∅
4 (0, 280) (0, 280) ∅
5 (100, 380) (100, 380) (0, 280)
6 (300, 330) (200, 430) (0, 280), (100, 380)
7 (200, 330) (200, 330) (0, 280), (100, 380)
8 (300, 430) (300, 430) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
9 (900, 330) (600, 430) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
10 (1025, 350) (125, 500) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
11 (425, 350) (125, 500) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
12 (225, 350) (125, 450) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
13 (125, 350) (125, 350) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
14 (225, 450) (225, 450) (0, 280), (100, 380), (300, 430)
15 (425, 400) (325, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
16 (325, 400) (325, 400) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
17 (425, 500) (425, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450)
18 (1025, 400) (725, 500) (0, 280), (100, 380), (225, 450), (425, 500)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 3



70 Å. À. Ëàçàðåâ

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Äåðåâî âåòâëåíèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ïðèìåðà 4.1.

Èçíà÷àëüíî äåðåâî âåòâëåíèé ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû (êîðíÿ) ñ íîìåðîì 0.
Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà â äåðåâî äîáàâëÿþòñÿ ðåáðà è íîâûå âåðøèíû (âåðøèíû
íóìåðóþòñÿ â ïîðÿäêå äîáàâëåíèÿ). Íà ðåáðàõ óêàçàíû ÷èñëà 1 èëè 0, ïîêàçûâàþùèå
áóäåò ëè äîñòðîåíî ðàññìàòðèâàåìîå çàôèêñèðîâàííîå ðåáðî èç ìíîæåñòâà E ′ èëè íåò.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè ïî ðåáðàì ãðàôà, íà÷èíàÿ îò êîðíÿ äî âåðøèíû i ,
ñòðîèòñÿ ïîäìíîæåñòâî ðåøåíèé Di .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî îñíîâíûå øàãè ðàáîòû àëãîðèòìà.
Ïîèñê ìíîæåñòâà ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íà÷èíàåòñÿ â êîðíå äåðåâà âåòâëåíèé

(âåðøèíà 0). Ñíà÷àëà äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïåðâîå ðåáðî èç ìíîæåñòâà E ′

íå áóäåò äîñòðîåíî. Òàêèì îáðàçîì, ôèêñèðóåòñÿ ðåáðî ñ íîìåðîì 1 èç E ′ è âûïîëíÿ-
åòñÿ ïåðåõîä â äåðåâå âåòâëåíèé èç âåðøèíû 0 ïî ðåáðó ñ 0 â âåðøèíó 1. Âû÷èñëÿåò-
ñÿ íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé D1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñòî-
èìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñ÷åòà, ÷òî âñå íåçàôèêñèðîâàííûå ðåáðà (ñ íî-
ìåðàìè 2, 3 è 4) áóäóò äîñòðîåíû, à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü èç ðàñ÷åòà, ÷òî îíè ïðè
ýòîì íå âíåñóò âêëàä â óâåëè÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñåòè â öåëîì (ò.å. ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî èõ ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà íóëþ). Ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà áóäåò ðàâíà
p′(2, 4)+p′(2, 6)+p′(3, 4) = 900 , ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü áóäåò ðàâíà 280. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñòîèìîñòè ñòðîèòåëüñòâà äëÿ âåðõíåé îöåíêè ñ÷èòàåì, ÷òî íè îäíî èç íåôèêñèðîâàííûõ
ðåáåð (ñ íîìåðàìè 2, 3 è 4) íå ïîñòðîåíî, à ïðè âû÷èñëåíèè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ñ÷è-
òàåì, ÷òî ïîñòðîåíî. Òàêèì îáðàçîì, ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 0 (òàê êàê íè îäíî
èç ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð íå ïîñòðîåíî), à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ñåòè ðàâ-
íà 430. Äàëåå ïðîâåðÿòñÿ äîìèíèðóåòñÿ ëè ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íèæíåé îöåíêîé
ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Òàê êàê R íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, òî óñëîâèå íå
âûïîëíÿåòñÿ è òàê êàê åùå íå âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå èç
âåðøèíû 1 äåðåâà âåòâëåíèé.
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Ïî àíàëîãèè âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå èç âåðøèíû 1 è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 2,
äëÿ êîòîðîé íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè ðàâíû (300, 280) è (0, 430) ñîîòâåòñòâåííî. Òàê
êàê ñíîâà íå âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå óæå èç âåðøèíû 2
è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 3.

Äëÿ âåðøèíû 3 íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (100, 280) , à âåðõíÿÿ (0, 380) . Òàê êàê ñíîâà íå
âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåòñÿ âåòâëåíèå óæå èç âåðøèíû 3 è ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó 4.

Ïîñëå ïåðåõîäà â âåðøèíó 4 âñå ðåáðà E ′ çàôèêñèðîâàíû, ïîýòîìó âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ
îöåíêè ñîâïàäàþò è ðàâíû (0, 280) . Íèæíÿÿ îöåíêà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ íå äîìèíèðó-
åòñÿ íè îäíîé èç âåðõíèõ îöåíîê èç R (â äàííûé ìîìåíò ïóñòîãî), ïîýòîìó ïîëó÷åííîå
ðåøåíèå äîáàâëÿåòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ. Òàê êàê âåòâëåíèå èç âåðøèíû 4 íåâîçìîæ-
íî, òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 3 è ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî ñ íîìåðîì
3 áóäåò äîñòðîåíî (ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â äåðåâå âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 5).

Ðåøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå 5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èñõîäíûé ãðàô, â êîòîðûé
áûëî äîñòðîåíî ðåáðî 4. Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ïîëó÷åííîé ñåòè ðàâíà 380, ñòîèìîñòü
ñòðîèòåëüñòâà åñòü ñòîèìîñòü ðåáðà 4, ðàâíàÿ 100. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåò íè
îäíî ðåøåíèå èç ìíîæåñòâà R , ïîýòîìó íè îäèí ýëåìåíò èç R íå óäàëÿåòñÿ. Òàê æå ïîëó-
÷åííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R , ïîýòîìó îíî äîáàâëÿåòñÿ â R .
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ ñîñòîèò èç äâóõ ýëåìåíòîâ {(0, 280), (100, 380)} . Òàê
êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç âåðøèíû 5 íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó
3, äëÿ êîòîðîé âåòâëåíèå óæå áûëî âûïîëíåíî, ïîýòîìó ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 2.

Äëÿ âåðøèíû 2 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 3 íå áûëî ïîñòðî-
åíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî (ïðè ýòîì ðåáðà ñ
íîìåðàìè 1 è 2 óæå çàôèêñèðîâàíû è íå áóäóò äîñòðîåíû). Ò.å. ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåð-
øèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 6. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé íèæíÿÿ îöåíêà
ðàâíà (300, 330) , à âåðõíÿÿ (200, 430) . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äîìèíèðóåòñÿ íè
îäíèì èç ðåøåíèé èç R , è òàê êàê íå âñå ðåáðà èç E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî âûïîëíÿåì
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 6.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 7, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì
ïîñòðîåíî îäíî ðåáðî ñ íîìåðîì 3. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 200, à ïðî-
ïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 320. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (100, 380) èç
ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 6, à çàòåì ïåðåõîä ïî ðåáðó
1 äåðåâà âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 8.

Âåðøèíà 8 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè
3 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(2, 6)+p′(3, 4) = 300 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîá-
íîñòü 430. Äàííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì èç ðåøåíèé R , ïîýòîìó îíî äîáàâëÿ-
åòñÿ âî ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, êîòîðîå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì {(0, 280), (100, 380), (300, 430)} .
Òàê êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä
ñíà÷àëà â âåðøèíó 6, çàòåì â 2 (òàê êàê âåòâëåíèå èç 6 çàâåðøåíî), îòêóäà ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â 1 òàê êàê âåòâëåíèå èç 2 òàêæå çàâåðøåíî. Òåïåðü äëÿ âåðøèíû 1 ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî 2 èç ìíîæåñòâà E ′ áóäåò äîñòðîåíî (âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â
âåðøèíó 9).

Äëÿ âåðøèíû 9 çàôèêñèðîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ ðåáðî 1 èç E ′ (íå ïîñòðîåíî) è 2 (ïîñòðî-
åíî). Äëÿ íèæíåé îöåíêè ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà áóäåò ðàâíà p′(2, 4)+p′(2, 6)+p′(3, 4) =
900 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 330 (âû÷èñëåíà äëÿ ñåòè, â êîòîðîé áûëî ïîñòðîå-
íî òîëüêî ðåáðî íîìåð 2). Äëÿ âåðõíåé îöåíêè ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà ñòîèìîñòè
ôèêñèðîâàííûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäóò ïîñòðîåíû. Â äàííîì ñëó÷àå ñòîèìîñòü åñòü ñòî-
èìîñòü ðåáðà ñ íîìåðîì 2, ðàâíàÿ p′(2, 4) = 600 . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà (600, 430)
äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (300, 430) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó äàëüíåéøåå âåòâëåíèå
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èç äàííîé âåðøèíû ñìûñëà íå èìååò è ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 1 äåðåâà âåòâëå-
íèÿ, èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 0, òàê êàê âåòâëåíèå â 1
çàâåðøåíî.

Äëÿ âåðøèíû 0 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 1 íå áûëî ïî-
ñòðîåíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî. Ò.å. ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 10. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé
íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (1025, 350) , à âåðõíÿÿ 125, 500 . Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì èç ðåøåíèé èç R , è òàê êàê íå âñå ðåáðà èç E ′ çàôèêñèðîâàíû, òî
âûïîëíÿåì âåòâëåíèå èç âåðøèíû 10.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 11, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ
îöåíêè, ðàâíûå (425, 350) è (125, 500) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R . Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 11.

Ñíà÷àëà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 12, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíèå
îöåíêè, ðàâíûå (225, 350) è (125, 450) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äî-
ìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R . Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò
âåòâëåíèå èç âåðøèíû 12.

Ïðîéäÿ ïî ðåáðó ñ 0 äåðåâà âåòâëåíèÿ ïðèõîäèì â âåðøèíó 13, êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò
ðåøåíèå, â êîòîðîì áûëî ïîñòðîåíî òîëüêî ðåáðî ñ íîìåðîì 1 èç E ′ . Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ
ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà 125, à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 350. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå
äîìèíèðóåòñÿ ðåøåíèåì (100, 380) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ R . Ïîýòîìó, âûïîëíÿåòñÿ ïå-
ðåõîä â âåðøèíó 12, èç êîòîðîãî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 14.

Âåðøèíà 14 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðà-
ìè 1 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(1, 7) + p′(3, 4) = 225 , à ïðîïóñêíàÿ
ñïîñîáíîñòü 450. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåò ðåøåíèe (300, 430) èç R , ïîýòîìó (300, 430)
óäàëÿåòñÿ èç ìíîæåñòâî ðåêîðäîâ, è âìåñòî íåãî äîáàâëÿåòñÿ (225, 450) . Òàêèì îáðàçîì,
R = {(0, 280), (100, 380), (225, 450)} . Òàê êàê äàëüíåéøåå âåòâëåíèå èç äàííîé âåðøèíû
íåâîçìîæíî, òî ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøèíó 12, çàòåì â 11 (òàê êàê âåòâëå-
íèå èç 12 çàâåðøåíî). Òåïåðü äëÿ âåðøèíû 11 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî 3 èç
ìíîæåñòâà E ′ áóäåò äîñòðîåíî (âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 15).

Âåðøèíå 15 ñîîòâåòñòâóþò íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ îöåíêè, ðàâíûå (425, 400) è (325, 500)
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷åííàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç R .
Òàê êàê íå âñå ðåáðà çàôèêñèðîâàíû, òî ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå èç âåðøèíû 15.

Ñíà÷àëà ïðîèñõîäèò ïåðåõîä â âåðøèíó 16, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòî-
ðîì ïîñòðîåí ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè 1 è 3. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà
p′(1, 7)+ p′(2, 6) = 325 , à ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàâíà 400. Äàííîå ðåøåíèå äîìèíèðóåò-
ñÿ ðåøåíèåì (225, 450) èç ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó
15, à çàòåì ïåðåõîä ïî ðåáðó 1 äåðåâà âåòâëåíèÿ â âåðøèíó 17.

Âåðøèíà 17 ñîîòâåòñòâóåò ðåøåíèþ, â êîòîðîì áûëî äîñòðîåíû ðåáðà èç E ′ ñ íîìåðàìè
1, 3 è 4. Äëÿ íåãî ñòîèìîñòü ñòðîèòåëüñòâà ðàâíà p′(1, 7) + p′(2, 6) + p′(3, 4) = 425 , à
ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü 500. Äàííîå ðåøåíèå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì ðåøåíèåì èç
ìíîæåñòâà ðåêîðäîâ, ïîýòîìó R = {(0, 280), (100, 380), (225, 450), (425, 500)} .

Âåòâëåíèå èç âåðøèíû 17 íåâîçìîæíî, ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøè-
íó 15, çàòåì â âåðøèíó 11 (òàê êàê âåòâëåíèå â 15 çàâåðøåíî) è àíàëîãè÷íî ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó 10.

Äëÿ âåðøèíû 10 áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ðåáðî èç E ′ ñ íîìåðîì 2 íå áûëî ïî-
ñòðîåíî. Òåïåðü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ýòî ðåáðî áóäåò äîñòðîåíî. Ò.å. ïðîèñõîäèò
ïåðåõîä â âåðøèíó äåðåâà âåòâëåíèé ñ íîìåðîì 18. Äëÿ äàííîãî ïîäìíîæåñòâà ðåøåíèé
íèæíÿÿ îöåíêà ðàâíà (1025, 400) , à âåðõíÿÿ (725, 500) . Âåðõíÿÿ îöåíêà äîìèíèðóåòñÿ
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ðåøåíèåì (425, 500) èç R , ïîýòîìó âåòâëåíèå èç òåêóùåé âåðøèíû íå èìååò ñìûñëà.
Ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ñíà÷àëà â âåðøèíó 10, îòêóäà âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä â âåðøèíó 0 (òàê
êàê âåòâëåíèå 10 çàâåðøåíî). Âåòâëåíèå èç êîðíÿ äåðåâî çàâåðøåíî, ïîýòîìó àëãîðèòì
çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

Èòàê, íàéäåíî ìíîæåñòâî ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé {{∅}, {4}, {1, 4}, {1, 3, 4}} , êî-
òîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïàðû çíà÷åíèé êðèòåðèåâ (0, 280), (0, 380), (225, 450) è (425, 500) ñî-
îòâåòñòâííî (äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ óêàçàí ñïèñîê íîìåðîâ ðåáåð èç E ′ , êîòîðûå íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü).

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííàÿ àäàïòà-
öèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé (àëãîðèòì ðàáîòàåò à òðè ïîðÿäêà áûñòðåå ìåòîäà ïîëíîãî ïåðåáîðà
óæå íà çàäà÷àõ ðàçìåðíîñòè 40).

Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí ïðè ðå-
øåíèè ëþáûõ çàäà÷ ñòðóêòóðíîé îïòèìèçàöèè � íåîáõîäèìî ëèøü èçìåíèòü ôóíêöèè âû-
÷èñëåíèÿ íèæíåé è âåðõíåé îöåíîê.
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Abstract. The work presents adaptation of branch and bound method solving multicriterion
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computational results are presented.
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ÓÄÊ 517.9

Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà íà ïðîñòîé äóãå,

ñîåäèíÿþùåé äèôôåîìîðôèçìû Ïèêñòîíà

c⃝ Î.Â. Ïî÷èíêà1, À.À. Ðîìàíîâ2

Àííîòàöèÿ. Äèôôåîìîðôèçì Ïèêñòîíà îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî îí ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâ è åãî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò ðîâíî èç ÷åòûð¼õ òî÷åê: äâóõ ñòîêîâ, èñòî÷íèêà è ñåäëà.
Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó, ñðåäè íèõ åñòü ïðåäñòàâèòåëè ñ äèêèì ïîâåäåíèåì ñåïà-
ðàòðèñ. Òåì íå ìåíåå, êàê ñëåäóåò èç [2], ëþáûå äèôôåîìîðôèçìû êëàññà Ïèêñòîíà, íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê, ñîåäèíÿþòñÿ ïðîñòîé äóãîé. Ïðè
ýòîì äóãà ñîäåðæèò òîëüêî ñåäëî-óçëîâûå áèôóðêàöèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ñòðîèì ïðî-
ñòóþ äóãó ñ îäíîé áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ ïåðèîäà ìåæäó äèôôåîìîðôèçìîì Ïèêñòîíà ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè ñòîêàìè è äèôôåîìîðôèçìîì òèïà �èñòî÷íèê-ñòîê�. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
ðàáîòû [2], ýòî ïîçâîëÿåò êîíñòàòèðîâàòü íàëè÷èå ïðîñòîé äóãè ìåæäó ëþáûìè äèôôåîìîð-
ôèçìàìè Ïèêñòîíà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì Ïèêñòîíà, ïðîñòàÿ äóãà, áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà.

1. Ââåäåíèå

Â [5] Ø.Íüþõàóñîì è Ì. Ïåéøîòî áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïðîñòîé äóãîé. Ïðîñòîòà îçíà÷àåò, ÷òî äóãà ñîäåðæèò íå áîëåå êî-
íå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê âíå ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà è, ãðóáî ãîâîðÿ, äëÿ ýòèõ îñîáûõ òî÷åê
ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé íàèìåíüøèì îá-
ðàçîì îòêëîíÿþòñÿ îò ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ.

Äëÿ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñèòóàöèÿ èíàÿ. Äâà ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ
äèôôåîìîðôèçìà Ìîðñà-Ñìåéëà íà îêðóæíîñòè ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ïðîñòîé äóãîé
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.1. íèæå), åñëè è òîëüêî åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå ÷èñëî âðàùåíèÿ.
Êàê ñëåäóåò èç ðàáîò Ø. Ìàöóìîòî [4] è Ï. Áëàíøàðà [1], ëþáàÿ îðèåíòèðóåìàÿ çàìêíó-
òàÿ ïîâåðõíîñòü äîïóñêàåò èçîòîïíûå äèôôåîìîðôèçìû Ìîðñà-Ñìåéëà, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü ñîåäèíåíû ïðîñòîé äóãîé. Íà÷èíàÿ ñ ðàçìåðíîñòè 3 ýòà ïðîáëåìà íå ÿâëÿåòñÿ òðè-
âèàëüíîé äàæå äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ òèïà �èñòî÷íèê-ñòîê�. Â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
íà S6 ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ãëàä-
êîé äóãîé, íî íà S3 , îíè ñîåäèíÿþòñÿ ãëàäêîé äóãîé, ñîñòîÿùåé èç äèôôåîìîðôèçìîâ
�èñòî÷íèê-ñòîê�.

Êàê èçâåñòíî òåïåðü, â ðàçìåðíîñòè n = 3 ñèòóàöèÿ ñ äèôôåîìîðôèçìàìè Ìîðñà-
Ñìåéëà óñóãóáëÿåòñÿ íàëè÷èåì äèêî âëîæåííûõ ñåïàðàòðèñ (êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè èíâà-
ðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áåç ñàìèõ òî÷åê) ñåäëîâûõ òî÷åê. Ïåðâûé
�äèêèé� ïðèìåð áûë ïîñòðîåí â êëàññå Ïèêñòîíà â [7], ýòîò êëàññ ñîñòîèò èç òð¼õìåðíûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò ðîâíî èç
÷åòûð¼õ òî÷åê: äâóõ ñòîêîâ, èñòî÷íèêà è ñåäëà. Êàê ñëåäóåò èç [2], ëþáûå äèôôåîìîðôèç-
ìû êëàññà Ïèêñòîíà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
ñîåäèíÿþòñÿ ïðîñòîé äóãîé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ýòîò ðåçóëüòàò, ñíèìàÿ
îãðàíè÷åíèå íà íåïîäâèæíîñòü íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; olga-pochinka@yandex.ru
2 Ìàãèñòðàíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé ÍÍÃÓ èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî; romanov18.04@mail.ru
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2. Ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ïóñòü Diff(Mn) � ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ñ C1 -òîïîëîãèåé. Ãëàäêîé äóãîé â Diff(Mn) íàçûâàåòñÿ ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ξ : Mn ×
[0, 1] →Mn , èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò t ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ
{ξt ∈ Diff(Mn), t ∈ [0, 1]} . Äëÿ îïèñàíèÿ òèïè÷íûõ ñâîéñòâ ãëàäêîé äóãè (âûïîëíÿþùèõ-
ñÿ äëÿ âñåõ äóã èç ñ÷åòíîãî ïåðåñå÷åíèÿ îòêðûòûõ ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ â ïðîñòðàíñòâå
ãëàäêèõ äóã) ìû íàïîìíèì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Ïóñòü KS(Mn) ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ Êóïêè-Ñìåéëà, òî åñòü äèôôåî-
ìîðôèçìîâ, ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû êîòîðûõ ãèïåðáîëè÷åñêèå è èõ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé-
÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ òðàíñâåðñàëüíû. Äëÿ ãëàäêîé äóãè ξ ìíîæåñòâî B(ξ) = {t ∈
[0, 1], xit /∈ KS(Mn)} íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèîííûì ìíîæåñòâîì. Äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæå-
ñòâà äóã áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ñ÷¼òíûì è êàæäàÿ áèôóðêàöèÿ ξb, b ∈ B(ξ)
èìååò îäèí èç íèæåñëåäóþùèõ òèïîâ ñ òî÷íîñòüþ äî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî äóãå (ñì.,
íàïðèìåð, [6]). Íà ïîÿñíÿþùèõ ðèñóíêàõ äâîéíûìè ñòðåëêàìè ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåíû
íàïðàâëåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ.

1) Âñå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà ξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, çà èñêëþ÷åíèåì
îäíîé Ox ïåðèîäà k , äëÿ êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (Dfk)x ïî ìîäóëþ îòëè÷íû
îò 1, êðîìå îäíîãî λ = 1 . Ïåðåõîä ÷åðåç ξb ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëèÿíèåì è äàëüíåéøèì
èñ÷åçíîâåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê îäíîãî è òîãî æå ïåðèîäà. Òàêàÿ
áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñåäëî-óçåëîâîé (ñì. ðèñóíîê 1).

Ðèñ. 1: Áèôóðêàöèÿ ñåäëî-óçåë

2) Âñå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà ξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, çà èñêëþ÷åíè-
åì îäíîé Ox ïåðèîäà k , äëÿ êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (Dfk)x ïî ìîäóëþ îò-
ëè÷íû îò 1, êðîìå îäíîãî λ = −1 . Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ξb , âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî λ
ñîáñòâåííîãî íàïðàâëåíèÿ, àòòðàêòîð ñòàíîâèòñÿ ðåïåëëåðîì è ðîæäàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ãèïåðáîëè÷åñêàÿ îðáèòà ïåðèîäà 2k . Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ óäâîåíèåì ïåðèîäà
(ñì. ðèñóíîê 2).

3) Âñå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà ξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, çà èñêëþ÷åíèåì
îäíîé ïàðû êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûõ λ, λ̄ , ãäå λ = eiθ 0 < θ < π . Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç
ξb àòòðàêòîð ñòàíîâèòñÿ ðåïåëëåðîì è âáëèçè íåãî ïîÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíàÿ îêðóæíîñòü.
Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé Õîïôà (ñì. ðèñóíîê 3).

4) Âñå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû äèôôåîìîðôèçìà ξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, èõ óñòîé÷èâûå è
íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò òðàíñâåðñàëüíûå ïåðåñå÷åíèÿ âäîëü âñåõ òðàåêòîðèé,
êðîìå îäíîé Ox , ïðèíàäëåæàùåé ïåðåñå÷åíèþ W s

p ∩ W u
q èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé

ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê p, q , ïðè ýòîì TxW
s
p + TxW

u
q ÿâëÿåòñÿ (n − 1) -ìåðíûì

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 3



76 Î.Â. Ïî÷èíêà, À.À. Ðîìàíîâ

Ðèñ. 2: Áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà

Ðèñ. 3: Áèôóðêàöèÿ Õîïôà

ïîäïðîñòðàíñòâîì TxM
n . Äèôôåîìîðôèçìû ξt1 , ξt2 ÿâëÿþòñÿ Ω -ñîïðÿæåííûìè äëÿ çíà-

÷åíèé t1, t2 áëèçêèõ ê b . Òàêàÿ áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèåé ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
êàñàíèÿ (ñì. ðèñóíîê 4).

Äèôôåîìîðôèçì Êóïêè-Ñìåéëà ñ êîíå÷íûì íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì Ìîðñà-Ñìåéëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç MS(Mn) ìíîæåñòâî äèôôåîìîð-
ôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Äóãà ξ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ξt ∈ MS(Mn) äëÿ
ëþáîãî t ∈ ([0, 1]\B(ξ)) , áèôóðêàöèîííîå ìíîæåñòâî B(ξ) êîíå÷íî è áèôóðêàöèè èìåþò
îäèí èç òèïîâ 1)-4) âûøå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç J ⊂ Diff(S3) ìíîæåñòâî ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ �Ñåâåðíûé ïîëþñ - Þæíûé ïîëþñ�, òî åñòü äèôôåîìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùèå
ìíîæåñòâà êîòîðûõ ñîñòîÿò â òî÷íîñòè èç äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê: èñòî÷íèê, ñòîê.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Ïèêñòîíà P , ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûõ íà 3-ñôåðå S3 è èìåþùèõ íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî, ñîñòîÿùåå ðîâíî èç ÷åòûð¼õ òî÷åê: äâóõ ñòîêîâ, èñòî÷íèêà è ñåäëà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç P+ ïîäìíîæåñòâî P , ñîñòîÿùåå èç âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ, íåáëóæäàþùåå ìíî-
æåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïîëîæèì P− = P \ P+ . Ñëåäóþùèå
ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíû â ðàçäåëå 4.3.2 êíèãè [3].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f, f ′ ∈ J ñóùåñòâóåò
ãëàäêàÿ äóãà {ft ∈ J} èõ ñîåäèíÿþùàÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ P+ ñóùåñòâóåò ïðî-
ñòàÿ äóãà ñ îäíèì áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèåì òèïà ñåäëî-óçåë, ñîåäèíÿþùàÿ f ñ íåêî-
òîðûì äèôôåîìîðôèçìîì èç ìíîæåñòâà J .
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Ðèñ. 4: Áèôóðêàöèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈ P− ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ äóãà
{ft ∈ Diff(S3)} ñ îäíèì áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèåì òèïà óäâîåíèÿ ïåðèîäà òàêàÿ, ÷òî:

1) f0 = f , f1 ∈ J ;
2) ft ∈ P− äëÿ âñåõ t ∈ [0, 1

2
) ;

3) ft ∈ J äëÿ âñåõ t ∈ (1
2
, 1] ;

4) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f 1
2
ñîñòîèò èç îäíîãî ãèïåðáîëè÷å-

ñêîãî èñòî÷íèêà è îäíîãî íåãèïåðáîëè÷åñêîãî ñòîêà.

Ñëåäñòâèåì âûøåïðèâåä¼ííûõ ïðåäëîæåíèé è òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëü-
òàò.

Ò å î ð å ì à 2.2. Ëþáûå äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ P ìîæíî ñîåäèíèòü ïðîñòîé
äóãîé.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. Ãðèíåñà çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ è çàìå÷à-
íèÿ. Ïåðâûé àâòîð áëàãîäàðèò ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì ÐÔÔÈ, ãðàíò ïðà-
âèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 è ãðàíò Ìèíîáðíàóêè ÐÔ â ðàìêàõ ãî-
ñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ íà îêàçàíèå óñëóã â 2012-2014 ãã. ïîäâåäîìñòâåííûìè âûñøèìè
ó÷åáíûìè çàâåäåíèÿìè (øèôð çàÿâêè 1.1907.2011) çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

3. Ïîñòðîåíèå ïðîñòîé äóãè ìåæäó äèôôåîìîðôèçìîì f ∈ P− è

íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèçìîì èç êëàññà J

Íàïîìíèì, ÷òî P− � êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà f : S3 → S3 , íåáëóæäàþ-
ùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç íåïîäâèæíîãî èñòî÷íèêà αf , íåïîäâèæíîãî ñåäëà σf
è ïåðèîäè÷åñêèõ ñòîêîâ ω1

f , ω
2
f ; γ

1
f , γ

2
f � íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû òî÷êè σf , ñîäåðæà-

ùèå ñòîêè ω1
f , ω

2
f , ñîîòâåòñòâåííî, â ñâîèõ çàìûêàíèÿõ. Â ñèëó ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè
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äèôôåîìîðôèçìà f è âñþäó ïëîòíîñòè C2 -äèôôåîìîðôèçìîâ â ïðîñòðàíñòâå âñåõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, áåç óìåíüøåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî äèôôåîìîðôèçì f èìååò
êëàññ ãëàäêîñòè C2 . Êðîìå òîãî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 4.3.1 è ëåììû 4.3.10 [3], áåç óìåíü-
øåíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå W u

σf
ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé ãëàäêîé

êðèâîé l , äëÿ êîòîðîé òî÷êè ω1
f , ω

2
f ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè è f(l) ⊂ l .

Îïðåäåëèì íà èíòåðâàëå (−1
2
, 1
2
) îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Pt(x3) = (−10

9
+

2
9
t)x3 + x33 , êîòîðîå ïðè t = 0 èìååò âèä P (x3) = −10

9
x3 + x33 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòîá-

ðàæåíèþ ñ îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé Î è äâóìÿ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè x3 = 1
3
è

x3 = −1
3
, à ïðè t = 1

2
ïðèíèìàåò âèä P (x3) = −x3 + x33 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòîáðàæåíèþ

ñ îäíîé íåïîäâèæíîé íåãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êîé x3 = 0 . Ïðè t = 1 ïîëó÷èòñÿ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, îòîáðàæåíèå P (x3) = −8

9
x3 + x33 ñ îäíîé íåïîäâèæíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êîé

x3 = 0 .

Ïîëîæèì R̃t(x3) =

{
Pt(x3), x3 ∈ [−1

2
, 1
2
],

(8t−31)x3

36
, x3 ∈ (−∞,−1

2
) ∪ (1

2
,∞).

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ ζt : R3 → R3 , çà-
äàííîå ôîðìóëîé ζt(x1, x2, x3) = (Q(x1, x2), Rt(x3)) , ãäå Q(x1, x2) : Ox1x2 → Ox1x2
� ìåíÿþùèé îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçì ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ñòîêîì O(0, 0, 0) , çàäàí-
íûé ôîðìóëîé Q(x1, x2) = (−1

2
x1,

1
2
x2) è Rt : Ox3 → Ox3 � îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîëó÷àþùååñÿ R̃t ñãëàæèâàíèåì â òî÷êàõ ±1
2
. Ïîëîæèì

C = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : (x1
2 + x2

2 ≤ 1,−1
2
≤ x3 ≤ 1

2
)} . Çàìåòèì, ÷òî ζt(C) ⊂ int C .

Âûáåðåì îêðåñòíîñòü V ⊂ S3 ìíîæåñòâà cl(W u
σf
) òàêóþ, ÷òî f(V ) ⊂ V è ãîìåîìîð-

ôèçì η : V → C , ñîïðÿãàþùèé f |V c ζ0|C , ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) V íå ñîäåðæèò èñòî÷íèê αf ;
2) η(V ∩ l) = Ox3 ∩ C , η(ω1

f ) = (0, 0,−1
3
) , η(σf ) = (0, 0, 0) è η(ω2

f ) = (0, 0, 1
3
) .

Îïðåäåëèì íà V èçîòîïèþ gt ôîðìóëîé gt = η−1ζtη . Çàìåòèì, ÷òî g0 = f . Àíàëî-
ãè÷íî ïîñòðîåíèÿì â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 4.3.4 [3] ìîæíî ïîñòðîèòü èñêîìóþ èçîòîïèþ
ft , îíà ñîâïàäàåò ñ èçîòîïèåé gt íà V , è äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, 1] èìååò åäèíñòâåííóþ
íåáëóæäàþùóþ òî÷êó αf âíå V .
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Period-doubling bifurcation in a simple arc connecting

Pixton's di�eomorphisms

c⃝ O. V. Pochinka3, A. A. Romanov4

Abstract. Pixton's di�eomorphism determined that it is structurally stable and its nonwandering
set consists of exactly four points: two sinks, a source and a saddle. Class of such di�eomorphisms
include representatives with the wild behavior of the separatrices. However, as in [2] was proved
that all Pixton's di�eomorphisms whose nonwandering set consists of �xed points are connected
by a simple arc. In this arc only saddle-node bifurcation exists. In this paper we construct a simple
arc with period-doubling bifurcation between Pixton's di�eomorphism with periodic sinks and
di�eomorphism of �source-sink�. Using the results and [2], it is possible to claim that a simple arc
between any Pixton's di�eomorphisms exist

Key Words: Pixton's di�eomorphism, simple arc, period-doubling bifurcation.

3 Docent of theory function chair of Nizhny Novgorod State University after N.I. Lobachevsky; olga-
pochinka@yandex.ru

4 Undergraduate of theory function chair of Nizhny Novgorod State University after N.I. Lobachevsky;
romanov18.04@mail.ru
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ÓÄÊ 517.97

Ïîèñê îïòèìàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðåæèìà ïðîöåññà

äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà íà îñíîâå ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ

c⃝ Å. Â. Ñòåïàøèíà1, Ñ. À. Ìóñòàôèíà2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïîñòðîåí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ âåùåñòâåííûì êîäèðîâàíèåì äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðîìûøëåííî çíà÷èìûì ïðîöåññîì äèìå-
ðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà. Ïîëó÷åí îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ïðîôèëü è îïòèìàëüíûå
êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîöåññ äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà, ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, îïòè-
ìàëüíîå óïðàâëåíèå.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçìîæíîñòè ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ðåàêòîðîâ çà ñ÷åò
óâåëè÷åíèÿ èõ ðàçìåðîâ ïðàêòè÷åñêè èñ÷åðïàíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò çàäà÷à èíòåí-
ñèôèêàöèè êàòàëèòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çà ñ÷åò íîâûõ ñïîñîáîâ èõ âåäåíèÿ.

Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåëèíåéíûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðèìåíåíèå äëÿ åå ðåøåíèÿ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, ðåàëèçóþ-
ùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè, íåðåäêî ñâÿ-
çàíî ñ áîëüøèìè âû÷èñëèòåëüíûìè çàòðàòàìè, òðóäíîñòÿìè â äîñòèæåíèè ñõîäèìîñòè
ïðîöåññà, íåýôôåêòèâíîñòüþ àëãîðèòìîâ ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðíîñòè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ
îáúåêòà. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêóþ ïîïóëÿðíîñòü ïðèîáðåòàþò ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèò-
ìû, ïîçâîëÿþùèå ýôôåêòèâíî îòûñêèâàòü ãëîáàëüíûé îïòèìóì çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ [1].
Îñíîâíàÿ èäåÿ ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè èìèòèðóþò â ñâîåé ðàáî-
òå ïðèðîäíûå ñïîñîáû îïòèìèçàöèè: íàñëåäîâàíèå è åñòåñòâåííûé îòáîð. Ñóòü ìåõàíèçìà
åñòåñòâåííîãî îòáîðà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ïðîöåññå ýâîëþöèè âûæèâàþò è ðàçìíîæà-
þòñÿ íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííûå îñîáè. Áëàãîäàðÿ ìåõàíèçìó ãåíåòè÷åñêîãî íàñëåäîâàíèÿ
èõ ïîòîìêè ñîõðàíÿþò îñíîâíûå êà÷åñòâà ðîäèòåëåé, è, ïîäâåðãàÿñü ñëó÷àéíûì ìóòàöè-
ÿì, ïðèîáðåòàþò ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ. Åñëè íîâûå ñâîéñòâà ïîëåçíû, òî îíè ñîõðàíÿþòñÿ è
íàñëåäóþòñÿ.

Êëàññè÷åñêèå ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ïðèìåíèìû ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè öå-
ëåâîé ôóíêöèè f(x) = f(x1, x2, . . . xn) , îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèé
D ⊆ Rn , è ïîçâîëÿþò íàéòè åå óñëîâíûé ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì íà çàäàííîì ìíîæåñòâå,
ò.å. òàêóþ òî÷êó x∗ ∈ D , ÷òî f(x∗) = max

x∈D
f(x) . Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x)

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìóìà ïóòåì çàìåíû çíàêà ïåðåä ôóíêöèåé íà ïðîòèâîïî-
ëîæíûé: f(x∗) = min

x∈D
f(x) = −max

x∈D
[−f(x)] .

Ðàññìàòðèâàåìàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ f(x) ýêâèâàëåíòíà ïîíÿòèþ ïðèñïîñîáëåííîñòè
æèâîãî îðãàíèçìà. Âåêòîð ïàðàìåòðîâ x = (x1, x2, . . . xn)

T öåëåâîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ
ôåíîòèïîì, à îòäåëüíûå åãî ïàðàìåòðû xi � ïðèçíàêàìè (i = 1, n) .

1 Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷å-
ñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; zhenja05@rambler.ru.

2 Çàâåäóùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè-
÷åñêàÿ àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê.
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Êîäèðîâàííîå ïðåäñòàâëåíèå êîìïîíåíòîâ âåêòîðà àðãóìåíòîâ ñëóæèò ãåíîòèïîì. Íà-
áîð ãåíîâ íàçûâàþò õðîìîñîìîé èëè îñîáüþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå
ïîèñêà. Ñîâîêóïíîñòü îñîáåé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïóëÿöèþ.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñïîñîáîì ïåðåâîäà ôåíîòèïà â ãåíîòèï ÿâëÿåòñÿ áèíàð-
íîå êîäèðîâàíèå. Â ýòîì ñëó÷àå õðîìîñîìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèòîâóþ ñòðîêó. Äâîè÷íîå
ïðåäñòàâëåíèå õðîìîñîì âëå÷åò çà ñîáîé îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ïðè âûïîëíåíèè ïîèñêà
â íåïðåðûâíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ áîëüøîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà
ïîèñêà. Â ñâÿçè ñ ýòèì áûë ðàçðàáîòàí íîâûé òèï ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ � ãåíåòè-
÷åñêèé àëãîðèòì ñ âåùåñòâåííûì êîäèðîâàíèåì. Îñíîâíàÿ åãî èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òîáû ïðåäñòàâëÿòü ãåíû â âèäå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ò.å. ãåíîòèï îáúåêòà ñòàíîâèòñÿ
èäåíòè÷íûì åãî ôåíîòèïó. Âåêòîð õðîìîñîìû ñîñòîèò èç âåêòîðà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, è
òî÷íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ íå êîëè÷åñòâîì ðàçðÿäîâ äëÿ êîäèðî-
âàíèÿ áèòîâîé ñòðîêè, à áóäåò îãðàíè÷åíà âîçìîæíîñòÿìè ÝÂÌ, íà êîòîðîé ðåàëèçóåò-
ñÿ âåùåñòâåííûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì. Ïðèìåíåíèå âåùåñòâåííîãî êîäèðîâàíèÿ ìîæåò
ïîâûñèòü òî÷íîñòü íàéäåííûõ ðåøåíèé è ïîâûñèòü ñêîðîñòü íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìè-
íèìóìà èëè ìàêñèìóìà. Ñêîðîñòü ïîâûøàåòñÿ èç-çà îòñóòñòâèÿ ïðîöåññîâ êîäèðîâàíèÿ è
äåêîäèðîâàíèÿ õðîìîñîì íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà.

Ñèëüíîé ñòîðîíîé ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ èõ ñïîñîáíîñòü ðåøàòü ìíîãîýêñ-
òðåìàëüíûå çàäà÷è áåç íàëîæåíèÿ óñëîâèé íà âèä îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè (îòñóòñòâóþò
òðåáîâàíèÿ íà íåïðåðûâíîñòü ñàìîé ôóíêöèè è åå ïðîèçâîäíûõ). Âàæíûì äîñòîèíñòâîì
ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ íèõ íåâàæíî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè òåîðåòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíî-
âå êèíåòè÷åñêîé ìîäåëè ñ ïîñëåäóþùèì âûáîðîì òåõíîëîãè÷åñêîé ñõåìû ðåàêòîðà, ïîç-
âîëÿþùèì íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèçèòüñÿ ê òåîðåòè÷åñêîìó îïòèìàëüíîìó ðåæèìó.
Ïîëó÷åííûé îïòèìàëüíûé ðåæèì îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíûå âîçìîæíîñòè òåõíîëîãèè. Ïðè
îñóùåñòâëåíèè ïðîöåññà â ðåàëüíîì àïïàðàòå òåõíîëîãè÷åñêèå ïîêàçàòåëè, íàïðèìåð, âû-
õîäà ïîëåçíîãî ïðîäóêòà ìîãóò áûòü íèæå ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðèñòèê íà ýòàïå òåîðåòè÷å-
ñêîé îïòèìèçàöèè. Ïîñëåäíèå ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðîé îöåíêîé ñâåðõó êà÷åñòâà òîé èëè èíîé
âûáðàííîé òåõíîëîãèè.

Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìàëèçîâàííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ. Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëåí ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé

dxi
dt

= fi(t, x, u), (2.1)

ãäå x � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, x = (x1, . . . , xn)
T ∈ Rn ; u � âåêòîð óïðàâëåíèÿ,

u = (u1, . . . , uq)
T ∈ U ⊆ Rq , U � íåêîòîðîå çàäàííîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

óïðàâëåíèÿ; t � âðåìÿ, t ∈ [t0, tN ] � ïðîìåæóòîê âðåìåíè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû;
fi(t, x, u) � íåïðåðûâíûå âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ôóíêöèè.

Ïðè t = 0 çàäàíû âñå íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ xi :

xi(0) = xi0, i = 1, n. (2.2)

Ïðàâûé êîíåö òðàåêòîðèè ñâîáîäåí.
Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ D(t0, x0) � ýòî ìíîæåñòâî ïàð d = (x(t), u(t)) , âêëþ-

÷àþùèõ òðàåêòîðèþ x(t) è óïðàâëåíèå u(t) ∈ U , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå (2.1) è íà-
÷àëüíîìó óñëîâèþ (2.2).
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Íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ îïðåäåëåí ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà óïðàâëåíèÿ
I(d) = F (x(tN)) , ãäå F (x) � çàäàííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ.

Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïàðó d∗ = (x∗(t), u∗(t)) ∈ D(t0, x0), ÷òî I(d∗) = max
d∈D(t0,x0)

I(d).

Ñõåìà ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ îñíîâíûõ øàãîâ:
Øàã 1. Ñîçäàíèå íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ

çíà÷åíèé óïðàâëåíèÿ ôîðìèðóåòñÿ íà÷àëüíàÿ ïîïóëÿöèÿ:

uk = (uk11, . . . , u
k
1q, u

k
21, . . . , u

k
2q, . . . , u

k
N1, . . . , u

k
Nq) = (uk1, u

k
2, . . . , u

k
n),

ãäå m � ðàçìåð ïîïóëÿöèè, N � ÷èñëî øàãîâ, n = N · q, k = 1,m.
Âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ êàæäîé îñîáè.
Øàã 2. Ñåëåêöèÿ � ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò îòáîð îñîáåé (õðîìîñîì) â ñîîò-

âåòñòâèè ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè äëÿ ïîñëåäóþùåãî èõ ñêðåùèâàíèÿ.
Â ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ ñòðàòåãèÿ ýëèòèçìà. Åå ñóòü â òîì, ÷òî
íåáîëüøîå êîëè÷åñòâî îñîáåé ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ïîêîëåíèå áåç èçìåíåíèé, íå ó÷àñò-
âóÿ â ñåëåêöèè è ïîñëåäóþùåì ñêðåùèâàíèè. Ðåçóëüòàòîì øàãà 2 ÿâëÿþòñÿ äâå îñîáè,
âûáðàííûå â êà÷åñòâå ðîäèòåëüñêîé ïàðû ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè.

Øàã 3. Ñêðåùèâàíèå - ýòî îïåðàöèÿ, ïðè êîòîðîé èç íåñêîëüêèõ, îáû÷íî äâóõ õðîìîñîì
(îñîáåé), íàçûâàåìûõ ðîäèòåëÿìè, ïîðîæäàåòñÿ îäíà èëè íåñêîëüêî íîâûõ, íàçûâàåìûõ
ïîòîìêàìè, ïóòåì îáìåíà ÷àñòÿìè ðîäèòåëüñêèõ õðîìîñîì.

Øàã 4. Ìóòàöèÿ - ýòî ïðåîáðàçîâàíèå õðîìîñîìû, ñëó÷àéíî èçìåíÿþùåå îáû÷íî îäèí
(ðåæå íåñêîëüêî) èç åå ãåíîâ. Îïåðàòîð ìóòàöèè ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîääåð-
æèâàòü ðàçíîîáðàçèå îñîáåé â ïîïóëÿöèè.

Øàã 5. Ôîðìèðîâàíèå íîâîé ïîïóëÿöèè. Ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 âûáèðàåòñÿ îäèí èç ïî-
òîìêîâ, âûáðàííûé ïîòîìîê äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ âìåñòî õðîìîñîìû, êîòîðîé ñîîò-
âåòñòâóåò íàèìåíüøåå ñðåäè ýëåìåíòîâ ïîïóëÿöèè çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè.

Øàã 6. Ïðîâåðêà óñëîâèÿ îêîí÷àíèÿ ðàáîòû ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà (ñôîðìèðîâàíî
çàäàííîå êîëè÷åñòâî ïîïóëÿöèé). Åñëè óñëîâèå íå âûïîëíåíî, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2.
Åñëè óñëîâèå îêîí÷àíèÿ ðàáîòû âûïîëíåíî, òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ âûáèðàåòñÿ îñîáü ñ
ëó÷øèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïðèñïîñîáëåííîñòè èç òåêóùåé ïîïóëÿöèè. Çíà÷åíèå öåëåâîé
ôóíêöèè ïðè ýòîì áóäåò ðàâíî I(d∗) = I(x∗, u∗).

3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Èñïîëüçóÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ðåøèì çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
ïðîìûøëåííî çíà÷èìûì ïðîöåññîì äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà.Ñîâîêóïíîñòü õèìè÷å-
ñêèõ ïðåâðàùåíèé, îïèñûâàþùèõ äàííóþ ðåàêöèþ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùåé ñõåìîé ñòà-
äèé [2]:

2X1 ↔ X2,
2X1 ↔ X3,
2X1 → X4,
X2 → X4,
X3 → X4,
X1 +X2 → X5,
X1 +X3 → X5,
X1 +X4 → X5,
X2 ↔ X3,

(3.1)
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ãäå X1 �α -ìåòèëñòèðîë, X2 �α -äèìåð, X3 � β -äèìåð, X4 �öèêëè÷åñêèé äèìåð, X5 �
òðèìåðû. Ñîãëàñíî çàêîíó äåéñòâóþùèõ ìàññ êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñõåìå õèìè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé (3.1) , ìîæíî âûðàçèòü óðàâíåíèÿìè:

ω1 = k1x
2
1 − k10x2,

ω2 = k2x
2
1 − k11x3,

ω3 = k3x
2
1,

ω4 = k4x2,
ω5 = k5x3,
ω6 = k6x2x1,
ω7 = k7x1x3,
ω8 = k8x1x4,
ω9 = k9x2 − k12x3,

(3.2)

ãäå ωi(t, x) � ñêîðîñòü i -é ñòàäèè (ìîëü/ë/÷), i = 1, 9 ; t ∈ (0, 3) � âðåìÿ ðåàêöèè (÷); x =
(x1, ..., x5)

T � âåêòîð êîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ (ìîëüíûå äîëè); k = (k1, ..., k12)
T � âåêòîð

êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò ñêîðîñòåé j -é ðåàêöèè, ïðè÷åì kj = k0j exp(−
Ej

RT
) , j = 1, 12 ,

ýíåðãèè àêòèâàöèè Ej (Äæ/ìîëü) è óíèâåðñàëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ R (Äæ/ìîëüÊ)
� êîíñòàíòû, T = T (t) � òåìïåðàòóðà (Ê).

Êèíåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññà äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ ðå-
àêöèîííîãî îáúåìà â õîäå ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé:

dxi
dt

=
Fi(x, T )− xiFn(x, T )

N
, ãäå Fi =

9∑
j=1

νijωj, i = 1, 5; (3.3)

dN

dt
= Fn(x, T ), ãäå Fn =

9∑
j=1

ωj

5∑
i=1

νij,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:

xi(0) = x0i , i = 1, 5; N(0) = 1, (3.4)

ãäå N � ïåðåìåííûé ðåàêöèîííûé îáúåì, (νij) � ìàòðèöà ñòåõèîìåòðè÷åñêèõ êîýôôèöè-
åíòîâ (i = 1, 5, j = 1, 9).

Ïóñòü ïàðàìåòðîì îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ òåìïåðàòóðà â ðåàêòîðå. Çàäà÷à ïîèñêà îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî òåìïåðàòóð-
íîãî ðåæèìà ïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ñèñòåìîé (3.3) ñ çàäàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
(3.4) . Êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè � ìàêñèìàëüíûé âûõîä ëèíåéíûõ äèìåðîâ ïðè ìèíèìàëü-
íîì âûõîäå öèêëè÷åñêèõ äèìåðîâ

x2(τk) + x3(τk)− x4(τk) → max, τk = 3(÷) (3.5)

Èñõîäÿ èç òåõíîëîãè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé íà âûáîð îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ òåìïåðà-
òóðû íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ 30◦C ≤ T ≤ 130◦C. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ âåùåñòâåííûì êîäèðîâàíèåì ñî ñëåäóþùèìè ïà-
ðàìåòðàìè: êîëè÷åñòâî îñîáåé â ïîïóëÿöèè � 60, êîëè÷åñòâî ïîïóëÿöèé � 5000, îïåðàòîð
ñåëåêöèè � òóðíèðíûé îòáîð, îïåðàòîð ñêðåùèâàíèÿ � àðèôìåòè÷åñêèé êðîññîâåð, îïåðà-
òîð ìóòàöèè �ñëó÷àéíàÿ ìóòàöèÿ. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä ïðîãíîçà è êîððåêöèè.
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4. Ðåçóëüòàòû

Ïî ðåçóëüòàòàì âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîëó÷åíû îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóð-
íûé ðåæèì è îïòèìàëüíûå êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ.1.

Ðèñ.1. à) Îïòèìàëüíûé òåìïåðàòóðíûé ðåæèì; á) Îïòèìàëüíûå êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ (1 �

α -ìåòèëñòèðîë, 2 � α -äèìåð, 3 � β -äèìåð, 4 � öèêëè÷åñêèé äèìåð, 5 � òðèìåðû).

Ðàíåå áûëî ïîëó÷åíî ðåøåíèå çàäà÷è ïîèñêà òåîðåòè÷åñêîãî îïòèìàëüíîãî òåìïåðà-
òóðíîãî ðåæèìà ïðîöåññà äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà íà îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà
Ïîíòðÿãèíà. Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåí
íèæå â òàáëèöå.

Êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, Êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ, Îòíîñèòåëüíàÿ
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïîãðåøíîñòü
ïðèíöèïà ìàêñèìóìà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà
Ïîíòðÿãèíà

Ëèíåéíûå 80,2 % 84,26 % 4,8 %
äèìåðû
Öèêëè÷åñêèé 7,6 % 6,5 % 16,9 %
äèìåð
Òðèìåðû 4,8% 4,1% 17 %
Ñåëåêòèâíîñòü 92,4 % 94,86% 2,6 %
α-ìåòèëñòèðîëà

Òàáëèöà 2: Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðî-
öåññîì äèìåðèçàöèè α -ìåòèëñòèðîëà

Âðåìÿ ñ÷åòà ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ìåíüøå (6 ìèí) ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì íà
îñíîâå ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (11 ìèí). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûé ãåíåòè-
÷åñêèé àëãîðèòì ñ âåùåñòâåííûì êîäèðîâàíèåì ìîæíî ïðèìåíÿòü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ õèìè÷åñêèì ïðîöåññîì.

Íà îñíîâå ïîñòðîåííîãî ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ âåùåñòâåííûì êîäèðîâàíèåì ðàç-
ðàáîòàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò, êîòîðûé íîñèò óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó ïðè
çàìåíå áëîêà ðåàêöèé ìîæåò áûòü àäàïòèðîâàí ê äðóãèì õèìè÷åñêèì ïðîöåññàì äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
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Search the optimal temperature of the process of

dimerization α -methylstyrene based on genetic algorithms.
c⃝ E. V. Stepashina3, S. A. Musta�na4

Abstract. In this paper the genetic algorithm with real coding solutions for the optimal control
problem of the signi�cant industrial process of dimerization α -methylstyrene is designed. Obtained
optimal temperature pro�le and the optimal concentration of reagents.
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Ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé ÷èñëåííûì ìåòîîì

c⃝ Å. À. ×åðíîèâàíîâà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïðåäëîæåí-
íûé Å.Â.Âîñêðåñåíñêèì, äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ òèïà Êàðàòåîäî-
ðè. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ çàâèñèìîñòü ïàäåíèé íàïðÿæåíèé
íà êîíäåíñàòîðàõ îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ öåïè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, çàäà÷à Êîøè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ïî Ëåâèíñîíó, ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ

Ðàññìîòðèì ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ñ ëþáîé
íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî âû÷èñëèòü ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà ëþáîì êîìïàêòå èç [0,+∞) . Ïóñòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò ýëåêòðè-
÷åñêóþ öåïü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñóíêå:

Çäåñü Cj - åìêîñòü j -ãî êîíäåíñàòîðà â öåïè, Rj - ñîïðîòèâëåíèÿ äèîäîâ (j = 1, k) ,
ip - âåëè÷èíà òîêà p = 0, 2k , Rk+1 - àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå.

Â îáùåì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä

dx

dt
= f(t, x), (1.1)

f ∈ C([T,+∞)×Rn, Rn) . Âîïðîñó ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè x(t0) = x0, T ≤ t0 ≤ +∞, x0 ∈ Rn

ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò. Ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, êîòî-
ðûé çäåñü âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ. Îäíàêî ñêîðîñòü è îáëàñòü ñõîäèìîñòè çàâèñÿò êàê
îò f , òàê è îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ - òî÷êè (x0, t0) . Ïðèìåíèì ÷èñëåííûé ìåòîä [1] ðåøå-
íèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1), êîãäà ôóíêöèÿ f òèïà Êàðàòåîäîðè. Ðàññìîòðèì
óðàâíåíèÿ

dx

dt
= A(x) + f(t, x), (1.2)

dx

dt
= Ay, (1.3)

1 Äîöåíò êàôåäðû îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ äèñöèïëèí, Ñàðàíñêèé êîîïåðàòèâíûé èíñòèòóò;
elen.chernoivanova@yandex.ru
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A - ìàòðèöà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ïóñòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.3) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è

∥ f(t, x)| ≤ ψ(t)∥x∥,
∫ +∞

T

ψ(t)dt < +∞

òàêæå
∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ φ(t)∥x1 − x2∥, ïðè ëþáûõ x1, x2 ∈ Rn

∫ +∞

T

ψ(t)dt < +∞

Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè x(t0) = x0, T ≤ t0 ≤ +∞, x0 ∈ Rn äëÿ óðàâíå-
íèÿ (2). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2) è (3) ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè ïî
Ëåâèíñîíó íà âñåì ïðîñòðàíñòâå Rn . Çäåñü â êà÷åñòâå ôóíêöèé ñðàâíåíèÿ ìîæíî âçÿòü
µi = 1, i = 1, n . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ P : Rn → Rn òàêàÿ, ÷òî

x(t : t0, x0) = y(t : t0, Px0) +O(1), t→ +∞.

y0 = Px0 = x0 +

+∞∫
t0

Y −1(s)f(s, x(s))ds

Òîãäà ðåøåíèå x(t : t0, x0) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

x(t : t0, x0) = Y (t)Px0 − Y (t)

+∞∫
t0

Y −1(s)f(s, x(s : t0, x0))ds

Ïóñòü X - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé íà
ìíîæåñòâå [T,+∞) ñ íîðìîé ∥x∥ = sup

t∈[T,+∞)

∥x(t)∥, x ∈ X .

Â ïðîñòðàíñòâå X ðàññìîòðèì îïåðàòîð

Lx = Y (t)Px0 − Y (t)

+∞∫
t

Y −1(s)f(s, x(s))ds

Ýòîò îïåðàòîð äåéñòâóåò èç X â X . Òîãäà

∥Lx1 − Lx2∥ ≤
+∞∫
t

∥Y (t)Y −1(s)∥φ(s)∥x1 − x2∥ds.

Îòñþäà

ρ(Lx1, Lx2) ≤
+∞∫
t

∥Y (t)Y −1(s)∥φ(s)ρ(x1, x2)ds

∥Y (t)∥ ≤ C, ∥Y (t)Y −1(s) ≤ C1∥, t ≥ T, ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Lx1, Lx2) ≤ C1

+∞∫
t

φ(s)ρ(x1, x2)ds
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Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì T, t0 ≥ T , ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî C1

+∞∫
t

φ(s)ds ìåíüøå åäèíèöû.

Ïîýòîìó ρ(Lx1, Lx2) ≤ qρ(x1, x2), 0 < q < 1 , îïåðàòîð L ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì ñæàòèÿ â
ïðîñòðàíñòâå X . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðàññìàòðèâàòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xn+1 = Lxn, xn ∈ X,

òî îí ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ïðè ëþáîì âûáîðå ïåðâîíà÷àëüíîé òî÷êè èòåðàöèè x0 è äî-
ñòàòî÷íî áîëüøîì t0 . Êðîìå òîãî,

∥xn − xn−1∥ ≤ qn

1− q
∥x1 − x0∥.

Â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ðåøåíèÿ íà êîíêðåòíîì êîìïàêòå τ1, τ2 .
Òîãäà

∥xn(t : t0, x0)− xn−1(t : t0, x0)∥ ≤ (q(t))n

1− q(t)
∥x1(t : t0, x0)− x0(t : t0, x0)∥, t ∈ (τ1, τ2).

Çäåñü q(t) = C1

+∞∫
t

φ(s)ds . Òàê êàê lim
t→+∞

= 0 , òî ñ óâåëè÷åíèåì τ1 ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

óâåëè÷èâàåòñÿ, q(t) íå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè x0 .
Ïðèìåíèì ðàññìîòðåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé,

îïèñûâàþùèõ çàâèñèìîñòü ïàäåíèé íàïðÿæåíèé íà êîíäåíñàòîðàõ îò äðóãèõ ýëåìåíòîâ
öåïè. Ïóñòü ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä

dx1
dt

= −(R−1
1 +R−1

2 )x1 +R−1
2 x2 +R−1

1 u

dx2
dt

= R−1
2 x1 − (R−1

2 +R−1
3 )x2

Ïóñòü u(t, x1, x2) =
cos(x1)

t2
x2 - âåëè÷èíà èñòî÷íèêà íàïðÿæåíèÿ â öåïè.

Äëÿ óðàâíåíèé (6) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4), (5):

∥f(t, x, u)∥ ≤ α1

t2
∥x∥, ∥f(t, x1)− f(t, x2)∥ ≤ 1

t2
∥x1 − x2∥,∀x1, x2 ∈ R2

Êîìïîíåíòû îïåðàòîðà L ïðèìóò âèä

Lx
(n)
1 = er1ty01 + er2ty02 +

+∞∫
t

(
r2 + α1 + α2

r2 − r1
er1(t−s) − r1 + α1 + α2

r2 − r1
er2(t−s))α1

cosx1
n−1

s2
xn−1
2 ds,

Lx
(n)
2 =

1

α2

(r1 + α1 + α2)e
r1ty01 +

1

α2

(r2 + α1 + α2)e
r2ty02+

+

+∞∫
t

(r1 + α1 + α2)

(r1 − r2)α2

(er1(t−s) − er2(t−s))α1
cosxn−1

1

s2
x
(n−1)
2 ds

ãäå

y01 = x01 +

+∞∫
t0

Y −1(s)f(s, x(s))ds = 1 +

+∞∫
1

r2 + α1 + α2

r2 − r1
e−r1s

cos x01
s2

s02ds

y02 = x2 +

+∞∫
t0

Y −1(s)f(s, x(s))ds = 1−
+∞∫
1

r1 + α1 + α2

r2 − r1
e−r1s

cosx01
s2

x02ds
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Numerical method for the Cauchy problem for di�erential

equations describing the dependence of the voltage drop

c⃝ E. A. Chernoivanova2

Abstract. This paper deals with numerical method for the Cauchy problem for di�erential
equations with right part of Karateodory type. That was proposed by E.V. Voskrecensky. This
method is applied to the equations describing the dependence of the voltage drop across the
condensers on the other elements of the electrical circuit.
Key Words: di�erential equation, Cauchy problem, asymptotic equivalence on Levinson,
numerical method of solution of Cauchy problem with preassigned accuracy..

2 Associate professor of general educational disciplines, Saransk cooperative institute, Saransk;
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 539.192

Âûñîêîòî÷íûé ðàñ÷åò ýíåðãèè àòîìîâ â ïðèáëèæåíèè

Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà

c⃝ Þ. Á. Ìàëûõàíîâ1, È. Í. Åðåìêèí2, Ì. Â. Ãîðøóíîâ3, Ñ. Â. Åâñååâ4,
Ð. Ì. ×àäèí5

Àííîòàöèÿ. Â ðàìêàõ àòîìíîé òåîðèè Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà âûïîëíåíû âûñîêîòî÷íûå
ðàñ÷åòû àíàëèòè÷åñêèõ õàðòðè-ôîêîâñêèõ îðáèòàëåé è ýíåðãèè àòîìîâ îò He äî Xe. Íåëèíåé-
íûå ïàðàìåòðû àòîìíûõ îðáèòàëåé îïòèìèçèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ
âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Áëàãîäàðÿ ýòîìó óäàëîñü äîñòè÷ü òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ âèðèàëüíîãî îò-
íîøåíèÿ 10−15 � 10−17 , à âû÷èñëåííûå ýíåðãèè òåðìîâ àòîìîâ áëèçêè ê õàðòðè-ôîêîâñêîìó
ïðåäåëó.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àòîìíàÿ îðáèòàëü, ìåòîä Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà, ýíåðãèÿ, àòîì.

1. Ââåäåíèå

Â ðàñ÷åòàõ ýíåðãèè è âîëíîâûõ ôóíêöèé àòîìîâ ñ ëþáûì ÷èñëîì çàïîëíåííûõ è îò-
êðûòûõ îáîëî÷åê â àëãåáðàè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà
àòîìíàÿ òåîðèÿ Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà (ÐÕÔ) [1], â êîòîðîé îäíîýëåêòðîííûå ôóíêöèè
èùóòñÿ â óäîáíîì äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêîì âèäå â ôîðìå ðàç-
ëîæåíèÿ ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì çàäàííîãî âèäà � àòîìíûì îðáèòàëÿì (ÀÎ). Â òàêîì
ïîäõîäå çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà ýíåðãèè ( δE = 0 ) àòîìà êàê ôóíêöèè
ìíîãèõ íåèçâåñòíûõ � îðáèòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðîâ ÀÎ (îðáè-
òàëüíûõ ýêñïîíåíò ζi ). Âìåñòå ñ òåì, çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìóìà ýíåðãèè ìîæíî ðàçäåëèòü
íà äâå çàäà÷è � ðåøåíèå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ (ÑÑÏ) äëÿ
îðáèòàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ è íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé íåëèíåéíûõ ïàðàìåò-
ðîâ ÀÎ, äàþùèõ ìèíèìóì ýíåðãèè. Òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÐÕÔ ìîæíî îöåíèòü ñ
ïîìîùüþ, êàê ìèíèìóì, äâóõ êðèòåðèåâ. Âî-ïåðâûõ, äîñòèæåíèåì ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè, êîòîðîå óæå íåëüçÿ ïîíèçèòü. Ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü ïóòåì âûáîðà
îïòèìàëüíîãî áàçèñíîãî íàáîðà. Âî-âòîðûõ, òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà
âèðèàëà, ïîçâîëÿþùàÿ îöåíèòü ñòåïåíü äîñòîâåðíîñòè âû÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè.
Òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ òåîðåìû âèðèàëà íàïðÿìóþ çàâèñèò îò ãëóáèíû îïòèìèçàöèè îðáè-
òàëüíûõ ýêñïîíåíò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä, ñëàáûì çâåíîì áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ
íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðàñ÷åòîâ àòîìîâ íà îñíîâå ìåòîäà Õàðòðè�Ôîêà (ÐÕÔ).
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2. Ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà

Îáøèðíûå ðàñ÷åòû àòîìîâ è èîíîâ ïî ïðîãðàììå, îïèñàííîé â [1], âûïîëíåííûå Êëå-
ìåíòè è Ðîåòòè [2] è íåñêîëüêî óòî÷íåííûå â ðàáîòàõ Ò. Êîãà è äð. [3],[4], íå óäîâëåòâîðÿ-
þò çàïðîñîâ èññëåäîâàòåëåé èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ óçêèõ áàçèñíûõ íàáîðîâ è îãðàíè÷åííîé
òî÷íîñòè îïòèìèçàöèè ýêñïîíåíò ÀÎ. Íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû Áóíãå
è äð. [5],[6], â êîòîðûõ òåîðåìà âèðèàëà âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10−8� 10−9 . Êîãà è äð.
[7],[8] óëó÷øèëè òî÷íîñòü âèðèàëüíîãî îòíîøåíèÿ äî 10−9� 10−10 , èñïîëüçóÿ èíîé ïî ñî-
ñòàâó áàçèñíûé íàáîð, ÷åì â [5],[6]. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ìîæíî ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ÕÔ
äëÿ àòîìîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûìè ðàñ÷åòàìè.

Ïîëó÷åííûå â [9] óðàâíåíèÿ ÑÑÏ ìîæíî ðåøàòü öèêëè÷åñêèì ìåòîäîì Ðóòàíà, êîòî-
ðûé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìååò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü [10]. Îäíàêî óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè
öèêëè÷åñêîãî ìåòîäà òåîðåòè÷åñêè íå äîêàçàíû, è íà ïðàêòèêå èìåþò ìåñòî ñëó÷àè, êîãäà
ýòà ïðîöåäóðà íå ñõîäèòñÿ, è íóæíî ïðèìåíèòü äðóãîé ìåòîä ðåøåíèÿ. Óðàâíåíèÿ ÑÑÏ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ îðáèòàëüíûõ ýêñïîíåíò, êîòîðûå
ìîæíî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Â ïðîãðàììå äëÿ ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèé ÑÑÏ èñïîëüçóåòñÿ öèêëè÷åñêèé ìåòîä Ðóòàíà, à â ñëó÷àå ðàñõîäèìîñòè ïðîöåññà
ñîãëàñîâàíèÿ ïîäêëþ÷àåòñÿ ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, èìåþùèé áîëåå
øèðîêóþ îáëàñòü ñõîäèìîñòè. Äëÿ îïòèìèçàöèè îðáèòàëüíûõ ýêñïîíåíò îáû÷íî èñïîëü-
çóþòñÿ ìåòîäû ïðÿìîé ìèíèìèçàöèè (ìåòîäû íóëåâîãî ïîðÿäêà), íàïðèìåð, ìåòîä ñîïðÿ-
æåííûõ íàïðàâëåíèé Ïàóýëëà [3]�[8]. Îäíàêî ýòè ìåòîäû èìåþò ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü
è äàþò îãðàíè÷åííóþ òî÷íîñòü îïòèìèçèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ. Áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè âòîðîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè
âåëè÷èí dE/dζi è d2E/dζidζj . Â òàêèõ àëãîðèòìàõ èìååòñÿ ñòðîãèé êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ
ñ÷åòà � íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ýíåðãèè dE/dζi = 0 .

Â ïðîãðàììå èñïîëüçîâàíà ìíîãîñòóïåí÷àòàÿ ñõåìà îïòèìèçàöèè ýêñïîíåíò, ïîçâîëÿþ-
ùàÿ âûïîëíèòü îïòèìèçàöèþ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ìåòîäà (Íåëäåðà
è Ìèäà [11]) äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíî âûáðàííûå ýêñïîíåíòû îïòèìèçèðóþòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ 10−2� 10−4 . Ñ ýòèìè ýêñïîíåíòàìè çàïóñêàåòñÿ êâàçèíüþòîíîâñêèé ìåòîä Ìóðòàãà�
Ñàäæåíòà [11], èñïîëüçóþùèé çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ dE/dζi , êîòîðûå äîâîäÿòñÿ äî òî÷-
íîñòè 10−9� 10−10 a. e. Íà ñëåäóþùåì ýòàïå ïîäêëþ÷àåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, â êîòîðîì ìàò-
ðèöà Ãåññå íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííî ÷èñëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì òî÷íî âû÷èñëåííûõ
dE/dζi , è ãðàäèåíò äîâîäèòñÿ äî âåëè÷èíû 10−12� 10−15 a. e.

3. Ðåçóëüòàòû è âûâîäû

Èçëîæåííàÿ âûøå ñõåìà âûñîêîòî÷íûõ ðàñ÷åòîâ àíàëèòè÷åñêèõ ÕÔ-îðáèòàëåé è ýíåð-
ãèè áûëà ðåàëèçîâàíà äëÿ îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé íåéòðàëüíûõ àòîìîâ îò He äî Xe. Ðàñ÷åòû
âûïîëíåíû â áàçèñå îðáèòàëåé ñëýòåðîâñêîãî òèïà íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå. Áûë èñ-
ïîëüçîâàí äîñòàòî÷íî øèðîêèé áàçèñíûé íàáîð, äàëüíåéøåå ðàñøèðåíèå êîòîðîãî ïðàê-
òè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà çíà÷åíèè ýíåðãèè. Ïî ñîñòàâó èñïîëüçîâàííûé íàìè áàçèñíûé
íàáîð íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò áàçèñîâ [6],[7] íàëè÷èåì àòîìíûõ îðáèòàëåé ñ áîëüøèìè
çíà÷åíèÿ ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà "n ". Â òàáë. 1 â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû âû-
÷èñëåííûå íàìè çíà÷åíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè è òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ òåîðåìû Âèðèàëà äëÿ
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àòîìîâ ñ çàïîëíÿåìîé 3dN ( 0 ≤ N ≤ 10 ) îáîëî÷êîé. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî åñëè òåîðåìà
âèðèàëà âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 10−k , òî ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð â ýíåðãèè
ïî îïðåäåëåíèþ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ÷èñëà " k ". Íàìè äîñòèãíóòà òî÷íîñòü 10−15� 10−17 ,
ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà âèðèàëà, à ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð â ýíåðãèè
ñîñòàâëÿåò 13�16. Äëÿ ñðàâíåíèÿ â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûå
â ðàìêàõ ìåòîäà ÐÕÔ [7]. Â ýòèõ ðàñ÷åòàõ âèðèàëüíîå îòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íî-
ñòüþ 10−8� 10−10 , è ÷èñëî äîñòîâåðíûõ çíà÷àùèõ öèôð íå ïðåâûøàåò 10. Èç äàííûõ,
ïîìåùåííûõ â òàáëèöå, âèäíî, ÷òî â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè âûïîëíåíèÿ òåîðåìû âèðèàëà,
íàøè ðàñ÷åòû ïî çíà÷åíèþ ýíåðãèè è äîñòîâåðíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿò èçâåñòíûå
ðàñ÷åòû [7].

Ò à á ë è ö à 1. Ýíåðãèè (â a. e.) îñíîâíûõ ñîñòîÿíèé àòîìîâ,
âû÷èñëåííûå íà îïòèìèçèðîâàííîì áàçèñíîì íàáîðå

Àòîì −Ea −Eb [7]
Sc 759.735716991446098 (−16) 759.735714460 (−10)
Ti 848.405995780275858 (−17) 848.405993236 (−10)
V 942.884336293985705 (−16) 942.884333744 (−9)
Cr 1043.35637438105112 (−15) 1043.356371004 (−8)
Mn 1149.86624957918803 (−15) 1149.866247084 (−9)
Fe 1262.44366242037395 (−16) 1262.443660250 (−9)
Co 1381.41454992027885 (−15) 1381.414547210 (−9)
Ni 1506.87090455938460 (−16) 1506.870901660 (−10)
Cu 1638.96373672376829 (−15) 1638.963729081 (−8)
Zn 1777.84811016128697 (−16) 1777.848107862 (−10)

Ï ð è ì å ÷ à í è å: aÍàø ðàñ÷åò; bÝíåðãèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ â ìåòîäå

Ðóòàíà�Õàðòðè�Ôîêà [7]; Â ñêîáêàõ óêàçàí ïîðÿäîê âåëè÷èíû,

ñ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà âèðèàëà.

Àíàëèç íàøèõ ðàñ÷åòîâ è ðàñ÷åòîâ äðóãèõ àâòîðîâ ïîêàçàë, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà
è ýíåðãèè îðáèòàëåé íàïðÿìóþ çàâèñÿò îò ðàçìåðà áàçèñíîãî íàáîðà è â ìåíüøåé ñòåïåíè
îò åãî ñîñòàâà. Ïîýòîìó ñîñòàâ áàçèñà ìîæíî âûáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíûõ ïðè-
ëîæåíèé âû÷èñëåííûõ îðáèòàëåé. Âû÷èñëåííûå àíàëèòè÷åñêèå ÷àñòè îðáèòàëåé ìîæíî
äîìíîæèòü íà ñîîòâåòñòâóþùèå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè, è ïîëó÷åííûå îðáèòàëè èñïîëü-
çîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òåîðèè âîçìóùåíèé â ïðèáëèæåíèè ÕÔ. Èìåííî òàêîé
ïîäõîä áûë ðåàëèçîâàí â ðàñ÷åòàõ ïîëÿðèçóåìîñòåé [12].
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High-precision calculation energies of atoms in the

Roothaan�Hartree�Fock approximation.
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Abstract. Within limits of the Roothaan�Hartree�Fock atomic theory, high-precision
calculations of analytical Hartree�Fock orbitals and energies have been performed for atoms from
He to Xe. Nonlinear parameters (orbital exponents) of AOs were optimized by methods of the
second order with exceptional accuracy. As a result, it was possible to exactly satisfy the virial
relation ( 10−15 � 10−17 ), with calculated atomic term energies being close to the Hartree�Fock
limit.
Key Words: atomic orbital, Roothaan�Hartree�Fock method, energy, atom.

6 Professor, M.E. Evsev'ev Mordovian State Pedagogical Institute, Saransk; malykhanov@mail.ru.
7 Teacher, INO "Center of Professional training Saransk; eryomkin@mail.ru.
8 Postgraduate student, M.E. Evsev'ev Mordovian State Pedagogical Institute, Saransk;

gorshunov mv@mail.ru.
9 Competitor, M.E. Evsev'ev Mordovian State Pedagogical Institute, Saransk; evsey2006@ya.ru.
10 Methodist, Mordovian Republican Institute of Education, Saransk; rmchadin@edurm.ru.
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ÓÄÊ 517.9

Óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â

äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå

c⃝ Ñ. Â. Çóáîâ1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìîòðåí âîïðîñ îá óñëîâèÿõ âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ
â äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå. Ðàññìîòðåíî îïðåäåëåíèå õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Öåëüþ ñòàòüè
áóäåò âûÿñíåíèå àíàëèòè÷åñêîé ïðèðîäû ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïðèìåíÿåìûõ íà
ïðàêòèêå

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, õàîòè÷íîñòü, ñëó÷àéíîå ÷èñëî, ðåêóððåíòíîå ñîîò-
íîøåíèå, èíòåðâàë, ìîäóëü ñðàâíåíèÿ, òî÷êà

1. Ââåäåíèå

Ñëó÷àéíîñòü ó ñîâðåìåííîãî ïîêîëåíèÿ ìàòåìàòèêîâ âî ìíîãîì àññîöèèðóåòñÿ ñ ïîäïðî-
ãðàììîé RANDU. Äåéñòâèòåëüíî, óæå ìíîãèå äåñÿòèëåòèÿ óñïåøíî ïðèìåíÿþòñÿ ïðî-
ãðàììíûå ãåíåðàòîðû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ÏÃÑ×). Ïðèìåíåíèå ÏÃÑ× áîëåå ýôåêòèâíî,
÷åì âûðàáîòêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë äðóãèìè ñïîñîáàìè. Ñëó÷àéíûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ñ ïî-
ìîùüþ ÏÃÑ×, èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ, ïðè ìîäåëèðîâàíèè,
÷èñëåííîì àíàëèçå (ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî). Ïðèìåíÿåìûå ÏÃÑ× ïîäâåðãàþòñÿ ðàçëè÷íûì
ñòàòèñòè÷åñêèì èñïûòàíèÿì äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ñîñòîÿòåëüíîñòè [1].

2. Ïîñòðîåíèå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèè

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè φ(t) â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ t0 = 0 , t1 = 1 ,
. . . ñâÿçàíû ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

yi =
xi
m
2π (2.1)

, ïîëó÷åííîé ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: φ(ti) = cos yi + i sin yi .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè f(t) â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ 0, 1, 2, . . . ñîâ-
ïàäàåò ñ ëèíåéíîé êîíãðóýíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ x0, x1, x2 , . . .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíà â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå ôóíêöèÿ, ïîðîæäàþùàÿ òå
æå çíà÷åíèÿ, ÷òî è ëèíåéíàÿ êîíãðóýíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå
ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ôóíêöèÿ f(t) , çàäàííàÿ è íåïðåðûâíàÿ ïðè t ∈
(−∞,+∞) , íàçûâàåòñÿ ðåêóððåíòíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî óêàçàòü ÷èñëî
Lε > 0 òàêîå, ÷òî â êàæäîì èíòåðâàëå (α, α + Lε) äåéñòâèòåëüíîé îñè α ∈ (−∞,∞)
äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà t ñóùåñòâóåò ÷èñëî τt , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

|f(t+ τt)− f(t)| < ε.

1 Äîöåíò êàôåäðû òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ÑÏáÃÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Åñëè ÷èñëî τ ìîæíî ïðè ëþáîì ε > 0 âûáðàòü íå çàâèñÿùèì îò t , òî f(t) ÿâëÿåòñÿ
ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé ïî Áîðó.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Rf ìíîæåñòâî âñåõ ðåêóððåíòíûõ ôóíêöèé.

Ò å î ð å ì à 2.2. Åñëè f(t) ∈ Rf , òî ôóíêöèÿ f(t) îãðàíè÷åíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàäèì ε > 0 . Âûáåðåì Lε â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì
2.1.. Ïîëîæèì c = sup

t∈[0,Lε]

|f(t)| . Òîãäà c < +∞ ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f(t) . Ïóñòü

t - ëþáîå êîíå÷íîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì â èíòåðâàëå (−t,−t + Lε) ÷èñëî tτ
ñîãëàñíî 2.1. Òîãäà áóäåì èìåòü ñ îäíîé ñòîðîíû t + τt ∈ [0, Lε] , à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
|f(t+ τt)− f(t)| < ε . Îòñþäà íàéäåì, ÷òî |f(t)| < c+ ε , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 2.3. Ìíîæåñòâî Rf åñòü ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî â ñìûñëå ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè íà äåéñòâèòåëüíîé îñè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äàíà òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn(t) ∈
Rf , ÷òî fn(t) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè f(t) ïðè t ∈ (−∞,+∞) . Ïîêàæåì, ÷òî
f(t) ∈ Rf . Ïî ÷èñëó ε/3 â ñèëó ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ìîæíî óêàçàòü òàêîå n0 , ÷òî
|f(t)− fn0(t)| < ε/3 ∀t ∈ (−∞,+∞) .

Ïî îïðåäåëåíèþ 2.1. äëÿ ÷èñëà ε/3 ìîæíî óêàçàòü òàêóþ âåëè÷èíó Lε , ÷òî áóäåò
|fn0(t+ τt)− fn0(t)| < ε/3 , ãäå τt - íåêîòîðàÿ âåëè÷èíà èç èíòåðâàëà (α, α+Lε) , ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ äàííîìó t . Îöåíèì ðàçíîñòü:

|f(t+ τt)− f(t)| ≤ |f(t+ τt)− fn0(t+ τt)|+ |f(t)− fn0(t)|+ |fn0(t+ τt)− fn0(t)| < ε.

Ñëåäîâàòåëüíî, τ , ε > 3 - ïî÷òè ïåðèîäû ôóíêöèè fn0(t) ÿâëÿåòñÿ τ , ε - ïî÷òè
ïåðèîäàìè ôóíêöèè f(t) . Òàêèì îáðàçîì, f(t) ∈ Rf , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624)

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. È.Â. Çóáîâ,Í.Â. Çóáîâ,Ì.Â. Ñòðåêîïûòîâà, Àíàëèç óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ðàâíî-
âåñíûõ äâèæåíèé, ÂÂÌ, ÑÏá, 2012,, 322 ñ.

Conditions for the occurrence of chaotic motion in a

dynamic system

c⃝ Zubov S.V.2

Abstract. In article is shows the question about conditions origin motion by dynamics system.
Is consider the de�nition origin motion. The object this article were elucidation analytical nature
chance sequences applicable on practice.

Key Words: Sequence, origin, chance number, recurrent correlation, interval, module of
comparison, point.

2 Docent, town Saint-Petersburg; ddemidova@mail.ru
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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Àëåêñååíêî Ñ. Í. 21

Àòðÿõèí Â. À. 29

Àõìåòîâ È. Â. 38

Áàëàåâ À. Â. 43

Áåðçèíà Ä. Â. 48

Áîéêîâ È. Â. 12

Ãîðøóíîâ Ì. Â. 90

Ãóáàéäóëëèí È. Ì. 38

Äåëü Òîðî Ôîíñåêà Ä. À. 43

Åâñååâ Ñ. Â. 90

Åðåìêèí È. Í. 90

Æóæîìà Å. Â. 52

Çóáîâ Ñ. Â. 94

Èñàåíêîâà Í. Â. 52

Êàáèðîâà À. Ð. 59

Êàçàêåâè÷ Ã. È. 7

Êëî÷êîâà Ë. Â. 7

Ëàçàðåâ Å. À. 64

Ìàëûõàíîâ Þ. Á. 90

Ìóñòàôèíà Ñ. À. 48, 80

Ïëàòîíîâà Ë. Å. 21

Ïîâåùåíêî Þ. À. 7

Ïî÷èíêà Î. Â. 74

Ðîìàíîâ À. À. 74

Ðÿçàíöåâ Â. À. 12

Ñòåïàøèíà Å. Â. 80

Òèøêèí Â. Ô. 7

×àäèí Ð. Ì. 90

×åðíîèâàíîâà Å. À. 86

Øàìàíàåâ Ï. À. 29
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Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â êàòàëîãå Ðîññèéñêîé ïðåññû
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ � 38278.
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