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Ôëþèäîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü àâòîêîëåáàòåëüíûõ

ïðîöåññîâ

c⃝ Ë.Â. Êëî÷êîâà1, Þ.À. Ïîâåùåíêî2, Â.Ô. Òèøêèí3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäåëè äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ôëþèäîâ óãëåâîäî-
ðîäîâ â ïîðèñòûõ ñðåäàõ, ñîñòîÿùèõ èç ðàçíîðîäíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñòðóêòóð, â êîòîðûõ
âîçíèêàþò àâòîêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîëîãî�ìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè, äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, óãëåâîäîðîäíûå
ôëþèäû, ìåñòîðîæäåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, àâòîêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû.

1. Ââåäåíèå

Äàííàÿ ñòàòüÿ, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ, êàçàëîñü áû, íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé, ñòàâèò ñâîåé öå-
ëüþ ïîêàçàòü, êàê ðåø¼ííûå ðàíåå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò íåîæè-
äàííî ïîìî÷ü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñîâåðøåííî â äðóãèõ îáëàñòÿõ èçó÷åíèÿ ïðèðîäû ðåàëü-
íûõ ÿâëåíèé. Â ðÿäå ðàáîò [1] ðàññìîòðåíû ãåîìåõàíè÷åñêèå ìîäåëè ôëþèäîäèíàìè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ñ îäíîôàçíûì è äâóõôàçíûì ôëþèäîì â íàäâèãàõ è ðàçëîìàõ, ãëóáèíà êîòîðûõ
ïðåâûøàåò 7 êì. Íà îñíîâå ýòèõ ìîäåëåé èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ è ìåõàíèçìû îáðàçîâàíèÿ
ãèãàíòñêèõ ãàçîâûõ è ãàçîêîíäåñàòíûõ ìåñòîðîæäåíèé â ñòðóêòóðàõ òèïà Àñòðàõàíñêî-
ãî ñâîäà. Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ ñòðóêòóð ÿâëÿåòñÿ ìàëàÿ ïðîíèöàåìîñòü ïîðîä
âíå ðàçëîìîâ è âûñîêàÿ òðåùèíîâàòûõ çîí. Êðîìå òîãî, âñÿ Ïðèêàñïèéñêàÿ âïàäèíà ÿâ-
ëÿåòñÿ ãèãàíòñêèì óãëåâîäîðîäíûì ìàòåðèíñêèì òåëîì, êîòîðîå â ñîñòîÿíèè ñíàáäèòü
îðãàíè÷åñêèì âåùåñòâîì âñå íåôòåîáðàçóþùèå ïðîöåññû â ýòîì ðàéîíå. Ïîýòîìó ñáîð è
ïåðåðàáîòêà îðãàíè÷åñêîãî âåùåñòâà ìîæåò ïðîèñõîäèòü â ãëóáîêèõ ðàçëîìàõ, êîòîðûå
îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è äâèæóùåé ñèëîé ôëþèäíûõ ïðîöåññîâ. Â ðàçëîìàõ âîçíèêàþò
àâòîêîëåáàòåëüíûå ïðîöåññû, îáóñëîâëåííûå ñìåùåíèÿìè áîðòîâ ðàçëîìîâ. Ýòè êîëåáà-
íèÿ âûæèìàþò ôëþèäû èç ðàçëîìîâ âíóòðü òåëà íàäâèãîâ, âíóòðè êîòîðûõ îíè äâèãàþò-
ñÿ ïî îñëàáëåííûì çîíàì. Äâèæåíèå äâóõôàçíîãî ôëþèäà â ïîðèñòîé ñðåäå ïðîèñõîäèò â
ðåæèìå ðåâåðñèâíûõ àâòîêîëåáàíèé, îáóñëîâëåííûõ íàêîïëåíèåì ãàçà â íåêîòîðûõ ñëîè-
ñòûõ ïà÷êàõ. Òàêèì îáðàçîì îáúÿñíÿåòñÿ îáðàçîâàíèå ãèãàíòñêèõ ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé
òèïà Àñòðàõàíñêîãî.

Ïåðâè÷íûì èñòî÷íèêîì âñåõ äâèæåíèé ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîå íàïðÿæåíèå â êîðå è
ëèòîñôåðå, êîòîðîå ñîçäà¼òñÿ â ðåçóëüòàòå ãëîáàëüíûõ ãåîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, îïðå-
äåëÿåìûõ êîíâåêòèâíûìè äâèæåíèÿìè â ìàíòèè. Äàëåå ãëîáàëüíûå ïðîöåññû òðàíñôîð-
ìèðóþòñÿ â ðåãèîíàëüíûå äâèæåíèÿ.

2. Ôëþèäîäèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ

Âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ îòíîñèòåëüíûì
ñìåùåíèåì ïî áîðòàì ðàçëîìà è äâèæåíèåì ôëþèäîâ. Ïî ãåîôèçè÷åñêèì äàííûì, ñòðîå-

1 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

2 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
poveschenko@keldysh.ru.

3 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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íèå Àñòðàõàíñêîãî ñâîäà õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì êàê ðàç òàêèõ ðàçëîìîâ. Áëîêè çåìíîé
êîðû â ðàéîíå âàëà Êàðïèíñêîãî íàõîäÿòñÿ â ïîëå äåéñòâèÿ òåêòîíè÷åñêèõ ñèë, êîòîðûå
ïðèâîäÿò ê äâèæåíèÿì ïî ðàçëîìàì è ñåéñìè÷åñêèì ñîáûòèÿì. Ôëþèäû, ïîïàäàÿ â î÷àãî-
âóþ çîíó, ìîãóò èãðàòü ðîëü ñïóñêîâîãî êðþ÷êà, ò. å. ñîçäàþò òàê íàçûâàåìûé òðèããåðíûé
ýôôåêò.

Áîëüøèíñòâî ôèëüòðàöèîííûõ ìîäåëåé â ðàçëîìàõ îñíîâûâàåòñÿ íà ïðåäïîëîæåíèè
î ôèëüòðàöèè óãëåâîäîðîäîâ è âîäû ñêâîçü óïðóãèé (èëè óïðóãî�õðóïêèé) ñêåëåò, ò.å.
íà ìîäåëè óïðóãîé êîíñîëèäàöèè. Ýòè ÿâëåíèÿ îïèñûâàþòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ïüåçîïðîâîäíîñòè. Îñîáåííîñòè íàáëþäàåìîãî öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà ïîçâîëÿþò ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî èçìåíåíèÿ ñåéñìîòåêòîíè÷åñêîãî ðåæèìà ñîñòîÿò èç áûñòðûõ è ìåäëåííûõ
ôàç. Îñîáåííîñòè öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà íå óêëàäûâàþòñÿ â èçâåñòíûå êëàññû ìîäåëåé è
äèëàòàíòíî�äèôôóçèîííóþ êîíöåïöèþ. Ïðîâåä¼í àíàëèç ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîäîá-
íîãî öèêëè÷åñêîãî ïðîöåññà [2]. Ôàçà ðàçæèæåíèÿ â ðàçëîìå ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé ôàçîé
âÿçêîé êîíñîëèäàöèè, âî âðåìÿ êîòîðîé ôëþèäû èç î÷àãîâîé çîíû îòæèìàþòñÿ â îêðóæà-
þùèé ìàññèâ. Â ïðîöåññå ýòîé ôàçû óãëåâîäîðîäû è âîäà ïåðåòåêàþò èç ìàãèñòðàëüíûõ
òðåùèí â áîëåå ìåëêèå òðåùèíû è ïîðû ñôîðìèðîâàííîãî ìåñòîðîæäåíèÿ. Îáðàòíûé
ïðîöåññ çàêà÷èâàíèÿ ôëþèäîâ â ðàçëîì îïèñûâàåòñÿ áûñòðîé äèëàòàíòíîé ôàçîé. Äëÿ
îïèñàíèÿ ýòîãî ïðîöåññà áûëà ïðåäëîæåíà ñëåäóþùàÿ ãåîëîãî�ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äâà
ñìåæíûõ áëîêà çåìíîé êîðû, ðàçäåëåííûõ ðàçëîìîì, äâèæóòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ãðàíèöû áëîêîâ ñ÷èòàþòñÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíûìè, à òðåùèíîâàòî�
ïîðèñòàÿ ñðåäà ðàçëîìà îäíîðîäíîé, îáëàäàþùåé íåêèìè îñîáûìè ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó
êðàåâàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ñèòóàöèþ â ðàçëîìå, íå ñòàöèîíàðíà è îäíîìåðíà ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàçëîì îðèåíòèðîâàí âåðòèêàëü-
íî. Ñèñòåìà òðåùèí â ðàçëîìíîé çîíå îáëàäàåò îðèåíòàöèåé, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè
ðàçëîìà, ïîýòîìó ñðåäà â íåì àíèçîòðîïíà. Îäíàêî åñëè ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ ïî
ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå z (îñü z íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ) çàäà÷ó, òî âåðòè-
êàëüíûìè ñìåùåíèÿìè ñêåëåòà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ïîñêîëüêó îñíîâíûå ñìåùåíèÿ ãðàíèö
òðåùèí áóäóò ïðîèñõîäèòü â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïëîñêîñòè ðàçëîìà. Ïîýòîìó
îäíîìåðíîå ïðèáëèæåíèå ïðèìåíèìî. Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñêåëåòà äëÿ ôèëüòðàöèîí-
íîãî ïîòîêà ýòî ïðèáëèæåíèå òàêæå ïðèìåíèìî, ïîñêîëüêó òîëùèíà ïîãðàíñëîÿ äëÿ íåãî
ïîðÿäêà ãîðèçîíòàëüíîãî ðàçìåðà òðåùèí è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåíåáðåæèìî ìàëà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ òîëùèíîé ðàçëîìà, êîòîðàÿ, îáû÷íî èìååò ðàçìåð ïîðÿäêà ïåðâûõ êèëîìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé [3], à òàêæå èññëåäîâàíèÿ ãëóáèííîãî
ñòðîåíèÿ çåìíîé êîðû ïîêàçûâàþò, ÷òî îäíè è òå æå ãîðíûå ïîðîäû â ïðåäåëàõ âåðõíåé
êîðû âåäóò ñåáÿ ïî�ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè îò ãëóáèíû. Ñ ãëóáèíîé, ñ óâåëè÷åíèåì âñåñòî-
ðîííåãî äàâëåíèÿ ìåíÿåòñÿ óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ ðàçðóøåíèÿ è íàïðàâëåíèåì ìàêñè-
ìàëüíîãî ãëàâíîãî íàïðÿæåíèÿ. Èç ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ ñëåäóåò, ÷òî â êîíñîëèäèðîâàííûõ
ïîðîäàõ êàòàëàç íàñòóïàåò íà ãëóáèíàõ ïîðÿäêà 10�15 êì. Â îñëàáëåííûõ òðåùèíîâàòûõ
ïîðîäàõ ðàçëîìíîé çîíû ðåæèì ðàçðóøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé êàòàëàçó, íàñòóïàåò íà
ìåíüøèõ ãëóáèíàõ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåæèì ðàçðóøåíèÿ ïîðîä êîðû ïðèâîäèò ëèáî ê
îáðàçîâàíèþ ëèñòðè÷åñêèõ ðàçëîìîâ, ïëàâíî ïåðåõîäÿùèõ â êîðîâûå âîëíîâîäû, ëèáî ê
ãëóáèííûì ðàçëîìàì. Â ëþáîì ñëó÷àå ñ ãëóáèíîé óâåëè÷èâàåòñÿ òîëùèíà ðàçðóøåííîé
çîíû.

Ñóòü ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè àâòîêîëåáàòåëüíûõ ïðîöåññîâ â ðàçëîìíîé çîíå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà êîíêóðèðóþùèõ ðåæèìà äâèæåíèÿ ôëþèäîâ � ðåæèìû êîìïàê-
öèè è äèëàòàíñèè. Â ðåçóëüòàòå â ðàçëîìå âîçíèêàþò äâå ôàçû öèêëà � äèëàòàíñèîííîå
íàãðóæåíèå è ðàçãðóçêà, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ êîìïàêöèåé. Ôàçà äèëàòàíñèè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè äèëàòàíñèè Ðåéñà. Ôàçà êîìïàêöèè îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé êîì-
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ïàêöèè, êîòîðàÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå èìååò âèä [1], [3], [4]

∂

∂x

(
f−l ∂s

∂x

)
= k2f−ks− 1,

∂f

∂t
+
∂s

∂x
,

çäåñü s � ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, f � ïîðèñòîñòü, t � âðåìÿ, k2 � áåçðàçìåðíûé ïàðà-
ìåòð, ðàâíûé

k2 =
H2(0)

(H∗)2
, H∗ ≡

√
ζ̃∗

δ̃∗
,

ãäå H(0) � íà÷àëüíûé ðàçìåð îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ H(t) , ζ̃∗ , δ̃∗ � õàðàêòåðíûå ìàñøòà-
áû âÿçêîñòè è ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû. Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ êîíêóðèðóþ-
ùèõ ðåæèìîâ ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå ýíåðãåòè÷åñêè ìîùíîãî àâòîêîëåáàòåëüíîãî ïðîöåññà.

Óðàâíåíèÿ äèëàòàíñèè ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè êîìïàêöèè èññëåäîâàëèñü ÷èñëåííî è
àíàëèòè÷åñêè [3], [4] ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè ïåðèîäè÷íîñòè. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ðåëàêñàöèîííûå àâòîêîëåáàíèÿ.

Ïðè íàãðóæåíèè ðàçëîìà â íåì âîçíèêàåò äèëàòàíñèîííûé ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ ðàñ-
êðûòèåì òðåùèí. Â ýòîò ìîìåíò ïîðîâîå äàâëåíèå â ðàçëîìàõ ïàäàåò, è ôëþèäû óñòðåì-
ëÿþòñÿ âíèç ïî ïðîñòèðàíèþ ðàçëîìà. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ñäâèãå â ðåæèìå
äèëàòàíñèè â ðàçëîìå âîçíèêàþò òàêèå îòðèöàòåëüíûå äàâëåíèÿ, êîòîðûå ñîçäàþò ìîù-
íûé ýôôåêò íàãíåòàíèÿ ôëþèäîâ â íåãî êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó. Êîãäà äâèæåíèå ïî
ðàçëîìó ïðåêðàùàåòñÿ, òðåùèíû â ðàçëîìå çàêðûâàþòñÿ (ïî êðàéíåé ìåðå, ÷àñòè÷íî) è
íàñòóïàåò ôàçà êîìïàêöèè. Ôàçà êîìïàêöèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå äëèòåëüíîé è ñîîòâåòñòâóåò
óìåíüøåíèþ ïîðèñòîñòè. Â ýòî âðåìÿ ïîðîâîå äàâëåíèå âîçðàñòàåò äî ãåîñòàòè÷åñêîãî è
äàæå âûøå. Ïðè ýòîì ôëþèäû ÷àñòè÷íî óñòðåìëÿþòñÿ ââåðõ ïî ðàçëîìó è îïåðÿþùèì
åãî òðåùèíàì, à ÷àñòè÷íî � óñòðåìëÿþòñÿ ïî îïåðÿþùèì ðàçëîìàì âãëóáü òåëà íàäâè-
ãà. Ïîä äåéñòâèåì ýòîãî äàâëåíèÿ ðàñêðûâàþòñÿ òðåùèíû â îñëàáëåííûõ òðåùèíîâàòûõ
çîíàõ. Ïîýòîìó îòòîê ôëþèäîâ ïðîèñõîäèò íå ðàâíîìåðíî ïî âñåìó îáúåìó, à òîëüêî ïî
îñëàáëåííûì çîíàì.

Ïåðèîä àâòîêîëåáàíèé îïðåäåëÿåòñÿ ñàìîé äëèòåëüíîé ôàçîé � ôàçîé êîìïàêöèè. Â
ãëóáîêèõ ðàçëîìàõ ýòè êîëåáàíèÿ èìåþò ïåðèîäû ïîðÿäêà ñîòåí è òûñÿ÷ ëåò. Â ïðîöåññå
ýòèõ êîëåáàíèé ôëþèäû áóäóò ïåðèîäè÷åñêè ïîñòóïàòü èç ðàçëîìà â îêðóæàþùèå ìàññè-
âû. Òàêèì îáðàçîì ñîçäàþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêîãî "ïðîìûâàíèÿ ôëþèäàìè ïîä-
ñîëåâîé òîëùè Ïðèêàñïèéñêîé âïàäèíû âïëîòü äî ãëóáèí ïðèìåðíî 10�15 êì.

Ïîñêîëüêó ñâåðõó âñå ýòè ñòðóêòóðû ïåðåêðûòû ñîëåíîñíûìè îòëîæåíèÿìè, òî ñî-
çäàþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ îáðàçîâàíèÿ óãëåâîäîðîäíûõ ìåñòîðîæäåíèé. Ïðè ýòîì óêàçàííûé
êîëåáàòåëüíûé ôëþèäíûé ðåæèì áóäåò èãðàòü îïðåäåëÿþùóþ ðîëü. Åñëè òðåùèíîâàòûå
çîíû (ïî êîòîðûì èç ðàçëîìà äâèãàþòñÿ ôëþèäû) ïåðåêðûâàþòñÿ ñâåðõó íåïðîíèöàåìû-
ìè àíòèêëèíàëüíûìè ôëþèäîóïîðàìè, òî âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ìåñòîðîæäåíèé íåôòè
è ãàçà. Åñëè æå òðåùèíîâàòàÿ çîíà âûõîäèò íà ïîâåðõíîñòü, òî ôëþèäû ðàññåèâàþòñÿ â
àòìîñôåðå. Îñîáåííîñòü ìîäåëè ñ îäíîôàçíûì ôëþèäîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå êîëåáà-
òåëüíûå ïðîöåññû îáóñëîâëåíû àâòîêîëåáàíèÿìè â ñàìîì ðàçëîìå. Çà ïðåäåëàìè ðàçëîìîâ
äâèæåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ïüåçîïðîâîäíîñòè, è ðåøåíèå íîñèò
òèïè÷íûé äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð, ñâîéñòâåííûé óðàâíåíèþ äèôôóçèè. Êàíàëèçàöèÿ
ìèãðàöèè ôëþèäîâ (êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ ìåñòîðîæäåíèé) îáóñëàâëèâàåòñÿ
òîëüêî íàëè÷èåì îñëàáëåííûõ ñèëüíî ïðîâîäÿùèõ çîí, êîòîðûå óïèðàþòñÿ â íåïðîíèöà-
åìûå ëîâóøêè.
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3. Ðàçëè÷íûå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ðåæèìû ïðè äâóõôàçíîì ôëþ-
èäå

Åñëè â ðàññìîòðåííîé âûøå ñõåìå ó÷åñòü íàëè÷èå äâóõôàçíîãî ôëþèäà (íàïðèìåð,
âîäà�ãàç), òî ïîìèìî àâòîêîëåáàíèé â ðàçëîìå, âîçíèêíóò åùå àâòîêîëåáàòåëüíûå ïðîöåñ-
ñû â ìàññèâå ïîðîä, âìåùàþùåì ðàçëîìû. Ýòè êîëåáàíèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû íå òðåáóþò
íàëè÷èÿ îñîáûõ ïðîâîäÿùèõ êàíàëîâ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû � îíè ìîãóò ñïîñîáñòâîâàòü
âîçíèêíîâåíèþ ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé�ãèãàíòîâ.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðîöåññîâ, îïðåäåëÿþùèõ ôîðìèðîâàíèå çàëåæåé óãëåâîäîðîäîâ,
ÿâëÿåòñÿ ìíîãîôàçíàÿ ôèëüòðàöèÿ ôëþèäîâ (ãèäðîòåðìàëüíûå âîäû, ãàçîêîíäåíñàò, ãàç,
æèäêèå óãëåâîäîðîäû). Â ìàòåìàòè÷åñêîì îòíîøåíèè ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ
òàêèå ïðîöåññû (â ÷àñòíîñòè, ñ ó÷¼òîì ãðàâèòàöèè), îáëàäàåò ñìåøàííûì ãèïåðáîëè÷åñêè�
ïàðàáîëè÷åñêèì òèïîì. Ðàññìîòðåííàÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ñõåìà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî
äâèæóùèì ìåõàíèçìîâ ôëþèäíûõ ïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ àâòîêîëåáàíèÿ â ðàçëîìàõ. Îíè
äàþò íåêèé ôëþèäíûé èìïóëüñ, êîòîðûé çàòåì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ìàññèâå âíå ðàçëî-
ìà. Ïîëàãàþò, ÷òî ôëþèä ñîñòîèò èç äâóõ ôàç � âîäà-ãàç. Âñå ïðîñòðàíñòâî âíå ðàçëîìà
âíà÷àëå çàïîëíåíî âîäîé. Â ðåæèìå êîìïàêöèè â ðàçëîìå èç íåãî ïîäàåòñÿ ãàçîâûé èì-
ïóëüñ âî âíåøíåå (ïî îòíîøåíèþ ê ðàçëîìó) ïðîñòðàíñòâî, êîòîðûé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â
ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíàìè äâóõôàçíîé ôèëüòðàöèè.

Ñòðóêòóðà ïîðèñòîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ýòîò èìïóëüñ ïðè-
ìåðíî òàêîâà. Ñâåðõó íàõîäèòñÿ ñîëåíîñíàÿ ïîêðûøêà, êîòîðàÿ ñîáñòâåííî è îáåñïå÷è-
âàåò ñóùåñòâîâàíèå ãàçîâîãî ìåñòîðîæäåíèÿ. Â äàííîé ñèòóàöèè óæå íåò íåîáõîäèìî-
ñòè â íàëè÷èè îñëàáëåííîãî ïðîâîäÿùåãî êàíàëà îò ðàçëîìà ê ëîâóøêàì. Êîíöåíòðà-
öèÿ ãàçîâîãî èìïóëüñà è åãî äâèæåíèå ââåðõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ñëîæíîé ñëîèñòîé ñòðóêòó-
ðîé òðåùèíîâàòî-ïîðèñòîé ñðåäû â ïîäñîëåâîì êîìïëåêñå. Àíàëèç ðàñ÷¼òíûõ áàç äàííûõ
äëÿ äàííîãî ðåãèîíà (Êàðàêóëüñêî�Ñìóøêîâñêàÿ çîíà è Àñòðàõàíñêîãî ñâîäà) ïîçâîëÿåò
âûäåëèòü â ïîäñîëåâîì ìàññèâå ñëîèñòûå êîìïëåêñû, ñîñòîÿùèå èç ìàëîïðîíèöàåìûõ è
ñèëüíî ïðîíèöàåìûõ ñëîåâ. Ýòè ñëîè îáðàçóþò ñâîåãî ðîäà ôëþèäîóïîð è ñïîñîáíû íà-
õîäèòüñÿ â ìåòàñòàáèëüíîì ñîñòîÿíèè. Îíè ÷àñòè÷íî óäåðæèâàþò ãàç, íî ýòî ñîñòîÿíèå
êðàéíå íåóñòîé÷èâî. Ãàç âñå âðåìÿ ñî÷èòñÿ èç ýòèõ ñëîèñòûõ êîìïëåêñîâ ââåðõ, à êîãäà
åãî íàêàïëèâàåòñÿ ñëèøêîì ìíîãî, òî îí ïðîðûâàåòñÿ è óñòðåìëÿåòñÿ ââåðõ áîëüøèìè
ïîðöèÿìè. Îáúåì ïðîðûâà çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ñëîèñòîé ïà÷êè è ÷èñëà ÷åðåäóþùèõñÿ â
íåé ñèëüíî- è ìàëîïðîíèöàåìûõ ñëîåâ.

Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äâèæåíèÿ äâóõôàçíîãî ôëþèäà îò åãî èñòî÷íèêà
(ðàçëîìà) â ïîäñîëåâîì ïîðèñòîì ìàññèâå. Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òðè ðåæèìà
äâèæåíèÿ ôëþèäîâ: ïåðâè÷íûé ïðîáîé, ðåâåðñèâíûé (êîëåáàòåëüíûé) è äèññèïàòèâíûé
(äèôôóçèÿ â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî). Äèññèïàòèâíûé ïðîöåññ ïîëíîñòüþ àíàëîãè-
÷åí ïðîöåññàì â ñèñòåìå ñ îäíîôàçíûì ôëþèäîì, êîòîðûå ðàññìîòðåíû â ïðåäûäóùåì
ðàçäåëå. Ïåðâè÷íûé ïðîáîé � ýòî äîñòèæåíèå ãàçîâîé ôàçîé âåðõíèõ îòëîæåíèé îñàäî÷-
íîãî áàññåéíà, ò.å. ñîëåâîé ïîêðûøêè. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò áèôóðêàöèÿ ðåøåíèÿ, è âñÿ
äèíàìèêà ôëþèäîâ êà÷åñòâåííî ìåíÿåòñÿ. Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâè-
ÿõ âîçíèêàåò ðåâåðñèâíûé ðåæèì, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè.
Òèïè÷íûé ïåðèîä öèêëà â ðåâåðñèâíîì ðåæèìå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: â íà÷àëüíîé ôàçå
ïðîèñõîäèò íàêà÷êà ôëþèäîâ â óïîìÿíóòóþ âûøå ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó, ñîïðîâîæäàþùà-
ÿñÿ ïîâûøåíèåì ïîðîâîãî äàâëåíèÿ â ýòîé çîíå íàä ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì. Ýòîò
ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ëîêàëüíî, ðàâíîâåñíî (ãðàäèåíòû äàâëåíèé è ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîí-
íûõ óñèëèé â çàêîíå Äàðñè ñîèçìåðèìû). Ôëþèäíàÿ ñèñòåìà ïåðåñòðàèâàåòñÿ, íàêàïëèâàÿ
ñâîé ïîòåíöèàë (ò.å. îáúåì ãàçà) ê ïðîáîþ ñêâîçü ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó çà ñ÷¼ò ïîâûøåíèÿ
äàâëåíèÿ è óâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïðîíèöàåìîñòè ãàçà. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ ñâÿçàííàÿ
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ñ ïðîöåññîì ðåâåðñèè ôàçà ïðîáîÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïåðåñòðîéêå ïðîôèëÿ äàâëåíèé è
âñïëûòèÿ ãàçîâîãî ïóçûðÿ. Âñïëûòèå ñêâîçü ôëþèäíûé óïîð ïðîèñõîäèò áûñòðî. Íåîáõî-
äèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîò ïåðèîä ïðîèñõîäèò ðåçêîå ïàäåíèå äàâëåíèÿ íèæå ïðèìåðíî ãèä-
ðîñòàòè÷åñêîãî è íàðóøåíèå ëîêàëüíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â çàêîíå Äàðñè.
Ñîáñòâåííî äèíàìè÷åñêàÿ ñòàäèÿ öèêëà ñîñòîèò â äàëüíåéøåì ðåâåðñèâíîì ïðîñåäàíèè
âîäû â îáðàçîâàâøóþñÿ çîíó ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ. Â çàâåðøàþùåé ôàçå ïðîèñõîäèò
âûðàâíèâàíèå (êàê ïðàâèëî, ïîëíîå) ïðîôèëåé äàâëåíèé è ôëþèäíîé íàñûùåííîñòè, äî-
ñòèãàÿ ïðèìåðíî íà÷àëüíûõ âåëè÷èí öèêëà. Ýòî è åñòü òðåòüÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ ñòàäèÿ
öèêëà.

Íàáëþäàåìûå ðàñ÷¼òíûå ïåðèîäû öèêëîâ � ïîðÿäêà 50 � 100 ëåò. Ïðè ýòîì íà÷àëü-
íûé ïðîáîé ãàçîì âñåé îñàäî÷íîé òîëùè ïðîèñõîäèò ïðèìåðíî çà âðåìÿ ïîðÿäêà 300 �
400 ëåò. Ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ìàñøòàáû ðåâåðñèâíîé ôëþèäíîé
ñèñòåìû, òàê æå êàê è äîñòèæåíèå êðèòè÷åñêîé ïðîáîéíîé òî÷êè çàâèñÿò îò ôëþèäíîãî
äèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà âñåãî ðåãèîíà. Â ÷àñòíîñòè, îíè çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè èñòî÷-
íèêîâ ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ, ãåíåðèðóþùèõ âîçìîæíîñòåé ñèñòåìû ðàçëîìîâ è òåð-
ìîäèíàìèêè ðåãèîíà. Ïðèäîííûé èñòî÷íèê óãëåâîäîðîäîâ äëÿ Êàðàêóëüñêî-Ñìóøêîâñêîé
íàäâèãîâîé çîíû íà ïîïåðå÷íîé ìîùíîñòè ñëîÿ ïîðÿäêà 50 êì çàäàâàëñÿ â âèäå ñòóïåí-
÷àòîãî ïî âðåìåíè ãàçîôëþèäíîãî ïîòîêà ñ àìïëèòóäîé (îáùèì îáú¼ìîì ãàçà) ïîðÿäêà
2.85 ∗ 102ì3/ ñåê.

Âõîäíûå ¼ìêîñòíûå ñâîéñòâà è ëèòîëîãè÷åñêàÿ èíôîðìàöèÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ áàññåéíî-
âîãî àíàëèçà (ïîðèñòîñòè, ïðîíèöàåìîñòè), êàê ïðàâèëî, áûâàåò íåäîñòàòî÷íà. Ïîýòîìó
ïðèâëåêàþòñÿ äàííûå áóðåíèÿ ïî ðåãèîíàì ñõîäíîãî ãåîëîãè÷åñêîãî è ãåîäèíàìè÷åñêîãî
ñòðîåíèÿ, à òàêæå äàííûå ãåîôèçèêè. Ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ Êàðàêóëüñêî�Ñìóøêîâñêîé
íàäâèãîâîé çîíû ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèè äàííûõ â ñêâàæèíàõ (Êðàñíîêóäóíñêàÿ, Ñìóø-
êîâñêàÿ, Âûñîêîâñêàÿ, Äîëãîæäàííàÿ, Âîëîæêîâñêàÿ, Àñòðàõàíñêàÿ, Çàâîëæñêàÿ).

Áûñòðûå ïðîðûâû îïèñûâàëèñü â ðàáîòå óðàâíåíèÿìè èçîòåðìè÷åñêîé ôèëüòðàöèè
äâóõôàçíîãî ôëþèäà â ñðåäå ñ óïðóãèì ñêåëåòîì [4]. Êðàåâóþ çàäà÷ó î áûñòðûõ ïðîðû-
âàõ ðåøàëè ïðè óñëîâèÿõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ïîäíàäâèãîâîé Êàðàêóëüñêî-Ñìóøêîâñêîé
çîíû è Àñòðàõàíñêîãî ñâîäà. Ýòà çîíà àïïðîêñèìèðîâàëàñü íåêîòîðûì òåëîì ñ ïðîñòîé
ãåîìåòðèåé, íà êîòîðîì áûëà çàäàíà ñåòêà ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, îòðà-
æàþùàÿ ñòðóêòóðó ýòîãî ðàéîíà è åãî ëèòîëîãè÷åñêèå è ôèëüòðàöèîííûå ñâîéñòâà.
Ðàñ÷¼òû ïðîâîäèëèñü ñ ïðèâëå÷åíèåì ñèñòåìû "Òåêîí". Ôèëüòðàöèîííî�ãðàâèòàöèîííîå
ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç ëåãêîãî ãàçà ïðîíèêàþùåãî ñíèçó è èçíà÷àëüíî
çàïîëíÿâøåé ïîðîâûé îáúåì îñàäî÷íîãî áàññåéíà æèäêîé êîìïîíåíòû ïîêàçàëî, ÷òî
ñóùåñòâóþò òðè ðåæèìà äâèæåíèÿ ôëþèäîâ: ïåðâè÷íûé ïðîáîé, ðåâåðñèâíûé (êîëåáà-
òåëüíûé) è äèññèïàòèâíûé (äèôôóçèÿ â îêðóæàþùåå ïðîñòðàíñòâî). Òèïè÷íûé ïåðèîä
öèêëà â ðåâåðñèâíîì ðåæèìå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðîèñõîäèò íàêà÷êà ôëþèäîâ â
ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó áàññåéíà, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ïîâûøåíèåì â ýòîé çîíå ïîðîâîãî
äàâëåíèÿ íàä ãèäðîñòàòè÷åñêèì. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõîäèò ëîêàëüíî è ãèäðîäèíàìè÷åñêè
ðàâíîâåñíî (ãðàäèåíòû äàâëåíèé è ïëîòíîñòè ãðàâèòàöèîííûõ óñèëèé â çàêîíå Äàðñè
ñîèçìåðèìû). Ôëþèäíàÿ ñèñòåìà ïåðåñòðàèâàåòñÿ, íàêàïëèâàÿ ñâîé ïîòåíöèàë (ò.å.
îáúåì ôëþèäà) ê ïðîáîþ ñêâîçü ñëîèñòóþ ñòðóêòóðó çà ñ÷¼ò ïîâûøåíèÿ äàâëåíèÿ è
óâåëè÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé ïðîíèöàåìîñòè. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ ñâÿçàííàÿ ñ ïðîöåññîì
ðåâåðñèè ôàçà ïðîáîÿ, êîòîðàÿ ñîñòîèò â ïåðåñòðîéêå ïðîôèëÿ äàâëåíèé è âñïëûòèÿ ÓÂ
ôëþèäà. Âñïëûòèå ñêâîçü ôëþèäíûé óïîð ïðîèñõîäèò áûñòðî (äåñÿòêè ëåò). Íåîáõî-
äèìî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîò ïåðèîä ïðîèñõîäèò ðåçêîå ïàäåíèå äàâëåíèÿ íèæå ïðèìåðíî
ãèäðîñòàòè÷åñêîãî è íàðóøåíèå ëîêàëüíîãî ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ â çàêîíå
Äàðñè. Ñîáñòâåííî äèíàìè÷åñêàÿ ñòàäèÿ öèêëà ñîñòîèò â äàëüíåéøåì ðåâåðñèîííîì
ïðîñåäàíèè âîäû â îáðàçîâàâøóþñÿ çîíó ïîíèæåííîãî äàâëåíèÿ è ôàçå ðåëàêñàöèè.
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Ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ìàñøòàáû ðåâåðñèâíîé ôëþèäíîé ñèñòåìû,
òàê æå êàê è äîñòèæåíèå êðèòè÷åñêîé ïðåä ïðîáîéíîé òî÷êè çàâèñÿò îò ôëþèäíîãî
äèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà âñåãî ðåãèîíà. Â ÷àñòíîñòè, îíè çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè
èñòî÷íèêîâ ïîñòóïëåíèÿ óãëåâîäîðîäîâ, ìèãðàöèîííûõ âîçìîæíîñòåé ñèñòåìû ðàçëîìîâ
è òåðìîäèíàìèêè ðåãèîíà. Íàáëþäàåìûå ðàñ÷¼òíûå ïåðèîäû öèêëîâ � ïîðÿäêà 50 � 100
ëåò âïîëíå ñîîòâåòñòâóþò öèêëó âîçìîæíîãî ïðèòîêà óãëåâîäîðîäîâ íà âûðàáîòàííûõ
"ñòàðûõ ìåñòîðîæäåíèÿõ îñîáåííî ïðèóðî÷åííûõ ê çîíàì ðàçëîìîâ, ÷òî è íàáëþäàþò ïî
öåëîìó ðÿäó ìåñòîðîæäåíèé (ñì. ðèñ 1.).

Ðèñ.1

4. Çàêëþ÷åíèå

Èç ïðèâåä¼ííûõ ðàññóæäåíèé è âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ íàïðàøèâàþòñÿ àíàëîãèè ñ ñîâðåìåííûìè äàííûìè î ñïîðàäè÷åñêèõ âûáðî-
ñàõ ìåòàíà, âçðûâàõ è ïîæàðàõ â øàõòàõ, ïðèâîäÿùèõ ê ãèáåëè ëþäåé.

Ýòè ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü òàêæå ïðèìåíåíû äëÿ èíòåðïðåòàöèè è àíàëèçà ïåðèîäè-
÷åñêèõ âûáðîñîâ ãàçà, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ïîæàðàìè, íàïðèìåð, íà òîðôÿíûõ çàëåæàõ
ïîäìîñêîâíîãî ðåãèîíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-00444-à.
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Dynamic �uid model of self-oscillatory processes

c⃝ L.V Klochkova4, J.A. Poveschenko5, V.F. Tishkin6

Abstract. Various models of dynamic hydro-carbonic �uids behavior in the porous environments
consisting of diverse geological structures in which there are self�oscillatory processes are
considered.
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4 Senior Researcher of the Institute of applied mathematics by name M.V.Keldysh of RAS, Moscow;
klud@imamod.ru.

5 Senior Researcher O�cer of the Institute of applied mathematics by name M.V.Keldysh of RAS, Moscow;
poveschenko@keldysh.ru.

6 Deputy Director of the Institute of applied mathematics by name M.V.Keldysh of RAS, Moscow;
tishkin@imamod.ru.

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 2



Íåñòàöèîíàðíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî . . . 15

ÓÄÊ 517.9

Íåñòàöèîíàðíîå äèññèïàòèâíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïëîòíîñòè äèñëîêàöèé ñ

êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ

c⃝ Ñ.Í. Àëåêñååíêî 1, Ñ.Í. Íàãîðíûõ 2, H.C. Àëåêñååíêî 3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû óñëîâèé íà õàðàêòåðèñòèêè ñòîêîâ è èñòîêîâ ïëîòíî-
ñòè äèñëîêàöèé â çàäà÷å ïî âû÷èñëåíèþ äèôôóçèîííîé ïîëçó÷åñòè. Ïîëó÷åíî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ
â ñâîáîäíîì ÷ëåíå. Ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà îïðåäåëåíû óñëîâèÿ
ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè è íåëîêàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ è åãî ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé, íåëèíåéíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ëîêàëü-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü, ìåòîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà, îãðàíè÷åííîñòü.

Â ðàáîòå [1] ïðè âû÷èñëåíèè êðóòèëüíîé æ¼ñòêîñòè ñòåðæíåé íà îñíîâå äèíàìèêè äèñ-
ëîêàöèé è òåîðèè óïðóãîãî êðó÷åíèÿ [2] ïîëó÷åíî íåñòàöèîíàðíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå
ïëîòíîñòè ïåðåïîëçàþùèõ äèñëîêàöèé (ÏÄ) âèäà:

ν̇ + αν(∇ν)2 + f(ν) = 0, (1.1)

ãäå (∇ν)2 = (∂x1ν)
2 + (∂x2ν)

2; f(ν) = (a(ν) − ε(ν)bL−1)ν, b, L, α - ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû;
ε(ν), a(ν) - ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ïîëíóþ äåôîðìàöèþ è ñòîê ÏÄ. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ
ν - ïëîòíîñòü ÏÄ, çàâèñèò îò âðåìåíè t ∈ [0, T ] è êîîðäèíàò x1, x2, ïðèíàäëåæàùèõ êðóãó
x21+x

2
2 ≤ R2 . Óðàâíåíèå (1.1) îïèñûâàåò èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ÏÄ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè

çàäàííîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè

ν(0, x1, x2) = ψ(x1, x2), x21 + x22 ≤ R2. (1.2)

Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà çàäà÷à Êîøè â [1] áûëà ñâåäåíà ê ñè-
ñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì. Ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà
î ëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè. Â ôîðìå çàìå÷àíèÿ óêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â
èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ äèíàìèêè äèñëîêàöèé ê òåìïåðà-
òóðíî çàâèñèìûì ÿâëåíèÿì òàêèì êàê äèôôóçèîííàÿ ïîëçó÷åñòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôåíî-
ìåíîëîãè÷åñêîé ìîäåëüþ [3] êèíåòèêè ïëîòíîñòè ñêîëüçÿùèõ äèñëîêàöèé (ÑÄ) äîïóñòèì,
÷òî ïîëíàÿ äåôîðìàöèÿ ñðåäû ε(ν) îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ âèäà

εb

L
=

Gb

aδ + bν
, (1.3)

ãäå aδ - êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ñòîêà ÑÄ, G - èñòî÷íèê ïëîòíîñòè ÑÄ (â åäèíèöó âðå-
ìåíè), b - êîýôôèöèåíò ñòîëêíîâåíèé ÑÄ è ÏÄ â åäèíèöó âðåìåíè, ïðåâðàùàþùèé ÑÄ
â ÏÄ.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò èì. Ð.Å.Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; sn-alekseenko@yandex.ru

2 Äîöåíò êàôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, Íèæåãîðîäñêèé ïåäóíèâåðñèòåò, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä;
algoritm@sandy.ru

3 Ñòàðøèé èíæåíåð ïî ðàçðàáîòêå ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ÇÀÎ ¾Èíòåë À/Î¿, ôèëèàë â Íèæíåì
Íîâãîðîäå, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; nik-alekseenko@yandex.ru
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Ïðèìåì, ÷òî aδ ≫ b èëè ν ≪ aδb
−1 â (1.3). Ôóíêöèþ a(ν) , õàðàêòåðèçóþùóþ ñòîê ÏÄ

íà ïîðàõ, ãðàíèöàõ çåðåí èëè èíûõ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòÿõ êðèñòàëëîâ, áóäåì ñ÷èòàòü
ïðèíèìàþùåé ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå a(ν) = a0 = const.

Êîýôôèöèåíò α èç óðàâíåíèÿ (1.1) â ðàáîòå [1] èìååò âèä:

α =
2µτ 2b

σ(ν)L
, (1.4)

ãäå µ - ìîäóëü ñäâèãà; τ = dφ
dz
, φ -óãîë êðó÷åíèÿ ñòåðæíÿ äëèííîé dz è ïîëíîé äëèííîé

L ; σ - êîìïîíåíòà íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü äèñëîêàöèé.
Îïðåäåëèì ôóíêöèþ σ(ν) èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñêîðîñòè äèôôóçèîííîé ïîëçó÷åñòè ïðè

ðàñòÿæåíèè [4]
ε̇ = Fσ (1.5)

ñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ε , îïðåäåëÿåìîé ïîñðåäñòâîì (1.3).
Â ðàâåíñòâå (1.5)

F =
2Dc3

d2kT
,

ãäå D - êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, c - ïåðèîä ðåø¼òêè, d - ðàçìåð çåðíà, k - ïîñòîÿííàÿ
Áîëüöìàíà, T - òåìïåðàòóðà.

Â îäíîðîäíîì ñëó÷àå, ðàñêëàäûâàÿ â ðÿäû íåëèíåéíûå ÷ëåíû è îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì
ïîðÿäêîì, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî

ε̇ ∼=
GbL

a2δ
(a0 −

Gb

aδ
)ν. (1.6)

Â âûðàæåíèè a0 − Gb
aδ

âû÷èòàåìîå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì èñòî÷íèêîì ÏÄ, êîòîðîå ïðè
ìàëûõ G äà¼ò ε̇ > 0, à ïðè áîëüøèõ G äà¼ò ε̇ < 0. Ýòîò ýôôåêò, âîçíèêàþùèé èç êîí-
êóðåíöèè âíåøíåãî íàïðÿæåíèÿ è ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ðàññìîòðåí â [4]. Â íàøåé
èíòåðïðåòàöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî bGa−1

δ − a0 > 0. Íàïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ èëè ñæàòèÿ
σ(ν) îïðåäåëÿåòñÿ èç (1.5) è (1.6) ôîðìóëîé

σ(ν) =
GbL

F a2δ
(a0 −

Gb

aδ
)ν.

Ïîäñòàâèâ σ(ν) â (1.4), ïîëó÷èì

α =
2µτ 2Fa2δ

GL2(a0 − bGa−1
δ )ν

.

Îáîçíà÷èâ

δ =
2µτ 2Fa2δ

GL2(a0 − bGa−1
δ )

=
4µτ 2Dc3a2δ

d2kGL2(a0 − bGa−1
δ )T

è ïîäñòàâèâ a(ν) = a0,
εb

L
=

Gb

aδ + bν
∼=
Gb

aδ

(
1− bν

aδ

)
â (1.1), ïîëó÷èì, ÷òî â ñôîðìóëèðîâàííûõ óñëîâèÿõ óðàâíåíèå (1.1) ïðèìåò âèä:

ν̇ + δ(∇ν)2 − Aν +Bν = 0, (1.7)

ãäå A = bGa−1
δ − a0, B = Gb2a−2

δ ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ïîëîæèòåëüíûìè âåëè÷èíàìè.
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Ñäåëàåì åù¼ îäíî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå. Ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1.1)-(1.2) îòäåëüíûå èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìû, ÷òîáû îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.1) íå âûõîäÿò èç êðóãà
x21 + x22 ≤ R2 . Â äàííîé ðàáîòå ýòîãî àñïåêòà çàäà÷è êàñàòüñÿ íå áóäåì è ïðèìåì, ÷òî
(x1, x2) ∈ R2 , ãäå R2 - ýòî âñÿ äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü. Òàê ÷òî íà÷àëüíîå óñëîâèå (1.2)
ïðèìåò âèä:

ν(0, x1, x2) = φ0(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2. (1.8)

Ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó ôóíêöèÿ ν(t, x1, x2) ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïîëîæèòåëüíîé,
òàê ÷òî â êà÷åñòâå èñõîäíîãî óñëîâèÿ ïðèìåì, ÷òî

φ0(x1, x2) > 0.

Òàê æå, êàê â [1], ïðèìåíèì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.7)-(1.8) ìå-
òîä äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé â [1] ñõåìîé âíà÷àëå ïðå-
îáðàçóåì çàäà÷ó (1.7)-(1.8) ê ñèñòåìå êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ýòîãî ïðîäèô-
ôåðåíöèðóåì (1.7) ïî x1 è x2 è ââåäÿ íîâûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè p1(t, x1, x2) =
∂x1ν(t, x1, x2), p2(t, x1, x2) = ∂x2ν(t, x1, x2) , ïðèä¼ì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé

∂pi
∂t

+ 2δ

(
p1
∂pi
∂x1

+ p2
∂pi
∂x2

)
= Fi(t, ν, p1, p2), (i = 1, 2), (1.9)

ãäå Fi(t, ν, p1, p2) = −(2Bν − A)pi .
Èç (1.7) "ñêîíñòðóèðóåì"åù¼ îäíî óðàâíåíèå ñ òåì æå ñàìûì äèôôåðåíöèàëüíûì îïå-

ðàòîðîì:
∂ν

∂t
+ 2δ

(
p1
∂ν

∂x1
+ p2

∂ν

∂x2

)
= F0(t, ν, p1, p2), (1.10)

ãäå F0(t, ν, p1, p2) = −Bν2 + Aν + δ(p21 + p22) . Èç (1.8) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñëåäóþò íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ p1 è p2 :

pi(0, x1, x2) = φi(x1, x2), (i = 1, 2), (1.11)

ãäå φi(x1, x2) = ∂xi
φ0(x1, x2) .

Ñîñòàâèì äëÿ çàäà÷è (1.8) - (1.11), ðàñøèðåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ äî-
ïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì:

dη1(s, t, x1, x2)

ds
= 2δw1(s, t, x1, x2), η1(t, t, x1, x2) = x1,

dη2(s, t, x1, x2)

ds
= 2δw2(s, t, x1, x2), η2(t, t, x1, x2) = x2,

dwi(s, t, x1, x2)

ds
= Fi(s, w0, w1, w2), (i = 0, 1, 2), (1.12)

wi(0, t, x1, x2) = φi(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)), (i = 0, 1, 2). (1.13)
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Òàê êàê â ïðàâóþ ÷àñòü (1.12) ôóíêöèè ηi, i = 1, 2, ÿâíûì îáðàçîì íå âõîäÿò, òî ìû
ïðèõîäèì ê ñèñòåìå òðåõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îò òðåõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé:

wi(s, t, x1, x2) = φi(x1 − 2δ

t∫
0

w1(τ, t, x1, x2)dτ, x2 − 2δ

t∫
0

w2(τ, t, x1, x2)dτ) +

+

s∫
0

Fi(τ, wo(τ, t, x1, x2), w1(τ, t, x1, x2), w2(τ, t, x1, x2))dτ, (1.14)

(i = 0, 1, 2).

Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.14) äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëè-
æåíèé. Ïðè ýòîì ïðîìåæóòîê ðàçðåøèìîñòè 0 < t ≤ T0 îïðåäåëÿåòñÿ àëãåáðàè÷å-
ñêè íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó Êîøè (1.7)-(1.8). Âîçìîæíîñòü
îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îáëàñòè ðàçðåøèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â èñõîäíûõ êîîð-
äèíàòàõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ìåòîäà äîïîëíèòåëüíîãî àðãóìåíòà. Ôóíêöèè
pi(t, x1, x2) = wi(t, t, x1, x2), i = 1, 2, ν(t, x1, x2) = w0(t, t, x1, x2) äàäóò ðåøåíèå çàäà÷è
(1.8) - (1.11), à ôóíêöèÿ ν(t, x1, x2) áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (1.7) - (1.8). Ñôîðìóëèðóåì
ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü φ0 ∈ C 2
(R2). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî Υ > 0 ,

÷òî ïðè 0 < t < Υ çàäà÷à Êîøè (1.7) - (1.8) èìååò ðåøåíèå ν(t, x1, x2) ∈ C 1,2
([0,Υ] ×

R2) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.14) â âèäå
ν(t, x1, x2) = w0(t, t, x1, x2).

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.14) ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7),(1.8) â èñõîäíûõ êîîðäèíà-
òàõ.

Ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.14) âûâîäèòñÿ èç çàäà÷è (1.8) - (1.11) ñ ïîìîùüþ
íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî, äåòàëüíîå èñ-
ñëåäîâàíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé çàäà÷è (1.8) - (1.11) äà¼ò âîçìîæíîñòü óêàçàòü óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è áóäåò îáëàäàòü òåìè èëè èíûìè ñâîéñòâàìè.

Â ðàáîòå [5] ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå âèäà ∂tv+ v∂xv = f(t, x, v) èìååò ðåøåíèå íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå èçìåíåíèÿ t , à
â ðàáîòå [6] îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå (∇v)2 = f(x1, x2, v)
èìååò íåëîêàëüíîå ðåøåíèå â çàäàííîé îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé ôèçè÷åñêèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè çàäà÷è.

Îïðåäåëèì çäåñü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷è (1.8) - (1.11) ôóíêöèè wi, i = 0, 1, 2, à çíà÷èò è ôóíêöèè ν, p1, p2 , áóäóò
îãðàíè÷åíû âåëè÷èíàìè, íå çàâèñÿùèìè îò ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ t .

Èç (1.12)-(1.13) ïðè i = 1, 2 áóäåì èìåòü

wi(s, t, x1, x2) = φi(η1, η2)exp

[
−
∫ s

0

(2Bw0 − A)dτ

]
. (1.15)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè A ≤ 2Bw0 ôóíêöèè |wi|, i = 1, 2, áóäóò îãðàíè÷åíû âåëè÷èíàìè

|φi|, i = 1, 2, åñëè |φi| îãðàíè÷åíû, ÷òî ìû è ïðåäïîëàãàåì â óñëîâèè φ0 ∈ C 2
(R2).

Äëÿ w0 ó íàñ èìååòñÿ çàäà÷à Êîøè

dw0(s, t, x1, x2)

ds
= −Bw2

0 + Aw0 + δ(w2
1 + w2

2), (1.16)
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w0(0, t, x1, x2) = φ0(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)). (1.17)

Òàê êàê íåðàâåíñòâî A ≤ 2Bw0 òðåáóåò äëÿ w0 îöåíêè ñíèçó, ñîñòàâèì äëÿ (1.16) ìèíî-
ðàíòíîå óðàâíåíèå

dw̌0(s, t, x1, x2)

ds
= −Bw̌2

0 + Aw̌0 (1.18)

ñ òåì æå ñàìûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

w̌0(0, t, x1, x2) = φ0(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)). (1.19)

Çàäà÷à Êîøè (1.18)-(1.19) ðåøàåòñÿ â ÿâíîì âèäå

w̌0(s, t, x1, x2) =
Aφ0(η1, η2)

Bφ0(η1, η2)− (Bφ0(η1, η2)− A)exp[−As]
. (1.20)

Òàê êàê Bφ0−A < Bφ0 è ñ óâåëè÷åíèåì s çíà÷åíèå (Bφ0−A)exp[−As] áóäåò òîëüêî
óìåíüøàòüñÿ (èëè íå óâåëè÷èâàòüñÿ), òî çíàìåíàòåëü â (1.20) â íóëü íå îáðàùàåòñÿ è

w̌0 ≥
Aφ0

Bφ0 −Bφ0 + A
= φ0.

Ñëåäîâàòåëüíî w0 ≥ w̌0 ≥ φ0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè óñëîâèè

φ0 ≥
A

2B
äëÿ âñåõ (x1, x2) ∈ R2 (1.21)

íåðàâåíñòâî A ≤ 2Bw0 áóäåò ñïðàâåäëèâî íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è (1.8) - (1.11).

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà èç (1.15) âûòåêàåò àïðèîðíàÿ îöåíêà

|wi(s, t, x1, x2)| ≤ N1, i = 1, 2, (1.22)

ãäå N1 = max{sup
R2

|φ1|, sup
R2

|φ2|}.

Òåïåðü èç âûâåäåì îöåíêó ñâåðõó äëÿ w0. Ñ ýòîé öåëüþ ïîñòðîèì äëÿ (1.16) ìàæî-
ðàíòíîå óðàâíåíèå

dŵ0(s, t, x1, x2)

ds
= −Bŵ2

0 + Aŵ0 + 2δN2
1 (1.23)

ñ òåì æå ñàìûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì

ŵ0(0, t, x1, x2) = φ0(η1(0, t, x1, x2), η2(0, t, x1, x2)). (1.24)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (1.23) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

−Bŵ2
0 + Aŵ0 + 2δN2

1 = − B(ŵ0 − ŵ01)(ŵ0 − ŵ02),

ãäå ŵ01 è ŵ02 êîðíè óðàâíåíèÿ Bŵ2
0 − Aŵ0 − 2δN2

1 = 0 èëè

ŵ01 =
A−

√
A2 + 8BδN2

1

2B
, ŵ02 =

A+
√
A2 + 8BδN2

1

2B
.

Çäåñü ìåíüøèé êîðåíü ŵ01 < 0, à φ0(x1, x2) > 0. Êàê ïîêàçàíî â [5], [6] (â ÷¼ì, âïðî÷åì,
ìîæíî óáåäèòüñÿ èç ÿâíîãî âèäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.16) - (1.17)) ïðè φ0(x1, x2) > ŵ01.
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áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî ŵ0 ≤ N2, ãäå N2 = max{ŵ02, sup
R2

φ0}. Ñëåäîâàòåëüíî

áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà w0 ≤ ŵ0 ≤ N2.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ w0 èìååò ìåñòî äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà

A

2B
≤ w0 ≤ N2 (1.25)

íà ëþáîì ïðîìåæóòêå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.8) - (1.11).
Îöåíêè (1.22) è (1.25) âûïîëíÿþòñÿ ïðè âñåõ 0 < s ≤ t , à çíà÷èò áóäóò ñïðàâåäëè-

âû è äëÿ ôóíêöèé pi(t, x1, x2) = wi(t, t, x1, x2), i = 1, 2, ν(t, x1, x2) = w0(t, t, x1, x2) ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäà÷å Êîøè (1.8) - (1.11). Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ëåììå.

Ë å ì ì à 1.1. Ïóñòü φ0 ∈ C 2
(R2) è âûïîëíåíî óñëîâèå (1.21). Òîãäà íà ëþáîì

ïðîìåæóòêå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1.8) - (1.11) áóäóò ñïðàâåäëèâû îöåí-
êè

A

2B
≤ ν ≤ N2, |pi| ≤ N1, i = 1, 2. (1.26)

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Îöåíîê (1.26) íåäîñòàòî÷íî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ íåëîêàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.7) - (1.8) íà ëþáîì çàäàííîì ïðîìåæóòêå [0,Υ] .
Íóæíû åù¼ îöåíêè äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ. Èõ âûâîä, êàê âèäíî íà ïðèìåðå ñòàòüè
[6], òðåáóåò äîñòàòî÷íî äëèííûõ âûêëàäîê. Ïîýòîìó â äàííîé ðàáîòå ìû îãðàíè÷èëèñü
èçëîæåíèåì ïåðâîãî ýòàïà â ïîèñêàõ óñëîâèé íåëîêàëüíîé ðàçðåøèìîñòè. Õîòÿ îöåíêè
âèäà (1.26) èìåþò è îïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå ñàìè ïî ñåáå, ò.ê. õàðàêòåðèçóþò êà÷åñòâåí-
íûå ñâîéñòâà ðåøåíèé.
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The nonstationary dissipative �rst-order partial di�erential

equation of the dislocation density with a quadratic

non-linearity

c⃝ S.N. Alekseenko4, S.N. Nagornykh5, N. S. Alekseenko6

Abstract. Variants of hypotheses on characteristics of sinks and sources of the dislocation density
in the problem of calculating the di�usion creep are considered. A �rst-order partial di�erential
equation with a quadratic non-linearity in the constant term is obtained. Conditions of the local
solvability and non-local boundedness of the solution and its �rst derivatives are determined with
using the method of an additional argument.

Key Words: dislocation density, nonlinear �rst-order equation, local solvability, method of an
additional argument, boundedness.
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ÓÄÊ 539.3: 533.5, 517.9

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì äèíàìè÷åñêîãî

êîíòðîëÿ çà èçìåíåíèåì äàâëåíèÿ

c⃝ Ï.À. Âåëüìèñîâ,1Þ.Â. Ïîêëàäîâà,2Å.Ñ. Ñåðåáðÿííèêîâà3

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, âêëþ÷àþùåé
â ñåáÿ òðóáîïðîâîä ñ ðàáî÷åé ñðåäîé è äàò÷èê, ñîñòàâíîé ÷àñòüþ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óïðóãèé
ýëåìåíò. Äàò÷èê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû (íàïðèìåð, íà âûõî-
äå èç êàìåðû ñãîðàíèÿ äâèãàòåëÿ), çàêîí èçìåíåíèÿ êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì. Ïîëó÷åíû
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå êîëåáàíèÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà, è íà èõ îñíîâå
ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî èññëåäîâàíèþ åãî äèíàìèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáîïðîâîä, äàò÷èê äàâëåíèÿ, äåôîðìàöèÿ, óïðóãèé ýëåìåíò, èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, äèíàìèêà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàä-
ðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009-2013 ã.ã. (ÃÊ 14.740.12.0837).

1. Ââåäåíèå

Íåçàâèñèìî îò ïðèíöèïà ïðåîáðàçîâàíèÿ âñå äàò÷èêè äàâëåíèÿ â òîé èëè èíîé ñòåïåíè
êðèòè÷íû ê âîçäåéñòâèþ âûñîêèõ òåìïåðàòóð è ïîâûøåííûõ âèáðîóñêîðåíèé. Ðàçìåùå-
íèå äàò÷èêà äàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî íà êîðïóñå äâèãàòåëÿ ïðèíöèïèàëüíî îáåñïå÷èâàåò
áîëåå âûñîêóþ äîñòîâåðíîñòü èçìåðåíèÿ, íî, êàê ïðàâèëî, ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçäåéñòâèåì
íà íåãî òåìïåðàòóð è âèáðîóñêîðåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé, à â ðÿäå
ñëó÷àåâ ê ðàçðóøåíèþ óïðóãîãî ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà. Ïðè÷åì âî ìíîãèõ
ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ïðè âçëåòå è ïîñàäêå àïïàðàòà) âîçäåéñòâèå èìååò íåñòàöè-
îíàðíûé õàðàêòåð. Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì, âîçíèêàåò çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ ìåõà-
íè÷åñêîé ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿. Â òàêîé ñèñòåìå äàò÷èê ðàñïîëîæåí
íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò äâèãàòåëÿ è ñîåäèíåí ñ íèì ñ ïîìîùüþ òðóáîïðîâîäà, ÷òî
ïîçâîëÿåò îñëàáèòü âîçäåéñòâèå òåìïåðàòóð è âèáðîóñêîðåíèé. Çàäà÷à ñîñòîèò â ïîëó-
÷åíèè óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ çàêîí èçìåíåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû íà âõîäå â òðóáîïðîâîä
(íà âûõîäå èç êàìåðû ñãîðàíèÿ äâèãàòåëÿ) è äåôîðìàöèþ óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà,
è ïðåäíàçíà÷åííûõ ïî âåëè÷èíå äåôîðìàöèè ýëåìåíòà ðàññ÷èòàòü äàâëåíèå â äâèãàòåëå.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿ ðàññìàòðèâàëèñü â [1]
� [8]. Èññëåäîâàëèñü êàê ëèíåéíûå ìîäåëè (äâèæåíèå ðàáî÷åé ñðåäû, à òàêæå äèíàìèêà
÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà îïèñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè), òàê è íåëè-
íåéíûå (äèíàìèêà ýëåìåíòà îïèñûâàåòñÿ íåëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè). Â äàííîé ñòàòüå
ïðåäëîæåíà íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿, ó÷èòû-
âàþùàÿ êàê ïîïåðå÷íóþ, òàê è ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà.

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåð-
ñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê

2 Äîöåíò êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê

3 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ¾Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà¿, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé
óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê
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2. Ëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïëîñêèå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâ-
ëåíèÿ¿ äëÿ òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû (ðèñ.2.1,2.2) è áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðî-
âîäà (ðèñ.2.3,2.4) ñ äàò÷èêîì, çàêðåïëåííûì íà òîðöåâîé è íà áîêîâîé ñòåíêàõ, à òàêæå
áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà ñ äàò÷èêîì, ðàñïîëîæåííûì íà ñòåíêå ïîëîñòè òðóáî-
ïðîâîäà (ðèñ.2.5).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Íà ðèñ.2.1, 2.2 èçîáðàæåíà ñõåìà ñèñòåìû äëÿ òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû ñ óïðóãèì
ýëåìåíòîì íà òîðöåâîé (2.1) è áîêîâîé (2.2) ñòåíêàõ.

Ð è ñ ó í î ê 2.3
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Ð è ñ ó í î ê 2.4

Íà ðèñ.2.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ñèñòåìû äëÿ áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà ñ
óïðóãèì ýëåìåíòîì íà òîðöåâîé (ðèñ. 2.3) è áîêîâîé (ðèñ. 2.4) ñòåíêàõ.

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Äëÿ ìîäåëè, ãåîìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà êîòîðîé èçîáðàæåíà íà ðèñ.2.5, äàò÷èê ðàñïîëîæåí
íà ñòåíêå ïîëîñòè áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà.

Íà ðèñ. 2.1-2.5: 1 - äâèãàòåëü, 2 - òðóáîïðîâîä, 3 - äàò÷èê, 4 - ðàáî÷àÿ ñðåäà, 5 - ïëàñòèíà
(óïðóãèé ýëåìåíò äàò÷èêà).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äèíàìèêå óïðóãîãî ýëåìåíòà (óïðóãîé ïëàñòèíû) äàò÷èêà äàâ-
ëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû, ðàñïîëîæåííîãî íà òîðöåâîé ñòåíêå òðóáîïðîâîäà êîíå÷íîé äëèíû
(ðèñ.2.1).

Ïðåäëàãàåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè è ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè:

φxx + φyy = 0, (x, y) ∈ G = {(x, y) : 0 < x < x0, 0 < y < y0}; (2.1)

φy(x, 0, t) = φy(x, y0, t) = 0, x ∈ (0, x0); (2.2)

φx(0, y, t) = ẇ(y, t), y ∈ (a, b), 0 < a < b < y0; (2.3)

φx(0, y, t) = 0, y ∈ (0, a) ∪ (b, y0); (2.4)

P̃ − ρφt(x0, y, t) = P∗(y, t), y ∈ (0, y0); (2.5)

L(w) ≡Mẅ +Dw′′′′ +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′ =

= P0(y, t)− P̃ + ρφt(0, y, t), y ∈ (a, b). (2.6)

Çäåñü (2.1) - óðàâíåíèå Ëàïëàñà, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ðàáî÷åé ñðåäû â òðóáîïðî-
âîäå; (2.2)-(2.4) - óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ; óñëîâèå (2.5) çàäàåò çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ
íà âõîäå â òðóáîïðîâîä; (2.6) - óðàâíåíèå äèíàìèêè ýëåìåíòà; φ(x, y, t) - ïîòåíöèàë ñêîðî-
ñòè ñðåäû;w(y, t) - ïðîãèá óïðóãîãî ýëåìåíòà; x0, y0 - ïðîäîëüíûé è ïîïåðå÷íûé ðàçìåðû
òðóáîïðîâîäà; a, b - êîîðäèíàòû êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà; P̃ - äàâëåíèå ðàáî÷åé ñðåäû
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â òðóáîïðîâîäå â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ; ρ - ïëîòíîñòü ñðåäû;M - ïîãîííàÿ ìàññà;D - èçãèáíàÿ
æåñòêîñòü; N - ñæèìàþùåå (ðàñòÿãèâàþùåå) óñèëèå;α, β - êîýôôèöèåíòû âíóòðåííåãî è
âíåøíåãî äåìïôèðîâàíèÿ; δ - êîýôôèöèåíò, ó÷èòûâàþùèé èíåðöèþ âðàùåíèÿ; òî÷êà è
øòðèõ, òàêæå êàê è èíäåêñû t è y ñíèçó, îáîçíà÷àþò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî t è y ñî-
îòâåòñòâåííî; P∗(y, t) - çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ñðåäû â ñå÷åíèè x = x0 (íà âûõîäå
èç äâèãàòåëÿ);P0(y, t) - ðàñïðåäåëåííàÿ âíåøíÿÿ íàãðóçêà, äåéñòóþùàÿ íà ýëåìåíò.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.6) ðàññìàòðèâàëàñü â [1] � [5]. Íà îñíîâå ìåòîäà Ôóðüå
çàäà÷à ñâîäèëàñü ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà.
Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ ðàáî÷åé ñðåäû íà âõîäå â òðóáîïðîâîä
(íà âûõîäå èç äâèãàòåëÿ) è ôóíêöèþ ïðîãèáà óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà äàâëåíèÿ èìååò
âèä:

L(w) = P0(y, t)−
ρx0
y0

b∫
a

ẅ(y, t)dy − 1

y0

y0∫
0

P∗(y, t)dy−

−2ρ

y0

∞∑
s=1

cos(λsy)

ch(λsx0)

 y0∫
0

P∗(y, t)

ρ
cos(λsy)dy +

sh(λsx0)

λs

b∫
a

ẅ(y, t) cos(λsy)dy

 , (2.7)

ãäå îïåðàòîð L(w) îïðåäåëÿåòñÿ, ñîãëàñíî (2.6), âûðàæåíèåì

L(w) ≡Mẅ +Dw′′′′ +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′. (2.8)

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî äëèííîãî òðóáîïðîâîäà (ðèñ.2.3-2.5) íà îñíîâå ìåòîäîâ òåîðèè
ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî (ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà Êðèñòîôåëÿ-Øâàðöà, ôîðìóë
Øâàðöà è Ñîõîöêîãî) ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ P (t)
íà âõîäå â òðóáîïðîâîä è äåôîðìàöèþ w óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà. Íàïðèìåð, äëÿ
ìîäåëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.2.4, èìååì:

L(w) = P∗(t)− P0(x, t) +
ρ

π

b∫
a

ẅ(s, t) ln

∣∣∣∣chπsy0 − ch
πx

y0

∣∣∣∣ ds, (2.9)

à äëÿ ìîäåëè, èçîáðàæåííîé íà ðèñ.2.5 -

L(w) = P (t)− P0(x, t) +
ρ

π

b∫
a

ẅ(τ, t) ln

∣∣∣∣ ξ(τ)− n

ξ(τ)− ξ(x)

∣∣∣∣ dτ, x ∈ (a, b), (2.10)

ãäå ξ(x) - ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ôóíêöèè x(ξ) = C0

ξ∫
0

√
m−s
s(1−s)

ds
n−s

, ξ ∈ [0, 1] . Êîíöû

èíòåðâàëà (α, β ) îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé: x(α) = a , x(β) = b . Ïàðàìåòðû C0 , m , n
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû l , y0 , H [6].

3. Íåëèíåéíûå ìîäåëè ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (2.1)-(2.6) ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîé òåîðèè àýðîãèäðîóïðóãîñòè, êî-
ãäà äèíàìèêà æèäêîñòè (ãàçà), à òàêæå äèíàìèêà ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà, îïè-
ñûâàþòñÿ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.
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Àâòîðàìè áûëà ïðåäëîæåíà ðàíåå â [7] òàêæå íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå óðàâíåíèÿìè (2.1)-(2.6), ïðè ýòîì â óðàâíåíèè (2.6), îïèñûâàþùåì
äèíàìèêó ïëàñòèíû, äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð L(w) çàìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì:

L(w) ≡Mẅ +

(
Dw′′

[1 + (w′)2]
3
2

)′′

+Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ − δẅ′′. (3.1)

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî w′ ìàëî, ïðîèçâîäèëàñü çàìåíà 1

[1+(w′)2]
3
2
íà

[
1− 3

2
(w′)2

]
. Â

ðåçóëüòàòå âûðàæåíèå äëÿ L(w) ïðèíèìàëî âèä

L(w) ≡Mẅ+Dw′′′′ − 3

2
Dw′′′′(w′)2 − 9Dw′′′w′′′ − 3D(w′′)3 +Nw′′ + αẇ′′′′ + βẇ− δẅ′′. (3.2)

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ¾òðóáîïðîâîä - äàò-
÷èê äàâëåíèÿ¿, ó÷èòûâàþùàÿ êàê ïîïåðå÷íóþ, òàê è ïðîäîëüíóþ äåôîðìàöèè óïðóãîãî
ýëåìåíòà äàò÷èêà. Óðàâíåíèå (2.6), îïèñûâàþùåå äèíàìèêó ïëàñòèíû, çàìåíÿåòñÿ ñèñòå-
ìîé äâóõ óðàâíåíèé:


−EF

[
u′ + 1

2
(w′)2

]′
+Mü+ α∗u̇

′′ = 0,

−EF
[
w′(u′ + 1

2
(w′)2)

]′
+

(
Dw′′

[1+(w′)2]
3
2

)′′

+Mẅ + αẇ′′′′ − δẅ′′ + βẇ +Nw′′ =

= P0(y, t)− P̃ + ρφt(0, y, t), y ∈ (a, b).

(3.3)

Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (3.3) èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ïðàâûå ÷à-
ñòè óðàâíåíèé (2.7), (2.9), (2.10) â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîé ìîäåëè. Çäåñü u(y, t), w(y, t) -
ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà â íàïðàâëåíèè îñåé x è y ñî-
îòâåòñòâåííî; E -ìîäóëü óïðóãîñòè; F -ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî w′ ìàëî, ïðîèçâîäèëàñü çàìåíà 1

[1+(w′)2]
3
2
íà
[
1− 3

2
(w′)2

]
.

4. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèè

Äëÿ ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ìîäåëåé, ãåîìåòðè÷åñêèå ñõåìû êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà
ðèñ.2.1-2.5, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèè ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ãàëåðêèíà.

Äëÿ ëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (2.1)-(2.6) è íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5),

(3.2) ðåøåíèå w(y, t) óðàâíåíèÿ (2.7) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)gk(y) , ãäå

{gk(y)}∞k=1 - ïîëíàÿ íà [a, b] ñèñòåìà áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû (w = 0, w′ = 0 ïðè y =

a, y = b ) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îòûñêèâàåòñÿ â âèäå w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)ψk(y) , ãäå

ψk(y) = ch(µk(y − a))− cos(µk(y − a))−

−ch(µk(b− a))− cos(µk(b− a))

sh(µk(b− a))− sin(µk(b− a))
(sh(µk(y − a))− sin(µk(y − a))),
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ïðè ýòîì µk íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ ch(µk(y − a)) · cos(µk(y − a)) = 1 ( k = 1, ..., n ).

Ôóíêöèè {ψk(y)}∞k=1 îðòîãîíàëüíû íà [a, b] , ò.å.
b∫
a

ψi(y)ψj(y)dy = 0 ïðè i ̸= j . Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî
b∫
a

ψ2
i (y)dy = b− a .

Äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû (w = 0 , w′′ = 0 ïðè y = a , y = b )
ìîæíî ïîëîæèòü

w(y, t) =
m∑
k=1

wk(t) sin βk(y − a),

ãäå βk =
πk
b−a

.
Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçêè óðàâíåíèÿ (2.7) ê ñèñòåìå áàçèñíûõ ôóíêöèé

{gk(y)}nk=1 ïîëó÷èì ñèñòåìó èç n îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ
wk(t) .

Äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè, ó÷èòûâàþùåé êàê ïðîäîëüíóþ, òàê è ïîïåðå÷íóþ äåôîðìà-
öèè, ñîãëàñíî ìåòîäó Ãàëåðêèíà, èñêîìûå ôóíêöèè äåôîðìàöèè u(y, t), w(y, t) èùåì â

âèäå u(y, t) =
n∑

k=1

uk(t)hk(y) , w(y, t) =
n∑

k=1

wk(t)gk(y) , ãäå {hk(y)}∞k=1 , {gk(y)}∞k=1 - ïîëíûå

íà [a, b] ñèñòåìû áàçèñíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, ñîîòâåò-
ñòâóþùèì óñëîâèÿì çàêðåïëåíèÿ ïëàñòèíû.

Èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè íåâÿçîê ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé (3.3) ê ñèñòåìàì
áàçèñíûõ ôóíêöèé {hk(y)}∞k=1 , {gk(y)}∞k=1 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì ñèñòåìó èç 2n îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ uk(t), wk(t) .

Íàïðèìåð, äëÿ n = 2 â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ ïëàñòèíû è a = 0, b =
y0 , hk(y) = sin βk(y− a) , gk(y) = sin βk(y− a) ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé èìååò âèä:

1. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.6){
A1ẅ1(t) +B1ẇ1(t) + C1w1(t) = F1(t),
A2ẅ2(t) +B2ẇ2(t) + C2w2(t) = F2(t)

2. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.5), (3.2){
N1ẅ1(t) +M1ẇ1(t) +D1w1(t) +G1w

3
1(t) +H1w1(t)w

2
2(t) = P1(t),

N2ẅ2(t) +M2ẇ2(t) +D2w2(t) +G2w
3
2(t) +H2w2(t)w

2
1(t) = P2(t).

3. Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü (2.1)-(2.5), (3.3)

a11ü1 + a12u̇1 + a13u1 + a14w1w2 = 0,
a21ü2 + a22u̇2 + a23u2 + a24w

2
1 = 0,

a31ẅ1 + a32ẇ1 + a33w1 + a34w
3
1 + a35w1w

2
2 + a36u1w2 + a37w1u2 = f1(t),

a41ẅ2 + a42ẇ2 + a43w2 + a44w
3
2 + a45w2w

2
1 + a46u1w2 = 0.

Êîýôôèöèåíòû A1, B1... ,N1,M1, ... a11, a12, ... âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû çàäà÷è.
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5. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû îðòîãîíàëèçàöèè, ðåøàåòñÿ ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû Mathematica. Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà ÝÂÌ äèíàìè-
êè óïðóãîãî ýëåìåíòà äàò÷èêà â çàâèñèìîñòè îò çàêîíà èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â äâèãàòåëå.
Èññëåäîâàëàñü äåôîðìàöèÿ ýëåìåíòà êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè (â ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ ýëå-
ìåíòà) è êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàòû (â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè) äëÿ ðàçëè÷íûõ
ïàðàìåòðîâ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Ï ð è ì å ð 5.1. Ðàññìîòðèì ìîäåëü, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.1, â ñëó÷àå øàðíèð-
íîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ óïðóãîãî ýëåìåíòà. Ðàáî÷àÿ ñðåäà - âîäà ( ρ0 = 103 ), ïëàñòèíà
èçãîòîâëåíà èç ñòàëè (E = 2 · 1011, ρ0 = 7, 8 · 103, h = 3 · 10−4 ).

Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ (âñå çíà÷åíèÿ ïðèâåäåíû â ñèñòåìå ÑÈ) x0 = 2 ,
y0 = 0, 02 , a = 0 , b = y0 , M = 2, 34 , D = 0, 495 , N = 103 , α =
0, 01 , β = 0, 3 , δ = 0 , w(y, 0) = 0 , ẇ(y, 0) = 0, 5 , P0(x, t) = 0 , P0(y, t) =
105(20 + cos(10t) ïîëó÷åíî ðåøåíèå äëÿ ôóíêöèè w(y, t) â òî÷êå y∗ = a+b

2.5
(ðèñ.5.1):

Ð è ñ ó í î ê 5.1

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.2

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåì äèíàìè÷åñêîãî êîíòðîëÿ çà . . . 29

Ð è ñ ó í î ê 5.3

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).

Ïðîãèáû óïðóãîãî ýëåìåíòà â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t = t0 äëÿ ëèíåéíîé è
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ.5.4,5.5.

Ð è ñ ó í î ê 5.4

Ð è ñ ó í î ê 5.5

Ðèñ. 5.4, 5.5. Ãðàôèêè äåôîðìàöèè w(y, t0) äëÿ à)ëèíåéíîé (2.1)-(2.6), á)íåëèíåéíîé (2.1)-
(2.5),(3.2) è â)íåëèíåéíîé (2.1)-(2.5), (3.3) â ôèêñèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè t0 .

Äëÿ óêàçàííûõ âûøå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, óâåëè÷èì òîëùèíó ïëàñòèíêè h = 4·10−4

(M = 3, 12 ;D = 1, 172 ;EF = 8 · 107 ).
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Ð è ñ ó í î ê 5.6

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.7

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).

Ð è ñ ó í î ê 5.8

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).
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Äëÿ h = 9 · 10−4(M = 7, 02;D = 3, 365;EF = 18 · 107) ïîëó÷èì ãðàôèêè äåôîðìàöèè
w(y∗, t) .

Ð è ñ ó í î ê 5.9

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.6).

Ð è ñ ó í î ê 5.10

Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.2).

Ð è ñ ó í î ê 5.11
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Ãðàôèê äåôîðìàöèè w(y, t) äëÿ íåëèíåéíîé ìîäåëè (2.1)-(2.5), (3.3).

Ñðàâíèâàÿ ãðàôèêè 5.1-5.11 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè òîëùèíû ïëà-
ñòèíêè ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå äåôîðìàöèè óïðóãîãî ýëåìåíòà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ôè-
çè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë òàêæå, ÷òî äëÿ îäèíàêîâûõ
çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ãðàôèêè äåôîðìàöèé ïëàñòèíû äëÿ íåëèíåéíûõ è ëèíåé-
íîé ìîäåëåé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, îòêóäà ñëåäóåò âûâîä, ÷òî ó÷åò íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ
â óðàâíåíèè, îïèñûâàþùåì äèíàìèêó ïëàñòèíû, èìååò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè èññëåäîâàíèè
äèíàìèêè ÷óâñòâèòåëüíîãî ýëåìåíòà.

6. Çàêëþ÷åíèå

Ðàçâèòèå àâèàöèîííîé, êîñìè÷åñêîé è äðóãîé òåõíèêè òðåáóåò ïîñòîÿííîãî ñîâåðøåíñòâî-
âàíèÿ è ðàçðàáîòêè íîâûõ òèïîâ ïåðâè÷íûõ ïðåîáðàçîâàòåëåé, â ÷àñòíîñòè, äàò÷èêîâ äàâ-
ëåíèÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêàåò àêòóàëüíàÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ äèíàìèêè è óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ýëåìåíòîâ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ, âçàèìîäåé-
ñòâóþùèõ ñ æèäêîñòüþ. Ïðåäëîæåííûå àâòîðàìè íîâûå ìîäåëè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
¾òðóáîïðîâîä - äàò÷èê äàâëåíèÿ¿, ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷ àýðîãèäðî-
óïðóãîñòè ïîçâîëÿþò äîïîëíèòü áàçó ñîâðåìåííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äàò÷èêîâ äàâëåíèÿ è
óñîâåðøåíñòâîâàòü åå.
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ÓÄÊ 517.9

Îöåíêà êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ìîäåëåé ñèñòåìíîé

äèíàìèêè

c⃝ Ñ.È. Ñïèâàê1, Î.Ã. Êàíòîð2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îöåíêè êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè. Íà îñíîâå ïîäõîäà Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, íèâåëèðóþùèé íåòî÷íîñòè íàáëþäåíèé è ïîçâîëÿþùèé
ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè, êà÷åñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé, ïîäõîä Ë.Â. Êàíòîðîâè÷à, ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé.

Êàòåãîðèÿ ¾êà÷åñòâî¿ ïðèìåíèòåëüíî ê ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì ìîæåò òðàêòîâàòü-
ñÿ äâîÿêî. Â îáû÷íîì ïîíèìàíèè � ýòî ïðèíöèïèàëüíàÿ ñïîñîáíîñòü ìîäåëè îïèñûâàòü
èññëåäóåìûé îáúåêò (¾äà¿ � îïèñûâàåò, ¾íåò¿ � íå îïèñûâàåò); â ðàñøèðåííîì ïîíèìàíèè
¾êà÷åñòâî¿ ìîäåëè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðîé ÷èñëîâîé âåëè÷èíîé, ïðèíèìàþùåé çíà÷å-
íèÿ â îïðåäåëåííîì èíòåðâàëå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè äâà ðàçíûõ ïîíèìà-
íèÿ êà÷åñòâà îòâå÷àþò ñèòóàöèÿì, êîãäà ìîäåëÿì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äèñêðåòíûå èëè
íåïðåðûâíûå ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè.

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâîé òðàêòîâêè íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ó ìîäåëè ¾êà÷å-
ñòâåííîãî¿ ïðèçíàêà ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äâóìÿ ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷íûìè ñïîñîáàìè:
ïåðâûé ñîñòîèò â àïîñòåðèîðíîì ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ìîäåëüíûõ ðàñ÷åòîâ ñ ôàêòè-
÷åñêèìè äàííûìè, ò.å. ïðîâåðêà ïðàêòèêîé, âòîðîé � â ïðîâåðêå ìîäåëè íà ïðåäìåò âûïîë-
íåíèÿ ðÿäà êðèòåðèåâ ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ïðîèñõîäèò â ýêîíîìåòðèêå. Âòîðîé ñïîñîá
ïîäðàçóìåâàåò èñïîëüçîâàíèå ìîäåëåé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñûâàòü íàáëþäàåìûå îáúåêòû, ñ
ïðèåìëåìûìè çíà÷åíèÿìè êà÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè. Ïðè ýòîì îáû÷íî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ ñâÿçíîñòü óðîâíåé êà÷åñòâà, ò.å. âñÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé êà÷åñòâåííîé õàðàêòåðè-
ñòèêè ìîæåò áûòü ðàçáèòà íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ èíòåðâàëû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
(íåïîâòîðÿþùèìñÿ) óðîâíÿì êà÷åñòâà. Äðóãèìè ñëîâàìè, êà÷åñòâî èñïîëüçóåìîé ìîäå-
ëè äîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ íà îñíîâàíèè íåêîòîðîãî êðèòåðèÿ, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â
çàäàííîì èíòåðâàëå. Ïîä çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ êà÷åñòâà ìîäåëè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü çà-
äàíèå íåêîòîðîãî ÷èñëîâîãî êðèòåðèÿ è àëãîðèòì åãî èäåíòèôèêàöèè [5], ïîçâîëÿþùèé
îòâåòèòü íà âîïðîñ, îïèñûâàåò ëè ìîäåëü èçó÷àåìóþ ñèñòåìó ñ òðåáóåìûì óðîâíåì êà-
÷åñòâà, ÷òî â íàøåì ïîíèìàíèè ñîîòâåòñòâóåò ïîïàäàíèþ çíà÷åíèé ââåäåííîãî êðèòåðèÿ
âíóòðü çàäàííîãî èíòåðâàëà. Ïîä ¾êà÷åñòâîì ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè¿ áóäåì ïîíèìàòü ÷èñ-
ëîâîé êðèòåðèé, õàðàêòåðèçóþùèé íàñêîëüêî âûáðàííûé òèï ìîäåëè è ôèêñèðîâàííûé
íàáîð çíà÷åíèé åå ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþò êà÷åñòâî ìîäåëè â öåëîì.

Ïðîáëåìà îöåíêè êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ çàäà÷ ñè-
ñòåìíîé äèíàìèêè � ìåòîäà èçó÷åíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íåëèíåéíûìè îáðàòíûìè ñâÿçÿìè,
ðàçðàáîòàííûé â ñåðåäèíå ÕÕ âåêà ïðîôåññîðîì Ìàññà÷óñåòñêîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî èí-
ñòèòóòà Äæ. Ôîððåñòåðîì. Â ìåòîäå ñèñòåìíîé äèíàìèêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ
ñèñòåìíûõ óðîâíåé ïèøóòñÿ óðàâíåíèÿ îäíîãî è òîãî æå òèïà [2]:

dx

dt
= x+ − x−, (1.1)

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÈÑÝÈ ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru.
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ãäå x+ è x− - ïîëîæèòåëüíûé è îòðèöàòåëüíûé òåìïû ñêîðîñòè ñèñòåìíîãî óðîâíÿ x ,
êàæäûé èç êîòîðûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå ôàêòîðû, âûçûâàþùèå ñîîòâåòñòâåííî ðîñò è
óáûâàíèå x . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî x+ è x− ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî ñèñòåìíûõ óðîâ-
íåé. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ñèñòåìíîé äèíàìèêè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöè-
àëüíûå óðàâíåíèÿ âïîëíå îïðåäåëåííîé ñòðóêòóðû. Îáùèé âèä ñèñòåìû (1.1) â ñëó÷àå
èññëåäîâàíèÿ ìîäåëè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ñëåäóþùèé

dx

dt
= a1·xα1 ·yβ1 − a2·xα2 ·yβ2 , (1.2)

dx

dt
= a3·xα3 ·yβ3 − a4·xα4 ·yβ4 .

Î÷åâèäíî, ÷òî ñïåöèôèêàöèÿ ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè (1.2) è, êàê ñëåäñòâèå, åå
êà÷åñòâî, çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ {aj, αj, βj} , j = 1, 4 , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ïî
èìåþùåéñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèè è òîëüêî â ñàìûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ - íà îñíîâå
î÷åâèäíûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçåé ìåæäó ñèñòåìíûìè óðîâíÿìè è òåìïàìè.

Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé îöåíêè êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñèñòåìíîé
äèíàìèêè àâòîðàìè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïîäõîä, îñíîâîïîëîæíèêîì êîòîðîãî ÿâ-
ëÿåòñÿ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷, âïåðâûå âûñêàçàâøèé â ñâîåé ðàáîòå [1] èäåè ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ
äâóñòîðîííèõ ãðàíèö äëÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé è îáëàñòåé ðàñïîëîæåíèÿ èñêîìûõ è íà-
áëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðåäëîæåííûé Ë.Â. Êàíòî-
ðîâè÷åì ïîäõîä ÿâèëñÿ íîâûì ñëîâîì â òåîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòà,
ò.ê. íå òðåáóåò çíàíèÿ î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòåé èçìåðå-
íèé. Áîëåå òîãî, ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Êàíòîðîâè÷à âîçìîæíî âêëþ÷åíèå â ìîäåëü
ðàçëè÷íûõ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé, îêàçûâàþùèõ âëèÿíèå íà êà÷åñòâî ìîäåëè â öåëîì,
ñîáëþäåíèå êîòîðûõ ïðîäèêòîâàíî î÷åâèäíûìè ñîîáðàæåíèÿìè.

Â îáùåì âèäå ïîñòàíîâêà çàäà÷è îöåíêè êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ìîäåëåé íà îñíîâå
èñïîëüçîâàíèÿ ïîäõîäà Êàíòîðîâè÷à èìååò ñëåäóþùèé âèä.

F (a1, ..., ak) → opt
a

(1.3)

|xýêñïi − xðàñ÷i | ≤ δi, i = 1, n, (1.4)

G(x, a) ⊂ S0, (1.5)

ãäå a = {a1, ..., ak} - èñêîìûå ïàðàìåòðû, îïðåäåëÿþùèå ñïåöèôèêàöèþ ìîäåëè x =
x(x, a) ; n � ÷èñëî íàáëþäåíèé; F (a1, ..., ak) - êðèòåðèé êà÷åñòâà ìîäåëè; (1.4) � óñëî-
âèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå áëèçîñòü ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé; δi � âåëè÷èíà
ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè â i -ì íàáëþäåíèè; (1.5) � äîïîëíè-
òåëüíûå óñëîâèÿ.

Ë.Â. Êàíòîðîâè÷, îïèñûâàÿ ïðåäëàãàåìûé èì ïîäõîä ê îáðàáîòêå íàáëþäåíèé, ñ÷èòàë,
÷òî èññëåäîâàòåëü äîëæåí ðàñïîëàãàòü èíôîðìàöèåé î âåëè÷èíå ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé
ïîãðåøíîñòè. Îäíàêî äàëåêî íå âñåãäà ýòî ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ñ÷è-
òàåì öåëåñîîáðàçíûì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíî äîïóñòèìûå ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè
{δi} êàê íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, à îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé îñóùåñòâëÿòü ñ ïîçè-
öèé ó÷åòà ñëåäóþùèõ àñïåêòîâ: íåîáõîäèìî äîáèâàòüñÿ, âî-ïåðâûõ, áëèçîñòè ðàñ÷åòíûõ
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, âî-âòîðûõ, � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé îáëàñòè ïðåäåëüíî
äîïóñòèìûõ ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè; â-òðåòüèõ, � ïðèåìëåìîãî óðîâíÿ âàðèàöèè
îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïîä ìèíèìàëüíî âîçìîæíîé îáëàñòüþ ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ
ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè áóäåì ïîäðàçóìåâàòü îáëàñòü çíà÷åíèé âåëè÷èí {δi} ñ ìè-
íèìàëüíûì äèàìåòðîì.
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Áëèçîñòü ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, à òàêæå ðàçìåð îáëàñòè äîïóñòè-
ìûõ ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû îòäåëüíûìè êðèòåðèÿìè. Îäíà-
êî, èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèåâ âèäà

F =
n∑

i=1

δ2i → min
a,{δi}

, (1.6)

èëè

F =
1

n

( n∑
i=1

∣∣∣∣ δi
xýêñïi

∣∣∣∣) · 100% → min
a,{δi}

, (1.7)

ñóòü êîòîðûõ � ñóììà êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îò ðàñ÷åòíûõ
è ñðåäíÿÿ îøèáêà àïïðîêñèìàöèè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîçâîëèò îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû ìî-
äåëè òàêèì îáðàçîì, ÷òî áóäåò îäíîâðåìåííî îáåñïå÷èâàòüñÿ äîñòèæåíèå äâóõ öåëåé:
íàèëó÷øàÿ áëèçîñòü ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ è äîñòèæåíèå ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîé îáëàñòè äîïóñòèìûõ ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè, ò.ê. ôóíêöèîíàëüíûé
âèä êðèòåðèÿ (1.6) ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòó äèàãîíàëè êîîðäèíàòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, â
êîòîðûé âïèñàíà îáëàñòü ïðåäåëüíî äîïóñòèìûõ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè {δi} , à êðèòåðèÿ
(1.7) � ñðåäíåìó îòíîñèòåëüíîìó îòêëîíåíèþ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ,
âûðàæåííîìó â ïðîöåíòàõ.

Ïîâûøåííûå òðåáîâàíèÿ ê êà÷åñòâó ìîäåëè, êîòîðûå, íà âçãëÿä àâòîðîâ, äîëæíû ðå-
àëèçîâûâàòüñÿ ïîñðåäñòâîì îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè, îáëàäàþùèõ ïðèåìëåìûì
óðîâíåì âàðèàöèè, îáóñëîâëèâàþòñÿ íåòî÷íîñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ò.ê. â ðå-
çóëüòàòå ìèíèìèçàöèè êðèòåðèåâ (1.6) èëè (1.7) ïðè óñëîâèÿõ (1.4), (1.5) ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà êà÷åñòâåííàÿ ìîäåëü ¾íåêà÷åñòâåííûõ¿ äàííûõ.

Ïîä óðîâíåì âàðèàöèè îòäåëüíîãî ïàðàìåòðà (Iap) ìîäåëè áóäåì ïîíèìàòü èíòåð-
âàë åãî çíà÷åíèé, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà êîòîðîãî ìîäåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèåì-
ëåìûì êà÷åñòâîì. Î÷åâèäíî, ÷åì áîëüøå äëèíà èíòåðâàëà (Iap) , òåì áîëüøåå êî-
ëè÷åñòâî ïðèåìëåìûõ âàðèàíòîâ ñóùåñòâóåò äëÿ ñïåöèôèêàöèè ìîäåëè, à ýòî â
ñâîþ î÷åðåäü óâåëè÷èâàåò íåîïðåäåëåííîñòü ïðè âûáîðå åå îêîí÷àòåëüíîãî âèäà. Ïîä
óðîâíåì âàðèàöèè âñåé ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè áóäåì
ïîíèìàòü íåêóþ ÷èñëîâóþ õàðàêòåðèñòèêó ìíîæåñòâà I , ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé îáëàñòü
â ïðîñòðàíñòâå çíà÷åíèé âåëè÷èí a1, ..., ak , êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëå-
ìîå êà÷åñòâî ìîäåëè F 0 , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì F ≤ F 0 . Â êà÷åñòâå òàêîé õàðàê-
òåðèñòèêè íàèáîëåå ëîãè÷íûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äèàìåòðà ìíîæåñòâà I , îäíàêî,
îïðåäåëåíèå ãðàíèö äàííîãî ìíîæåñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåñüìà íåïðîñòóþ ñàìîñòîÿ-
òåëüíóþ çàäà÷ó. Â ýòîé ñâÿçè áîëåå ïðîñòûì, õîòÿ è ìåíåå òî÷íûì, ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá îöåíêè
óðîâíÿ âàðèàöèè âñåé ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè íà îñíîâå
âû÷èñëåíèÿ äèàãîíàëè êîîðäèíàòíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Ωk =

{
M(a1, ..., ak)|ap ∈ Iap , p =

1, k} . Òàêæå îöåíèâàòü óðîâåíü âàðèàöèè âñåé ñîâîêóïíîñòè ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþ-
ùåé ôóíêöèè öåëåñîîáðàçíî ïîñðåäñòâîì àíàëèçà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé âàðèà-
öèè åå ïàðàìåòðîâ, êîòîðîå ïî ñóòè ñëóæèò ìåðîé ðàçáðîñà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé âåëè÷èí{
ap|p = 1, k} âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷å÷íûõ îöåíîê.
Òàêèì îáðàçîì, àâòîðàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùàÿ ïðîöåäóðà ðåà-

ëèçàöèè çàäà÷è îöåíêè êà÷åñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè.
1. Ñáîð äàííûõ.
2. Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (1.6), (1.4), (1.5) èëè (1.7), (1.4), (1.5) (â çàâèñè-

ìîñòè îò ïðåäïî÷òåíèé èññëåäîâàòåëÿ â îòíîøåíèè êðèòåðèÿ êà÷åñòâà), â ðåçóëüòàòå ÷åãî
áóäóò îïðåäåëåíû îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå êðèòåðèÿ êà÷åñòâà F ∗ , âåëè÷èíû ïîãðåøíîñòåé
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àïïðîêñèìàöèè
{
δ∗i , i = 1, n} è íàáîð çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ a∗ =

{
a∗1, ..., a

∗
k

}
, îïðåäåëÿþ-

ùèé ñïåöèôèêàöèþ ìîäåëè.
3. Ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøåíèå k çàäà÷ âèäà

ap → min
a,{δi}

(max
a,{δi}

), (1.8)

|xýêñïi − xðàñ÷i | ≤ δi, i = 1, n, (1.9)

G(x, ap) ⊂ S0, (1.10)

F ≤ F 0, (1.11)

ãäå p = 1, k , F 0 ≥ F ∗ .
Óñëîâèå (1.11) îáåñïå÷èâàåò ó÷åò âàðèàáåëüíîñòè (íåîïðåäåëåííîñòè) ïàðàìåòðîâ ìî-

äåëè ïðè óñëîâèè ñîõðàíåíèÿ äîïóñòèìîãî óðîâíÿ êà÷åñòâà ìîäåëè â öåëîì.
Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âñåõ k çàäà÷ (1.8)-(1.11) áóäóò îïðåäåëåíû èíòåðâàëû èçìåíåíèÿ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ap ∈ [amin
p , amax

p ], p = 1, k , îáåñïå÷èâàþùèõ åå ïðèåìëåìîå êà÷åñòâî.

4. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èí ∆p = amin
p − amax

p , p = 1, k , õàðàêòåðèçóþùèõ âàðèàöèè ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëè.

5. Ðàñ÷åò èíòåãðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ïî ôîðìóëå

G =

√√√√ k∑
p=1

∆2
p, (1.12)

ëèáî

G =
1

k

( k∑
p=1

∣∣∣∣∆p

a∗p

∣∣∣∣) · 100%. (1.13)

6. Èíòåðïðåòàöèÿ çíà÷åíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé èññëåäîâàòåëåì øêàëîé äëÿ åãî îöåíêè.

Ìîäåëü áóäåò ñ÷èòàòüñÿ êà÷åñòâåííîé, åñëè íà ýòàïàõ 2 è 5 áóäóò ïîëó÷åíû óäîâëåòâî-
ðèòåëüíûå çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ F è G , ñîîòâåòñòâåííî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èññëåäîâà-
òåëþ ïðèäåòñÿ ïåðåõîäèòü ê äðóãîìó ñîñòàâó ïåðåìåííûõ â ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè,
à çàòåì âíîâü îöåíèâàòü åå êà÷åñòâî.

Çàìåòèì, ÷òî íà âçãëÿä àâòîðîâ, êðèòåðèè (1.7) è (1.13) â êîíòåêñòå ðåøàåìîé çà-
äà÷è èìåþò áîëåå íàãëÿäíóþ òðàêòîâêó. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå êðèòåðèÿ (1.13) ïî
ñðàâíåíèþ ñ êðèòåðèåì (1.12) ïîçâîëÿåò áîëåå îáúåêòèâíî îöåíèâàòü âàðèàöèþ ïàðàìåò-
ðîâ ìîäåëè ââèäó òîãî, ÷òî ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè ó÷èòûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûå âàðèàöèè
ïàðàìåòðîâ, à íå àáñîëþòíûå, êîòîðûå ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïà-
ðàìåòðîâ.

Ó÷èòûâàÿ íåëèíåéíîñòü ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè è ñâÿçàííóþ ñ ýòè ôàêòîì ñëîæ-
íîñòü ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè ïðèâåäåííûõ ìîäåëåé, ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå èäåé ëè-
íåàðèçàöèè óðàâíåíèé ñèñòåìíîé äèíàìèêè (1.2) ïî ïàðàìåòðàì {aj, αj, βj} , j = 1, 4 [3].

dx

dt
≈ a1 − a2, (1.14)

dy

dt
≈ a3 − a4.

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè èìåþùèõñÿ íàáëþäåíèé âîçìîæíûì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëå-
íèå òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê òîëüêî äëÿ ïàðàìåòðîâ {aj} , j = 1, 4 . Ïîëó÷åííûå
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òî÷å÷íûå è èíòåðâàëüíûå îöåíêè {a0j} , j = 1, 4 è {[a−j ; a+j ]} , j = 1, 4 ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê äëÿ âñåõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè
(1.2) íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ ÷àñòåé ðàçëîæåíèé óðàâíåíèé â ðÿä Òåéëîðà ñ
öåíòðîì â òî÷êå {a0j , αj = 0, βj = 0} , j = 1, 4 :

dx

dt
≈ a1 + a01 · lnx · α1 + a01 · ln y · β1 − a2 − a02 · lnx · α2 − a02 · ln y · β2, (1.15)

dy

dt
≈ a3 + a03 · lnx · α3 + a03 · ln y · β3 − a4 − a04 · lnx · α4 − a04 · ln y · β4.

Çíàíèå èíòåðâàëîâ {[a−j ; a+j ]} , j = 1, 4 ïîçâîëèò âàðüèðîâàòü öåíòð ðàçëîæåíèÿ â ðÿäå
Òåéëîðà.

Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêó êà÷åñòâà ñïåöèôèêàöèè ìîäåëåé ñèñòåìíîé äèíàìèêè ñëåäóåò
îñóùåñòâëÿòü ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ èçëîæåííîé âûøå ïðîöåäóðû ê êàæäîé èç ìîäåëåé
(1.14) è (1.15) â îòäåëüíîñòè. Ïðè ýòîì öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò òðåáîâàíèé áëèçîñòè
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è ðàñ÷åòíûõ äàííûõ â âèäå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé∣∣∣∣∣

(
dx

dt

)
ðàñ÷
∣∣∣∣
i

−
(
dx

dt

)
ýêñï
∣∣∣∣
i

∣∣∣∣∣≤ εxi , i = 1, n, (1.16)

∣∣∣∣∣
(
dy

dt

)
ðàñ÷
∣∣∣∣
i

−
(
dy

dt

)
ýêñï
∣∣∣∣
i

∣∣∣∣∣≤ εyi , i = 1, n. (1.17)

Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûé ïóòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ñî-
ñòîèò â ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèé ðàñ÷åòíûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â ñìûñëå íåêî-
òîðîãî ââåäåííîãî êðèòåðèÿ. Îñíîâàíèåì äëÿ âûáîðà êðèòåðèÿ ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î
çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ, êàê ïðàâèëî, òàêàÿ
èíôîðìàöèÿ îòñóòñòâóåò, â òî âðåìÿ êàê äîñòóïíîé ÿâëÿåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ïðåäåëüíî äî-
ïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Èìåííî ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì äîâîäîì â ïîëüçó
ïðèìåíåíèÿ èäåè, ëåæàùåé â îñíîâå ïîäõîäà Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à.
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Evaluation the quality speci�cation of system dynamics

models.

c⃝ S.I. Spivak3, O.G. Kantor4

Abstract. The problem of evaluation the quality speci�cation of system dynamics models is
considered. Based on the approach of L.V. Kantorovich, a new method of determination the model
parameters is developed. It grades inaccuracies of socio-economic observations and allows taking
into account additional terms and conditions.
Key Words: speci�cation of system dynamics models, quality of mathematical models, L.V.
Kantorovich's approach, maximum allowable error of measurement.
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Ê âîïðîñó îá èäåíòèôèêàöèè íåðàñïàäàþùèõñÿ

êðàåâûõ óñëîâèé

c⃝ À.Ì. Àõòÿìîâ1 , 2, À.Â. Ìóôòàõîâ3 , 4

Àííîòàöèÿ. Äîêàçàí êðèòåðèé îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ
óñëîâèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 2-ãî ïîðÿäêà ïî 2 ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì. Ïðåäúÿâëåíî ÿâíîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ïîêàçàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è.
Ïðèâåäåíû ïðèìåðû âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ êîíêðåòíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáðàòíàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êðàåâûå óñëîâèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáðàòíûì ñïåêòðàëüíûì çàäà÷àì ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò (ïîäðîáíåå
ñì. [1-9]. Èññëåäîâàíèÿìè â ýòîì íàïðàâëåíèè çàíèìàëèñü Í. Ëåâèíñîí, À.Í. Òèõîíîâ,
Ì.Ã. Êðåéí, Ì.Ã. Ãàñûìîâ, Á.Ì. Ëåâèòàí, Â.À. Ìàð÷åíêî, Â.À. Ñàäîâíè÷èé, Â.À. Þðêî
è äðóãèå.

Ïåðâîé ðàáîòîé, ïîñâÿùåííîé èçó÷åíèþ îáðàòíîé íåñàìîñîïðÿæåííîé çàäà÷è ñ íåèç-
âåñòíûìè íåðàñïàäàþùèìèñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè áûëà ñòàòüÿ Â.À. Ñàäîâíè÷åãî [10], â
êîòîðîé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âèäà −y′′+q(x)y = λ y äëÿ îäíîçíà÷íîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè q(x) è êîýôôèöèåíòîâ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé òðå-
áóåòñÿ òðè ñïåêòðà ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé çàäà÷ è äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå
äàííûå. Âïîñëåäñòâèè âîññòàíîâëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è
íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïîñâÿòèëè ñâîè ðàáîòû Ì.Ã. Ãàñûìîâ, È.Ì. Ãóñåéíîâ,
È.Ì. Íàáèåâ, Î.À. Ïëàêñèíà, Â.À. Þðêî, Á.Å. Êàíãóæèí è äðóãèå àâòîðû [9-12]. Áûëè
èçó÷åíû è íåïîëíûå îáðàòíûå çàäà÷è � çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ òîëüêî êðàåâûõ óñëîâèé
(ïîäðîáíåå ñì. [13]). Òàê, â ðàáîòàõ [13, 14] áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ îá-
ùèõ íåðàñïàäàþùèõñÿ êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì 2�ãî ïîðÿäêà

l(y) = y′′(x) + (λ p1 + p2(x)) y
′(x) + (λ2 q1 + λ q2(x) + q3(x)) y(x) = 0, (1.1)

Ul(y) =
2∑

k=1

(
alk y

(k−1)(0) + al k+2 y
(k−1)(1)

)
= 0, l = 1, 2, (1.2)

ãäå λ � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð; x ∈ [0, 1] ; p2(x), q2(x) ∈ C1[0, 1]; q3(x) ∈ C[0, 1];
alk, p1, q1 ∈ C .

1 Çàâ. êàôåäðîé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà;
akhtyamovam@mail.ru

2 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìåõàíèêè ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà
3 Lector, The Jerusalem College of Engineering, Jerusalem, Israel; muftahov@yahoo.com
4 Lector, Sami Shamoon Engineering College, Be'er Sheva, Israel
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Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè îïðåäåëåííûõ óñëîâèé êðàåâûå óñëîâèÿ (1.2),
ñîäåðæàùèå 8 íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ alk , ïî 5 ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì çàäà÷è
(1.1),(1.2) âîññòàíàâëèâàþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ïðîäîëæåíèþ ýòèõ èññëåäîâàíèé. Â ñòàòüå äàåòñÿ îòâåò
íà âîïðîñ î òîì, ñêîëüêî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íóæíî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ
êðàåâûõ óñëîâèé âèäà:

U1(y) = a11 y(0) + a12 y
′(0) + a13 y(1) = 0, (1.3)

U2(y) = a21 y(0) + a22 y
′(0) + a23 y(1) = 0. (1.4)

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ alk êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4)
÷åðåç A :

A =

∥∥∥∥ a11 a12 a13
a21 a22 a23

∥∥∥∥ , (1.5)

à åå ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i -ãî è j -ãî ñòîëáöîâ, ÷åðåç Mij :

Mij =

∣∣∣∣ a1i a1j
a2i a2j

∣∣∣∣ , i, j = 1, 2, 3.

Âåêòîðû áóäåì âûäåëÿòü æèðíûì øðèôòîì � a . Ñèìâîëîì T áóäåì îáîçíà÷àòü òðàíñ-
ïîíèðîâàíèå. Âåêòîð-ñòðîêà ñ ýòèì èíäåêñîì � (a11, a12, a13)

T � áóäåò îáîçíà÷àòü âåêòîð-
ñòîëáåö. ×åðåç Span(a1, a2) áóäåì îáîçíà÷àòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó, ïîñòðîåííóþ íà âåêòî-
ðàõ a1 è a2 . Ðàíã ìàòðèöû A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç rankA .

Íàçâàíèå ñòàòüè ñâÿçàíî ñ èäåíòèôèêàöèåé êðàåâûõ óñëîâèé. ×òî æå îçíà÷àåò íàéòè
êðàåâûå óñëîâèÿ? Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íóæíî íàéòè
âñå êîýôôèöèåíòû alk ìàòðèöû A . Îäíàêî ýòî îøèáî÷íîå óòâåðæäåíèå. Äåëî â òîì, ÷òî
îäíî è òî æå êðàåâîå óñëîâèå ìîæåò èìåòü ñîâåðøåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû. Íàïðèìåð,
óñëîâèÿ y(0) = 0 è 5 y(0) = 0 èìåþò ñîâåðøåííî ðàçíûå êîýôôèöèåíòû a11 . Â ïåðâîì
ñëó÷àå ýòî 1, à âî âòîðîì � ýòî 5. Îäíàêî ýòè êîýôôèöèåíòû ñîîòâåòñòâóþò îäíîìó è
òîìó æå êðàåâîìó óñëîâèþ. Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü ìàòðèöó A ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê, à íå êîýôôèöèåíòû alk .

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíòû alk ôîðì Ul(y),
l = 1, 2 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) � íåèçâåñòíû; rankA = 2; èçâåñòíû ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ λm çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4). Òðåáóåòñÿ íàéòè êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3),
(1.4), ò.å. âîññòàíîâèòü ìàòðèöó A âèäà (1.5) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé åå ñòðîê.

Î÷åâèäíî, ÷òî çàäàíèå ìàòðèöû A âèäà (1.5) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
åå ñòðîê ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè Span(a1, a2) , ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ
a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T .

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
(1.3), (1.4) äîñòàòî÷íî äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè èçâåñòíî, êàêîé èìåííî ìèíîð Mij ìàòðèöû A îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) óïðîùàþòñÿ. Íàïðèìåð, åñëè èçâåñòíî, ÷òî M12 ̸= 0 , òî êðàå-
âûå óñëîâèÿ ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó: y(0) + ã13 y(1) = 0 , y′(0) + ã23 y(1) = 0.
Òîãäà äëÿ ïîèñêà äâóõ íåèçâåñòíûõ êîýôôèöèåíòîâ ã13 , ã13 ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî
äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ.

Òàêîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî, åñëè çàðàíåå èçâåñòíî, êàêîé èç ìèíîðîâ Mij ìàòðèöû
A îòëè÷åí îò íóëÿ. Â íàøåé æå ïîñòàíîâêå çàäà÷è èçâåñòíî ëèøü, ÷òî ðàíã ìàòðèöû
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A ðàâåí 2 è íåèçâåñòíî êàêîé èç ìèíîðîâ Mij îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïîýòîìó óñëîâèÿ òåî-
ðåìû äîëæíû äàâàòüñÿ íå â òåðìèíàõ ìèíîðîâ, êîòîðûå íàì íåèçâåñòíû, à â òåðìèíàõ
èçâåñòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

Íèæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ òåîðåìà îá èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ïîëó-
÷åíà. Â ñòàòüå ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ìàëûì èçìåíåíèÿì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâó-
þò ìàëûå èçìåíåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Âûÿâëåíà èíòåðåñíàÿ ñâÿçü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è
ñ çàäà÷àìè ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

2. Êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ïóñòü {yn(x, λ)}n=1,2� ôóíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1), óäîâëå-

òâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì y
(k−1)
n (0, λ) = δnk, n, k = 1, 2

×èñëà λm, m = 1, 2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ

∆(λ) =

∣∣∣∣ U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ (2.1)

(ñì. [15, ñ.1�16]), à çíà÷èò, è ðåøåíèÿìè ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé:

∆(λ1) = −M23 y1(1, λ1)−M31 y2(1, λ1) +M12 = 0,
∆(λ2) = −M23 y1(1, λ2)−M31 y2(1, λ2) +M12 = 0.

(2.2)

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷ íà ñèñòåìó (2.2) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà ñèñòåìó ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1 =M23 , x2 =M31 , x3 =M12 . Îïðåäåëèòåëü ýòîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1 , x2 , x3 îáîçíà÷èì ÷åðåç F :

F =

∥∥∥∥ −y1(1, λ1) −y2(1, λ1) 1
−y1(1, λ2) −y2(1, λ2) 1

∥∥∥∥ , (2.3)

à åå ìèíîðû, ñîñòàâëåííûå èç i -ãî è j -ãî ñòîëáöîâ, ÷åðåç Fij , i, j = 1, 2, 3 .

Ò å î ð å ì à 2.1. (î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ) Ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è âîñ-
ñòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 , λ2 çàäà÷è
(1.1), (1.3), (1.4) åäèíñòâåííî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ1 è λ2 ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Êàê îòìå÷åíî âûøå çàäàíèå êðàåâûõ óñëîâèé (1.3),
(1.4) ýêâèâàëåíòíî çàäàíèþ ëèíåéíîé îáîëî÷êè Span(a1, a2) , ïîñòðîåííóþ íà âåêòîðàõ
a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è λ2 ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí
2 (rankF =2). Òîãäà õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ Fij íå ðàâåí íóëþ.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð N =
(M23,M31,M12) , îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ïîêàæåì ýòî. Íå
îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî F12 = y1(1, λ1) y2(1, λ2)− y2(1, λ1) y1(1, λ2) ̸= 0 .
Òîãäà ìàòðèöó F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäó-
þùåé ìàòðèöå: ∥∥∥∥ 1 0 −F23/F12

0 1 F13/F12

∥∥∥∥ (2.4)
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Ïîýòîìó ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

M23 − F23

F12
M12 = 0,

M31 +
F13

F12
M12 = 0,

(2.5)

èìåþùåé ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

M12 = C, M31 =
F31

F12

C, M23 =
F23

F12

C, (2.6)

ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. (Ñëó÷àé C = 0 ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ òåîðåìû, ñîãëàñíî êîòîðîé rankA = 2 .) Êàê âèäèì èç (2.6), âåêòîð N =
(M23,M31,M12)

T ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî

ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòëè÷åí îò íóëÿ äðóãîé ìèíîð ìàòðèöû F (íå F12 ), òî íàéäåííûé

âåêòîð N = (M23,M31,M12)
T òàêæå ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)

T ñ òî÷íîñòüþ
äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.

Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå ìèíîðà F23 . Ïóñòü F23 = y2(1, λ2) − y2(1, λ1) ̸= 0. Òîãäà
ìàòðèöó F ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê ñëåäóþùåé ìàòðèöå:∥∥∥∥ F13/F23 1 0

−F13/F23 0 1

∥∥∥∥ . (2.7)

Ïîýòîìó ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé

F13

F23
M23 +M31 = 0,

−F12

F23
M23 +M12 = 0,

(2.8)

èìåþùåé ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

M12 =
F23

F12

C1, M31 =
F31

F12

C1, M23 = C1, (2.9)

ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ. Èç (2.9) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð
N = (M23,M31,M12)

T ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî

ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (2.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð N =

(M23,M31,M12)
T , îïðåäåëÿåìûé ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò

èíäåêñîâ. Ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííóþ ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,
ñîäåðæàùóþ â ñåáå íà÷àëî êîîðäèíàò è ñîâïàäàþùóþ ñ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé Span(a1, a2) ,
ïîñòðîåííîé íà âåêòîðàõ a1 = (a11, a12, a13)

T è a2 = (a21, a22, a23)
T . Òàêèì îáðàçîì, ìàò-

ðèöà A è êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.

Áîëåå òîãî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå âåêòîð N = (M23,M31,M12)
T ñîâïàäàåò ñ âåê-

òîðîì F = (F23, F31, F12)
T ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ íå çàâèñÿùåãî îò èí-

äåêñîâ. Ïîýòîìó ñîâïàäàþò è ëèíåéíûå îáîëî÷êè Span(a1, a2) è Span(f1, f2) , ãäå f1 =
(−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T , f2 = (−y1(1, λ2),−y2(1, λ2), 1)T . Ñëåäîâàòåëüíî ñ òî÷íîñòüþ äî
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê âåðíû ðàâåíñòâà

A = F =

∥∥∥∥ −y1(1, λ1) −y2(1, λ1) 1
−y1(1, λ2) −y2(1, λ2) 1

∥∥∥∥ . (2.10)
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Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî äâóì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 , λ2 çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) îäíîçíà÷íî. Òîãäà ìàòðèöà A îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê, à åå ìèíîðû Mij íàõî-
äÿòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî êîýôôèöèåíòà, íå çàâèñÿùåãî îò èíäåêñîâ.
Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ðàíã ìàòðèöû (2.3) ðàâåí 2 (rankF =2). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:
rankF =1 (ñëó÷àé rankF =0 èñêëþ÷àåòñÿ ïîñêîëüêó ïåðâûé ñòîëáåö ìàòðèöû F ñîñòîèò
èç åäèíèö). Òîãäà ñòðîêè ìàòðèöû F äîëæíû áûòü ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Ïîñêîëüêó ïåð-
âûé ñòîëáåö ìàòðèöû F ñîñòîèò èç åäèíèö, òî îáå ñòðîêè ìàòðèöû F äîëæíû ñîâïàäàòü,
îòêóäà

y2(1, λ1)− y2(1, λ2) = 0, y1(1, λ1)− y1(1, λ2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà (2.2) ýêâèâàëåíòíà óðàâíåíèþ

∆(λ1) = −M23 y1(1, λ1)−M31 y2(1, λ1) +M12 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ìèíîðàìè M23 ,M31 ,M12 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâ-
íåíèå ïëîñêîñòè ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì (−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T . Âåêòîð N =
(M23,M31,M12)

T ñàì ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì âåêòîðîì èñêîìîé ïëîñêîñòè êîýôôèöèåíòîâ

a1M23 − a2M13 + a3M12 = 0,

êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñî Span(a1, a2) . Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî-
÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò, íîðìàëüíûå âåêòîðû êîòîðûõ ¾ïðîáåãàþò ïëîñêîñòü¿ ñ íîðìàëüíûì
âåêòîðîì f = f1 = f2 = (−y1(1, λ1),−y2(1, λ1), 1)T . Äðóãèìè ñëîâàìè, èñêîìîå ìíîæå-
ñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê,
äëÿ êîòîðûõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a1 × a2) · f ðàâíî íóëþ. Èòàê, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî
rankF =1, ìû ïîëó÷èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè rankF =2, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííóþ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ñòðîê ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ (2.10). Åñëè rankF =1, òî ïîëó÷àåì áåñêî-
íå÷íîå ÷èñëî ìàòðèö A , îïðåäåëÿåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê.
Âåðíî è îáðàòíîå, åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ A íàõîäèòñÿ ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì λ1 è λ2 îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, òî rankF =2.
Åñëè ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ íàõîäèòñÿ ïî äâóì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 è λ2 íåîä-
íîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðîê, òî rankF =1.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ

Èòàê, ïóñòü ÷èñëà λ1 , λ2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3),
(1.4) è ðàíã ìàòðèöû F = F (λ1, λ2) ðàâåí äâóì. Òîãäà, êàê ïîêàçàíî âûøå, ìàòðèöó A
êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (2.10). Ïðè÷åì ýòî ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé åå ñòðîê.

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé âîçíèêàåò � ýòî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Ðàíåå àâòîðàìè äëÿ äðóãîé çàäà÷è óæå äîêàçûâàëàñü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ [16]. Äîêà-

çàòåëüñòâî ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ëàãðàíæà. Çäåñü ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî. Îäíàêî íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíûì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî, îñ-
íîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè êàíîíè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êîòîðîå ìû è ïðèâåäåì çäåñü.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) áóäåì íàçûâàòü êàíîíè÷å-
ñêèìè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà A èìååò âèä:

A =

∥∥∥∥ a11 a12 1
a21 a22 1

∥∥∥∥ . (3.1)

Çàìåòèì, ÷òî ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ïðèâîäÿòñÿ âñå êðàåâûå óñëîâèÿ (1.3), (1.4) çà
èñêëþ÷åíèåì óñëîâèé Êîøè y(0) = 0 , y′(0) = 0 (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à
äëÿ óñëîâèé Êîøè íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïîýòîìó ãîâîðèòü î çàäà÷å âîññòàíîâ-
ëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì â ýòîì ñëó÷àå íå èìååò ñìûñëà). Èç
âèäà óðàâíåíèÿ (1.1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè y1(1, λ) è y2(1, λ) íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò λ .
Ïîýòîìó åñëè λ1 è λ2 èçìåíÿòñÿ ìàëî, òî è ýëåìåíòû ìàòðèöû (2.10) òàêæå èçìåíÿòñÿ
ìàëî. Îòñþäà è âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è.

4. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü èçâåñòíû
äâà åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1 = 0 , λ2 = 2 π . Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ñîîò-
âåòñòâóþò ýòèì çíà÷åíèÿì.

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè
y1(x, λ) = cosλx è y2(x, λ) = (sinλx)/λ . Ïîýòîìó èç (2.10) ïîëó÷àåì, ÷òî

A =

∥∥∥∥ −1 −1 1
−1 0 1

∥∥∥∥ ,
à êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä: −y(0)− y′(0) + y(1) = 0 , −y(0) + y(1) = 0 .

Ï ð è ì å ð 4.2. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü äâà åå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1 = 0, 01 , λ2 = 6, 29 (îòëè÷àþòñÿ îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà íå áîëåå ÷åì íà 0,01). Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.10) äëÿ ìàòðèöû
A , ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ òå æå ñàìûå êðàåâûå óñëîâèÿ, ÷òî è â ïðèìåðå 4.1.
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà A èìååò ñëåäóþùèé âèä:

A =

∥∥∥∥ −0, 99995 −0, 99998 1
−0, 99998 −0, 002167 1

∥∥∥∥ .
Ï ð è ì å ð 4.3. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó c äèôôåðåíöèàëü-

íûì óðàâíåíèåì −y′′(x) = λ2 y(x) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè (1.3), (1.4). Ïóñòü äâà åå ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ðàâíû λ1 = 2 π , λ2 = 4 π . Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.3) äëÿ ìàò-
ðèöû F , ïîëó÷èì:

F =

∥∥∥∥ −1 0 1
−1 0 1

∥∥∥∥ .
Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî èñêîìîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îáîëî÷åê Span(a1, a2) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïëîñêîñòåé ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íîðìàëü-
íûå âåêòîðû êîòîðûõ ¾ïðîáåãàþò ïëîñêîñòü¿ ñ íîðìàëüíûì âåêòîðîì f = (−1, 0, 1)T .
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4), ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ1 = 2 π , λ2 = 4 π . Â êà÷åñòâå êîýôôèöèåíòîâ èñ-
êîìûõ êðàåâûõ óñëîâèé ãîäÿòñÿ ëþáûå, äëÿ êîòîðûõ ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå íåíóëåâûõ
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âåêòîðîâ (a1 × a2) · f ðàâíî íóëþ. Ïîìèìî êðàåâûõ óñëîâèé −y(0) − y′(0) + y(1) = 0 ,
−y(0)+y(1) = 0 ãîäÿòñÿ, íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ y(0) = 0 è y(1) = 0 . Äåéñòâèòåëü-
íî, â ñëó÷àå ýòèõ êðàåâûõ óñëîâèé èìååì:

(a1 × a2) · f =

∣∣∣∣∣∣
−1 −1 1
−1 0 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0, (a1 × a2) · f =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 0 1
−1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïîäûòîæèâàÿ ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî åñëè ÷èñëà λ1 , λ2 ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè çíà-
÷åíèÿìè çàäà÷è (1.1), (1.3), (1.4) è ðàíã ìàòðèöû F = F (λ1, λ2) ðàâåí äâóì, òî çàäà÷à
îòûñêàíèÿ ìàòðèöû A êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ñòðîê ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé: ðåøåíèå åå: 1) ñóùåñòâóåò, 2) åäèíñòâåííî, 3) íåïðåðûâíî
çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ λ1 , λ2 . Íàéäåí ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé îáðàòíîé
çàäà÷è â âèäå ìàòðèöû (2.10) êîýôôèöèåíòîâ êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé âèä ëèíåéíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) íå ñóùåñòâåíåí. Âåäü ðåøåíèå çàäà÷è (2.10) ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé {y1(x, λ), y2(x, λ)} . Ëèíåéíîå äèô-
ôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü è áîëåå îáùåãî âèäà. Ãëàâíîå, ÷òîáû ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå ðåøåíèÿ y1(x, λ), y2(x, λ) áûëè áû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè
ïî x è λ .

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) èìååò îñîáåííîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
îáùèì ñëó÷àåì èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.2). Â âîññòàíîâëåíèè (1.3), (1.4) ó÷àñò-
âóþò âñå ìèíîðû ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà M12 , M13 , M23 (F12 , F13 , F23 ). Òî åñòü êàêèå
áû çíà÷åíèÿ ìû èì íå ïðèïèñàëè, âñåãäà íàéäóòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ
(1.3), (1.4). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè îáùèõ êðàåâûõ óñëîâèé (1.2)
íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé Ïëþêêåðà M12M34 +M13M42 +M14M23 = 0 [13, 16].
Â ýòîì ñìûñëå çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè êðàåâûõ óñëîâèé (1.3), (1.4) ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé.
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On the identi�cation of nonseparated boundary conditions
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Abstract. A criterion for uniqueness of the nonseparated boundary conditions restoration for
eigenvalue problem with the di�erential equation of order 2 from two eigenvalues is proved. An
explicit solution of the problem is presented. The well-posedness of the problem is showed. Examples
of boundary conditions identi�cation for the speci�c spectral problems are considered.
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ÓÄÊ 517.938

Ðåàëèçàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ

ñ äâóìåðíûìè ïîâåðõíîñòíûìè áàçèñíûìè

ìíîæåñòâàìè

c⃝ Â.Ç. Ãðèíåñ1, Þ.À. Ëåâ÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû [2], â êîòîðîé áûëè íàéäå-
íû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ
äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ ñ íåáëóæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè, ñîñòîÿùèìè èç ñâÿçíûõ ïîâåðõ-
íîñòíûõ äâóìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðîìó óñëîâèþ íà ñòðóê-
òóðó ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê èç ðàçëè÷íûõ áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîïóñêàåòñÿ, ÷òî áàçèñíûå ìíîæåñòâà ìîãóò áûòü íåñâÿçíûìè è ïðèâî-
äèòñÿ îáîáùåíèå ââåäåííîãî ðàíåå òîïîëîãè÷åñêîãî èíâàðèàíòà. Áîëåå òîãî ðåøåíà ïðîáëåìà
ðåàëèçàöèè, òî åñòü âûäåëåíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ èíâàðèíòîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ
ïðåäúÿâëåí ñòàíäàðòíûé ïðåäñòàâèòåëü, ïðèíàäëåæàùèé ðàññìàòðèâàåìîìó êëàññó äèôôåî-
ìîðôèçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîõðàíÿþùèå îðèåíòàöèþ äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå
íà çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèÿõ M3 , óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìå
A Ñ. Ñìåéëà.

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [7], íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f)
äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîå
èç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.

Â ñèëó [8], [9] êàæäîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî B ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáú-
åäèíåíèÿ B1 ∪ · · · ∪ Bk ( fk(Bi) = Bi, f(Bi) = Bi+1 (Bk+1 = B1) ) çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
(k ≥ 1 ), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè êîìïîíåíòàìè ìíîæåñòâà B , à ÷èñëî k -
ïåðèîäîì áàçèñíîãî ìíîæåñòâà B .

Íàïîìíèì, ÷òî áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì,
åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,∩
j≥0

f j(U) = B . Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåî-

ìîðôèçìà f . Ñîãëàñíî [1] áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïî-
âåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B (íå
îáÿçàòåëüíî ñâÿçíîé), òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-ìíîãîîáðàçèå M3 è íàçûâàåìîé íî-
ñèòåëåì ìíîæåñòâà B .

Â [1] óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîå ïîâåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò
ñî ñâîèì íîñèòåëåì, ÿâëÿþùèìñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíîãîîáðàçèé, êàæäîå

1 Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäå-
ìèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com
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èç êîòîðûõ ðó÷íî âëîæåíî â M3 è ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó. Áîëåå òîãî, îãðàíè-
÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íîñèòåëü ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì
àâòîìîðôèçìîì òîðà3. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî íîñèòåëü äâóìåðíîãî ïîâåðõíîñòíîãî
ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ìîæåò áûòü íå ãëàäêèì â êàæäîé ñâîåé òî÷êå (ñîîòâåò-
ñòâóþùèé ïðèìåð èìååòñÿ â [10]).

Äàëåå ìû áóäåì âñåãäà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåî-
ìîðôèçìà f :M3 →M3 ñîñòîèò òîëüêî èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ
è îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f íà íîñèòåëü ëþáîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà èç ñîõðàíÿåò
åãî îðèåíòàöèþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ fk íà ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ
êîìïîíåíòó (ïåðèîäà k ) ýòîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿåò åãî îðèåíòàöèþ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A
(R ) îáúåäèíåíèå âñåõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ), ïðèíàäëåæàùèõ NW (f) .

Ñëåäóþùàÿ ëåììà (äîêàçàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 1.2.) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü
ìåæäó äèíàìèêîé äèôôåîìîðôèçìà f è ñòðóêòóðîé ìíîãîîáðàçèÿ M3 .

Ë å ì ì à 1.1. Ìíîæåñòâà A , R íå ïóñòû è ñîñòîÿò èç îäèíàêîâîãî ÷èñëà nf ≥
1 áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû êàæäîãî èç êîòîðûõ èìåþò îäèí
è òîò æå ïåðèîä kf ≥ 1 . Ìíîæåñòâî M3 \ (A ∪ R) ñîñòîèò èç 2nfkf êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, ãðàíèöà êàæäîé èç êîòîðûõ ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé
êîìïîíåíòû àòòðàêòîðà è îäíîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû ðåïåëëåðà.

Çàôèêñèðóåì ëþáóþ ïåðèîäè÷åñêóþ êîìïîíåíòó B áàçèñíîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîð-
ôèçìà f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç UB òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè B è U+ , U− êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè U(B) \ B . Òîãäà äëÿ kf > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ìèíèìàëüíîå
÷èñëî lf ∈ {1, . . . , kf − 1} òàêîå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
M3 \ (B ∪ f lf (B)) íå ñîäåðæèò îáðàçîâ ìíîæåñòâà B ïîä äåéñòâèåì f i äëÿ âñåõ i ∈ Z .
Â ñëó÷àå kf = 1 ïîëîæèì lf = 0 . Ïðè ýòîì, åñëè kf ̸= 2 , òî ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäíà
êîìïîíåíòà ñ ýòèì ñâîéñòâîì è ìû îáîçíà÷èì åå ÷åðåç KB , à åñëè kf = 2 , òî ñóùåñòâóåò
ðîâíî äâå òàêèå êîìïîíåíòû, êîòîðûå îáîçíà÷èì ÷åðåç K+

B è K−
B òàêèì îáðàçîì, ÷òî

U+ ⊂ K+
B , U− ⊂ K−

B . Êðîìå òîãî, åñëè kf = 1 , òî ãðàíèöà KB ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé
êîìïîíåíòû B è M3 = cl(KB) , åñëè kf = 2 , òî ãðàíèöà K+

B è K−
B ñîñòîèò èç îáúåäèå-

íèÿ B ∪ f(B) è M3 = clK+
B ∪ clK−

B , åñëè kf > 2 , òî ãðàíèöà KB ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ

B ∪ f lf (B) è M3 =
kf−1∪
i=0

f i(clKB) . Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷èñëî lf íå çàâè-

ñèò îò âûáîðà êîìïîíåíòû B è ÷èñëà kf , nf , lf ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè òîïîëîãè÷åñêîé
ñîïðÿæåííîñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ f :M3 →M3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

1. f ∈ G ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì4;

2. NW (f) ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ;

3. îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G íà íîñèòåëü ëþáîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà èç
NW (f) ñîõðàíÿåò åãî îðèåíòàöèþ;

3 Ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà T 2 = R2/Z2 íàçûâàåòñÿ äèôôåîìîðôèçì fC , çàäàâàåìûé

öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé C =

(
a b
c d

)
, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ2 êîòîðîé óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèÿì |λ1| < 1 , |λ2| > 1 . Òî åñòü fC(x, y) = (ax+ by, cx+ dy) mod 1
4 Â ñèëó [5], [6], [3], íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîð-

ôèçìà f ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå àêñèîìû A è ñòðîãîãî óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè.
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4. äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y òàêèõ, ÷òî x ∈ A , y ∈ R ïåðåñå÷åíèå W s(x) ∩W u(y) ëèáî
ïóñòî, ëèáî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s(x)∩W u(y) ÿâëÿåòñÿ îò-
êðûòîé äóãîé, èìåþùåé ðîâíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò
A , à äðóãàÿ R .

Ë å ì ì à 1.2. Ïóñòü V � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M3 \ (A∪R) òà-
êàÿ, ÷òî ∂V = A ∪ R , ãäå A - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà è
R - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî ðåïåëëåðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì
HV : T 2 × [0, 1] → cl(V ) , òàêîé ÷òî HV (T

2 × {0}) = A , HV (T
2 × {1}) = R è äëÿ ëþáîé

òî÷êè z ∈ T 2 ñóùåñòâóþò òî÷êè x ∈ A , y ∈ R òàêèå, ÷òî HV (z × [0, 1]) åñòü çàìû-
êàíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s(x) ∩W u(y) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè x, y ,
ãäå x = HV (z, 0), y = HV (z, 1) .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â ðàçäåëå 2..
Ñëåäóþùàÿ ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 1.2. è ìû ïðèâîäèì åå áåç äîêàçàòåëü-

ñòâà.

Ë å ì ì à 1.3. Ïóñòü B � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî áàçèñíîãî ìíî-
æåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ïåðèîäà kf . Òîãäà:

a) åñëè kf = 1 , òî ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ H+
1 , H

−
1 : T 2 × [0, 1] →

cl(KB) è 0 < ε < 1 òàêèå, ÷òî H+
1 (T

2 × {0}) = B , H−
1 (T

2 × {0}) = B , H+
1 (T

2 ×
(0, ε]) ⊂ U+ , H−

1 (T
2 × (0, ε]) ⊂ U− è H+

1 |T 2×[0,1) , H
−
1 |T 2×[0,1) åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íûå

îòîáðàæåíèÿ;
b) åñëè kf = 2 , òî ñóùåñòâóþò ãîìåîìîðôèçìû H+

2 : T 2 × [0, 1] → cl(K+
B ) , H

−
2 :

T 2 × [0, 1] → cl(K−
B ) òàêèå, ÷òî H+

2 (T
2 × {0}) = B , H−

2 (T
2 × {0}) = B ;

c) åñëè kf > 2 , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : T 2 × [0, 1] → cl(KB) , òàêîé ÷òî
H(T 2 × {0}) = B .

Îòîáðàæåíèÿ Hσ
i ( i = 1, 2 , σ ∈ {+,−} ) îáëàäàþò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáîé

òî÷êè z ∈ T 2 ìíîæåñòâà Hi(z× [0, 1]) , H(z× [0, 1]) ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìûêàíèÿ
2nf äóã, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s(x) ∩
W u(y) äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê x, y , ãäå x ∈ A è y ∈ R .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: kf ≤ 2 , kf > 2 , â êàæäîì èç êîòîðûõ çàäàäèì ãîìåîìîðôèç-
ìû ìíîæåñòâà B íà f lf (B) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Â ñëó÷àå kf ≤ 2 çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì hσi : T 2 → B ïî ôîðìóëå hσi = Hσ
i |T 2×{0} ,

ãäå i = 1, 2 , σ ∈ {+,−} , è ãîìåîìîðôèçì τσ : B → f lf (B) ïî ôîðìóëå τσ(b) =
Hσ

i ((h
σ
i )

−1(b), 1) , ãäå b ∈ B , i = 1, 2 , σ ∈ {+,−} . Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå kf = 1 , τσ

åñòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà B íà B è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî τ+ = (τ−)−1 .
Â ñëó÷àå kf > 2 çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì h : T 2 → B ïî ôîðìóëå h = H|T 2×{0} è

ãîìåîìîðôèçì τ : B → f lf (B) ïî ôîðìóëå τ(b) = H(h−1(b), 1) äëÿ ëþáîé òî÷êè b ∈ B .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü f, f ′ ∈ G òàêèå ÷òî kf = kf ′ = k , lf = lf ′ = l .
Íàçîâåì ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåíòû B ⊂ NW (f) è B′ ⊂ NW (f ′) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè
îíè îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ àòðàêòîðàìè èëè ðåïåëëåðàìè äèôôåîìîðôèçìîâ f è f ′ è
ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : B → B′ òàêîé, ÷òî

1. f ′k|B′ = gfkg−1|B′ ,
2. åñëè k ≤ 2 , òî f

′lgf−l|f l(B) = τ
′σ′
g(τσ)−1|f l(B) , äëÿ íåêîòîðûõ σ, σ′ ∈ {+,−} .

3. åñëè k > 2 , òî f
′lgf−l|f l(B) = τ ′gτ−1|f l(B) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòå [2] (òåî-
ðåìà 1.1).
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Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G áûëè òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåíû5 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 1)
kf = kf ′ , lf = lf ′ è nf = nf ′ ;

2) äëÿ íåêîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòû B ⊂ NW (f) íàøëàñü ýêâèâàëåíòíàÿ
åé ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà B′ ⊂ NW (f ′) .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. ÿâëÿåòñÿ íå ïðèíöèïèàëüíîé ìîäèôèêàöèåé äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåìû 1.1 â [2], ïîýòîìó ìû åãî íå ïðèâîäèì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíè-
ìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåøåíèþ ïðîáëåìû ðåàëèçàöèè. Ââîäèòñÿ êëàññ G̃ ñòàíäàðòíûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, ïðèíàäëåæàùèõ G , è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáîé äèôôåîìîðôèçì èç G
ñîïðÿæåí ñ íåêîòîðûì äèôôåîìîðôèçìîì êëàññà G̃ .

Ïóñòü C =

(
a b
c d

)
- öåëî÷èñëåííàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, fC : T 2 → T 2 - àëãåá-

ðàè÷åñêèé ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì äâóìåðíîãî òîðà T 2 , èíäóöèðîâàííûé ìàòðè-
öåé C , è τ : T 2 → T 2 - ãîìåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ fCτ = τfC . Òîãäà â
ñèëó [11] (òåîðåìà 2) ãîìåîìîðôèçì τ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì6 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, äèôôåîìîðôèçìîì. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T 2 × R è îïðåäåëèì äèôôåîìîð-
ôèçì γ : T 2 × R → T 2 × R ôîðìóëîé γ(z, t) = (τ(z), t − 1) . Ïîëîæèì G = {γk, k ∈ Z}
è MC,τ = (T 2 × R)/G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç pMC,τ

: T 2 × R → MC,τ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ.
Çàìåòèì, ÷òî MC,τ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Äëÿ êàæäîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà fC : T 2 → T 2 è
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ τ : T 2 → T 2 , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ fCτ = τfC , è íà-
áîðà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nf > 0, kf ≥ 1, lf ∈ {0, . . . kf − 1} ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì
f̃ : MC,τ → MC,τ , ïðèíàäëåæàùèé êëàññó G , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñî-
ñòîèò èç nf ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàêòîðîâ è nf ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ
ðåïåëëåðîâ ïåðèîäà kf , ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f̃kf íà ïåðèîäè÷åñêóþ êîì-

ïîíåíòó íåêîòîðîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîïðÿæåíî ñ f
kf
C .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G̃ ìíîæåñòâî âñåõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ êîí-
ñòðóêöèè, îïèñàííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.2.. Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.3. Äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà èç êëàññà G ñóùåñòâóåò äèôôåî-
ìîðôèçì f̃ ∈ G̃ , òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûé ñ f .

ÁËÀÃÎÄÀÐÍÎÑÒÈ

Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíòû 12-01-00672, 11-01-12056-îôè-ì ÐÔÔÈ è ãðàíò ïðàâèòåëüñòâà
Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè 11.G34.31.0039 çà ÷àñòè÷íóþ ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó.

5 Íàïîìíèì, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ : Mn → Mn íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè,
åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : Mn → Mn òàêîé, ÷òî f ′ = gfg−1 .

6 Ïðåîáðàçîâàíèå τ : T 2 → T 2 íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè
àëãåáðàè÷åñêîãî àâòîìîðôèçìà òîðà è ãðóïïîâîãî ñäâèãà Tγ , ãäå Tγ(x1, x2) = (x1 + γ1, x2 + γ2) mod 1 ,
γ = (γ1, γ2) .
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2. Ðåàëèçàöèÿ (äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 1.2. è 1.3.)

2.1. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1.

Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà A , R íå ïóñòû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ñîãëàñíî [7] (ñëåä-
ñòâèå 6.3 ê òåîðåìå 6.2) âñå ìíîãîîáðàçèå M3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå M3 =

∪
i

W s
Λi

=∪
i

W u
Λi
, ãäå Λi - áàçèñíîå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f èç ðàçëîæåíèÿ NW (f) =

∪
i

Λi .

Ïóñòü A = Ø . Òîãäà M3 =
∪
i

W s
Λi

ïðè ýòîì ñîãëàñíî [4] äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ R óñòîé-

÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s(z) ïðèíàäëåæèò R . Ñëåäîâàòåëüíî, M3 ⊂ R , ÷òî íåâîçìîæíî,
òàê êàê ìíîæåñòâî R äâóìåðíî. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà A , R íå ïóñòû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî M3 \ (A ∪ R) è îáîçíà÷èì ÷åðåç K åãî ëþáóþ êîìïîíåíòó
ñâÿçíîñòè. Çàìåòèì, ÷òî K ⊂

∪
z∈A

W s(z) , K ⊂
∪
z∈R

W u(z) . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè A íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà èç ìíîæåñòâà A è åäèíñòâåííàÿ êîìïî-
íåíòà ñâÿçíîñòè R íåêîòîðîãî ðåïåëëåðà èç ìíîæåñòâà R òàêèå, ÷òî K ⊂

∪
z∈A

W s(z) è

K ⊂
∪
z∈R

W u(z) . Ñëåäîâàòåëüíî, clK = A∪K∪R è A∪R ⊂ ∂K . Ïîêàæåì, ÷òî ∂K = A∪R .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà A′ òàêàÿ,
÷òî A′ ∩ ∂K ̸= Ø . Òîãäà â ñèëó òîãî, ÷òî êîìïîíåíòà A′ ãîìåîìîðôíà ðó÷íî âëîæåííîìó
â M3 òîðó [1] äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U(A′) àòòðàêòîðà A′ ñïðàâåäëèâî U(A′)∩K ̸= Ø ,
÷òî íåâîçìîæíî, òàê êàê K ⊂

∪
z∈A

W s(z) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ∂K = A ∪R

Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò âñåõ àòòðàêòîðîâ èç ìíîæåñòâà A ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
êîìïîíåíò ðåïåëëåðîâ èç ìíîæåñòâà R . Çàôèêñèðóåì ëþáóþ êîìïîíåíòó íåêîòîðîãî àò-
òðàêòîðà èç ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷èì åå ÷åðåç A1 . Òîãäà A1 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé äâóõ
îáëàñòåé K1, K2 ⊂ M3 \ (A ∪ R) . Ïóñòü ∂K1 = A1 ∪ R1 è ∂K2 = A1 ∪ R2 . Òîãäà ëè-
áî R1 è R2 ñîâïàäàþò è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî, ëèáî ñóùåñòâóþò îáëàñòè
K3, K4 òàêèå, ÷òî R1 ⊂ ∂K3 , R2 ⊂ ∂K4 . Îáîçíà÷èì A2 ãðàíè÷íóþ êîìïîíåíòó îáëàñòè
K4 îòëè÷íóþ îò R2 è A3 ãðàíè÷íóþ êîìïîíåíòó îáëàñòè K3 , îòëè÷íóþ îò R1 . Âîç-
ìîæíû 2 ñëó÷àÿ: ëèáî A2 = A3 è äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå âåðíî, ëèáî ñóùåñòâóþò
îáëàñòè K5, K6 â ãðàíèöó êîòîðûõ âõîäÿò êîìïîíåíòû A3, A2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîäîë-
æàÿ ðàññóæäåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî áàçèñíûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî
ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò âñåõ àòòðàêòîðîâ ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò
âñåõ ðåïåëëåðîâ.

Äîêàæåì, ÷òî âñå ïåðèîäè÷åñêèå êîìïîíåòû èç ìíîæåñòâà A∪R èìåþò îäèí è òîò æå
ïåðèîä. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî åñëè â A ∪ R ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà ïåðèîäà
1 , òî è âñå êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà A ∪ R áóäóò ïåðèîäà 1 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, è
ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî íåêîòîðàÿ êîìïîíåòà ñâÿçíîñòè A èç ìíîæåñòâà
A èìååò ïåðèîä åäèíèöà. Ïóñòü K - îáëàñòü ïðèíàäëåæàùàÿ M3 \ (A ∪ R) òàêàÿ, ÷òî
∂K = A∪R , ãäå R êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó R . Ïîêàæåì, ÷òî
R òàêæå èìååò ïåðèîä åäèíèöà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü f(R) ̸= R . Ïîëîæèì
K̄ = f(K) . Òîãäà K̄ ̸= K è Çàìåòèì, ÷òî ∂K̄ = f(A) ∪ f(R) = A ∪ f(R) è K ̸= K̄ .
Ðàññìîòðèì òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü U(A) àòòðàêòîðà A (U(A) ⊂ K ∪ K̄ ). Îáîçíà÷èì
U , Ū êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà U(A) \ A òàêèå, ÷òî U ⊂ K , è Ū ⊂ K̄ ñîîòâåò-
ñòâåííî. Òàê êàê A ïî ïðåäïîëîæåíèþ èìååò ïåðèîä 1 , òî f(U) ⊂ K̄ è f(U) ∩ Ū ̸= Ø .
Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f íà A ñîõðàíÿåò åãî
îðèåíòàöèþ.

Ïóñòü òåïåðü â A∪R ñóùåñòâóþò êîìïîíåíòû ðàçëè÷íîãî ïåðèîäà. Îáîçíà÷èì ki ïå-
ðèîä êîìïîíåíòû Bi ∈ A ∪R . Ñðåäè ÷èñåë ki âûáåðåì íàèìåíüøåå è îáîçíà÷èì åãî kf .
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Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì g = fk , äëÿ êîòîðîãî ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç êîìïîíåíò
ìíîæåñòâà NW (g) áóäåò ÿâëÿòüñÿ íåïîäâèæíîé. Òîãäà â ñèëó äîêàçàííîãî âñå êîìïîíåí-
òû g(Bi) òàêæå íåïîäâèæíû, à çíà÷èò âñå Bi èìåþò ïåðèîä kf äëÿ ëþáîãî i . Ëåììà 1.1.
äîêàçàíà.

2.2. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2.

Ïóñòü V - êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà M3 \ (A ∪ R) òàêàÿ, ÷òî ∂V = A ∪ R , ãäå
A - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà è R - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåí-
òà íåêîòîðîãî ðåïåëëåðà. Òàê êàê â ñèëó [1] ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà A ãîìåîìîðôíà
äâóìåðíîìó òîðó T 2 , òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : A → T 2 . Â ñèëó óñëîâèÿ 4, îïðå-
äåëÿþùåãî êëàññ G , äëÿ ëþáîé òî÷êè v ∈ int V ñóùåñòâóåò äóãà lv , v ∈ lv ñ ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè x ∈ A, y ∈ R òàêàÿ, ÷òî lv ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
W s(x) ∩W u(y) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν ïðîåêöèþ âäîëü äóãè lv , ñòàâÿùóþ â ñîîòâåòñòâèå
ëþáîé òî÷êå v ∈ cl(lv) òî÷êó x = ν(v) ∈ A è ÷åðåç ρx(v) äëèíó äóãè îò òî÷êè v äî òî÷êè
x .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ T 2 × [0, 1] , w = (z, t) , ïîëîæèì x = h−1(z) ( x ∈ A ). Çàäàäèì
ãîìåîìîðôèçì HV : T 2 × [0, 1] → cl(V ) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîëîæèì H(w) = v , ãäå

v ∈ cl(V ) òàêàÿ òî÷êà, ÷òî ν(v) = x , è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ρx(v)
ρx(y)

= t . Îòîáðàæåíèå HV :

T 2× [0, 1] → cl(V ) ïî ïîñòðîåíèþ ÿâëÿåòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷íûì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
HV (T

2 × {0}) = A , HV (T
2 × {1}) = R , äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ T 2 ñóùåñòâóþò òî÷êè

x ∈ A , y ∈ R òàêèå, ÷òî HV (z× [0, 1]) åñòü çàìûêàíèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ
W s(x)∩W u(y) ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè x, y , ãäå x = HV (z, 0), y = HV (z, 1) . Èç íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê èç A ∪ R íà êîìïàêòíûõ
ìíîæåñòâàõ ñëåäóåò, ÷òî HV íåïðåðûâíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ëåììà 1.2. äîêàçàíà.

2.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.2.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T 2×R è îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì γ : T 2×R → T 2×R ôîð-
ìóëîé γ(x, t) = (τ(x), t− 1) . Ïîëîæèì G = {γk, k ∈ Z} è MC,τ = (T 2 ×R)/G . Îáîçíà÷èì
÷åðåç pMC,τ

: T 2 × R → MC,τ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ. Ïóñòü φ0 : I → I � äèôôåî-
ìîðôèçì îòðåçêà I = [0, 1

kf
] ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì 2nf + 1 íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ

òî÷åê: èñòî÷íèêîâ α1, . . . , αnf
è ñòîêîâ ω1, . . . , ωnf+1 , ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè

ω1, ωnf+1 ïðèíàäëåæàò êîíöàì îòðåçêà I . Îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì φ1 : [0, 1] → [0, 1]

ïî ôîðìóëå φ1(t) = φ0(t − k
kf
) + k

kf
, ãäå k íàèìåíüøåå èç ÷èñåë {0, . . . , kf − 1} òà-

êîå, ÷òî t − k
kf

∈ I . Äëÿ ëþáîé òî÷êè t ∈ R ïîëîæèì Φ(t) = φ1(t − n) + n , ãäå

n ∈ Z - ÷èñëî ñ íàèìåíüøèì ìîäóëåì, äëÿ êîòîðîãî t − n ∈ [0, 1] . Íåïîñðåäñòâåííî
ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî Φ(t − m) = Φ(t) − m äëÿ ëþáîãî m ∈ Z . Çàäàäèì íà ïðîñòðàíñòâå

T 2 × R îòîáðàæåíèå F (x, t) = (fC(x),Φ(t) +
lf
kf
) . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî m ∈ Z è

z = (x, t) âûïîëíÿåòñÿ F (γm(z)) = γm(F (z)) . Â ñàìîì äåëå, F (γm(x, t)) = F (τ(x), t−m) =

(fCτ(x)),Φ(t−m)+
lf
kf
) = (τfC(x),Φ(t)−m+

lf
kf
) = γm(F (x, t)) . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæå-

íèå F : T 2 × R → T 2 × R ÿâëÿåòñÿ íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f̃ :MC,τ →MC,τ , îïðåäåëåííîãî ôîðìóëîé f̃ = pMC,τ

(F (p−1
MC,τ

(z))) .

Â ñèëó îïèñàííîé êîíñòðóêöèè íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f̃ ÿâëÿ-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, ñîñòîèò èç nfkf ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîíåíò (äèôôåîìîðôíûõ T 2 )
ïåðèîäà kf , ÿâëÿþùèõñÿ àòòðàêòîðàìè è ðåïåëëåðàìè. Áîëåå òîãî, ïåðèîäè÷åñêèå òî÷-
êè äèôôåîìîðôèçìà f̃ îáðàçóþò ìíîæåñòâî ïëîòíîå â åãî íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå,
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òî åñòü äèôôåîìîðôèçì f̃ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A . Èç ïîñòðîåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷åê íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþò-
ñÿ òðàíñâåðñàëüíî è, ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåîìîðôèçì f̃ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-
âûì. Ïðè ýòîì ïåðåñå÷åíèÿ óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷åê áàçèñíûõ
ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìà f̃ ëèáî ïóñòî, ëèáî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñ÷åòíîå îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ äóã, ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðûõ ëåæàò â NW (f̃) . Òàêèì îáðàçîì, f̃ ∈ G .

2.4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.3.

Ïóñòü f :M3 →M3 � äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî
ñîñòîèò èç nf àòòðàêòîðîâ è nf ðåïåëëåðîâ è B � ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà íåêîòîðîãî
áàçèñíîãî ìíîæåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f ïåðèîäà kf . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü
B ïåðèîäè÷åñêîé êîìïîíåíòîé íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà. Ïîëîæèì g = fkf è àíàëîãè÷íî
êîíñòðóêöèè îïèñàííîé â ðàçäåëå 1. çàäàäèì îòîáðàæåíèÿ H+

1 , τ+g äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
g , ãäå τ+g = H+

1 ((h
+
1 )

−1(z), 1) .
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî T 2 ×R è îïðåäåëèì äèôôåîìîðôèçì γ : T 2 ×R → T 2 ×R

ôîðìóëîé γ(z, t) = (τ(z), t− 1) , ãäå τ = (h+1 )
−1τ+g h

+
1 è ïîëîæèì Γ = {γk, k ∈ Z} .

Çàäàäèì íàêðûòèå p : T 2×R →M3 ñëåäóþùèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè w ∈ T 2×R ,
w = (z, t) , ïîëîæèì p(w) = p(z, t) = H+

1 (τ
n(z), t − n) , ãäå n ∈ Z - ÷èñëî ñ íàè-

ìåíüøèì ìîäóëåì, äëÿ êîòîðîãî òî÷êà (τn(z), t − n) ïðèíàäëåæèò T 2 × [0, 1] . Çàìå-
òèì, ÷òî p(z, 1) = p(τ(z), 0) . Â ñàìîì äåëå, p(τ(z), 0) = H+

1 (τ(z), 0) = h+1 (τ(z)) =
h+1 ((h

+
1 )

−1τ+g h
+
1 (z)) = τ+g h

+
1 (z) = H+

1 ((h
+
1 )

−1(h+1 (z)), 1) = H+
1 (z, 1) = p(z, 1) .

Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå M3 îïðåäåëåíî f -èíâàðèàíòíîå îäíîìåð-
íîå ñëîåíèå Nf , êàæäûé ñëîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì çàìûêàíèé îòêðûòûõ äóã,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ W s(x)∩W u(y) ïðè íåêî-
òîðûõ x ∈ A , y ∈ R . Ïî ïîñòðîåíèþ äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ T 2 íàêðûòèå p îòîáðàæàåò
ìíîæåñòâî {z} ×R â íåêîòîðûé ñëîé ñëîåíèÿ Nf . Òîãäà äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ñóùå-
ñòâóåò ïîäíÿòèå F : T 2 ×R → T 2 ×R , êîòîðîå èìååò âèä F (z, t) = (Φ(z),Ψ(t)) , ãäå Φ(z)
åñòü ãîìåîìîðôèçì èç T 2 â T 2 è Ψ - ãîìåîìîðôèçì èç R â R . Êðîìå òîãî F (z, t) óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ F (γm(w)) = γm(F (w)) (m ∈ Z , γ ∈ Γ ), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Φτ = τΦ .
Òàê êàê B - ïåðèîäè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ïåðèîäà kf , òî f

kf (B) = B è Φkf = (h+1 )
−1fkfh+1 .

Â ñèëó òîãî, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà fkf ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòî-
ìîðôèçìîì òîðà, ïîëó÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φkf òàêæå ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì
àâòîìîðôèçìîì òîðà. Àíàëîãè÷íî [1] (òåîðåìà 2) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî è îòîáðàæåíèå Φ
ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà fC : T 2 → T 2 , èíäóöèðîâàííûì íåêî-
òîðîé ìàòðèöåé C , òî åñòü ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h̃ : T 2 → T 2 òàêîé, ÷òî âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî h̃fC = Φh̃ . Ïîëîæèì τ ′ = h̃−1τ h̃ . Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
fCτ

′ = τ ′fC . Â ñàìîì äåëå, fCτ
′ = fC h̃

−1τ h̃ = h̃−1Φh̃h̃−1τ h̃ = h̃−1Φτ h̃ = h̃−1τΦh̃ , ñ äðóãîé
ñòîðîíû τ ′fC = h̃−1τ h̃fC = h̃−1τ h̃h̃−1Φh̃ = h̃−1τΦh̃ .

Çàäàäèì íà ïðîñòðàíñòâå T 2 × R ãðóïïó äâèæåíèé Γ′ = {γ′k, k ∈ Z} , ãäå γ′ :
T 2 × R → T 2 × R - äèôôåîìîðôèçì, çàäàííûé ôîðìóëîé γ′(z, t) = (τ ′(z), t − 1) . Ïóñòü
F̃ : T 2 × R → T 2 × R - òàêîå îòîáðàæåíèå, ÷òî F̃ (z, t) = (fC(z), Ψ̃(t)) , ãäå Ψ̃(t) - ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå ïîñòðîåííîå ñîãëàñíî êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
1.2., è ñîïðÿæåííîå ñ Ψ(t) ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà hΨ . Ïðè÷åì, îòîáðàæåíèÿ hΨ è
Ψ̃ òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ψ̃(t − m) = Ψ̃(t) − m , hΨ(t − m) = hΨ(t) − m äëÿ
ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà m . Ïîêàæåì, ÷òî F̃ (γ′m(w)) = γ′m(F̃ (w)) äëÿ ëþáîãî m ∈ Z è ëþ-
áîé òî÷êè w = (z, t) . Â ñàìîì äåëå, F̃ (γ′m(w)) = F̃ (τ ′(z), t−m) = (fC(τ

′(z)), Ψ̃(t−m)) =
(τ ′fC(z), Ψ̃(t)−m) = γ′m(F̃ (w)) . Òîãäà îòîáðàæåíèå F̃ : T 2×R → T 2×R ÿâëÿåòñÿ íàêðû-
âàþùèì îòîáðàæåíèåì äëÿ íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà f̃ : M3 → M3 , îïðåäåëåííîãî
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ôîðìóëîé f̃(w) = p(F̃ (p−1(w))) . Ïî ïîñòðîåíèþ ãîìåîìîðôèçì H̃ : T 2 × R → T 2 × R çà-
äàííûé ôîðìóëîé H̃(z, t) = (h̃(z), hΨ(t)) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ H̃(γ′m(w)) = γ′m(H̃(w))
(m ∈ Z , γ′ ∈ Γ ) è ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì äëÿ F è F̃ , òî åñòü H̃F̃ = FH̃ . Òîãäà f̃ ∈ G̃
è äèôôåîìîðôèçìû f è f̃ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû.
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On the realization of structurally stable di�eomorphisms

with 2-dimensional surface basic sets.

c⃝ V.Z. Grines7, Y.A. Levchenko8

Abstract. The present paper is continuation of the paper [2] which was devoted to topological
classi�cation of structurally stable di�eomorphisms with 2-dimensional connected surface basic
sets. In the present paper topological classi�cation of such di�eomorphisms was obtained in case
if NW (f) consist of 2-dimensional surface basic sets (which are not necessary connected) under
certain conditions on the structure of the intersection of two-dimensional invariant manifolds.
Moreover in this paper the problem of the realization of such di�eomorphisms was solved.
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ÓÄÊ 517.938

Î âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé êëàññèôèêàöèè

àòòðàêòîðîâ

c⃝ Å.Â. Æóæîìà1, Í.Â. Èñàåíêîâà2, Ë.À. Êóïðèíà3, Â.Ñ. Ìåäâåäåâ4

Àííîòàöèÿ. Èçó÷àåòñÿ ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-
íîñòüþ àòòðàêòîðîâ íåêîòîðîãî êëàññà äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âíóòðåííÿÿ ñîïðÿæåííîñòü, îêðåñòíîñòíàÿ ñîïðÿæåííîñòü, òîïîëîãè÷å-
ñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü

Â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì èìååòñÿ äâà îñíîâíûõ òèïà êëàññèôè-
êàöèè ïðåîáðàçîâàíèé ñ òî÷íîñòüþ äî ñîïðÿæåííîñòè: âíóòðåííÿÿ è âíåøíÿÿ. Ïðèâåäåì
òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ f : M → M , g : N → N èìåþò èíâàðè-
àíòíûå ìíîæåñòâà Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî. Îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé
íà èõ èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ âíóòðåííå ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì φ : Λf → Λg , òàêîé, ÷òî φ ◦ f |Λf

= g ◦ φ|Λf
. Åñëè φ ìîæíî ïðîäîëæèòü

äî ãîìåîìîðôèçìà φ : M → N èëè φ : U(Λf ) → U(Λg) íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(Λf ) ,
U(Λg) ìíîæåñòâ Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî, ñîõðàíèâ ñîîòíîøåíèå φ ◦ f |Λf

= g ◦ φ|Λf
, òî

f |Λf
, g|Λg íàçûâàþòñÿ îêðåñòíîñòíî ñîïðÿæåííûìè. ßñíî, ÷òî èç îêðåñòíîñòíîé ñîïðÿ-

æåííîñòè ñëåäóåò âíóòðåííÿÿ ñîïðÿæåííîñòü. Ñîîòâåòñòâóþùóþ êëàññèôèêàöèþ áóäåì
íàçûâàòü âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé.

Ïóñòü M - êîìïàêòíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòîé ãðàíèöåé, è ïóñòü f : M →
f(M) ⊂M - äèôôåîìîðôèçì íà ñâîé îáðàç, ïðè÷åì âêëþ÷åíèå f(M) ⊂M ñîáñòâåííîå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f èìååò èíâàðèàíòíîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Λ (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
è ôàêòû ñì. â [1], [2]). Ñëåäóÿ [23], [25], áóäåì íàçûâàòü Λ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàê-
òîðîì, åñëè Λ åñòü ïðèòÿãèâàþùåå, ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, â êîòîðîì ïëîòíû ïå-
ðèîäè÷åñêèå òî÷êè, è ðàçìåðíîñòü íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëþáîé òî÷êè èç Λ ðàâíà
òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè d = dimΛ ìíîæåñòâà Λ . Ñîãëàñíî [15] è [25], ðàñòÿãèâàþùè-
åñÿ àòòðàêòîðû ëîêàëüíî óñòðîåíû êàê ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà åâêëèäîâî
ïðîñòðàíñòâî Rd .

Èç ðàáîò Ãðèíåñà Â. Ç. [3]-[7], Æèðîâà À.Þ. [10]-[12], Ïëûêèíà Ð. Â.[17], ìîæíî èç-
âëå÷ü, ÷òî èç âíóòðåííåé ñîïðÿæåííîñòè îäíîìåðíûõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ äâóìåðíûõ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñëåäóåò èõ îêðåñòíîñòíàÿ ñîïðÿ-
æåííîñòü. Íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè íå ìåíüøå òðåõ îêðåñòíîñòíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
ðàñòÿãèâàþùèõñÿ àòòðàêòîðîâ êîðàçìåðíîñòè îäèí áûëà ïîëó÷åíà Ãðèíåñîì Â.Ç., Æóæî-
ìîé Å.Â., Ïëûêèíûì Ð.Â. â ðàáîòàõ [8], [9], [16].

Âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îãðàíè÷åíèé äèôôåîìîðôèçìîâ íà èõ ðàñòÿãèâàþùèåñÿ
àòòðàêòîðû ïîëó÷åíà Âèëüÿìñîì [23] - [25]. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: âëå÷åò ëè âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îêðåñòíîñòíóþ. Â ðàáîòå [21] áûëî äîêàçàíî,
÷òî îòâåò, âîîáùå ãîâîðÿ, îòðèöàòåëüíûé. Èìåííî, Ðîáèíñîí è Âèëüÿìñ [21] ïîñòðîèëè
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äâà äèôôåîìîðôèçìà f : M → f(M) ⊂ M , g : N → g(N) ⊂ N ïÿòèìåðíûõ êîìïàêò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé M , N â ñåáÿ ñ äâóìåðíûìè ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè Λf , Λg

ñîîòâåòñòâåííî òàêèìè, ÷òî f |Λf
, g|Λg âíóòðåííå ñîïðÿæåíû, íî îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿ-

æåíû. ×òî êàñàåòñÿ äðóãèõ ðàçìåðíîñòåé, òî ýòîò âîïðîñ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè îñòàâàëñÿ
îòêðûòûì.

Ãëàâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ ðàñøè-
ðÿåò íàáîð ðàçìåðíîñòåé, â êîòîðûõ âíóòðåííÿÿ êëàññèôèêàöèÿ îòëè÷àåòñÿ îò îêðåñò-
íîñòíîé:

Ò å î ð å ì à 1.1. Ñóùåñòâóþò ÷åòûðåõìåðíûå êîìïàêòíûå ìíîãîîáðàçèÿ M , N
è äèôôåîìîðôèçìû f : M → f(M) ⊂ M , g : N → g(N) ⊂ N ñ îäíîìåðíûìè ðàñòÿãè-
âàþùèìè àòòðàêòîðàìè Λf , Λg ñîîòâåòñòâåííî òàêèå, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f |Λf

, g|Λg

âíóòðåííå ñîïðÿæåíû, íî îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿæåíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà ïîñòðîèì ñïåðâà îáùóþ êîíñòðóêöèþ äèôôåîìîð-
ôèçìà ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì.

Ïóñòü Mn = M - êîìïàêòíîå ãëàäêîå n -ìíîãîîáðàçèå ñ íåïóñòûì êðàåì, íàäåëåííîå
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ èíäóöèðóåò íà M ìåòðèêó ρ . Äëÿ ãëàäêîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ψ : M → M áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Dψ : TM → TM äèôôåðåíöèàë ψ , êîòîðûé
îïðåäåëåí íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè TM . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìîòîïíàÿ
òîæäåñòâåííîìó ïåðèîäè÷åñêàÿ èçîìåòðèÿ R :M →M òàêàÿ, ÷òî

Rk ≡ id, k ≥ 2, DRi = id, i ≥ 1. (1.1)

Ïóñòü e : M → e(M) ⊂ M - ãëàäêîå âëîæåíèå M â ñåáÿ, ÿâëÿþùååñÿ ðàâíîìåðíî
ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì e(M) ⊂ int M , ò.å. ñóùåñòâóåò 0 < λ < 1 òàêîå, ÷òî

diam (en(M)) ≤ λn · diam (M), diam (M) = max
(p,q)∈M×M

ρ(p, q) (1.2)

è ìíîæåñòâà

e(M), R (e(M)) , . . . , Rk−1 (e(M)) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. (1.3)

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå fi : [
i
k
; i+1

k
]×M → [0; 1]×M , i ∈ {0, . . . , k − 1} , ïîëîæèâ

fi(t, z) =
(
kt− i, Ri ◦ e(z)

)
, t ∈

[
i

k
,
i+ 1

k

]
, z ∈M. (1.4)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà èëëþñòðàöèÿ äëÿ k = 3 .
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî fi ÿâëÿåòñÿ ñþðüêòèâíûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà [ i

k
; i+1

k
]×

M íà ìíîæåñòâî [0; 1]×M , ãäå i ∈ {0, . . . , k − 1} .
Ðàññìîòðèì ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèå M1 , ïîëó÷àåìîå èç ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ [0; 1]×M

îòîæäåñòâëåíèåì òî÷åê (1, z) , (0, R(z)) ,

M1 = [0; 1]×M/ ((1, z) ≃ (0, R(z))) , z ∈M.

Ñîãëàñíî (1.4),

fi

(
i+ 1

k
, z

)
= (1, Ri ◦ e(z)), fi+1

(
i+ 1

k
, z

)
= (0, Ri+1 ◦ e(z)) ≃ (1, Ri ◦ e(z)).

Ïîýòîìó ñîâîêóïíîñòü îòîáðàæåíèé f0 , . . . , fk−1 ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå F : M1 →
M1 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, M1 → F (M1) ⊂ M1 . Òàê êàê R
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Ðèñ. 1:

ãîìîòîïíî òîæäåñòâåííîìó, òî M1 ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1×M . Èç (1.4)
ïîëó÷àåì

Dfi(t, z) = Dfi+1(t, z) =

(
k 0
0 De(z)

)
,

ïîñêîëüêó
DRi ◦ e(z) = DR(Ri−1 ◦ e(z)) · . . . ·DR ◦ e(z) ·De(z) = De(z).

Îòñþäà è (1.4) âûòåêàåò, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, ïðè÷åì
äèôôåðåíöèàë DF ñîõðàíÿåò åñòåñòâåííîå ðàçëîæåíèå T (M1) = T (S1 ×M) = T (S1) ⊕
T (M) ,

DF = (k,De) : T (S1)⊕ T (M) → T (S1)⊕ T (M). (1.5)

Òàê êàê âêëþ÷åíèå F (M1) ⊂ M1 ñîáñòâåííîå è îòîáðàæåíèå M1 → F (M1) ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî ïîëó÷àåì öåïî÷êó ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ
ìíîæåñòâ

· · · ⊂ Nj+1 ⊂ Nj ⊂ · · · ⊂ N1 ⊂M1, ãäå Nj =

j∩
i=0

F i(M1). (1.6)

Ïîëîæèì ∩
j≥0

Nj =
∩
i≥0

F i(M1)
def
= Sol(F ).

Òàê êàê ìíîæåñòâà Nj çàìêíóòûå, òî èç (1.6) ñëåäóåò, ÷òî Sol(F ) åñòü çàìêíóòîå è
ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî.

Ë å ì ì à 1.1. Ìíîæåñòâî Sol (F ) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî F è F−1 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî (1.6), F i(M1) ⊃ F i+1(M1) . Òîãäà

F (Sol (F )) = F (
∩
n≥0

F n(M1)) =
∩
n≥0

F n+1(M1) = Sol (F ).

F−1(Sol (F )) = F−1(
∩
n≥0

F n(M1)) =
∩
n≥0

F n−1(M1) = Sol (F ).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ìíîæåñòâî {t} ×M
def
= Mt íàçîâåì t - ñå÷åíèåì, ãäå t ∈ S1 . Êàæäîå ñå÷åíèå åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ M ïîñðåäñòâîì ïðîåêöèè p2 : S1 ×M → M . Ñî-
ãëàñíî (1.4), äèôôåîìîðôèçì F ïåðåâîäèò t -ñå÷åíèå â (kt mod 1) - ñå÷åíèå. Ïîýòîìó
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åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ äèàìåòð ìíîæåñòâà F n(Mt) ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó
diam F n(Mt) = diam p2(F

n(Mt)) .
Cëåäóþùèå äâå ëåììû îïèñûâàþò ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó ìíîæåñòâà Sol(F ) .

Ë å ì ì à 1.2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ S1 , diam F n(Mt) → 0 ïðè n→ ∞ ,
ïðè÷åì ñòðåìëåíèå âåëè÷èíû diam F n(Mt) ê íóëþ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó R - èçîìåòðèÿ, à îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò
t -ñå÷åíèå â (kt mod 1) -ñå÷åíèå, òî diam F n(Mt) = diam en(M) . Îòñþäà è 1.2 ñëåäóåò
òðåáóåìûé ðåçóëüòàò.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.3. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî t ∈ S1 ïåðåñå÷åíèå Mt ∩ Sol(F ) = Ct -
ìíîæåñòâî êàíòîðîâñêîãî òèïà. Sol(F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
Ct íà R .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî Mt ∩ Sol(F ) çàìêíóòî, òàê êàê ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñå÷åíèåì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ.

Ñïåðâà ïîêàæåì èíäóêöèåé ïî n , ÷òî ïåðåñå÷åíèå Nn ∩Mt ñîñòîèò èç kn ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî
Mt∩F (M1) ñîñòîèò èç k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Òàê êàê èìååòñÿ k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé t1 ,
. . . , tk ∈ S1 òàêèõ, ÷òî t = kt1 mod 1 = · · · = ktk mod 1 , òî

Mt ∩Nn =
k∪

i=1

F (Nn−1 ∩Mti).

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, êàæäîå ìíîæåñòâî Nn−1∩Mti ñîñòîèò èç k
n−1 ñâÿç-

íûõ êîìïîíåíò. Îòñþäà âûòåêàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.
Ñîãëàñíî ëåììå 1.2., äèàìåòð êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè

n → ∞ . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Mt ∩ Sol(F ) ñîâåðøåííîå è íèãäå íå ïëîòíîå. Ïîýòîìó
Sol(F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà íà
R .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñëåäóÿ [23], [25], ïîñòðîèì ñèìâîëè÷åñêóþ ìîäåëü îãðàíè÷åíèÿ F |Sol(F ) îòîáðàæåíèÿ
F íà Sol(F ) . Îáîçíà÷èì ÷åðåç

∏
i∈Z+

0
S1
i ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà îêðóæ-

íîñòåé S1
i = S1 , íàäåëåííîå òèõîíîâñêîé òîïîëîãèåé (â ýòîé òîïîëîãèè áàçà îáðàçîâàíà

ìíîæåñòâàìè
∏

i∈Z+
0
Vi , ãäå Vi îòêðûòû â S1

i , è òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ

i ìíîæåñòâà Vi îòëè÷íû îò S1
i , ñì., íàïðèìåð, [14], ñòð. 155). Òî÷êàìè ìíîæåñòâà

∏
i∈N S

1
i

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞i=0 , ãäå ti ∈ S1
i . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ−

k ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà

∏
i∈Z+

0
S1
i , ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {ti}∞0 , ãäå ti = kti+1 mod 1 ïðè

âñåõ i ≥ 0 . Îïðåäåëèì íà Σ−
k îòîáðàæåíèå Êk : Σ

−
k → Σ−

k , ïîëîæèâ

Êk ({t0, . . . , ti, . . .}) = {kt0 mod 1, t0, . . . , ti . . .}.

Ïàðà (Σ−
k , Êk) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ïðåäåëîì ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ

îêðóæíîñòè Ek : S
1 → S1 , Ek(x) = kx mod 1 , ñòåïåíè k .

Âàæíîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèìâîëè÷åñêîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ë å ì ì à 1.4. Êàæäîé òî÷êå p ∈ Sol (F ) ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê {ti}∞0 , ti ∈ S1 , è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ti -ñå÷åíèé
Mti òàêèõ, ÷òî
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• p ∈ · · · ⊂ F i+1(Mti+1
) ⊂ F i(Mti) ⊂ · · · ⊂Mt0 ;

• p = ∩i≥0F
i(Mti) ;

• ti = Ek(ti+1) , i ≥ 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ òî÷êè p ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà t0 ∈ S1

òàêàÿ, ÷òî p ∈ Mt0 . Èç (1.4) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò s1 , . . . , sk ∈ S1 òàêèå, ÷òî
Ek(s1) = Ek(s2) = . . . = Ek(sk) = t0 , è ìíîæåñòâà F (Ms1) , . . . , F (Msk) ïðèíàäëåæàò
t0 -ñå÷åíèþ Mt0 . Èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî F (Ms1) , . . . , F (Msk) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïî-
ýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå sj òàêîå, ÷òî p ∈ F (Msj) . Ïîëîæèì t1 = sj . Àíàëîãè÷íî,
ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ t2 , t3 , . . . è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìíîæåñòâà F 2(Mt2) , F

3(Mt3) , . . . .
Èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ti = Ek(ti+1) äëÿ âñåõ i ≥ 0 . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî
p = ∩i≥0F

i(Mti) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå h : Sol (F ) → Σ−
k ïî ïðàâèëó h(p) = {ti}∞0 , p ∈ Sol (F ) ,

ti ∈ S1 . Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà F |Sol (F ) ñî-
ïðÿæåíî ñïåöèàëüíîìó ñäâèãó íà îáðàòíîì ïðåäåëå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæå-
íèÿ îêðóæíîñòè Êk .

Ë å ì ì à 1.5. h ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì òàêèì, ÷òî h◦F |Sol (F ) = Êk◦h|Sol (F )

.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà êîìïàêòíûõ ìíîæåñòâ íåïóñòîå, òî ïåðåñå÷åíèå ∩i≥0F

i(Mti) íåïóñòîå äëÿ ëþáîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ti}∞0 ∈ Σ−

k . Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç
îäíîé òî÷êè. Ïîýòîìó h � ñþðüåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.

Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê z , z′ ∈ Sol (F ) íàéäóòñÿ äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîìïîíåí-
òû F i(Mti) , F

i(Mt′i
) èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïîíåíò, óäîâëåòâîðÿ-

þùèõ ëåììå 1.4., òàê êàê èõ äèàìåòðû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî h âçàèìíî
îäíîçíà÷íî.

Çàôèêñèðóåì ε > 0 , r ∈ N è ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü òî÷êè h(p) . Ñîãëàñíî îïðåäå-
ëåíèþ òîïîëîãèè íà ìíîæåñòâå Σ−

k , îêðåñòíîñòüþ ýòîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà
U(h(p)) = {{xi}∞0 ∈ Σ−

k : |xi − ti| < ε , äëÿ i = 0 , . . . , r} . Ïîñêîëüêó äëÿ òî÷êè h(p)
â åå îêðåñòíîñòè U(h(p)) , çàäàííîé ÷èñëàìè r ∈ N è ε > 0 , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
tr−j = Ej

k(tr) äëÿ âñåõ 1 ≤ j ≤ r , à îòîáðàæåíèå Ek íåïðåðûâíîå, òî ñóùåñòâóåò òàêîå
0 < δ ≤ ε , ÷òî |xr − tr| < δ âëå÷åò |xi − ti| < ε äëÿ âñåõ i = 0 , . . . , r .

Îáîçíà÷èì Mt,δ
def
= [t−δ, t+δ]×Mt . Ïóñòü U(p) îêðåñòíîñòü òî÷êè p ∈ Sol (F ) . Òîãäà

äëÿ ëþáîé òî÷êè q ∈ U(p)∩ Sol (F ) , â ñèëó ëåììû 1.4., h(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈ Σ−
k è

q ∈ F r(Mxr) ⊂ F r−1(Mxr−1) ⊂ · · · ⊂ F (Mx1) ⊂Mx0 .
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ F âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Mt∩F (M1)

ñîñòîèò èç k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, òàê êàê èìååòñÿ k ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé t1 , . . . , tk ∈ S1

òàêèõ, ÷òî t = kt1 mod 1 = · · · = ktk mod 1 . Ïîñêîëüêó F äèôôåîìîðôèçì, ñóùåñòâóåò

δ1 > 0 , δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî F
(
Mt11,δ1

)
∩ F

(
Mt21,δ1

)
∩ . . . ∩ F

(
Mtk1 ,δ1

)
= ∅ è F

(
Mti1,δ1

)
⊂

F (Mt0,ε) ïðè i = 1, k . Òîãäà òî÷êà q ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç ìíîæåñòâ F
(
Mti1,δ1

)
, ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè q ∈ F (Mt1,δ1) . Ðàññìîòðèì ñïåðâà, ÷òî q ∈Mx0∩F (Mx1) . Òàê êàê q ∈
U(p)∩Sol (F ) , òîãäà q ∈Mx0∩F (Mx1)∩F (Mt1,δ1) . Ñëåäîâàòåëüíî F (Mx1)∩F (Mt1,δ1) ̸= ∅
è Mx1∩Mt1,δ1 ̸= ∅ , òîãäà |x1−t1| < δ1 . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ýíäîìîðôèçìà Ek

âûòåêàåò íåðàâåíñòâî |Ek(x1) − Ek(t1)| < ε , ò.å. |x0 − t0)| < ε . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõ
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ïåðâûõ êîîðäèíàò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h(q) = {x0, x1, . . . , xi, . . .} äîêàçàëè, ÷òî h(q) ∈
U(h(p)) . Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ñóùåñòâóåò δr > 0 , δr ≤ . . . ≤ δ1 ≤ ε òàêîå, ÷òî |xr−1 −
tr−1| < ε , . . . , |x0 − t0| < ε .

Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèé F è h âûòåêàåò, ÷òî h(q) ∈ U(h(p)) äëÿ ëþáîé òî÷êè
q ∈ U(p) . Çíà÷èò, h � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. h−1 � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, êàê
ïðîîáðàç íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ íà êîìïàêòå. Òàêèì îáðàçîì, h - ãîìåîìîðôèçì.

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ðàâåíñòâî h ◦ F |Sol (F ) = Êk ◦ h|Sol (F ) , òî åñòü íàëè÷èå
êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû

Sol (F )
F−→ Sol (F )

↓ h ↓ h

Σ−
k

Êk−→ Σ−
k .

Ëåììà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 1.6. Êk èìååò âñþäó ïëîòíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîðáèòó â Σ−
k .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü U(q) - îêðåñòíîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè q =
{t0, t1, . . . , ti, . . .} ∈ Σ−

k . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U(q) ÿâëÿåòñÿ (ε, r)
� îêðåñòíîñòüþ, ò.å. {t′0, t′1, . . . , t′i, . . .} ∈ U(q) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |t0− t′0| < ε , . . . ,
|tr−1− t′r−1| < ε . Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâàþùåãî îòîáðàæåíèÿ
îêðóæíîñòè Ek(t) = kt mod 1 , ñòåïåíè k ≥ 2 âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî
|tr−1− t′r−1| < δ âëå÷åò |tj − t′j| < ε äëÿ âñåõ 0 ≤ j ≤ r− 2 , òàê êàê tj = kr−1−jtr−1 mod 1 ,
t′j = kr−1−jt′r−1 mod 1 . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî δ ≤ ε . Òîãäà èç
|tr−1 − t′r−1| < δ ñëåäóåò, ÷òî q′ = {t′0, t′1, . . . , t′r−1, . . .} ∈ U(q) . Òàê êàê îòîáðàæåíèå Ek

ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ ïîëóîðáèòó O+(x0) = {kn(x0) mod 1 : n ≥ 0} , x0 ∈ S1 , òîãäà
q0 = {x0, x1, . . . , xi, . . .} ∈ Σ−

k . Ñóùåñòâóåò l ∈ N òàêîå, ÷òî |kl(x0) − tr−1| < δ , kl(x0) ∈
S1 . Ïîýòîìó Êr+l

k (q0) = {kl+r(x0), . . . , k
l(x0), . . .} ∈ U(q) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëüíàÿ

ïîëóîðáèòà òî÷êè q0 âñþäó ïëîòíà â Σ−
k .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ìíîæåñòâî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ
àòòðàêòîðîì îòîáðàæåíèÿ F , ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíûì ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæå-
ñòâà êàíòîðîâñêîãî òèïà íà R .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 1.1. ñëåäóåò, ÷òî Sol (F ) åñòü èíâàðèàíòíîå ìíîæå-
ñòâî òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå F |Sol (F ) åñòü äèôôåîìîðôèçì. ßñíî, ÷òî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ
çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì. Èç ëåììû 1.2. ñëåäóåò, ÷òî Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãèâàþùèì
ìíîæåñòâîì.

Â ñèëó ëåììû 1.6., Êk èìååò âñþäó ïëîòíóþ ïîëîæèòåëüíóþ ïîëóîðáèòó â ìíîæåñòâå
Σ−

k , òàêèì îáðàçîì Sol (F ) ÿâëÿåòñÿ áàçèñíûì ìíîæåñòâîì. Èç ñîïðÿæåííîñòè F |Sol (F ) è

Êk , ñîãëàñíî ëåììå 1.5., âûòåêàåò, ÷òî Sol (F ) ñîñòîèò èç íåáëóæäàþùèõ òî÷åê äèôôåî-
ìîðôèçìà F |Sol (F ) ñî âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Èç (1.2), (1.4) è
(1.5), ìíîæåñòâî Sol (F ) ãèïåðáîëè÷åñêîå ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ðàññëîåíèåì.
Ñëåäîâàòåëüíî, Sol (F ) � ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû
î òîì, ÷òî ìíîæåñòâî Sol (F ) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìíîæåñòâà
êàíòîðîâñêîãî òèïà íà R âûòåêàåò èç ëåììû 1.3..
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Î âíóòðåííåé è îêðåñòíîñòíîé êëàññèôèêàöèè àòòðàêòîðîâ 63

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1. ïðîâîäèòñÿ ïðåäîñòàâëåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèìåðîâ
äèôôåîìîðôèçìîâ f , g , â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé âûøå êîíñòðóêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì (1.1) � (1.4).

Ïîñòðîèì ïåðâûé ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà. Ïóñòü M = S1 ×D3 , ãäå S1 = [0; 1]/(0 ∼
1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, D3 ⊂ R3 � åäèíè÷íûé øàð â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R3 .
Îïðåäåëèì íà D3 êîîðäèíàòû (x, y, z) , ðàññìîòðèì âëîæåíèå e : D3 → e(D3) ⊂ D3 òàêîå,
÷òî e(x, y, z) = ( 1

10
x, 1

10
y + 1

2
, 1
10
z) è ïîâîðîò íà 90◦ âîêðóã îñè OZ R90◦ : D

3 → D3 âèäà

R90◦(x, y, z) =


x′ = x cos π

2
− y sin π

2

y′ = x sin π
2
+ y cos π

2

z′ = z

ò.å R4 ≡ id è k = 4 , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.1) � (1.3).
Òîãäà â ñèëó òåîðåìû 1.2. äèôôåîìîðôèçì f = fSm : S1 × D3 → f(S1 × D3) ⊂ S1 ×

D3 èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð Sol (f) = ΛSm , êîòîðûé ëîêàëüíî
ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ñòàíäàðòíîãî êàíòîðîâñêîãî ìíîæåñòâà K â D3 íà
R . Êàæäàÿ òî÷êà èç K åñòü ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíî âëîæåííûõ
òðåõìåðíûõ øàðîâ. Îòñþäà è çàìêíóòîñòè K âûòåêàåò, ÷òî ëþáàÿ ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ
êðèâàÿ, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó D3 − K , ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â ìíîæåñòâå D3 − K .
Ïîñêîëüêó äèôôåîìîðôèçìû ïîäîáíîãî òèïà fSm áûëè ââåäåíû â òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì Ñìåéëîì [22], òî åñòåñòâåííî íàçâàòü ΛSm îäíîìåðíûì ñîëåíîèäîì Ñìåéëà.

f

Ðèñ. 2: f = fSm äëÿ k = 2 è n = 3 .

Äèôôåîìîðôèçì fSm ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí íà ðèñ. 2 äëÿ k = 2 è n = 3 . Ñëåäóÿ [19],
áóäåì ÷èñëî k íàçûâàòü ïîðÿäêîì ñîëåíîèäà ΛSm . Èç ëåììû 1.5. âûòåêàåò, ÷òî ïîðÿäîê
ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì èíâàðèàíòîì âíóòðåííåé ñîïðÿæåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ fSm|ΛSm

.
Â îñíîâå ïîñòðîåíèÿ âòîðîãî ïðèìåðà äèôôåîìîðôèçìà ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþ-

ùèì àòòðàêòîðîì äëÿ n = 3 ëåæèò êîíñòðóêöèÿ Àíòóàíà [18]. Ïóñòü T1 = S1 × D2 -
òðåõìåðíûé çàìêíóòûé ïîëíîòîðèé. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî T2 öèêëè÷åñêè çàöåïëåííûõ
ïîëíîòîðèåâ âíóòðè T1 , ñì. ðèñ. 3. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò ñåìåéñòâà T2
ðàâíî k ≥ 4 . Äàëåå ïî èíäóêöèè îïðåäåëèì ñåìåéñòâî Tn+1 , n ≥ 2 , kn ïîïàðíî íå ïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ïîëíîòîðèåâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà Cn

i êîíôèãóðàöèè
Tn åñòü ïîëíîòîðèé. Äëÿ êàæäîé Cn

i , 1 ≤ i ≤ kn−1 , îáîçíà÷èì ÷åðåç φn
i îòîáðàæå-

íèå ïîäîáèÿ T1 → Cn
i . Ïîä äåéñòâèåì φn

i êîíôèãóðàöèÿ T2 îòîáðàæàåòñÿ â êîíôèãó-
ðàöèþ φn

i (T2) , êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî k ïîëíîòîðèåâ â Cn
i . Ïîëîæèì

Tn+1 = ∪φn
i (T2) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T1 , T2 , . . . âëîæåí-

íûõ äðóã â äðóãà êîíôèãóðàöèé. Ìíîæåñòâî C =
∩
Tn íàçûâàåòñÿ îæåðåëüåì Àíòóàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî C ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçðûâíûì ìíîæåñòâîì êàíòîðîâñêîãî òèïà òàêèì, ÷òî
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(R3 − C) ̸= 0 . ßñíî, ÷òî åñëè K - êëàññè÷åñêîå êàíòîðîâî
ìíîæåñòâî, ëåæàùåå íà íåêîòîðîé ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå R3 , òî π1(R3 −K) = 0 . Ïîýòî-
ìó, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâà K è C ãîìåîìîðôíû, íå ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçìà
R3 → R3 , ïåðåâîäÿùåãî K â C .
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Ðèñ. 3: Ñåìåéñòâî T2 .

Ïåðåîáîçíà÷èì M = S1 × T1 , φ
1
1 = e . Íåìíîãî ìîäèôèöèðóåì êîíñòðóêöèþ Àí-

òóàíà òàê, ÷òîáû ñóùåñòâîâàë ñäâèã R : T1 → T1 âäîëü îñè {0} × D2 òàêîé, ÷òî
R(x, y, z) = (x + 1

4
mod 1, y, z) , ãäå x ∈ S1 è (y, z) ∈ D2 , ïåðåâîäÿùèé T2 â ñåáÿ, è

÷èñëî k = 4 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1) - (1.3) è R4 ≡ id . Íàïðèìåð, ìîæíî
êàæäóþ êîìïîíåíòó C1

i çàìåíèòü ïîëíîòîðèåì, ó êîòîðîãî îäíà ÷àñòü ïîäîáíà êîìïî-
íåíòå C1

1 , à âòîðàÿ ÷àñòü - êîìïîíåíòå C
1
2 èç îðèãèíàëüíîé êîíñòðóêöèè Àíòóàíà. ßñíî,

÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî ñî ñâîéñòâàìè îæåðåëüÿ Àíòóàíà. Äèôôåîìîð-
ôèçì g = gNRW : S1 ×M → g(S1 ×M) ⊂ S1 ×M èìååò îäíîìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ
àòòðàêòîð Sol (g) = ΛNRW , êîòîðûé ëîêàëüíî ãîìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ R
íà îæåðåëüå Àíòóàíà C â R3 . Ïîñêîëüêó âïåðâûå áàçèñíûå ìíîæåñòâà ïîäîáíîãî òèïà
áûëè ââåäåíû â ðàáîòàõ [20], [21], òî åñòåñòâåííî íàçâàòü ΛNRW îäíîìåðíûì ñîëåíîèäîì
Íüþõàóñà-Ðîáèíñîíà-Âèëüÿìñà (ÍÐÂ).

Èç ëåììû 1.5. âûòåêàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm
, gNRW |ΛNRW

ïðè ôèêñèðîâàí-
íîì k = 4 âíóòðåííå ñîïðÿæåíû.

Ë å ì ì à 1.7. Äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm
è gNRW |ΛNRW

îêðåñòíîñòíî íå ñîïðÿ-
æåíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð-
ôèçì φ : U(ΛSm) → U(ΛNRW ) íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé U(ΛSm) , U(ΛNRW ) ìíîæåñòâ
ΛSm , ΛNRW ñîîòâåòñòâåííî, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò ñîïðÿæåííîñòü äèôôåîìîðôèçìîâ
fSm|ΛSm

, fNRW |ΛNRW
. Â ñèëó êîíñòðóêöèè, ëþáàÿ òî÷êà ΛSm èìååò îêðåñòíîñòü U0 ëî-

êàëüíî ãîìåîìîðôíóþ ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ (t0 − ε, t0 + ε)×D3 äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0 ,
ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå ΛSm ñ U0 ñîâïàäàåò ñ (t0−ε, t0+ε)×K , ãäå K - ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâî
ìíîæåñòâîì â D3 . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U0 ⊂ U(ΛSm) .

Ñîãëàñíî [18], â U(ΛNRW )−ΛNRW ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ C ïðîèçâîëü-
íî ìàëîãî äèàìåòðà, êîòîðàÿ íå ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â ìíîæåñòâå U(ΛNRW )−ΛNRW . Òàê
êàê φ - ãîìåîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò C òàêàÿ, ÷òî φ−1(C) ∈ (t0−ε, t0+ε)×D3 . Ïîñêîëü-
êó φ(ΛSm) = ΛNRW , òî φ−1(C) ∈ U(ΛSm)−ΛSm . Ñëåäîâàòåëüíî, φ−1(C) äåôîðìèðóåòñÿ â
ñå÷åíèå {t0}×D3 âäîëü ñëîåâ òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ (t0− ε, t0+ ε)×D3 → {t0}×D3 â
íåêîòîðóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ, ïðèíàäëåæàùóþ ìíîæåñòâó {t0} × (D3 − K) . Ýòà êðè-
âàÿ ãîìîòîïíà íóëþ â ìíîæåñòâå D3 − K . Ñëåäîâàòåëüíî, φ−1(C) ãîìîòîïíà íóëþ â
U(ΛSm)−ΛSm . Òîãäà C äîëæíà áûòü ãîìîòîïíà íóëþ â U(ΛNRW )−−ΛNRW . Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû fSm|ΛSm

, fNRW |ΛNRW
îêðåñòíîñòíî íå

ñîïðÿæåíû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êà÷åñòâà âîçäóõà íà

äëèòåëüíûé ïåðèîä âðåìåíè

c⃝ Ë.Â. Êëî÷êîâà1, Þ.À. Ïîâåùåíêî2, Â.Ô. Òèøêèí3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â õîäå ðàçðàáîòîê íîâûõ èñ-
ïîëíèòåëüíûõ ìîäóëåé äëÿ èíòåãðèðîâàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà TIMES è ìåòîäîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ êà÷åñòâà îêðóæàþùåé ñðåäû êàê ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ê
ìíîãîôàêòîðíîìó àíàëèçó âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ âîçäåéñòâèé. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ
íåêîòîðûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, èíòåãðèðîâàííûå ïðîãðàììíûå êîì-
ïëåêñû, ï ðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíåíèé â àòìîñôåðå.

Ââåäåíèå

Ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ êà÷åñòâà îêðóæàþùåé ñðåäû
ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêîé ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ê ìíîãîôàêòîðíîìó àíàëèçó âëèÿíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ âîçäåéñòâèé, òàêèõ, êàê ïðèðîäíûå êàòàêëèçìû, òàê è àíòðîïîãåííûå è òåõ-
íîãåííûå âîçäåéñòâèÿ. Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå, îïóáëèêîâàííîé çà ïîñëåäíèå ïÿòüäåñÿò
ëåò, âñòðå÷àåòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ òå èëè èíûå
ôàêòîðû ïðîèñõîäÿùèõ ïðîöåññîâ [1]. Ðàçðàáîòàííûé èíòåãðèðîâàííûé ïàêåò �TIMES�
(òðàíñïîðòíî-èíôîðìàöèîííàÿ ìîäåëü äëÿ ýêîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âèçóàëüíî-ïðîãíîñòè÷åñêèé ïàêåò, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè çà-
ãðÿçíåíèé â âîçäóøíîì áàññåéíå ñ ó÷åòîì âåòðîâîãî ïîëÿ è ïîëó÷àòü ãðàôè÷åñêèå îòîá-
ðàæåíèÿ ïðîöåññîâ, êàê â óñëîâèÿõ ãîðîäñêîé çàñòðîéêè, òàê è íàä ìåñòíîñòüþ, èìåþùåé
ñëîæíûé ãåîãðàôè÷åñêèé ðåëüåô

1. Èíòåãðèðîâàííûé ïàêåò �TIMES�

Èíòåãðèðîâàííûé ïàêåò �TIMES� ÿâëÿåòñÿ îðèãèíàëüíîé ïðîãðàììíîé ñèñòåìîé,
êàê ïî ïðèìåíÿåìûì àäàïòèðîâàííûì ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêèì ìîäåëÿì, òàê è ìåòîäàì
ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, îïèðàþùèõñÿ íà ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííûå ìåòîäèêè ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Áàçîâàÿ ìîäåëü ýòîãî êîìïëåêñà � îïåðàòèâíàÿ êîíâåêòèâíî-
äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü èëè òðàíñïîðòíàÿ ìîäåëü. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ ñóõîå è âëàæíîå
îñàæäåíèå è õèìè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ñóòîê è ãîäîâûõ
êîëåáàíèé òåìïåðàòóð.

Èñõîäíûìè äàííûìè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äàííûå, ïîëó÷àå-
ìûå ñ ìåòåîñòàíöèé, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè. Íà ìåòåîñòàíöèÿõ îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñêîðîñòè àíåìîìåòðè÷åñêîãî è ãåîñòðîôè÷åñêîãî âåòðà, âûñîòà âåðõíåé ãðàíèöû

1 Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
klud@imamod.ru.

2 Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
poveschenko@keldysh.ru.

3 Çàìåñòèòåëü äèðåêòîðà Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè èì. Ì.Â.Êåëäûøà ÐÀÍ, ã. Ìîñêâà;
tishkin@imamod.ru.
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ñëîÿ ïåðåìåøèâàíèÿ, èíòåíñèâíîñòü âëàæíîãî îñàæäåíèÿ è äðóãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷è-
íû. Êðîìå òîãî, ìîäåëèðóþòñÿ ïîëå ñêîðîñòåé âåòðà è êîýôôèöèåíòû âåðòèêàëüíîé è
ãîðèçîíòàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè.

Ðàñ÷åòíàÿ îáëàñòü èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñ õàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè â íåñêîëü-
êî äåñÿòêîâ êèëîìåòðîâ. Õàðàêòåðíàÿ âûñîòà ñëîÿ ïåðåìåøèâàíèÿ, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî
ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíûé ïåðåíîñ çàãðÿçíåíèé, ñîñòàâëÿåò 100 ì ÷ 2 êì. Ïðîãíîç êîíöåí-
òðàöèè çàãðÿçíåíèé ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâàíèè äàííûõ ýìèññèè, ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû,
à òàêæå õèìè÷åñêîãî ïðåâðàùåíèÿ è îñàæäåíèÿ çàãðÿçíåíèé â ïðåäåëàõ êàæäîé ÿ÷åéêè
ñåòêè ìîäåëèðóåìîé îáëàñòè. Òðåõìåðíàÿ îáëàñòü ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè. Ñêîðîñòü âåòðà,
âûñîòà âåðõíåé ãðàíèöû ñëîÿ ïåðåìåøèâàíèÿ, èíòåíñèâíîñòü îñàæäåíèÿ, êëàññ àòìîñôåð-
íîé ñòàáèëüíîñòè è äðóãèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ íà ìåòåîñòàíöèÿõ.

Â áëîêå íà÷àëüíûõ äàííûõ çàäàþòñÿ ïàðàìåòðû ñåòêè, íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû â
èñõîäíîì óðàâíåíèè ïåðåíîñà è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Âàðüèðóÿ èõ, ìîæíî ïðîñëåäèòü âëè-
ÿíèå âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì íà êîððåêòíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàì æå çàäàþòñÿ
ìåòåîðîëîãè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè: ñêîðîñòü âåòðà, êîëè÷åñòâî ìåòåîñòàíöèé, òåìïåðà-
òóðíûå ãðàäèåíòû è ïàðàìåòðû, íåîáõîäèìûå ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðîãíîñòè÷åñêîé ìîäåëè
ïîëÿ âåòðà.

Óðàâíåíèÿ ôèçèêî�ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [2] âûðàæàþò ìàññîâûé áàëàíñ, ãäå ýìèñ-
ñèÿ, ïåðåíîñ, òóðáóëåíòíîñòü, õèìè÷åñêèå ðåàêöèè è ïðîöåññ îñàæäåíèÿ âûðàæåíû â ìà-
òåìàòè÷åñêèõ òåðìèíàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∂c

∂t
+ div cw̃ − div (K grad c)−

∂

∂z
Kz

∂c

∂z
+ rc = Q, z > ht(x, y)

c = 0, z ≤ ht(x, y).

ãäå c � êîíöåíòðàöèÿ, K � êîýôôèöèåíò ãîðèçîíòàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè, Kz � êî-
ýôôèöèåíò âåðòèêàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè, w̃ � ñêîðîñòü âåòðà, Q � ïîëå ýìèññèè, r
� êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü âûáûâàíèÿ èëè îáðàçîâàíèÿ âåùåñòâà
ïî îïðåäåëåííîìó çàêîíó, ht(x, y) � êóñî÷íî-íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò
ðåëüåô îáëàñòè, ïðè÷åì ht(x, y) = hb , åñëè òî÷êà (x, y, 0) ïðèíàäëåæèò îñíîâàíèþ âîç-
âûøåíèÿ âûñîòîé hb , è ht(x, y) = 0 , åñëè â òî÷êå (x, y, 0) âîçâûøåíèÿ íåò.

Ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ íà ïðîöåññû. Â äàííîé ñèñòåìå âûäåëÿþò-
ñÿ ñëåäóþùèå ïðîöåññû: ïåðåíîñ âåòðîì, ãîðèçîíòàëüíàÿ òóðáóëåíòíîñòü è âåðòèêàëüíàÿ
òóðáóëåíòíîñòü.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä:

c(x, y, t)|t=0 = c◦(x, y).

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ãîðèçîíòàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

K = σ2
⊖ ·max (0.5, |w̃|) · h,

ãäå σ⊖ � óãîë ãîðèçîíòàëüíîé ôëóêòóàöèè íàïðàâëåíèÿ âåòðà â ðàäèàíàõ â çàâèñèìî-
ñòè îò êëàññà àòìîñôåðíîé ñòàáèëüíîñòè, w̃ � ñêîðîñòü âåòðà â ì/ñ, H � âûñîòà ñëîÿ
ïåðåìåøèâàíèÿ â ì, òàêæå çàâèñÿùàÿ îò àòìîñôåðíîé ñòàáèëüíîñòè.

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà âåðòèêàëüíîé òóðáóëåíòíîñòè

Kz(z) =


z

h
Kz(h), z < h

Kz(h), z ≤ h,
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ãäå h � âûñîòà ïðèçåìíîãî ñëîÿ, ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðàâèëüíî ðàñïðåäåëÿòü ïðèìåñü
ïî âûñîòå, åñëè òîëüêî ïîëàãàòü h è Kz(h) çàâèñÿùèìè îò êëàññà àòìîñôåðíîé ñòàáèëü-
íîñòè. Êëàññ àòìîñôåðíîé ñòàáèëüíîñòè çàäàåòñÿ íà ìåòåîñòàíöèÿõ èëè âèçóàëüíî.

Äàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå êàê ïëîùàäíûõ (ðàñïîëîæåí-
íûõ íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå çåìíîé ïîâåðõíîñòè), òàê è òî÷å÷íûõ (çàâîäñêèõ òðóá) èñòî÷-
íèêîâ. Ïëîùàäíûå èñòî÷íèêè õàðàêòåðèçóþòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ýìèññèè Qs , èçìåðÿåìîé
â ã/(ì 2 · c ) è ÷èñëåííî ðàâíîé ìàññå çàãðÿçíèòåëÿ, âûäåëÿåìîé ñ åäèíèöû ïëîùàäè â
åäèíèöó âðåìåíè. Òî÷å÷íûé èñòî÷íèê õàðàêòåðèçóåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ ýìèññèè Qe , èç-
ìåðÿåìîé â ã/(ì 3 ·c ) è ÷èñëåííî ðàâíîé ìàññå çàãðÿçíèòåëÿ, âûäåëÿåìîé â åäèíèöó îáúåìà
â åäèíèöó âðåìåíè òðóáîé âûñîòîé he è äèàìåòðîì de . Âûñîòà è äèàìåòð òðóáû à òàêæå
ñêîðîñòü âûëåòà ve è òåìïåðàòóðà te ãàçîâ, âëèÿþò íà ýôôåêòèâíóþ âûñîòó ïîäúåìà
øëåéôà.

Äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåé âåòðà íàä õîëìèñòîé ìåñòíîñòüþ è â óñëîâèÿõ ãîðîäñêîé çàñòðîé-
êè ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå àëãîðèòìû. WFM-ìîäåëü � ìîäåëü âåòðîâîãî ïîëÿ íàä
ìåñòíîñòüþ ñ íåâûñîêèìè õîëìàìè. Ìîäåëü îïèñûâàåò ïîâîðîò âåêòîðà ñêîðîñòè âåòðà
è èçìåíåíèå åãî ìîäóëÿ ïðè áåçîòðûâíîì îáòåêàíèè õîëìîâ. Îïèñàíèå áàçèðóåòñÿ íà íà-
÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ âåòðîâîãî ïîëÿ. Çàòåì îíî êîððåêòèðóåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè
äèâåðãåíöèè è ñãëàæèâàíèÿ. URBAN-ìîäåëü � ìîäåëü ïîëÿ âåòðà â óñëîâèÿõ ãîðîäñêîé
çàñòðîéêè îïèñûâàåò ïîâîðîò âåêòîðà ñêîðîñòè âåòðà è èçìåíåíèå åãî ìîäóëÿ ïðè îáòåêà-
íèè âîçäóøíûõ ìàññ âîêðóã äîìîâ èëè êðóòûõ ïðåïÿòñòâèé. Îïèñàíèå òàêæå áàçèðóåòñÿ
íà íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè âåòðîâîãî ïîëÿ è åãî ïîñëåäóþùåé êîððåêòèðîâêå â êàæäîé
òî÷êå ïðîñòðàíñòâà ìåæäó äîìàìè ïóòåì ìèíèìèçàöèè äèâåðãåíöèè è ñãëàæèâàíèÿ. Âñå
ñèñòåìû çàìêíóòû è áàçèðóþòñÿ íà ýìïèðè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ è àïïðîêñèìàöèè íà èõ îñ-
íîâå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí îò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ
êîîðäèíàò ðàñ÷åòíîé îáëàñòè.

Ïàêåò âñ¼ âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ïðîöåññå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ, òàê êàê ëþáàÿ êîíêðåòíàÿ
ðåàëüíàÿ ïðîáëåìà òðåáóåò ñâîåé ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

2. Íåêîòîðûå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è

Âàæíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ïî èçâåñòíûì äèñêðåòíûì çíà÷åíèÿì âûñî-
òû âåðõíåé ãðàíèöû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ H ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè H = f(x, y, t) ,
êîòîðàÿ äàåò îãðàíè÷åííûé ïðîôèëü çíà÷åíèé. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îðèãèíàëü-
íûé ìåòîä ýêñòðàïîëÿöèè ôóíêöèè f . Îíà äîëæíà áûòü äèôôåðåíöèðóåìîé ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííûì è âðåìåííûì êîîðäèíàòàì. Â äàëüíåéøåì âåëè÷èíà H èñïîëüçóåòñÿ â
òðàíñïîðòíî�äèôôóçèîííîì óðàâíåíèè, à åå çíà÷åíèÿ í à ìåòåîñòàíöèÿõ â ìîìåíòû èç-
ìåðåíèé äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ðåçóëüòàòàìè ýòèõ èçìåðåíèé.

Ïðèâåä¼ì âûâîä ýòîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè â êà÷åñòâå ïðèìåðà ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ïóñòü èìåþòñÿ M ìåòåîñòàíöèé, ïðè÷åì äëÿ êàæäîé ñòàíöèè çàäàí íàáîð èç N çíà÷å-
íèé âåëè÷èíû H (H i

n , i = 1, . . . ,M , n = 1, . . . , N) äëÿ N ìåòåîýïèçîäîâ. Äëèòåëüíîñòü

n -ãî ýïèçîäà îáîçíà÷èì çà ∆tn . Îïðåäåëèì âåëè÷èíó H
i
äëÿ i -é ìåòåîñòàíöèè êàê

H
i
=

∑
n

H i
n∆tn∑

n

∆tn
.

Òîãäà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âûñîòû âåðõíåé ãðàíèöû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà äàííîé
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ñòàíöèè ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ

H i(t) = H
i
+
∑
n

kin
1 + ε(t− τn)2

, i = 1, . . . ,M,

ãäå ε � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, τn � ìîìåíò â ïðåäåëàõ n -ãî ìåòåîýïèçîäà, â êî-
òîðûé ñíèìàþòñÿ èçìåðåíèÿ, ò.å. H i(τn) = H i

n∀i = 1, . . . ,M ; kin � êîýôôèöèåíòû, äëÿ
i -é ñòàíöèè óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå N ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âûðàæàþùåé ñîâïàäåíèå
çíà÷åíèé ôóíêöèè H i(t) ñ èçìåðåííûìè çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû H äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ
èçìåðåíèé (t = τn , n = 1, . . . , N) è ðåøàåìîé ìåòîäîì Ãàóññà:

H i
n = H

i
+

N∑
j=1

kjn
1 + ε(τn − τj)2

, i = 1, . . . ,M, n = 1, . . . , N.

Ïîñëå àïïðîêñèìàöèè âî âðåìåíè âåëè÷èíû H äëÿ âñåõ ìåòåîñòàíöèé (ïîñòðîåíèÿ
ôóíêöèé H i(t), i = 1, . . . ,M ) âûïîëíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó äëÿ ëþáîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t . Ïóñòü

H(x, y, t) = H(t) +
M∑
i=1

ki(t)

1 + δri(x, y)
,

H(t) =
1

LxLy

∫ ∫
Ω

Ha(x, y, t)dxdy,

ãäå ri(x, y) � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x, y) äî i -é ñòàíöèè, Ha(x, y, t) � ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå
êîòîðîé â òî÷êå (x, y) â ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíî çíà÷åíèþ H â òîò æå ñàìûé ìîìåíò íà
áëèæàéøåé ñòàíöèè, Lx , Ly � ðàçìåðû ïðÿìîóãîëüíîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè Ω , δ � ïî-
ëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð, ki(t) � êîýôôèöèåíòû, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå M ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, âûðàæàþùåé ñîâïàäåíèå çíà÷åíèé ôóíêöèè H(x, y, t) ñî çíà÷åíèÿìè âåëè÷è-
íû H i(t) â òî÷êàõ ðàñïîëîæåíèÿ ìåòåîñòàíöèé (x = xi, y = yi, i = 1, . . . ,M) , ðåøàåìîé
ìåòîäîì Ãàóññà

H(xi, yi, t) ≡ H i(t) = H
i
+

N∑
j=1

kj(t)

1 + δrj(xi, yi)
, i = 1, . . . ,M,

ãäå (xi, yi) � êîîðäèíàòû i -é ìåòåîñòàíöèè. Èñêîìàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïî-
ñòðîåíà.

Òàêèì îáðàçîì ìû èìååì àïïðîêñèìàöèþ âûñîòû ñëîÿ ïåðåìåøèâàíèÿ â âèäå ñóïåð-
ïîçèöèè êîëîêîëîîáðàçíûõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ äàåò îãðàíè÷åííûé ïðîôèëü çíà÷åíèé.

Ñîçäàíèå ìåòîäà àïïðîêñèìàöèè ïî âðåìåíè äëÿ âûñîòû ñëîÿ ïåðåìåøèâàíèÿ ïîòðå-
áîâàëîñü â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷èòûâàòü îñîáûå ñëó÷àè çàäàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ
ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷íèêîâ è ìåòåîñòàíöèé. Òàêàÿ íåîáõîäèìîñòü áûëà âûÿâëåíà â ðåçóëü-
òàòå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðè îòëàäêå îäíîãî èç èñïîëíèòåëüíûõ
ìîäóëåé äëÿ ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòà ÀÈÄÀÈÐ 1388 ïðîãðàììû "Ýâðèêà"åâðîïåéñêîé
êîìèññèè ïî îõðàíå îêðóæàþùåé ñðåäû.

Íà êîìïëåêñå TIMES ïî çàêàçó èíñòèòóòà ãðàæäàíñêîé àâèàöèè ÐÔ áûëè âûïîëíåíû
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ çàäà÷ áåçîïàñíîñòè îêðóæàþùåé ñðåäû ïðè ýêñïëóàòà-
öèè àâèàïðîìûøëåííûõ êîìïëåêñîâ [3]. Êàæäàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à òðåáóåò ðàçðàáîòêè

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå êà÷åñòâà âîçäóõà íà äëèòåëüíûé ïåðèîä . . . 71

ñâîåé âåðñèè ïàêåòà. Ïîýòîìó ïàêåò ñîçäàâàëñÿ êàê ìîäóëüíàÿ ñèñòåìà. Îòïðàâíîé ìîäå-
ëüþ äëÿ ñîçäàíèÿ ñõåìû ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ïåðåíîñà â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïîñëóæèë êëàññè÷åñêèé ìåòîä ÷àñòèö
â ÿ÷åéêå. Îäíàêî ïî ìåðå ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ áûë ðàçðàáîòàí îðèãèíàëüíûé ïî
ïðèíÿòûì äîïóùåíèÿì ìåòîä ÷àñòèö, íå èìåþùèé àíàëîãîâ â ëèòåðàòóðå.

Àýðîäðîìû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòàìè, ñîçäàþùèìè çíà÷èòåëüíîå çàãðÿçíåíèå àòìîñôåð-
íîãî âîçäóõà. Îñíîâíûìè èñòî÷íèêàìè çàãðÿçíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ äâèãàòåëè ñàìîëåòîâ. Îñ-
íîâíûì çàãðÿçíÿþùèì âåùåñòâîì ÿâëÿåòñÿ äèîêñèä àçîòà, êîòîðûé îáðàçóåòñÿ çà çîíîé
ãîðåíèÿ òîïëèâà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ àçîòà âîçäóõà ñ êèñëîðîäîì. Ðàññìîòðåíû
ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ âûõëîïíûõ ãàçîâ êàê âáëèçè àýðîäðîìîâ â óñëîâèÿõ ãîðîäñêèõ
çàñòðîåê òàê è íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ.

Ãîðÿ÷èå ãàçû, èñòåêàþùèå èç ñîïëà äâèãàòåëÿ, ïîïàäàÿ â áîëåå õîëîäíóþ àòìîñôåðó,
ïðè íàëè÷èè òåìïåðàòóðíîé ñòðàòèôèêàöèè àòìîñôåðû ïîäíèìàþòñÿ âåðòèêàëüíî ââåðõ
ñ óñêîðåíèåì, îïðåäåëÿåìûì çàêîíîì Àðõèìåäà. Îíè ïîäíèìàþòñÿ äî íåêîòîðîé âûñîòû,
ïîêà ñêîðîñòü ïîäú¼ìà íå îáðàòèòñÿ â íóëü, à òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ ó ïîäíèìàþùèõñÿ
ãàçîâ íå âûðîâíÿþòñÿ ñ òåìïåðàòóðîé è äàâëåíèåì îêðóæàþùåé àòìîñôåðû. Çàòåì îáëàêî
äèôôóíäèðóåò â àòìîñôåðå çà ñ÷åò àäâåêöèè â ïîëå âåòðà è äèôôóçèè â òóðáóëåíòíîé
àòìîñôåðå.

Ýôôåêòèâíàÿ âûñîòà ïîäúåìà âûõëîïíûõ ãàçîâ ìîæåò ñîñòàâëÿòü ñîòíè è äàæå òûñÿ-
÷è ìåòðîâ. Äëÿ ïðèìåðà ðàññ÷èòàíû ïàðàìåòðû òàêîãî ïîäú¼ìà äëÿ Áîèíãà. Òåìïåðàòóðà
âûõëîïíûõ ãàçîâ Áîèíãà ïîðÿäêà 300 ◦Ñ. Âûñîòà ïîäú¼ìà ïîðÿäêà òðèäöàòè êèëîìåòðîâ.

Ðàññìàòðèâàåìîå îáëàêî ïîä äåéñòâèåì ñèëû

f = gρ− gρ⊗,

ãäå f � ñèëà, âûçûâàþùàÿ âåðòèêàëüíûé ïîäú¼ì îáëàêà, g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäå-
íèÿ, ρ � ïëîòíîñòü âîçäóõà, ρ⊗ � ïëîòíîñòü âûõëîïíîãî ãàçà, ïðèîáðåòàåò âåðòèêàëüíîå
óñêîðåíèå è íà÷èíàåò ñìåùàòüñÿ. Âåëè÷èíà ýòîãî óñêîðåíèÿ ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ

d2t

dt2
= g

T⊗ − T

T
,

ãäå T⊗ � òåìïåðàòóðà âûõëîïíûõ ãàçîâ, T � òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåãî âîçäóõà.
Ïðè ýòèõ ïåðåìåùåíèÿõ òåìïåðàòóðà âûõëîïíûõ ãàçîâ â àäèàáàòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ áó-

äåò èçìåíÿòüñÿ ïî çàêîíó
T⊗ = T⊗

0 − γa∆z,

ãäå T⊗
0 � íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, γa � ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ãàçîâ, ðàâíûé 1 ◦Ñ/100ì,

∆z � âûñîòà ïîäú¼ìà.
Äëÿ îêðóæàþùåãî âîçäóõà

T = T0 − γ∆t,

ãäå γ � ãðàäèåíò òåìïåðàòóð ïðè íàëè÷èè òåìïåðàòóðíîé ñòðàòèôèêàöèè àòìîñôåðû.
Âûñîòà ïîäúåìà èëè óðîâåíü êîíâåêöèè

∆z = h =
∆T0

γa − γ
.

Íà îñíîâàíèè ýòèõ ôîðìóë ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî íàãðåòûå ãàçû ñíà÷àëà óñêîðåííî
ëåòÿò ââåðõ, íî ïî ìåðå îñòûâàíèÿ çàìåäëÿþòñÿ è äîñòèãàþò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïðè
èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ Áîèíãà âûñîòà ïîäú¼ìà ìîæåò äîñòèãàòü 3700 ì è îáëàêî áóäåò ïîä-
íèìàòüñÿ ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ ïîðÿäêà 11 ì/ñ. Ýòà ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò ìåòîä ÷àñòèö.
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Îíà áûëà óäîáíà äëÿ âñòðàèâàíèÿ â ïàêåò "TIMES ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ âåðñèÿ "TIMES"
ðàçðàáîòàíà ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ïðîöåññàì íà îñíîâå ñïå-
öèàëüíî àäàïòèðîâàííîãî ìåòîäà ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõ [4].

Îáëàêî çàãðÿçíÿþùèõ ïðèìåñåé â îêðóæàþùåì âîçäóõå íàä àýðîäðîìîì ôîðìèðóåòñÿ
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ àòìîñôåðíûõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ è ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíî-
ñòüþ íåñêîëüêèõ èñòî÷íèêîâ. Ïîýòîìó íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèìåñè íàä àýðîäðîìîì
ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ïðèìåñè â àòìîñôåðå ïðåäñòàâëåíî íàáîðîì ïëî-
ùàäíûõ èñòî÷íèêîâ. Ñðàâíèòåëüíî íèçêèìè èñòî÷íèêàìè ÿâëÿþòñÿ äâèãàòåëè ñàìîëåòîâ
ïðè äâèæåíèè ïî ëåòíîìó ïîëþ: ïåððîíó, ðóëåæíûì äîðîæêàì, ïðè ïðîãðåâå äâèãàòå-
ëåé íà ñòàðòå è ïðîáåãå ïî âçëåòíî-ïîñàäî÷íîé ïîëîñå (ÂÏÏ). Âûñîêèìè èñòî÷íèêàìè
ÿâëÿþòñÿ äâèãàòåëè ñàìîëåòîâ ïîñëå îòðûâà îò çåìëè. Ïðè ýòîì, åñëè ïðèíÿòü çà Q0

íà÷àëüíóþ ýìèññèþ, âûäåëÿþùóþñÿ ïðè îòðûâå ñàìîë¼òîâ îò çåìëè, òî ïðè îòðûâå ñàìî-
ëåòîâ îò çåìëè è äàëüíåéøåì âçë¼òå êîíöåíòðàöèÿ â ñïóòíîì ñëåäå ñàìîë¼òà âûðàæàåòñÿ
ôîðìóëîé

C =
Q0√

2(sinα)a∆h
,

ãäå Q0 � êîíöåíòðàöèÿ ýìèññèè ãàçîâ ïðè îòðûâå ñàìîë¼òà, α � óãîë íàêëîíà òðàåêòîðèè
âçë¼òà ñàìîë¼òà ê âçë¼òíîé ïîëîñå, a � óñêîðåíèå ñàìîë¼òà ïðè âçë¼òå, h � âûñîòà.

Â ïðîöåññå ïîñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî ïðåäñòàâëåíî ïîñëåäî-
âàòåëüíîå ðàçâèòèå ñèòóàöèè íà ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Áûëî âèäíî, êàê îáëàêî
âûõëîïíûõ ãàçîâ, óñðåäí¼ííîå íà âðåìåííîì îòðåçêå â 20 ìèíóò, îòðûâàåòñÿ îò çåìëè,
ðàçìûâàåòñÿ ïî îáú¼ìó è ïåðåíîñèòñÿ ïî âåòðó.

Ýòè æå âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ëåãëè â îñíîâó ïðîåêòà ïðîãíîçà ýêîëîãè÷åñêîé
ñèòóàöèè â Ìîñêâå çà ãîä äî ëåòà 2010 ãîäà. Êîãäà ðàçðàçèëàñü ýêîëîãè÷åñêàÿ êàòàñòðîôà
â àòìîñôåðå Ìîñêâû, áûëè ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäåíû ïðîãíîçû, îïóáëèêîâàííûå â îò÷¼òå
2009 ãîäà ïî ïðîåêòó ÐÔÔÈ [5].

Ïðîåêò áûë íàïðàâëåí íà ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòî-
äîâ è àëãîðèòìîâ è èíòåãðèðîâàííûõ ýêñïåðòíûõ ñèñòåì äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ êà÷åñòâà
îêðóæàþùåé ñðåäû ÷åðåç äëèòåëüíûé ïåðèîä âðåìåíè ïðè àíòðîïîãåííûõ è òåõíîãåííûõ
âîçäåéñòâèÿõ. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïðîåêòà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òîáû ðàçðàáîòàòü ñèñòåìíûé ïîä-
õîä ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãíîçèðîâàíèþ äëÿ ïîñòàíîâêè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïðè ìíîãîôàêòîðíîì àíàëèçå âëèÿíèÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ ñîöèàëüíûõ ñòðóêòóð â òå÷å-
íèå ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåíè íà îêðóæàþùóþ ñðåäó ìåãàïîëèñà Ìîñêâà. Â ïðîåêòå
áûëè ïðîâåäåíû ôóíäàìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êîíêðåòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñî-
ñòîÿíèÿ àòìîñôåðíûõ ñëî¼â íà ïðèçåìíûé ñëîé ïåðåìåøèâàíèÿ, îïðåäåëÿþùèé êà÷åñòâî
âîçäóõà, îêðóæàþùåãî ÷åëîâåêà â ìåãàïîëèñå. Áûëî ïîñëåäîâàòåëüíî âûÿâëåíî, ÷òî ðåøà-
þùèìè ôàêòîðàìè äëÿ ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû â ãîðîäå ÿâëÿåòñÿ ðîçà âåòðîâ, ïëîòíîñòü
çàñòðîéêè è âåðòèêàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóð. Ïðè íåáëàãîïðèÿòíûõ ìåòåîðîëîãè÷å-
ñêèõ óñëîâèÿõ ðåçêî óìåíüøàþòñÿ êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè è ðàññåèâàíèÿ òîêñè÷íûõ
âûõëîïíûõ ãàçîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ðåçêî óâåëè÷åíèå çàäûìë¼ííîñòè âîçäóõà.

Çàêëþ÷åíèå

Ñóììàðíûé ýôôåêò îò òåõíîãåííîé äåÿòåëüíîñòè â Ìîñêâå óæå ïðåâûñèë âñå
äîïóñòèìûå íîðìû, îñîáåííî ïðè òàêèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ, êàê ÷ðåçìåðíàÿ ïëîòíîñòü
àâòîìîáèëüíûõ ïîòîêîâ, íåäîñòàòî÷íàÿ ïëîùàäü ïðîåçæåé ÷àñòè ãîðîäà, ïðèâåä¼ííûå
ïîãîäíûå óñëîâèÿ. Íàáèðàÿ ñòàòèñòèêó ïåðèîäè÷íîñòè ïîâòîðÿåìîñòè òàêèõ ïîãîäíûõ
óñëîâèé, ìîæíî ñïðîãíîçèðîâàòü êà÷åñòâî âîçäóõà â ìåãàïîëèñàõ íà äëèòåëüíûé ïåðèîä
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âðåìåíè. Ñåé÷àñ â íîâîì ïðîåêòå îò êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ïðåäïîëàãàåòñÿ ïåðåéòè ê
âïîëíå êîíêðåòíûì âû÷èñëèòåëüíûì êîëè÷åñòâåííûì èññëåäîâàíèÿì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ �11-01-00444-à.
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Mathematical modeling of air quality on the prolonged

period of time

c⃝ L.V Klochkova4, J.A. Poveschenko5, V.F. Tishkin6

Abstract. In work the results received during development of new executive modules for integrated
program complex TIMES and methods of mathematical forecasting of quality of an environment as
the system approach to the multifactorial analysis of in�uence of various in�uences are presented.
Examples of the decision of some practical problems are resulted.
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propagation of pollution in an atmosphere.
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ÓÄÊ 517.956.2

Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ â íåàâòîíîìíûõ ìîäåëÿõ

íåéðîííûõ ñåòåé

c⃝ Ì.Ë. Êîëîìèåö1, À.Í. Ñàõàðîâ2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷à î còðóêòóðå èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ â íåàâòîíîìíûõ
ñèñòåìàõ, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó íåéðîííûõ ñåòåé. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íîðìàëüíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ íåëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ïîòîêîâ íà òîðå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàññëîåíèÿ ñ áàçîé òîð è ñëîåì îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû
Ëè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñøèðåíèÿ ïîòîêîâ íà êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íîðìàëüíî ãèïåð-
áîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ, ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà, íåéðîííûå ñåòè.

1. Ââåäåíèå

Íåéðîííàÿ ñåòü � ýòî íàïðàâëåííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî �íåéðîíû�, à ðåáðà � ñâÿçè
ìåæäó �íåéðîíàìè�. Â äàííîì êîíòåêñòå ñëîâî �íåéðîí� îáîçíà÷àåò ñèñòåìó, ôóíêöèî-
íèðóþùóþ ïî èçâåñòíîìó çàêîíó è, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàê íå ñâÿçàííîå c íàñòîÿùèìè
íåéðîíàìè. Îïèñàíèå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ íåéðîííûõ ñåòåé íà ÿçûêå äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì ïðèíÿòî íàçûâàòü íåéðîäèíàìèêîé. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàáîòà îòäåëüíîãî
�íåéðîíà� â ñåòè îïèñûâàåòñÿ íåêîòoðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé (ìîäåëüþ �íåéðîíà�), êî-
òîðàÿ îäíà è òà æå äëÿ âñåõ �íåéðîíîâ�. Òàêèì îáðàçîì, íåéðîííàÿ ñåòü ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
ñâÿçàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (íàïðèìåð, ñèñòåìîé ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ).

Íåéðîííûå ñåòè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè èíôîðìàöèè: àíà-
ëèç âðåìåííûõ ðÿäîâ, êîäèðîâàíèå è ïåðåäà÷à äàííûõ, ðàñïîçíàâàíèå îáðàçîâ (ïðèëîæå-
íèÿ íåéðîííûõ ñåòåé ïîäðîáíî îïèñàíû â [1]).

Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè íåéðîííûõ ñåòåé äîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íåïðåðûâíàÿ
ìîäåëü Õîïôèëäà [2], ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé àâòîíîìíóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âèäà

ẋ = Ax+Ba(x) + b, x ∈ Rn, (1.1)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñåòè èç n íåéðîíîâ, A � îòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, B � ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà (òàê íàçûâàåìàÿ ìàòðèöà
ñèíàïòè÷åñêèõ âåñîâ), a(x) = (a1(x1), . . . , an(xn)). Ýòà ìîäåëü óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è îáó÷åíèÿ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ èíûõ ðåæèìîâ ðàáîòû íåéðîííûõ ñåòåé íåîáõîäèìî, êàê ïðàâèëî,
ðàññìàòðèâàòü íåàâòîíîìíûå ñèñòåìû (îáû÷íî, ýòî ñèñòåìû ñ çàäàííûì âíåøíèì âîç-
äåéñòâèåì, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè). Àíàëîãîì ñèñòåìû Õîïôèëäà â íåàâòîíîìíîì ñëó÷àå
áóäåò ñèñòåìà

ẋ = A(t)x+B(t)a(x, t) + b(t). (1.2)

Ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ óñëîâèÿõ ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïðåâðàòèòü â àâòîíîìíóþ ñèñòåìó
íà êîñîì ïðîèçâåäåíèè [3]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêîé c âåêòîðîì íåçàâèñèìûõ ÷àñòîò ω ∈ Rm. Ïóñòü Tm � m -ìåðíûé òîð,

1 äîöåíò, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä;
math@agri.sci-nnov.ru.

2 äîöåíò, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä;
ansakharov2008@yandex.ru.
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φ = (φ1, . . . , φm) � óãëîâûå êîîðäèíàòû íà Tm, {φt = ωt + φ} � êâàçèïåðèîäè÷åñêèé
ïîòîê íà òîðå3 ñ âåêòîðîì ÷àñòîò ω. Ðàññìîòðèì àâòîíîìíóþ ñèñòåìó

φ̇ = ω, ẋ = A(φ)x+B(φ)a(x, φ) + b(φ), (φ, x) ∈ Tm × Rn. (1.3)

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò φ∗ òàêîå, ÷òî ïðè φt = ωt+φ∗ ïîëó÷àåì ñèñòåìó (1.2). Ñèñòåìà
(1.3) ïîðîæäàåò ïîòîê {f t} , ÿâëÿþùèéñÿ ðàñøèðåíèåì ïîòîêà íà òîðå Tm : f t(φ, x) =
(φt, F (t, φ, x)). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a(x, φ) = ax(φ)x + r(x, φ), ãäå íåëèíåéíîñòü ïî x
óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ∥r(x, φ)∥ ≤ c ïðè âñåõ φ è x ∈ Rn. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (1.3)
ïðåäñòàâèìà â âèäå âîçìóùåíèÿ ëèíåéíîé

φ̇ = ω, ẋ = C(φ)x+ b(φ), C(φ) = A(φ) +B(φ)ax(φ). (1.4)

Àíàëîãîì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.3) ÿâëÿþòñÿ, â èçâåñòíîì ñìûñëå, ìèíè-
ìàëüíûå ìíîæåñòâà. Êàêîâà ñòðóòóðà ìèíèìàëüíûõ (è, âîîáùå, êîìïàêòíûõ èíâàðèàíò-
íûõ) ìíîæåñòâ ýòîé ñèñòåìû? ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íàïîìíèì
íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ëèíåéíóþ ñèñòåìó

φ̇ = ω, ẋ = D(φ)x. (1.5)

Îíà îïðåäåëÿåò ïîòîê (ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà òîðå) (φ, x) 7→ (φt, U(t, φ)x), ãäå
U(t, φ) � ìàòðèöà Êîøè ñèñòåìû ẋ = D(φ+ωt)x. Èçâåñòíî [4], ÷òî äëÿ ýòîãî ïîòîêà ñóùå-
ñòâóåò ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Tm × Rn â ñóììó Óèòíè èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé:

Tm × Rn = W u ⊕W s ⊕W c, (1.6)

ãäå W u � ðàâíîìåðíî íåóñòîé÷èâîå, W s � ðàâíîìåðíî óñòîé÷èâîå, W c � öåíòðàëüíîå
èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ. Ðàâíîìåðíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü (óñòîé÷èâîñòü) îçíà÷àåò, ÷òî
ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α > 0 è λ > 0 òàêèå, ÷òî ïðè âñåõ t ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåí-
ñòâà

∥U(−t, φ)x∥ ≤ αe−λt∥x∥ x ∈ W u,

∥U(t, φ)x∥ ≤ αe−λt∥x∥ x ∈ W s.
(1.7)

Åñëè W c = ∅, òî ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñóæåíèå ëèíåé-
íîãî ðàñøèðåíèÿ íà W c íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì, åñëè W c ñîñòîèò èç îãðàíè÷åííûõ
òðàåêòîðèé, ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè â W c åñòü íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, íîðìà êîòî-
ðûõ ðàñòåò íå áûñòðåå, ÷åì tβ, β > 0, íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè â W c åñòü
íåîãðàíè÷åííûå òðàåêòîðèè, íîðìà êîòîðûõ ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Ïóñòü M � êîìïàêòíîå èíâàðèàíòîå ìíîæåñòâî ïîòîêà {f t}, ïîðîæäàåìîãî (1.3). ßñ-
íî, ÷òî îãðàíè÷åíèå {f t

M} ýòîãî ïîòîêà íà M òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì ïîòîêà íà
òîðå Tm, ò.å. ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p :M → Tm òàêîå, ÷òî p◦f t

M = φt◦p.
Ïóñòü Df t îáîçíà÷àåò èíäóöèðóåìûé f t ïîòîê, äåéñòâóþùèé íà êàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè
T (Tm×Rn). Åñëè M � ìíîãîîáðàçèå, òî ñóæåíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà M äîïóñêà-
åò ðàçëîæåíèå â èíâàðèàíòíóþ îòíîñèòåëüíî ïîòîêà Df t

M = Df t
∣∣
M

ñóììó êàñàòåëüíîãî
T (M) è íîðìàëüíîãî N(M) ïîäðàññëîåíèé

T (Tm × Rn) = T (M)⊕N(M).

3 Âåðíåå, íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. ([5], [6]) Èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå M íàçâàåòñÿ íîð-
ìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè N(M) ðàçëàãàåòñÿ â èíâàðèàíòíóþ ñóììó ïîäðàññëîåíèé
N(M) = W u(M)⊕W s(M) è ñóùåñòâóþò ÷èñëà µ > 0, λ > 0 òàêèå, ÷òî4

∥Df t
Mv∥ ∈ (e−λt∥v∥, eµt∥v∥), v ∈ T (M),

∥Df t
Mv∥ ≥ eµt∥v∥, v ∈ W u(M),

∥Df t
Mv∥ ≤ e−λt∥v∥, v ∈ W s(M).

(1.8)

Íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè âîçìóùåíèÿõ èñõîäíîé ñè-
ñòåìû [6].

ßñíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ïîòîêà íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè.
Îäíàêî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ïîòîêîâ íà êîñûõ ïðîèçâåäåíè-
ÿõ ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Ïîýòîìó óòî÷íåíèå ïîñòàâëåííîãî âûøå âîïðîñà òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: êà-
êîâà ñòðóêòóðà íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïîòîêà {f t} ?
Îòâåò ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå, ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé
çàìåòêè.

Ò å î ð å ì à 1.1. Èçîëèðîâàííîå íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå ïîòî-
êà {f t}, ïîðîæäàåìîãî ñèñòåìîé (1.3), ãîìåîìîðôíî ðàññëîåíèþ ñ áàçîé Tm è ñëîåì Hk,
ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíûì k -ìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì (0 ≤ k ≤ n) íåêîòîðîé êîíå÷íîìåð-
íîé êîìïàêòíîé ãðóïïû Ëè.

Ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà äëÿ îäíîìåðíûõ ðàñøèðåíèé êâàçèïåðè-
îäè÷åñêèõ ïîòîêîâ [11].

2. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (1.3) ñòðóêòóðà èíâàðèàíò-
íûõ åå ìíîæåñòâ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ ñèñòåìû (1.4). Îïèñàíèå ïîñëåäíèõ ñâÿçàíî ñ çàäà÷åé ïðèâîäèìîñòè îäíîðîäíîé
ñèñòåìû ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó (ïðèâîäèìîñòè â ñìûñëå Ó. Êîïïåëÿ) ñ ïîìîùüþ
ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ5. Ó. Êîïïåëü [7] ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó ïðèâîäìîñòè äëÿ íåàâ-
òîíîìíîé ñèñòåìû ñ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ A(t), ò.å. ëèíåéíîãî
ðàñøèðåíèÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîãî ïîòîêà íà ñîëåíîèäå6. Ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé â [7],
âûãëÿäèò òàê: åñëè ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà íà ñîëåíîèäå ãèïåðáîëè÷íî, òî ñèñòåìà
áëî÷íî-äèàãîíàëèçóåìà ñ ïîìîùüþ ëÿïóíîâñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Îäíàêî, îñòàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ: áóäåò ëè ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì.
Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì. Á.Ô. Áûëîâ, Ð.Ý. Âèíîãðàä, Â.ß. Ëèí è
Î.Â. Ëîêóöèåâñêèé â ðàáîòå [8] ïðåäñòàâèëè ïðèìåð âåùåñòâåííîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé

4 Îòëè÷èå óñëîâèé ãèïåðáîëè÷íîñòè (1.7) îò óñëîâèé (1.8) îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ïîòîê
íà òîðå ëèíåéíûé è ∥Df t

Tmv∥ = ∥v∥, òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå ïîòîê íà ìíîãîîáðàçèè M ïðîèçâîëüíûé.
5 Çäåñü ïîä ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì áóäåì ñëåäóþùåå: ïóñòü ïîòîê θt ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ïîòîêà φt, ò.å. ñóùåñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X è íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : X → Tm

òàêîå, ÷òî p◦θt = φt◦p. Òîãäà çàìåíà ïåðåìåííûõ x = L(θt)y íàçûâàåòñÿ ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì.
6 Ñîëåíîèä ðàçìåðíîñòè m � ïðîñòðàíñòâî êîìïàêòíîé àáåëåâîé ãðóïïû � îáðàòíûé ïðåäåë

lim
←

(Tm, αk) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïïîâûõ ãîìîìîðôèçìîâ m -ìåðíîãî òîðà αn : Tm → Tm. Íà

óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè òîðà êàæäîìó òàêîìó ãîìîìîðôèçìó ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå
An ∈ GL(m,Z). Ãîìîìîðôèçì αn ÿâëÿåòñÿ qn -ëèñòíûì íàêðûòèåì Tm, qn = detAn. Cîëåíîèä ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä Tm ñî ñëîåì ãîìåîìîðôíûì êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.
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ñèñòåìû ïîðÿäêà 8 ñ ðàçëîæåíèåì íà èíâàðèàíòíûå ÷åòûðåõìåðíûå ïîäðàññëîåíèÿ, êîòî-
ðàÿ íå ïðèâîäèìà ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì (äàæå êîìïëåêñ-
íûì) ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó, ñîãëàñîâàííîìó ñ èíâàðèàíòíûì ðàçëîæåíèåì. Â ýòîé
æå ðàáîòå îíè ïîñòðîèëè ïðèìåð êîìïëåêñíîé ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ïîðÿäêà 2 ñ
ðàçëîæåíèåì íà îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ, êîòîðàÿ íå ïðèâîäèòñÿ ê äèà-
ãîíàëüíîìó âèäó íèêàêèì ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîïîëîãè÷åñêîé íåòðèâèàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èíâàðèàíòíûõ ðàññëîåíèé.

Ïîñòðîåííûå â [8] ïðèìåðû íåïðèâîäèìûõ ñèñòåì íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Ïðî-
ñòîé ïðèìåð êîìïëåêñíîé êâàçèïåðèîäè÷åñêîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû ïîðÿäêà ñ îäíî-
ìåðíûìè íåòðèâèàëüíûìè èíâàðèàíòíûìè ïîäðàññëîåíèÿìè ïîñòðîåí Ê. Ïàëìåðîì [9].

Îáîáùåíèå ðåçóëüòàòà Â. Êîïïåëÿ áûëî ïîëó÷åíî Ð. Ýëëèñîì è Ð. Äæîíñîíîì [10].
Îíè ïîñòðîèëè ìèíèìàëüíîå ðàñøèðåíèå {θt} ïîòîêà {φt} òàêîå, ÷òî èíäóöèðîâàííîå
ëèíåéíîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà θt ïðèâîäèìî ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ôîðìå, ñîãëàñóþùåéñÿ
ñ ðàçëîæåíèåì (1.6), ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x = L(θt)y.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñ ôîðìóëèðîâêè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé ó íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé ñèñòåìû (1.4).

Ïóñòü îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà (1.5) � íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ðàñøèðåíèå ïîòîêà {φt}
íà çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè M, P (φ) è E − P (φ) � ïðîåêòîðû íà ïîäðàññëîåíèÿ W s,
W u ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà êîððåêòíî îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ Ãðèíà G : R×M → GL(n,R) :

G(t, φ) =

{
U(t, φ)P (φt), t ≥ 0;

−U(t, φ)(E − P (φt)), t ≤ 0.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ó ñèñòåìû (1.4) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íîðìàëüíî ãèïåðáî-
ëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå

u(φ) =

∞∫
−∞

G(s, φ)b(φs)ds, (2.1)

ãîìåîìîðôíîå M, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñèñòåìà (1.5) ïðèâîäèìà ê áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîìó âèäó ëÿïóíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì x = L(φt)y :

φ̇ = ω, ẏ = diag(Ds(φ),−Du(φ))y,

ãäå Ds(φ), Du(φ) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà φt � ïîòîê íà òîðå Tm, èçëîæåíî â [12],
ãë. 3, � 6,7. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ òðåáóåòñÿ íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî
äîêàçàòåëüñòâà.

Âåðíåìñÿ ê èçó÷åíèþ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ïîòîêà íà
òîðå. Åñëè èíâàðèàíòíûå ïîäðàññëîåíèÿ W s, W u íåòðèâèàëüíû, òî ëÿïóíîâñêîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó îïðåäåëåíî íà íåêîòîðîì ãðóïïîâîì ðàñøèðå-
íèè ïîòîêà íà òîðå [10]. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå � ýòî ïðîèçâåäåíèå ãðóïï âðàùåíèé
SO(ns,R)× SO(nu,R), ãäå ns = dimW s, nu = dimW u. Òðàåêòîðèè ýòîãî ãðóïïîâîãî ðàñ-
øèðåíèÿ ëåæàò íà èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ïðîåêòèâíîãî ïîòîêà, èíäóöèðîâàííîãî
ëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì [13]. Ýòè ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ðàññëîåíèÿìè ñ áàçîé Tm è
ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ îäíîðîäíûì ïðîñòðàíñòâîì SO(ns,R) × SO(nu,R) 7. Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâà

7 Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëíîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âêëþ÷àåò â ñåáÿ íå òîëü-
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Ò å î ð å ì à 2.2. Ëþáîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ïîòîêà, ïîðîæäàåìîãî (1.4),
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòíîì èíâàðèàíòíîì ìíîãîîáðàçèè ýòîãî ïîòîêà.

Ïóñòü, òåïåðü, W c ̸= ∅.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè ñóæåíèå ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (1.5) íà W c ÿâëÿåòñÿ ýëëèï-
òè÷åñêèì, òî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû íå áóäåò èçîëèðîâàí-
íûì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëÿïóíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå,
îïðåäåëåííîå íà òîðå Tm, ïðèâîäÿùåå ñèñòåìó (1.5) ê áëî÷íî-äèàãîíàëüíîìó âèäó

φ̇ = ω, ẏ = diag(Du(φ), Ds(φ), Dc(φ))y,

ñîîòâåòñòâóþùåìó èíâàðèàíòíîìó ðàçëîæåíèþ (1.6). Ðàññìîòðèì ïîäñèñòåìó íà èíâàðè-
àíòíîì ïîäðàññëîåíèè W c :

φ̇ = ω, ż = Dc(φ)z + p(φ). (2.2)

Âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû îãðàíè÷åíû, òî ìàòðèöà Êîøè ýòîé ñèñòåìû Uc(t, φ)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö. Çàìåíà z = Uc(t, φ)w ïðèâîäèò
ñèñòåìó (2.2) ê âèäó

φ̇ = ω, ẇ = U−1
c (t, φ)p(φ)Uc(t, φ).

Ïîýòîìó ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèáî âñå îãðàíè÷åíû, ëèáî âñå íåîãðàíè÷åíû,
ò.å. èíâàðèàíòíûå ìíîãîáðàçèÿ íå áóäóò èçîëèðîâàííûìè8.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ë å ì ì à 2.2. Åñëè ñóæåíèå ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ (1.5) íà W c ÿâëÿåòñÿ ïàðà-
áîëè÷åñêèì èëè íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, òî íåîäíîðîäíàÿ ñèñòåìà íå èìååò èí-
âàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ýòîì ñëó÷àå ëþáîå îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå z(t, φ) îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû íå îòäåëåíî îò íóëÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tk}, tk → ∞, òàêàÿ,
÷òî lim

k→∞
z(tk, φ) = 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èç [16] íè îäíî èç îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé íåîäíî-

ðîäíîé ñèñòåìû íå ìîæåò áûòü êâàçèïåðèîäè÷åñêèì. Çàìûêàíèå îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïàêòíîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ òîðîì (â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ áûëè áû êâàçèïåðèîäè÷åñêèå).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Èç ýòèõ ëåìì ñëåäóåò îòñóòñòâèå èçîëèðîâàííûõ èíâàðèàíòíûõ òîðîâ â ñëó÷àå, êîãäà
W c ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ýëëèïòè÷åñêèõ, ïàðàáîëè÷åñêèõ è íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ ïîäðàññëîåíèé.

êî îïèñàíèå äèíàìèêè íà ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâàõ, íî è îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé áëóæäàþùåãî
ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêî-
ãî ïîòîêà íà òîðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ïîäðàññëîåíèé ó îáîèõ
ïîòîêîâ îäèíàêîâû, íî îäíî ðàñøèðåíèå èìååò òðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ, à äðóãîå � íåòðèâèàëüíûå. ßñ-
íî, ÷òî îíè íå áóäóò òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè, òàê êàê èõ ïîâåäåíèå íà áëóæäàþùåì ìíîæåñòâå
ðàçëè÷íî. Ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ è äëÿ ãðóáûõ ñèñòåì [14].

8 Ñîãëàñíî òåîðèè Ôàâàðà [15] âñå îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ � êâàçèïåðèîäè÷åñêèå, ò.å. çàìûêàíèå ëþáîãî
îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ � òîð.
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3. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû

Ïðè ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèñòåìà (1.3) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ëèíåéíîé.
Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíâàðèàíòíûå íîðìàëüíî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðà-
çèÿ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ñèñòåìû. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåä-
ïîëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå òîð Tm â êíèãå À.Ì. Ñàìîé-
ëåíêî [12], ãë. IV, òåîðåìà 1.

Íàõîæäåíèå ïðèáëèæåííûé èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñèñòåìû (1.3) îñíîâàíî íà
ñëåäóþùåì ïðèåìå. Ïóñòü x = u(φ) = u0 + v(φ) � èíâàðèàíòíûé òîð ñèñòåìû

φ̇ = ω, ẋ = C(φ)x+ b(φ) +R(φ, x), (3.1)

ãäå u0 =
∫
Tm

u(φ)dφ. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòñÿ ðàâåíñòâî

∫
Tm

[C(φ)u(φ) +R(φ, u(φ)]dφ = 0.

Ïóñòü óðàâíåíèå (ïîðîæäàþùåå óðàâíåíèå)∫
Tm

[C(φ)u+ b(φ) +R(φ, x)]dφ = 0 (3.2)

èìååò ℓ ðàçëè÷íûõ êîðíåé u1, . . . , uℓ. Áóäåì èñêàòü èíâàðèàíòíûé òîð ñèñòåìû (3.1) â
âèäå uk(φ) = uk+vk(φ). Òîãäà â êà÷åñòâå ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ vk(φ) áåðåòñÿ ëèíåéíàÿ
cèñòåìà

φ̇ = ω, v̇k = C(φ)vk + C(φ)uk + b(φ) +R(φ, uk).

Ïðè óñëîâèè, ÷òî ëèíåéíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, èíâàðèàíòíûé
òîð vk(φ) ïðåäñòàâèì ñîãëàñíî (2.1) â âèäå

vk(φ) =

∞∫
−∞

G(s, φ)(C(φs)uk + b(φs)R(φs, uk)ds =

= uk +

∞∫
−∞

G(s, φ)[b(φs) +R(φs, uk)]ds.

(3.3)

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Ðîññèéñêîìó ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó ýòîé ðàáîòû, ãðàíòû 11-01-12056-îôè-ì, 12-01-00672.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Haykin S., Neural networks. Comprehensive foundation, Prentice Hall, N.J., 1999 (ðóññê.
ïåð. Õàéêèí Ñ. Íåéðîííûå ñåòè. Ïîëíûé êóðñ. Ì. Âèëüÿìñ. 2006.).

2. Hop�eld J.J., �Neural networks and physical systems with tmergent collective
computational abilities�, Proc. Nat. Acad. Sci. USA., 79 (1982), 2554�2558.

3. Áðîíøòåéí È. Ó., Íåàâòîíîìíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû, Øòèíèöà, Êèøåíåâ, 1984.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



80

4. Selgrade J., �Isolated invariant sets for �ows on vector bundles�, Trans. Amer. Math.
Soc., 203 (1975), 359�390.

5. Palis J., Takens F., �Topological equivalence of normally hyperbolic dynamical systems�,
Topology, 16 (1977), 335�345.

6. Mane R., �Persistent manifolds are normally hyperbolic�, Trans. Amer. Math. Soc., 246
(1978), 261�283.

7. Coppel W.A., �Dihotomies and reducibility�, J. Di�. Equat., 4 (1968), 386�398.

8. Áûëîâ Á. Ô., Âèíîãðàä Ð. Ý., Ëèí Â. ß., Ëîêóöèåâñêèé Î. Â., �Î òîïîëîãè÷åñêèõ
ïðè÷èíàõ àíîìàëüíîãî ïîâåäåíèÿ íåêîòîðûõ ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì�, Ïðîáëå-
ìû àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Êèåâ. Íàóêîâà äóìêà., 1977,
54�61.

9. Palmer K.J., �Reducibility of almost periodic linear systems�, Lect. Notis. Math., 846
(1981), 273�279.

10. Ellis R., Johnson R. A., �Topological dynamics and linear di�erential systems�, J. Di�.
Equat., 44 (1982), 21�39.

11. Êîëîìèåö Ì. Ë., Ñàõàðîâ À. Í., �Ñòðàííûå íåõàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû â ñèñòåìàõ ñ
êâàçèïåðèîäè÷åñêèì âîçìóùåíèåì�, Æóðíàë ÑÂÌÎ, 13:3 (2011), 53�65.

12. Ñàìîéëåíêî À. Ì., Ýëåìåíòû ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ìíîãî÷àñòîòíûõ êîëåáà-
íèé, Íàóêà, M, 1987.

13. Êîëîìèåö Ì. Ë., Ñàõàðîâ À. Í., �Ýêâèâàëåíòíîñòü ëèíåéíûõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëü-
íûõ ïîòîêîâ�, Òðóäû ÑÂÌÎ, 12:1 (2009), 181�189.

14. Â. Ç. Ãðèíåñ, Å. ß. Ãóðåâè÷, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ, �Î òîïîëîãè÷åñêè íåñîïðÿæåííûõ äèô-
ôåîìîðôèçìàõ Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðèâèàëüíûìè ïó÷êàìè ñåïàðàòðèñ�, Æóðíàë ÑÂ-
ÌÎ, 12:1 (2009), 24�31.

15. Æèêîâ Â. Â., Ëåâèòàí Á. Ì., �Òåîðèÿ Ôàâàðà�, ÓÌÍ, 32:2 (1977), 123�171.

16. Ortega R., Tarallo M., �Almost periodic linear di�erential equations with non-separated
solutions�, J. of Functional Analisis, 237 (2006), 402�426.

Invariant manifolds of nonautonomous models neural

networks

c⃝ M.L. Kolomiets9, A.N. Sakharov10

Abstract. We consider the problem of the Structure of invariant sets in nonautonomous systems
describing the dynamics of neural networks. It is shown that normal hyperbolic manifolds of non-
linear extensions of quasiperiodic �ows on the torus is a bundle over the torus with a homogeneous
space of compact matrix Lie group as a �ber.

Key Words: �ows extensions on compact spaces, normally hyperbolic diversity, attractors,
minimal sets, neural networks

9 Assistant professor of department of higher mathematics, Nizhny Novgorod State Agricultural Academy,
Nizhny Novgorod; math@agri.sci-nnov.ru.

10 Assistant professor of department of higher mathematic, Nizhny Novgorod State Agricultural Academy,
Nizhny Novgorod; ansakharov2008@yandex.ru.

MVMS journal. 2012. V. 14, No. 2



Ìåòîäû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ . . . 81

ÓÄÊ 519.8

Ìåòîäû îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ

ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷

c⃝ Å.À. Ëàçàðåâ1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ íåñêîëüêî ìåòîäîâ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ
ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷, ïðèâîäèòñÿ èõ ñðàâíåíèå è êðèòè÷åñêèé àíàëèç.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ìíîæåñòâî Ïàðåòî, êîëè÷åñòâåííàÿ
îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà.

1. Ââåäåíèå

Ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çíàíèå ìíîæåñòâà Ïàðåòî
ïîìîãàåò ëèöó ïðèíèìàþùåìó ðåøåíèå âûáðàòü íàèëó÷øåå êîìïðîìèññíîå ðåøåíèå [1].

Îäíàêî, íà ïðàêòèêå, íàõîæäåíèå âñåãî ìíîæåñòâà Ïàðåòî ìîæåò áûòü î÷åíü âû÷èñëè-
òåëüíî òðóäîåìêî è, çà÷àñòóþ, ïðîñòî íåâîçìîæíî, ïîýòîìó ïðèìåíåíèå òî÷íûõ ìåòîäîâ
íåðàöèîíàëüíî. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâà-
íèå êëàññà ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ÝÀ). Îíè, çà÷àñòóþ, íå ãàðàíòèðóþò íàõîæäåíèÿ
òî÷íîãî ôðîíòà Ïàðåòî, íî ïîçâîëÿþò íàéòè äîñòàòî÷íî õîðîøåå åãî ïðèáëèæåíèå, ò.å.
ìíîæåñòâà ðåøåíèé, êîòîðûå äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ïàðåòî-ìíîæåñòâó. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå
êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ, è íàñ, åñòåñòâåííî, èíòåðåñóåò ñïîñîá
âûáîðà íàèëó÷øåãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

Ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà îáû÷íî âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâå êîìïîíåíòû: êà÷å-
ñòâî âûäàâàåìîãî ðåçóëüòàòà è âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû, òðåáóåìûå äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ.
Âî âòîðîì ñëó÷àå, îáùåé ïðàêòèêîé ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà îïå-
ðàöèé âû÷èñëåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè èëè êîíñòàíòíîãî âðåìåíè âûïîëíåíèÿ â öåëîì,
ïîýòîìó â ýòîì ñìûñëå íåò ðàçíèöû ìåæäó îäíîêðèòåðèàëüíîé è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îïòèìèçàöèåé. Îäíàêî, ïðè îöåíêå êà÷åñòâà âûäàâàåìîãî ðåçóëüòàòà ñóùåñòâóåò ñåðüåç-
íàÿ ðàçíèöà. Â ñëó÷àå îäíîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè êà÷åñòâî ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü
îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ öåëåâîé ôóíêöèè � ÷åì áîëüøå (ìåíüøå) çíà÷åíèå, òåì ëó÷øå
ðåøåíèå. Îäíàêî, ïðè ðàññìîòðåíèè ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ íåÿñíî, ÷òî îçíà÷àåò êà-
÷åñòâî � áëèçîñòü ê ôðîíòó Ïàðåòî, ïîêðûòèå øèðîêîãî ñïåêòðà ðàçíîðîäíûõ ðåøåíèé
èëè îíî õàðàêòåðèçóåòñÿ êàêèìè-òî äðóãèìè ïðèçíàêàìè?

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ n êðèòåðèÿìè, êîòîðûå, áåç îãðàíè-
÷åíèÿ îáùíîñòè, äîëæíû áûòü ìèíèìèçèðîâàíû. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðå-
øåíèé çàäà÷è ÷åðåç X â ñìûñëå çíà÷åíèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé. Êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X
íàçûâàåòñÿ öåëåâûì âåêòîðîì è èìååò âèä x = (x1, x2, . . . , xn) , ãäå x1, x2, . . . , xn � çíà÷å-
íèÿ öåëåâûõ ôóíêöèé. Â äàëüíåéøåì òåðìèíû ðåøåíèå è öåëåâîé âåêòîð èñïîëüçóþòñÿ
êàê âçàèìîçàìåíÿåìûå.

1 Àñïèðàíò êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû è òåõíîëîãèè, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè-
÷åñêèé óíèâåðñèòåò èìåíè Ð.Å. Àëåêñååâà, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; elazarev.nnov@gmail.com.
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà âñå öåëåâûå ôóíêöèè èìåþò ðàâíóþ
âàæíîñòü, ò.å. íåò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøàåìîé çàäà÷å. Åäèíñòâåí-
íîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðåøåíèå x1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå ðåøåíèÿ x2
åñëè îíî íå õóæå ÷åì x2 ïî âñåì êðèòåðèÿì è ëó÷øå ïî, êàê ìèíèìóì, îäíîìó. Äàííîå
îòíîøåíèå èçâåñòíî êàê äîìèíèðîâàíèå ïî Ïàðåòî è, â ýòîì ñëó÷àå, ãîâîðÿò ÷òî x1 äî-
ìèíèðóåò x2 è îáîçíà÷àþò x1 ≻ x2 . Îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ çàäàåò ÷àñòè÷íîå óïîðÿ-
äî÷èâàíèå íà ïðîñòðàíñòâå ïîèñêà, òàêèì îáðàçîì, îïòèìàëüíûì ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî
ðåøåíèå, êîòîðîå íå äîìèíèðóåòñÿ íè îäíèì äðóãèì ðåøåíèåì. Îäíàêî, ìîãóò ñóùåñòâî-
âàòü,íåñêîëüêî òàêèõ ðåøåíèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî Ïàðåòî, òàê êàê
äâà öåëåâûõ âåêòîðà ìîãóò áûòü íåñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì: îäèí ïðåâîñõîäèò äðóãîé ïî
íåêîòîðûì êðèòåðèÿì è óñòóïàåò ïî äðóãèì. Íàïðèìåð, íåñðàâíèìû äâà öåëåâûõ âåêòîðà,
îïèñûâàåìûå ïàðàìè âåëè÷èí (10, 8) è (7, 11) , òàê êàê 10 > 7 , à 8 < 11 .

Áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîò â îáëàñòè ýâîëþöèîííîé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïî-
ñâÿøåíà ïîèñêó îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî ðåøåíèé èëè, åñëè ýòî íåâîçìîæíî èëè êðàéíå
ñëîæíî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, íàõîæäåíèþ õîðîøåãî èõ ïðèáëèæåííîãî ìíî-
æåñòâà. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äàííûé ôàêò, äàäèì îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâó íåäîìèíè-
ðóåìûõ ðåøåíèé, íàõîäèìûõ ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì:

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé A ⊆ X íàçîâåì ñóáîïòèìàëü-
íûì, åñëè êàæäûé ýëåìåíò èç A íå äîìèíèðóåò è íå ðàâåí íè îäíîìó äðóãîìó ýëåìåíòó
èç A . Ìíîæåñòâî âñåõ ñóáîòèìàëüíûõ ìíîæåñòâ ðåøåíèé îáîçíà÷èì Ω .

Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèÿ, íàéäåííûå ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì, äîìèíèðóåìûå êàêèì-
òî äðóãèì ðåøåíèåì, íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà è, ïîýòîìó, ìîãóò áûòü îòáðîøåíû. Òàê æå
îòìåòèì, ÷òî äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå, íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ íèêàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î êà-
÷åñòâå ïîëó÷åííîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Îäíàêî, íàñ èíòåðåñóåò íå ëþáîå ñóáîïòèìàëüíîå
ðåøåíèå, à õîðîøåå ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Â èäåàëüíîì ñëó÷àå çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæ-
äåíèè ôðîíòà Ïàðåòî, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ òîãî,
÷òîáû îïðåäåëèòü êà÷åñòâî ïîëó÷åííîãî ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ.

3. Ìåòîäû îöåíêè

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè
A è B îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A íàõîäèòñÿ áëèæàéøèé ýëåìåíò b ∈ B . Ñðåäè
íàéäåííûõ ðàññòîÿíèé âûáèðàåòñÿ íàèáîëüøåå. Îáîçíà÷èì åãî Am . Çàòåì, ïî àíàëîãèè,
äëÿ êàæäîãî b ∈ B íàõîäèòñÿ áëèæàéøèé ýëåìåíò a ∈ A è ñíîâà âûáèðàåòñÿ íàèáîëüøåå
èç ïîëó÷åííûõ ðàññòîÿíèé. Îáîçíà÷èì åãî çà Bm . Òîãäà Õàóñäîðôîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó
A è B åñòü max(Am, Bm) .

Îäíàêî, èñïîëüçîâàíèå Õàóñäîðôîâîé ìåðû äëÿ îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åííîãî ñóáîï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì. Òàêàÿ ìåðà ïîçâîëèò ïîêàçàòü â êàêèõ
¾ãðàíèöàõ¿ íàõîäèòñÿ ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå îò ìíîæåñòâà Ïàðåòî. Íàïðèìåð, ïóñòü
ôðîíò Ïàðåòî X èìååò ñëåäóþùèé âèä X = {(1, 4), (2, 8), (7, 9)} , à äâà ñóáîïòèìàëüíûõ
ðåøåíèÿ ñëåäóþùèå X1 = {(1, 4), (4, 7), (7, 9)} , X1 = {(1, 4), (4, 7), (8, 9)} . Õàóñäîðôîâî
ðàññòîÿíèå îò X äî X1 è X2 îäèíàêîâî, îäíàêî ðåøåíèå X1 ïðåäïî÷òèòåëüíåå ââèäó
òîãî, ÷òî â íåì òîëüêî îäíî ðåøåíèå (4, 7) íå ÿâëÿåòñÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûì, à â X2 ñðàçó
äâà: (4, 7) è (8, 9) .

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ìåòîä îöåíêè ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, êî-
òîðûé áû àäåêâàòíî ïîêàçûâàë òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ìåòîäîâ îöåíêè ââåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, êîòî-
ðûå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç K ôðîíò Ïàðåòî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè, ñîñòîÿ-
ùèé èç p ∈ N ýëåìåíòîâ, à ÷åðåç K ′ ⊆ Ω � ñóáîïòèìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ñîñòîÿùåå
èç q ∈ N ýëåìåíòîâ, íàéäåííîå ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì ïðè ðåøåíèè òîé æå çàäà÷è.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Îòêëîíåíèå ∆(K,K ′) ñóáîïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà
ðåøåíèé K ′ îò ôðîíòà Ïàðåòî K åñòü ôóíêöèÿ ∆ : Rp×n × Rq×n → R .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Ðåøåíèå x ∈ K ′ íàçîâåì õîðîøèì, åñëè x ∈ K .

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Ðåøåíèå x ∈ K ′ íàçîâåì ïëîõèì, åñëè x /∈ K .
Ðàññòîÿíèåì ρ(x1, x2) ìåæäó ðåøåíèÿìè x1 è x2 íàçîâåì ðàññòîÿíèå ïî ìåòðèêå ×å-

áûøåâà:
ρ(x1, x2) = max

i=1...n
(|xi1 − xi2|). (3.1)

Êîëè÷åñòâî ïëîõèõ ðåøåíèé Qb âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Qb = |{x : x ∈ K ′, x /∈ K}| (3.2)

Êîëè÷åñòâî õîðîøèõ ðåøåíèé Qg âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Qg = |{x : x ∈ K ′, x ∈ K ′}| (3.3)

3.1. Ìåòîä ïîäñ÷åòà ðåøåíèé

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà Qm ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé,
êîòîðûå íå áûëè íàéäåíû ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì è ÷èñëà Qb ïîëó÷åííûõ ïëîõèõ
ðåøåíèé. Çàòåì, íàèáîëüøàÿ èç íàéäåííûõ âåëè÷èí äåëèòñÿ íà êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â
K .

Âåëè÷èíà Qm âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Qm = |{x : x ∈ K, x /∈ K ′}| (3.4)

Òîãäà îòêëîíåíèå ∆1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

∆1(K,K
′) =

max(Qm, Qb)

|K|
(3.5)

Äàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ãðóáî îöåíèòü êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé ñóáîïòèìàëü-
íîé ñîâîêóïíîñòè ïî êîëè÷åñòâó ïëîõèõ è íåíàéäåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Íåäîñòàò-
êîì ýòîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè îòêëîíåíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ íàñêîëüêî
ñèëüíî îòñòîèò ñóáîïòèìàëüíàÿ îöåíêà îò îöåíêè ñîîòâåòñòâóþùååãî ðåøåíèÿ èç ñîâîêóï-
íîñòè Ïàðåòî.

Íàïðèìåð, ïóñòü åñòü äâà ñóáîïòèìàëüíûõ ìíîæåñòâà X1 = {(10, 15)} è X2 =
{(5, 6)} , ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî ðåøåíèÿ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îöåíêàìè è ôðîíòîì Ïàðå-
òî X = {(5, 5)} äëÿ ïåðâîãî ðàâíà max(|10 − 5|, |15 − 5|) = 10 , à äëÿ âòîðîãî ðàâíà
max(|5 − 5|, |6 − 5|) = 1 . Òàêèì îáðàçîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îáà ðåøåíèÿ âíîñÿò îäèíà-
êîâûé âêëàä â âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ, íà ïðàêòèêå âûáîð X2 ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå.
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3.2. Ìåòîä óñðåäíåíèÿ îòêëîíåíèÿ îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ

Äàííûé ìåòîä ïðåäëîæåí â ðàáîòå [2]. Äëÿ êàæäîé îöåíêè èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî
íàõîäèòñÿ áëèæàéøàÿ ê íåé îöåíêà èç ìíîæåñòâà ñóáîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, à çàòåì ïðî-
èçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå ïî âñåì îöåíêàì èç òî÷íîé ñîâîêóïíîñòè. Ïîëó÷åííàÿ âåëè÷èíà
íîðìèðóåòñÿ íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äî íóëÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, îòêëîíåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

∆2(K,K
′) =

avg
x∈K

(
min
x′∈K′

ρ(x, x′)

)
avg
x∈K

(ρ(x, x0)))
(3.6)

ãäå x0 = (0, 0, . . . , 0) , à avg � îïåðàòîð íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ.
Îäíàêî ýòîò ìåòîä íå ëèøåí íåäîñòàòêîâ. Òàêîé ñïîñîá îöåíêè îòêëîíåíèÿ äàåò ïîíÿ-

òèå î ïðèáëèæåíèè âñåé ñîâîêóïíîñòè ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé â öåëîì, â ñðåäíåì.
Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå ñèòóàöèè íàõîæäåíèÿ îöåíêè, ¾íåïëîõî¿ ïðèáëèæàþùåé ñðà-
çó íåñêîëüêî îöåíîê ñîâîêóïíîñòè Ïàðåòî, èíîãäà îêàçûâàþòñÿ âûèãðûøíåé ñèòóàöèè
íàõîæäåíèÿ êàêîé-òî îäíîé òî÷íîé îöåíêè èç èõ ÷èñëà. Â ðàáîòå [2] ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð,
èëëþñòðèðóþùèé ýòî.

Äëÿ ó÷åòà ïîäîáíûõ ñèòóàöèé â ðàáîòå [2] ïðåäëàãàåòñÿ âíåñòè èçìåíåíèÿ â àëãîðèòì
îöåíêè ïðèáëèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Åñëè äëÿ íåêîòîðîé îöåíêè èç
ïàðåòî-îïòèìàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ðàññòîÿíèå äëÿ áëèæàéøåé îöåíêè èç ñóáîïòèìàëüíîé
ñîâîêóïíîñòè ïðåâûøàåò íåêîòîðóþ çàäàííóþ âåëè÷èíó ε , òî åå âêëàä ïðè íàõîæäåíèè
ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ íå ó÷èòûâàåòñÿ, íî ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî îöåíîê, ïîòåðÿí-
íûõ ðàññìàòðèâàåìûì ñóáîïòèìàëüíûì àëãîðèòìîì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ïðè ñðàâíåíèè
àëãîðèòìîâ ïðåäïî÷òèòåëüíåå îêàçûâàåòñÿ òîò, êîòîðûé ïîòåðÿë íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
îöåíîê èç ôðîíòà Ïàðåòî, è ïðè ýòîì, îáåñïå÷èë íàèìåíüøåå ñðåäíåå îòíîñèòåëüíîå îò-
êëîíåíèå äëÿ òåõ îöåíîê, êîòîðûå îí ïðèáëèçèë.

Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå âñòàåò âîïðîñ î òîì, êàêèì îáðàçîì âûáèðàòü êîíñòàíòó
ε ? È åñëè â àëãîðèòìå ñ÷èòàåòñÿ êîëè÷åñòâî ïîòåðÿííûõ ðåøåíèé, òî ïî÷åìó áû ïðîñòî
íå ñ÷èòàòü îòêëîíåíèå ïî ôîðìóëàì (3.5) è (3.6) è ïåðåõîäèòü ê ðàññìîòðåíèþ áèêðèòå-
ðèàëüíîé çàäà÷è?

Òàê æå ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íîðìèðîâàíèå îòêëîíåíèÿ íà ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàññòîÿíèÿ
ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé äî íóëÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì. Äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ
èç ñóáîïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà ñòîèò ïðîèçâîäèòü íîðìèðîâêó íà âåëè÷èíó ðàññòîÿíèÿ
îò áëèæàéøåãî ýëåìåíòà èç ìíîæåñòâà Ïàðåòî äî íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ íà
ñêîëüêî ñèëüíî îòñòîèò êàæäîå êîíêðåòíîå ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå îò áëèæàéøåãî ýòà-
ëîííîãî. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòêëîíåíèÿ ïðèìåò âèä:

∆3(K,K
′) = avg

x∈K

min
x′∈K′

ρ(x, x′)

ρ(x′′, x0)
(3.7)

ãäå x′′ ∈ K � ðåøåíèå áëèæàéøåå ê x .
Åùå îäíèì íåäîñòàòêîì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íå ó÷èòûâàþòñÿ ðåøåíèÿ,

êîòîðûå áûëè íàéäåíû ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì, íî ïðè ýòîì íå âõîäÿò â ôðîíò Ïàðåòî.
Òàêèì îáðàçîì, ñóáîïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæåò ñîäåðæàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ¾ëèøíèõ¿
ðåøåíèé. Äëÿ ó÷åòà ýòîãî ñëó÷àÿ ðåêîìåíäóåòñÿ ñîâìåñòíîå ïðèìåíåíèå ôîðìóë (3.7) è
(3.5), ÷òî ïîçâîëèò èçáåæàòü äàííîé ïðîáëåìû.
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4. Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåííûå âûøå ìåòîäû îöåíêè áûëè èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè áèêðèòåðèàëü-
íîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñåòè ïåðåäà÷è äàííûõ [3] ïðè àíàëèçå äâóõ ãåíåòè÷åñêèõ àë-
ãîðèòìîâ [4] è àëãîðèòìà èìèòàöèè îòæèãà, ðåøàþùèõ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. Ñîâìåñò-
íîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (3.5) è (3.7) ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îöåíèòü íàñêîëüêî ñèëüíî, â
ñðåäíåì, îòêëîíåíèå ñóáîïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, íî è îïðåäåëèòü êàê ìíîãî ðåøåíèé áûëî
ïîòåðÿíî èëè íå ÿâëÿåòñÿ ïàðåòî-îïòèìàëüíûìè.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò äðóãèå ñïîñîáû îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷åííîãî ðåøå-
íèÿ, íàïðèìåð, ìåòîä, èñïîëüçóþùèé ìåòðèêó íàïîäîáèå χ2 , ïðåäëîæåí â ðàáîòå [5], ìå-
òîä ðàñ÷åòà ãèïåðîáúåìà, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [6], ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïðîòÿæåííîñòè
ôðîíòà Ïàðåòî [7]. Îäíàêî, äàííûå ìåòîäû ëèáî äîñòàòî÷íî ñëîæíû â ðåàëèçàöèè, ëèáî
òðåáóþò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, ëèáî óñòóïàþò â òî÷íîñòè è, ïðè ýòîì,
íå îáëàäàþò ñåðüåçíûì ïðåèìóùåñòâîì ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííûìè âûøå ìåòîäàìè.
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Ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå

ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ ðàâíîâåñíûõ

çàäà÷

c⃝ Â.Ã. Ìàëèíîâ 1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ è èññëåäóþòñÿ ïðîåêöèîííûå îáîáù¼ííûå äâóõøàãîâûå
ýêñòðàãðàäèåíòíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîãäà ñåä-
ëîâûå òî÷êè âû÷èñëÿþòñÿ äëÿ âûïóêëî âîãíóòîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ñ
ëèïøèöåâûìè ãðàäèåíòàìè íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ïîäìíîæåñòâå åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Ñðåäñòâàìè âûïóêëîãî àíàëèçà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü è ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè, äëÿ äâóõ ïðåäëîæåííûõ ìåòîäîâ, áåç ïðåäïîëîæåíèé î ñèëüíîé âûïóêëî âîãíóòîñòè
ôóíêöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûïóêëî âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ðàâíîâåñíàÿ çàäà÷à, ïðîåêöèîííûé îáîá-
ù¼ííûé äâóõøàãîâûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé ìåòîä.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Íà âûïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q×U ⊂ En×Em áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó îá
îòûñêàíèè ñåäëîâîé òî÷êè âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè φ(x,u) , âûïóêëîé ïî x ∈ Q ⊂ En

è âîãíóòîé ïî u ∈ U ⊂ Em , òî åñòü îá îòûñêàíèè òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q× U ,

φ(x∗,u) ≤ φ(x∗,u∗) ≤ φ(x,u∗) ∀ x ∈ Q,u ∈ U, (1.1)

ãäå ïðåäïîëàãàåì: à) ìíîæåñòâà Q ⊂ En è U ⊂ Em íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå; á)
ôóíêöèÿ φ(x,u) ñ îâðàæíûìè ãèïåðïîâåðõíîñòÿìè óðîâíåé îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè
ïîäìíîæåñòâà W ⊂ Q × U ⊂ En+m , äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ u ∈ U ôóíêöèÿ g(x) =
φ(x,u) âûïóêëà íà Q ⊂ En , à äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Q ôóíêöèÿ h(u) =
φ(x,u) âîãíóòà íà U ⊂ Em ; â) ìíîæåñòâî W∗ = Q∗×U∗ ñåäëîâûõ òî÷åê (x∗,u∗) ôóíêöèè
φ(x,u) íà W ⊂ En+m íåïóñòîå; ã) ÷àñòíûå ãðàäèåíòû ôóíêöèè φ(x,u) Ëèïøèöåâû íà
Q× U ,

∥∇φx(x,u)−∇φx(x
0,u0)∥ ≤ L (∥x− x0∥2 + ∥u− u0∥2)1/2 ,

∥∇φu(x,u)−∇φu(x
0,u0)∥ ≤ L0 (∥x− x0∥2 + ∥u− u0∥2)1/2 ,

(1.2)

ãäå L > 0, L0 > 0 � êîíñòàíòû Ëèïøèöà (ñì. [1] � [4]). Â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈ W∗ ⊂ Q∗ × U∗ çàäà÷è (1.1) õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâåíñòâàìè
[3]

x∗ = PQ [x∗ − τ∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + τ∇φu(x

∗,u∗)] , τ > 0, (1.3)

ãäå PQ è PU - îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ x ∈ Q è u ∈ U íà
ìíîæåñòâà Q è U .

2. Êðàòêàÿ ïðåäûñòîðèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è

1 Äîöåíò êàôåäðû ÝÌÌèÈÒ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; vgmalinov@mail.ru.
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Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, òåîðèè èãð, ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè.
Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ìíîãèõ ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ
çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îòûñêàíèþ ñåäëîâûõ
òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà èëè èõ ìîäèôèêàöèé. Íàïðèìåð, çàäà÷à âû-
ïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÇÂÏ)

f(x) −→ inf, x ∈ G ⊂ En, G = {x ∈ En : gi(x) ≤ 0, i ∈ [1 : m]}

ïðèâîäèò ê ýêâèâàëåíòíîé (1.1) çàäà÷å îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà [1]
� [5]

φ(x,u) = L(x,u) = f(x) + (u, g(x)), x ∈ G ⊂ En, u ∈ Em. (2.1)

Ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1) ïîñâÿù¼í ðÿä ðàáîò (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1] � [8]). Ìîæíî âûäå-
ëèòü òðè íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé: 1) çàìåíà ñåäëîâîé ôóíêöèè ìîäèôèöèðîâàííîé, ñ
òåìè æå ñåäëîâûìè òî÷êàìè, íî óæå èìåþùåé íîâûå ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèå îáîñíîâàòü
ñõîäèìîñòü ìåòîäà [3], [4]; 2) ðàçðàáîòêà äðóãèõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
âèäà (1.1) [2], [5]; 3) ðàáîòû, îáúåäèíÿþùèå îáà óêàçàííûõ ïîäõîäà.

Ïðåäëàãàåìàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé è àêòóàëüíà ñ
ó÷¼òîì ìàëî÷èñëåííîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñåäëîâûõ çàäà÷.

Êðàòêî î íåêîòîðûõ èòåðàòèâíûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Îäèí èç íèõ � ìåòîä
ïðîåêöèè ãðàäèåíòà (ÌÏÃ) Ýððîó-Ãóðâèöà

xk+1 = PQ

[
xk − τ∇φx(x

k,uk)
]
, uk+1 = PU

[
uk + τ∇φu(x

k,uk)
]
, τ > 0, k ≥ 0

ãäå PQ è PU � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòîðîâ íà ìíîæåñòâà Q
è U . Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè f(x) −→ inf, x ∈ Q ⊂ En, íà ïðîñòîì
ìíîæåñòâå Q ÌÏÃ ñõîäèòñÿ, à äëÿ çàäà÷ î òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ ñõîäèìîñòü ÌÏÃ äîêàçàíà
ëèøü ïðè âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèëüíîé âûïóêëî âîãíóòîñòè, ÷òî íå
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ íóæíûõ êëàññîâ çàäà÷. Íàïðèìåð, ôóíêöèé Ëàãðàíæà çàäà÷
ìèíèìèçàöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, äðóãèõ ñåäëîâûõ çàäà÷ [1]� [8].

Ìåòîä îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ âîãíóòî-âûïóêëîé ôóíêöèè f(x,u) , íàçâàííûé
àâòîðîì "ýêñòðàãðàäèåíòíûì"(ÝÃÌ), áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå [2]:

vk = PQ

[
xk + γ∇fx(xk,uk)

]
, zk = PU

[
uk − γ∇fu(xk,uk)

]
,

xk+1 = PQ

[
xk + γ∇fv(vk, zk)

]
, uk+1 = PU

[
uk − γ∇fz(vk, zk)

]
, γ > 0, k ≥ 0.

ÝÃÌ ñõîäèòñÿ ïðè ïî÷òè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è ÌÏÃ, â í¼ì ïðîâîäèòñÿ ïî äâà
ãðàäèåíòíûõ øàãà ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Íà ïåðâîì ýòàïå âû÷èñëÿåòñÿ ýêñòðàïîëèðîâàí-
íàÿ òî÷êà

(
vk, zk

)
(øàã ÌÏÃ), à íà âòîðîì ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìàÿ òî÷êà

(
xk+1,uk+1

)
;

êàæäàÿ èòåðàöèÿ òðåáóåò ÷åòûðå âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà.
Â [6] ïðåäëîæåíû äâå ìîäèôèêàöèè ÝÃÌ ðåøåíèÿ ñåäëîâîé çàäà÷è äëÿ âîãíóòî âûïóê-

ëîé ôóíêöèè f(x,u) , îáëàäàþùèå ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè äëÿ êâàäðàòè÷íîé èëè
ëèíåéíîé ÇÂÏ, ýêâèâàëåíòíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè (2.1). Îíè òðåáóþò ñîîòâåòñòâåííî
äâà è òðè âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòà íà êàæäóþ èòåðàöèþ. Ëó÷øèé èç íèõ

zk = PU

[
uk − γ∇fu(xk,uk)

]
, xk+1 = PQ

[
xk + τ∇fx(xk, zk)

]
,

uk+1 = uk + τ(zk − uk)/γ, 0 < τ < γ, k ≥ 0.

Ìåòîä èìååò ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ÌÏÃ, à òàêæå ïåðåä ÝÃÌ èç ðàáîòû [2]. Äëÿ êâàäðà-
òè÷íûõ çàäà÷ ïîëó÷åíà îöåíêà ρ2(xk+1,uk+1) ≤ (1 −mc)ρ2(xk,uk) ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè,
ãäå ρ2(xk,uk) = ∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2 , êîíñòàíòû c > 0 , m > 0 , 0 < 1−mc < 1 .
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Â ðàáîòå [7] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðåäëîæåíû è îáîñíîâàíû, íàðÿäó ñ äðóãèìè (â
òîì ÷èñëå è íåïðåðûâíûìè), èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

vk = P+

[
uk + α∇φu(x

k,uk)
]
, xk+1 = PQ

[
xk − α∇φx(x

k,vk)
]
,

uk+1 = P+

[
uk + α∇φu(x

k+1,vk)
]
, k ≥ 0

è íåÿâíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

xk+1 = PQ

[
xk − α∇φx(x

k,uk+1)
]
, uk+1 = P+

[
uk + α∇φu(x

k+1,uk+1)
]
, k ≥ 0,

ãäå P+ � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ïîëîæèòåëüíûé îðòàíò Em
+ . Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü

ìåòîäîâ ê ñåäëîâîé òî÷êå çàäà÷è (1.1), áåç îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.
Ðàññìàòðèâàåìûå ìåòîäû ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â ðàáîòå [8] è äðóãèõ, ãäå

çàäà÷è âèäà (1.1) è ìíîãîîáðàçèå äðóãèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ è ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ îáîá-
ùåíû ê çàäà÷àì è ìåòîäàì âû÷èñëåíèÿ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýêñòðåìàëüíûõ îòîáðàæåíèé.

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âèäà (1.1) ìåòîäîâ, ïî
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè íå óñòóïàþùèõ ïîñòðîåííûì íà îñíîâå ÌÏÃ, è äëÿ ñëó÷àÿ òàêîé
çàäà÷è, ÷òî ãèïåðïîâåðõíîñòè óðîâíåé ôóíêöèè φ(x,u) èìåþò îâðàæíûé õàðàêòåð. Òî-
ãäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áóäóò ïðåäïî÷òèòåëüíû, íàïðèìåð, ìíîãîøàãîâûå ïðîåêöèîííûå
ìåòîäû, ïðèñïîñîáëåííûå äëÿ ìèíèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé.

3. Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è è âñïîìîãàòåëüíûå
íåðàâåíñòâà

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó (1.1) â ñëó÷àå îâðàæíîñòè ïî ïåðåìåííîé x ∈ En ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåãî ïðîåêöèîííîãî îáîáùåííîãî äâóõøàãîâîãî ìåòîäà:

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,uk)

)]
,

uk+1 = PU

[
uk + λk∇φu(x

k+1,uk)
]
, k ≥ 0,

(3.1)

ãäå ∀ (x0,u0) ∈ En × Em íà÷àëüíàÿ òî÷êà; yk = xk − xk−1 ; ïàðàìåòðû αk > 0 , βk > 0 ,
λk > 0 , γ1k > 0 , γ2k > 0 ; x−1 = x0 . Ìåòîä (3.1) ïîñòðîåí íà îñíîâå ïðîåêöèîííîãî
îáîáù¼ííîãî äâóõøàãîâîãî äâóõýòàïíîãî ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêîãî ìåòîäà (ÏÎÄÌ×) èç
ðàáîòû [9]. Â ñëó÷àå îâðàæíîñòè ãèïåðïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ôóíêöèè φ(x,u) ïî îáîèì
ïåðåìåííûì x ∈ Q ⊂ En è u ∈ U ⊂ Em äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ïðåäïî÷òèòåëåí
ñëåäóþùèé ìåòîä, òàêæå ïîñòðîåííûé íà îñíîâå ÏÎÄÌ× èç ðàáîòû [9]:

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,uk)

)]
,

wk = PU

[
uk + αkv

k
]
, uk+1 = PU

[
wk + λk

(
γ1kv

k + γ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
,

(3.2)

ãäå k ≥ 0 ; ∀ (x0,u0) ∈ En × Em � íà÷àëüíàÿ òî÷êà; yk = xk − xk−1 ; vk = uk − uk−1 ;
ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ìåòîäà αk , βk , λk , γ1k , γ2k ; x

−1 = x0 , u−1 = u0 . Â (3.2) âñå
äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ èç (3.1).

Ïðèìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî âåçäå äàëåå â ýòîé ðàáîòå äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷åíî
∇φx � ÷àñòíûé ãðàäèåíò ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó, à ∇φu � ïî âòîðîìó. Äèôôåðåíöèðîâàíèå
ïðîèçâîäèòñÿ â òî÷êàõ, óêàçàííûõ â àðãóìåíòàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé.

3.2. Ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà, äîïîëíÿþùèå íåîáõîäèìûé äëÿ îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè è
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìíîãîøàãîâûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé.
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Ë å ì ì à 1. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En èìååò ìåñòî äâîéíîå íåðàâåíñòâî

(1− ε)∥u− v∥2 + (1− ε−1)∥v −w∥2 ≤ ∥u−w∥2 ≤
≤ (1 + ε)∥u− v∥2 + (1 + ε−1)∥v −w∥2, u,v,w ∈ En.

(3.3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì ðàâåíñòâîì

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 + 2(u− v,v −w) + ∥v −w∥2, ∀u,v,w ∈ En, (3.4)

çàïèøåì åãî â ôîðìå

∥u−w∥2 = ∥u− v∥2 − 2(u− v,w − v) + ∥v −w∥2, (3.5)

è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà

2|(u− v,w − v)| ≤ ε∥u− v∥2 + ε−1∥w − v∥2, ε > 0, (3.6)

ñëåäóþùåãî èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà 2|ab| ≤ εa2 + ε−1b2, ∀ a, b, ε > 0 .
Òîãäà èç (3.6) ïîëó÷èì ∥u − w∥2 ≥ (1 − ε)∥u − v∥2 + (1 − ε−1)∥v − w∥2 . Ëåâîå íåðà-

âåíñòâî (3.3) äîêàçàíî. Ïîëüçóÿñü (3.6) â ðàâåíñòâå (3.4), ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü (3.3),
ñîâïàäàþùóþ ñ èçâåñòíûì íåðàâåíñòâîì.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.
Îòìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî (3.3) èçâåñòíîå, çäåñü îíî äëÿ åäèíîîáðàçèÿ âûâåäåíî

â ïðîñòðàíñòâå En , à ëåâîå íåðàâåíñòâî (3.3) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îáúåäèíåíèÿ ïðèìå-
íÿâøèõñÿ ðàíåå ïðè îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ðàçðîçíåííûõ ïðîöåäóð ïîëó÷åíèÿ
íèæíåé îöåíêè êâàäðàòà íîðìû ðàçíîñòè âåêòîðîâ â En .

3.3. Ë å ì ì à 2. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå En äëÿ ëþáîé òðîéêè òî÷åê u,v,x ∈
En èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

∥u− v∥2 ≥ (ε− 1)∥u− x∥2 − (1− ε−1)∥v − x∥2, (3.7)

ãäå 0 < ε1 < ε < ε2 , ε1,2 =
[
s∓ (s2 − 4l2l3)

1/2
]
/(2l2) , l1 = ∥u − v∥2 , l2 = ∥u − x∥2 ,

l3 = ∥v − x∥2 , s = l1 + l2 + l3 .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó En ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé

ρ(u,v) = ∥u− v∥ ∀u,v ∈ En , â í¼ì èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ([12], ñ. 31)

|ρ(u,x)− ρ(v,y)| ≤ ρ(u,v) + ρ(x,y)∀u,v,x,y ∈ En. (3.8)

Îòñþäà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äëÿ ìåòðèêè ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ∥u − x∥ − ∥v − x∥ ≤
∥u− v∥+ ∥x− x∥ . Âîçâåä¼ì åãî â êâàäðàò è âîñïîëüçóåìñÿ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ ôîðìóëîé
äëÿ êâàäðàòà ðàçíîñòè, ∥u − x∥2 − 2∥u − x∥∥v − x∥ + ∥v − x∥2 ≤ ∥u − v∥2 è óäâîåííîå
ïðîèçâåäåíèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ îöåíèì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà (3.6), òîãäà
∥u− x∥2 − ε∥u− x∥2 − ε∥v − x∥2 + ∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2 .

Ïðåäñòàâèì àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó â ôîðìå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

∥u− v∥2 ≤ (1− ε)∥u− x∥2 + (1− ε−1)∥v − x∥2 ≤ ∥u− v∥2. (3.9)

Âîçüì¼ì ëåâóþ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà è, óìíîæèâ íà −1 , ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó (3.7).
Ðåøàÿ íåðàâåíñòâî (3.7) îòíîñèòåëüíî ε > 0 ïðè äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ïîëó÷àåì äëÿ
ýòîãî ÷èñëà èíòåðâàë âîçìîæíûõ â (3.7) çíà÷åíèé. Çàìåòèì, ÷òî ïðàâîå íåðàâåíñòâî â
(3.9) ïðè u = u, x = v, v = w ñîâïàäàåò ñ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.3).
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Ëåììà 2 äîêàçàíà.
3.4. Ïðèìå÷àíèå 2. Âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû ÷èñëà ε â (3.7) çàâèñÿò îò ñîîòíîøå-

íèÿ äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè v, u, x (íàïðèìåð, ýòî xk,xk+1,x∗ ; ñëó÷àé
èõ ðàñïîëîæåíèÿ íà îäíîé ïðÿìîé íå èñêëþ÷àåòñÿ; â äàííîé ðàáîòå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî
óïîðÿäî÷åííàÿ òðîéêà òî÷åê v, u, x ñîîòâåòñòâóþò ïîðÿäêó âû÷èñëåíèÿ òî÷åê ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè

{
xk
}
ìåòîäà).

Çàäàäèì äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ îáåñïå÷èâàþòñÿ êîíêðåòíûå çíà-
÷åíèÿ ε , èñïîëüçóåìûå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì. Íàïðèìåð, íå îáðåìåíèòåëüíû óñëîâèÿ:
à) ∥u − x∥ ≤ ∥u − v∥ ≤ ∥v − x∥ , åãî àíàëîã ïðè v = xk , u = xk+1 , x = x∗ çàïèøåòñÿ â
âèäå

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥; (3.10)

á) íåðàâåíñòâà 2∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã
2∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
â) íåðàâåíñòâà (11/5)∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , èõ àíàëîã
(11/5)∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk+1 − xk∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ;
ã) íåðàâåíñòâà 3∥u− x∥ ≤ ∥u− v∥ ≤ ∥v − x∥ , ... .
Â ñëó÷àå à) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàíèö ε ðåøàåì ñëåäóþùåå èç (3.7) íåðàâåíñòâî

l2ε
2 − sε+ l3 ≤ 0, (3.11)

ïîëàãàÿ l1 = l2 = l3 . Ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ε1,2 = (3∓51/2)/2 , òî åñòü îêðóãë¼ííî ìîæíî ïðè-
íÿòü çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà 0.39 ≤ ε ≤ 2.61 . Â ñëó÷àå á) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå
(3.11), ïîëîæèâ 4l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (9∓651/2)/2 ; òîãäà ïðèáëèæ¼ííûé
èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.47 ≤ ε ≤ 8.5 . Â ñëó÷àå â) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, àíàëî-
ãè÷íîå (3.11), ïîëîæèâ (121/25)l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (267∓ 601891/2)/50 ;
òîãäà ïðèáëèæ¼ííûé èíòåðâàë âîçìîæíûõ çíà÷åíèé 0.48 ≤ ε ≤ 10 , äîñòàòî÷åí äëÿ ïðè-
ìåíåíèÿ (3.7) â äàííîé ðàáîòå. Â ñëó÷àå ã) ðåøàåì íåðàâåíñòâî, ïîëó÷åííîå èç (3.11) ïðè
9l2 = l1 = l3 ; ïîëó÷àåì ãðàíèöû ε1,2 = (19 ∓ 3251/2)/2 ; òîãäà èñêîìûé ïðèáëèæ¼ííûé
èíòåðâàë 0.5 ≤ ε ≤ 18.5 .

Î íåðàâåíñòâå (3.7). Îíî ÿâëÿåòñÿ íîâûì â îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ è âûâåäåíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ ìåòîäîâ êëàññà ÏÎÄÌ, ñëóæèò õîðîøèì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì èíñòðóìåíòîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñõîäèìîñòè è îöåíêå ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íåðàâåíñòâ ïðè åãî ïðè-
ìåíåíèè çäåñü íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáðåìåíèòåëüíûì. Íåðàâåíñòâî (3.7) ïîëó÷åíî íà îñíîâå
èçâåñòíîãî èç ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà íåðàâåíñòâà ÷åòûð¼õóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè. Åãî
÷àñòíûé ñëó÷àé èçâåñòåí êàê âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ìåòðèêè ([13], ñ. 27)
|ρ(x, z)− ρ(y, z)| ≤ ρ(x,y) ∀x,y, z ∈ X â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) .

Äàëåå äîêàæåì ñõîäèìîñòü è ïîëó÷èì îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ìåòîäà (3.1), à
çàòåì � äëÿ ìåòîäà (3.2).

4. Îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1)

Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1) ñ ïàðàìåòðàìè êîíñòàíòàìè èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ à) - ã) èç ï.1, ïàðàìåòðû ìåòîäà (3.1)

òàêîâû, ÷òî

0 < α < 1/5 = α0, 0 < γ1 < γ01 , 0 < γ2 < 4(3− 5α)γ1/(15Lα),
0 < λ < 1/L0, 0 < β < (α− 5α2)/(2γ1 − 4Lα2γ2).

(4.1)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



92 Â.Ã. Ìàëèíîâ

Òîãäà
{
xk,uk

}
−→ (x∗,u∗), k → ∞ , òî åñòü íàéä¼òñÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈

Q∗×U∗ òàêàÿ, ÷òî ïðîöåññ (3.1), (4.1) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà En×Em ê íåé ñõîäèòñÿ,
òî åñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈ Q∗ ,

{
uk
}
→ u∗ ∈ U∗ ïðè k → ∞ äëÿ âñåõ (x0,u0) ∈ En+m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå îáîñíîâàíèÿ ñõîäèìîñòè èç ðàáîò [3], [5],
[7], ïðåäñòàâèì óðàâíåíèÿ èç (3.1) â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ:(

zk − xk − αyk,v − zk
)
≥ 0, (4.2)(

xk+1 − zk − βγ1y
k + βγ2∇φx(z

k,uk),v − xk+1
)
≥ 0, (4.3)(

uk+1 − uk − λ∇φu(x
k+1,uk),u− uk+1

)
≥ 0. (4.4)

Ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì (4.2) è (4.3), ïîëîæèâ â (4.2) v = xk , â (4.3) v = x∗ , ïîëüçóÿñü
íåðàâåíñòâîì Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàñøèðÿþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ([10], ñ. 190). Èç (4.2) èìååì:

(
zk − xk − αyk,xk − zk

)
≥ 0 , èëè

∥zk − xk∥2 ≤ α
(
yk, zk − xk

)
≤ α∥yk∥∥zk − xk∥ =

= α∥yk∥∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

k)∥ ≤ α2∥yk∥2. (4.5)

Èç (4.3) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî(
xk+1 − zk,x∗ − xk+1

)
− βγ1

(
yk,x∗ − xk+1

)
+

+βγ2
(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
≥ 0,

(4.6)

è ïåðâîå ñëàãàåìîå â í¼ì âûðàçèì ñ ïîìîùüþ èçâåñòíîãî ðàâåíñòâà (3.4),(
x∗ − xk+1,xk+1 − zk

)
=
(
∥x∗ − zk∥2 − ∥x∗ − xk+1∥2 − ∥xk+1 − zk∥2

/
2.

Ïîäñòàâèì ýòó îöåíêó â (4.6) è çàïèøåì ïîëó÷åííîå ïîñëå ýòîãî íåðàâåíñòâî â ôîðìå

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − zk∥2 − ∥zk − x∗∥2−
−2βγ1

(
yk,xk+1 − x∗) ≤ 2βγ2

(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
, k ≥ 0.

(4.7)

Çäåñü ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàñøèðÿþùåãî
ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190),

∥zk − x∗∥2 = ∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

∗)∥2 ≤ ∥xk + αyk − x∗∥2 =
= ∥xk − x∗∥2 + 2α

(
xk − x∗,yk

)
+ α2∥yk∥2,

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.4),

2
(
xk − x∗,yk

)
= ∥xk − x∗∥2 + ∥yk∥2 − ∥xk−1 − x∗∥2.

Òîãäà ïîëó÷èì îöåíêó

∥zk − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + (α2 + α)∥yk∥2 − α∥xk−1 − x∗∥2 (4.8)

è, ñ ó÷¼òîì (4.8), íåðàâåíñòâî (4.7) çàïèøåòñÿ

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥xk+1 − zk∥2−
−(1 + α)∥xk − x∗∥2 − (α2 + α)∥yk∥2 + α∥xk−1 − x∗∥2−

−2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗) ≤ 2βγ2

(
∇φx(z

k,uk),x∗ − xk+1
)
, k ≥ 0.

(4.9)

Äàëåå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (4.9) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φx(z

k,uk),x∗ − zk
)
+
(
∇φx(z

k,uk), zk − xk+1
)
è äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ
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êðèòåðèåì âûïóêëîñòè ([10], ñ. 164) (f(v),u−v) ≤ f(u)−f(v) ∀u,v ∈ Q ââèäó âûïóêëî-
ñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî ïåðâîé ïåðåìåííîé, à äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî � íåðàâåíñòâîì äëÿ
ôóíêöèè f(x) ∈ C1,1(Q) ([11], ñ. 164): (f(v),v−u) ≤ f(v)−f(u)+L∥v−u∥2/2 ∀u,v ∈ Q .
Òîãäà, ñ ó÷¼òîì ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà φ(x∗,uk) ≤ φ(xk+1,uk) ââèäó (1.1), òî åñòü
âûïóêëîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî ïåðåìåííîé x ∈ En , äëÿ ñóììû èìååì(

∇φx(z
k,uk),x∗ − zk

)
+
(
∇φx(z

k,uk), zk − xk+1
)
≤

≤ φ(x∗,uk)− φ(zk,uk) + φ(zk,uk)− φ(xk+1,uk) + L∥zk − xk+1∥2/2 ≤
≤ φ(x∗,uk)− φ(xk+1,uk) + L∥zk − xk+1∥2/2 ≤ L∥zk − xk+1∥2/2.

(4.10)

Ó÷èòûâàÿ (4.10), èç (4.9) ïîëó÷èì:

∥xk+1 − x∗∥2 + (1− Lβγ2)∥xk+1 − zk∥2 − 2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗)+

+α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + (α2 + α)∥yk∥2, k ≥ 0.
(4.11)

Âòîðîé êâàäðàò íîðìû â ëåâîé ÷àñòè (4.11) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ îöåíêè

∥xk+1 − zk∥2 ≥ (1− ε)∥xk+1 − xk∥2 + (1− ε−1)∥xk − zk∥2, ε > 0, (4.12)

êîòîðóþ ïîëó÷èì èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3) ïðè u = xk+1 , v = xk , w = zk . Ïîëîæèì
ε = 1/5 â (4.12), à âòîðîé êâàäðàò íîðìû â åãî ïðàâîé ÷àñòè îöåíèì ñ ïîìîùüþ (4.5):

∥xk+1 − zk∥2 ≥ 4∥xk+1 − xk∥2/5 + 4α2∥yk∥2. (4.13)

Ïîäñòàâèâ (4.13) â (4.11), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥xk+1 − x∗∥2 + 4(1− Lβγ2)∥xk+1 − xk∥2/5− 2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗)+

+α∥xk−1 − x∗∥2 ≤ (1 + α)∥xk − x∗∥2 + a41∥yk∥2, k ≥ 0,
(4.14)

ãäå a41 = α + 5α2 − 4Lα2βγ2 < 2α− 4Lα2βγ2 , 5α
2 < α ; 1− Lβγ2 > 0 .

Â ëåâîé ÷àñòè (4.14) òðåòüå ñëàãàåìîå ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

−2βγ1
(
yk,xk+1 − x∗) = βγ1

[
2(x∗ − xk,yk)− 2(xk+1 − xk,yk)

]
(4.15)

è ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.4) è íåðàâåíñòâà (3.6) ïðè ε = 1/3 :

2(x∗ − xk,yk) = ∥xk−1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2 − ∥yk∥2,
−2(xk+1 − xk,yk) ≥ −∥xk+1 − xk∥2/3− 3∥yk∥2;

òîãäà
−2βγ1

(
yk,xk+1 − x∗) ≥

≥ βγ1
(
∥xk−1 − x∗∥2 − ∥xk − x∗∥2 − 4∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2/3

)
.

(4.16)

Ïîäñòàâèâ (4.16) â (4.14), ïîëó÷èì (çäåñü è äàëåå βki , γki2 , λki � ôóíêöèè îò ïàðàìåòðîâ
ìåòîäà)

∥xk+1 − x∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤
≤ a3∥xk − x∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0,

(4.17)

ãäå a1 = 4(1− Lβγ2)/5− βγ1/3 , a2 = α+ βγ1 , a3 = 1 + a2 , a4 = a41 + 4βγ1 = 2α+ 4βγ1 −
4Lα2βγ2 ; a1 > 0 ïðè β < β11 = 12/(5γ1 + 12Lγ2) ; a4 > 2α ïðè γ2 < γ112 = γ1/(Lα

2) .
Òåïåðü ïðåîáðàçóåì (4.4). Ïðè u = u∗ èç íåãî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî(

uk+1 − uk,u∗ − uk+1
)
≥ λ

(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk+1
)
, k ≥ 0. (4.18)
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Çäåñü ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (3.4),(
uk+1 − uk,u∗ − uk+1

)
=
(
∥uk − u∗∥2 − ∥u∗ − uk+1∥2 − ∥uk+1 − uk∥2

)
/2, (4.19)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè (4.18) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk+1
)
=
(
∇φu(x

k+1,uk),u∗ − uk + uk − uk+1
)

(4.20)

è ïåðâîå ñëàãàåìîå îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà äëÿ âîãíóòîé ôóíêöèè ([11], ñ. 36)
(f(u),v − u) ≥ f(v)− f(u) ââèäó âîãíóòîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî âòîðîìó àðãóìåíòó,(

∇φu(x
k+1,uk),u∗ − uk

)
≥ φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,uk), (4.21)

à âòîðîå ñëàãàåìîå � ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ([10], ñ. 93) äëÿ ôóíêöèè g(u) ∈ C1,1(U) ,
∥g(v)− g(u)− (∇g(u),v − u)∥ ≤ L∥v − u∥2/2 , òî åñòü

−
(
∇φu(x

k+1,uk),uk+1 − uk
)
≥ φ(xk+1,uk)− φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 − uk∥2/2.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî íåðàâåíñòâà è (4.21), à òàêæå φ(xk+1,u∗) − φ(xk+1,uk+1) ≥ 0 ââèäó
âîãíóòîñòè ôóíêöèè ïî âòîðîìó àðãóìåíòó, èç (4.20) èìååì,(

∇φu(x
k+1,uk),u∗ − uk+1

)
≥ φ(xk+1,u∗)−

−φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 − uk∥2/2 ≥ −L0∥uk+1 − uk∥2/2. (4.22)

Ïîäñòàâèâ (4.19) è (4.22) â (4.18), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥uk+1 − u∗∥2 + b1∥uk+1,uk∥2 ≤ ∥uk − u∗∥2, k ≥ 0, (4.23)

ãäå b1 = 1− L0λ > 0 ïðè óñëîâèÿõ (4.1).
Ñëîæèâ íåðàâåíñòâî (4.23) äëÿ ïåðåìåííîé u ∈ Em ñ (4.17), ïîëó÷èì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1 − uk∥2+
+a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤ a3∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0.

(4.24)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâà (4.24) îò k = 0 äî k = m , m ≥ 1 , òîãäà

∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 + a1∥xm+1 − xm∥2+
+(a1 − a4)

∑k=m−1
k=0 ∥xk+1 − xk∥2 + b1

∑k=m
k=0 ∥uk+1 − uk∥2 ≤

≤ a2∥xm − x∗∥2 + (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2, m ≥ 1,

ãäå a1 − a4 > 0 ïðè óñëîâèÿõ (4.1). Óïðîñòèì åãî, ïîëüçóÿñü îöåíêîé ïåðâîãî ñëàãàåìîãî
â ïðàâîé ÷àñòè a2∥xm −x∗∥2 ≤ 2a2 (∥xm − xm+1∥2 + ∥xm+1 − x∗∥2) , ñëåäóþùåé èç ïðàâîãî
íåðàâåíñòâà (3.3). Ñ ó÷¼òîì íåðàâåíñòâ a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 , a4 > 2a2 ïðè 0 < α < 1/5 ,
0 < β < (α− α2)/(2γ1 − 4Lα2γ2) < β11 , 0 < γ2 < 4(3− 5α)γ1/(15Lα) < γ112 , çàïèøåì

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2+
+
∑k=m

k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1,uk∥2

]
≤

≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2.
(4.25)

Ïðè m→ ∞ ñóììà â ëåâîé ÷àñòè (4.25) îãðàíè÷åíà è ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

k=∞∑
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + b1∥uk+1 − uk∥2

]
.
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (4.25) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

∥xk+1 − xk∥ → 0, ∥uk+1 − uk∥ → 0, k → ∞,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
íåâîçðàñòàþùàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

xk;uk
}
îãðàíè÷åíà; (4.25) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 ≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + ∥u0 − u∗∥2

è, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
xki ;uki

}
→ (x∗;u∗) , ki → ∞ òàêàÿ, ÷òî

∥xki − x∗∥+ ∥uki − u∗∥ → 0, ki → ∞,
∥xki − xki+1∥+ ∥uki − uki+1∥ → 0, ki → ∞.

(4.26)

Òîãäà â ïðåäåëå ïðè k → ∞ èç âòîðîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé (3.1) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x∗ = PQ [x∗ − βγ2∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + λ∇φu(x

∗,u∗)] ,

β, γ2, λ > 0 , ýêâèâàëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêå (1.3) ñåäëîâîé òî÷êè â òåðìèíàõ îïåðàòîðà
ïðîåêòèðîâàíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, (x∗,u∗) åñòü ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè φ(x,u) , òî åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).

Ïîëîæèì x∗ = xe, u∗ = ue è âûáåðåì ∀ ε > 0 è íîìåð ki0 = r òàê, ÷òîáû ñ ýòîãî
íîìåðà âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∥xki − xki−1∥2 ≤ ε/(3a4), ∥xki − xe∥2 ≤ ε/3, ∥uki − ue∥2 ≤ ε/3, (4.27)

è ïðîñóììèðóåì (4.24) ïðè x∗ = xe, u∗ = ue , òåïåðü îò k = m äî k = m + N ïðè
m+N > m > r ; ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

∥xm+N+1 − xe∥2 + ∥um+N+1 − ue∥2 + a1∥xm+N+1 − xm+N∥2 + a2∥xm−1 − xe∥2+
+(a1 − a4)

∑k=m+N−1
k=m ∥xk+1 − xk∥2 + b1

∑k=m+N
k=m ∥uk+1 − uk∥2 ≤

≤ a2∥xm+N − xe∥2 + ∥xm − xe∥2 + a4∥xm − xm−1∥2 + ∥ur − ue∥2.
(4.28)

Çäåñü äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì

a2∥xm+N − xe∥2 ≤ 2a2
(
∥xm+N − xm+N+1∥2 + ∥xm+N+1 − xe∥2

)
. (4.29)

Ïîäñòàâèì (4.29) â (4.28) è, ó÷èòûâàÿ âûêëàäêè ïîñëå (4.25), íåðàâåíñòâà (4.26), (4.27),
èç (4.28) ïîëó÷èì

(1− 2a2)∥xm+N+1 − xe∥2 + ∥um+N+1 − ue∥2 ≤
≤ a4∥xm − xm−1∥2 + ∥xr − xe∥2 + ∥ur − ue∥2 ≤ ε,

÷òî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäè-

ìîñòü èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè âñåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
ê ñåäëîâîé òî÷êå

çàäà÷è (1.1), òî åñòü
{
xk,uk

}
→ (xe,ue) = (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ , k → ∞ , èáî ïðîñòðàíñòâî

En+m ïîëíîå, íåðàâåíñòâî (4.24) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ è
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Ïîñêîëüêó â òåîðåìå 1 äîêàçàíà ìîíîòîííàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
, òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

∥xk+1 − x∗∥ ≤ ∥xk − x∗∥ ≤ ∥xk−1 − x∗∥ ≤ ...,
∥uk+1 − u∗∥ ≤ ∥uk − u∗∥ ≤ ∥uk−1 − u∗∥ ≤ ...,

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2012. Ò. 14, � 2



96 Â.Ã. Ìàëèíîâ

à òàêæå
∥xk−1 − xk∥ ≥ ∥xk − xk+1∥ ≥ ∥xk+1 − xk+2∥ ≥ ...,
∥uk−1 − uk∥ ≥ ∥uk − uk+1∥ ≥ ∥uk+1 − uk+2∥ ≥ ....

Ïðèìå÷àíèå 2. Îòìåòèì, ÷òî: à) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 íåîïðåäåë¼ííîå çíà÷åíèå γ01
ïàðàìåòðà ìåòîäà ìîæåò áûòü âûáðàíî èç óñëîâèÿ 0 < γ01 < 9α0 ; á) ïðè ðåàëèçàöèè
ìåòîäîâ âûáîð òî÷êè zk è ïàðàìåòðà αk ïðîèçâîäèì ñ ó÷¼òîì (4.1) è íåðàâåíñòâà g(zk) ≤
g(xk−1) , k = 0, 1, 2, ... .

5. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.1), (4.1) ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè-
÷åíèè è óñëîâèÿõ íà ïàðàìåòðû ìåòîäà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è, êðîìå òîãî: 1) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà (3.10á); 2) ïàðàìåòðû ìåòîäà òàêîâû, ÷òî

0 < β < (1− 6α)/(21γ1/2 + Ldγ2), d = 1− 8α2,
5L0λ+ 10α + 10βγ1 < 1 + 4Lβγ2, 0 < γ2 < (25γ1)/(12L).

(5.1)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk,uk

}
ìåòîäà (3.1), (4.1), (5.1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé

ñåäëîâîé òî÷êå (x∗,u∗) çàäà÷è (1.1) ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè,

ρ(xk,uk) ≤ qkρ(x0,u0), (5.2)

ãäå q = [(12 + 5α + 5βγ1 − 2Lβγ2)/(12.5− 2.5L0λ)]
1/2

, 0 < q < 1 ïðè óñëîâèÿõ (4.1), (5.1).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 ìåòîä ñõîäèòñÿ è

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.24). Â (4.24) ñíà÷àëà îöåíèì ïÿòîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ
ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3), ïîëó÷åííîãî â ëåììå 1. Ïðè ε = 2 ïîëó÷èì îöåíêó

a2∥xk−1 − x∗∥2 ≥ −a2∥yk∥2 + a2∥xk − x∗∥2/2. (5.3)

Äàëåå â (4.24) îöåíèì òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7),
ïîëîæèâ u = xk+1, x = x∗, v = xk, ε = 3 . Çàòåì óìíîæèì íà 3a1/8 . Òîãäà ïîëó÷èì

3a1/8∥xk+1 − xk∥2 ≥ 3a1∥xk+1 − x∗∥2/4− a1∥xk − x∗∥2/4. (5.4)

Àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå ïîëó÷åíèÿ (5.4), ïîëîæèì â (3.7) u = uk+1, x = u∗, v = uk, ε =
5/4 è ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî óìíîæèì íà b1 . Òîãäà ïðèä¼ì ê îöåíêå ÷åòâ¼ðòîãî ñëàãàå-
ìîãî â ëåâîé ÷àñòè (4.24),

b1∥uk+1 − uk∥2 ≥ b1∥uk+1 − u∗∥2/4− b1∥uk − u∗∥2/5. (5.5)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (5.3), (5.4) è (5.5), èç (4.24) ñëåäóåò,

(1 + 3a1/4)∥xk+1 − x∗∥2 + 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (1 + b1/4)∥uk+1 − u∗∥2 ≤
≤ a5∥xk − x∗∥2 + b2∥uk − u∗∥2 + a6∥yk∥2, k ≥ 0,

(5.6)

ãäå a5 = a3−a2/2+a1/4 < 6/5+α/2+βγ1/2−Lβγ2/5 , a6 = a4+a2 = 3α+5βγ1−4Lα2βγ2 ,
b2 = 1 + b1/5 = 6/5− L0λ/5 , 1 + b1/4 = (5− L0λ)/4 .

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â (5.6) a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 ≤ 0 . Äåéñòâèòåëüíî, èìå-
þò ìåñòî íåðàâåíñòâà: ∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2 â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1; a6 − 5a1/8 <
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3α+21βγ1/4+Ldβγ2/2−1/2 < 0 (ïðè 0 < β < β21 = (1−6α)/(21γ1/2+Ldγ2) , 0 < α < 1/6 );
(a6−5a1/8)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 ; 5a1/8 > a6−5a1/8 . Ïîëüçóÿñü ýòèìè íåðàâåíñòâà-

ìè, âåðíûìè ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû, ïîëó÷àåì:

0 ≥ (a6 − 5a1/8)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
=

= a6∥yk∥2 − a6∥xk+1 − xk∥2 + (5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (a6 − 5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a6∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8.

(5.7)

Â (5.6) ó÷ò¼ì (5.7) è íåðàâåíñòâà: b2 < a5 ïðè 0 < γ2 ≤ 25γ1/(12L) = γ212 ; 1 + b1/4 <
1 + 3a1/4 ïðè β < β22 = (7 + 5L0λ)/(5γ1 + 12Lγ2) , β < β21 < β22 . Òîãäà èç (5.6) ïîëó÷èì

(1 + b1/4)
(
∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2

)
≤ a5∥xk − x∗∥2, k ≥ 0.

Ýòî íåðàâåíñòâî â îáîçíà÷åíèè èç ï.2 çàïèøåòñÿ â ôîðìå

ρ2(xk+1,uk+1) ≤ q2ρ2(xk,uk), k ≥ 0, (5.8)

ãäå q2 = a5/(1 + b1/4) < (6/5 + α/2 + βγ1/2 − Lβγ2/5)/(5/4 − L0λ/4) . Â ñèëó (5.8), â
îáîçíà÷åíèÿõ ìåòðèêè èç ï.2, èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

ρ(xk+1,uk+1) ≤ qρ(xk,uk) ≤ ... ≤ qk+1ρ(x0,u0),

ãäå 0 < q < 1 ïðè a5 > 0 , b1 > 0 , 5L0λ+10α+10βγ1 < 1+4Lβγ2 . Îöåíêà (5.2) ïîëó÷åíà.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

6. Ñõîäèìîñòü ìåòîäà (3.2)

Äàëåå ðàññìîòðèì íîâûé ìåòîä (3.2), ïðåäïî÷òèòåëüíûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â
ñëó÷àå îâðàæíîñòè ôóíêöèè φ(x,u) ïî îáîèì ïåðåìåííûì. Î ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2)
äëÿ âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè φ(x,u) èìååò ìåñòî

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ à)�ã) èç ï.1 è ïàðàìåòðû ìåòîäà (3.2)
òàêîâû, ÷òî

0 < α < 1/5, 0 < γ1 < γ01 , 0 < β < (2− 5α)/(11γ1 + 2Ldγ2), d = 1− 5α2

0 < γ2 < (4− 15α)γ1/(4L
0αd), 0 < λ < α/γ1, L/2 < L0 < 3L/2.

(6.1)

Òîãäà íàéä¼òñÿ ñåäëîâàÿ òî÷êà (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ ôóíêöèè φ(x,u) , òàêàÿ, ÷òî ïðî-
öåññ (3.2), (6.1) ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà En ×Em ê íåé ñõîäèòñÿ, òî åñòü

{
xk
}
→ x∗ ∈

Q∗ ,
{
uk
}
→ u∗ ∈ U∗ ïðè k → ∞ äëÿ âñåõ (x0,u0) ∈ En+m .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì êàæäîå óðàâíåíèå èç (3.2) â âèäå âàðèàöèîííîãî
íåðàâåíñòâà, òîãäà ýòîò èòåðàöèîííûé ïðîöåññ çàïèøåòñÿ â ôîðìå:(

zk − xk − αyk,v − zk
)
≥ 0,(

xk+1 − zk − βγ1y
k + βγ2∇φx(z

k,uk),v − xk+1
)
≥ 0, v ∈ Q;(

wk − uk − αvk,u−wk
)
≥ 0, u ∈ U ;(

uk+1 −wk − λγ1v
k − λγ2∇φu(x

k+1,wk),u− uk+1
)
≥ 0.

(6.2)

Çäåñü ñíà÷àëà ïðåîáðàçóåì ïåðâîå è âòîðîå íåðàâåíñòâà, ïîëîæèâ v = xk è v =
x∗ ñîîòâåòñòâåííî, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, (3.2), íåðàâåíñòâîì
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Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî è íåðàñøèðÿþùèì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190).
Àíàëîãè÷íî ïðîâåä¼ííîìó â òåîðåìå 1, èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷èì

∥zk − xk∥2 ≤ α
(
yk, zk − xk

)
≤ α∥yk∥∥zk − xk∥ =

= α∥yk∥∥PQ

(
xk + αyk

)
− PQ(x

k)∥ ≤ α2∥yk∥2. (6.3)

à èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (6.2) ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî, ñîâïàäàþùåå ñ (4.17),

∥xk+1 − x∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 ≤
≤ a3∥xk − x∗∥2 + a4∥yk∥2, k ≥ 0,

(6.4)

ãäå a1 = 4(1 − Lβγ2)/5 − βγ1/3 > 0 ïðè 0 < β < 4/(5γ1/3 + 4Lγ2) = β31 < 1/(Lγ2) ,
γ2 < γ1/(4Lα

2) = γ312 ; a2 = α+ βγ1 , a3 = 1 + a2 , a4 = 2α + 4βγ1 − 4Lα2βγ2 .
Äàëåå áóäåì àíàëèçèðîâàòü òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå íåðàâåíñòâà èç (6.2). Èç òðåòüåãî íåðà-

âåíñòâà (6.2), ïîëîæèâ u = uk , âû÷èñëåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåä¼ííûì ïðè ïîëó÷å-
íèè íåðàâåíñòâà (6.3), ïîëó÷èì:

∥wk − uk∥2 ≤ α
(
vk,wk − uk

)
≤ α∥vk∥∥wk − uk∥ =

= α∥vk∥∥PQ

(
uk + αvk

)
− PQ(u

k)∥ ≤ α2∥vk∥2. (6.5)

Èç ÷åòâ¼ðòîãî íåðàâåíñòâà (6.2) ïðè u = u∗ ñëåäóåò:(
uk+1 −wk,u∗ − uk+1

)
+ λγ1

(
vk,u∗ − uk+1

)
−

−λγ2
(
∇φu(x

k+1,wk),u∗ − uk+1
)
≥ 0, k ≥ 0.

(6.6)

Çäåñü ïåðâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ (3.4),(
u∗ − uk+1,uk+1 −wk

)
=
(
∥u∗ −wk∥2 − ∥u∗ − uk+1∥2 − ∥uk+1 −wk∥2

)
/2, (6.7)

à ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â òðåòüåì ñëàãàåìîì â (6.6) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû(
∇φu(x

k+1,wk),u∗ − uk+1
)
=(

∇φu(x
k+1,wk),u∗ −wk

)
+
(
∇φu(x

k+1,wk),wk − uk+1
)
,

ïåðåíåñ¼ì â ïðàâóþ ÷àñòü (6.6) è êàæäîå ñëàãàåìîå îöåíèì àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî
ñäåëàíî ïðè âûâîäå íåðàâåíñòâà (4.17). Òîãäà(

∇φu(x
k+1,wk),u∗ − uk+1

)
≥ φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,wk)+

+φ(xk+1,wk)− φ(xk+1,uk+1)− L0∥uk+1 −wk∥2/2,

ãäå â ñèëó (1.1) φ(xk+1,u∗)− φ(xk+1,uk+1) ≥ 0 . Ñ ó÷¼òîì ýòîé îöåíêè, (3.2) è (6.7), íåðà-
âåíñòâî (6.6) çàïèøåòñÿ â ôîðìå

∥u∗ − uk+1∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2+
+2λγ1

(
vk,uk+1 − u∗) ≤ ∥wk − u∗∥2, k ≥ 0.

Åãî ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåîáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåðàñøèðÿþùåãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåê-
òèðîâàíèÿ è (3.4):

∥wk − u∗∥2 = ∥PU(u
k + αvk)− PU(u

∗)∥2 ≤ ∥uk − u∗ + αvk∥2 =
= ∥uk − u∗∥2 + 2α

(
uk − u∗,vk

)
+ α2∥vk∥2,

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îöåíèâàåòñÿ ïî (3.4),

2α
(
uk − u∗,vk

)
= α

(
∥uk − u∗∥2 + ∥vk∥2 − ∥uk−1 − u∗∥2

)
,
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ïîýòîìó ∥wk − u∗∥2 ≤ (1 + α)∥uk − u∗∥2 + (α + α2)∥vk∥2 − α∥uk−1 − u∗∥2 , k ≥ 0 . Òîãäà
îñíîâíîå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå

∥u∗ − uk+1∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2 + 2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) ≤

≤ (1 + α)∥uk − u∗∥2 + (α+ α2)∥vk∥2 − α∥uk−1 − u∗∥2, k ≥ 0.
(6.8)

Â (6.8) òðåòüå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) = λγ1

[
−2(uk − uk+1,vk)− 2(u∗ − uk,vk)

]
,

çàòåì îöåíèì ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (3.7) ïðè ε = 1 è ðàâåíñòâà (3.4):

−2(uk − uk+1,vk) ≥ −∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2;
−2(u∗ − uk,vk) = ∥u∗ − uk∥2 + ∥vk∥2 − ∥u∗ − uk−1∥2.

Òîãäà 2λγ1
(
vk,uk+1 − u∗) ≥ λγ1

(
∥u∗ − uk∥2 − ∥uk+1 − uk∥2 − ∥uk−1 − u∗∥2

)
. Ïîäñòàâèâ

ýòó îöåíêó â ëåâóþ ÷àñòü (6.8), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

∥uk+1 − u∗∥2 + (1− L0λγ2)∥uk+1 −wk∥2 − λγ1∥uk+1 − uk∥2+
(α− λγ1)∥uk−1 − u∗∥2 ≤ (1 + α− λγ1)∥uk − u∗∥2+

+(α + α2)∥vk∥2, k ≥ 0.
(6.9)

Çäåñü îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè. Ñ ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà (3.3) è
íåðàñøèðÿþùåãî ñâîéñòâà îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ ([10], ñ. 190) èìååì

∥uk+1 −wk∥2 ≥ (1− ε)∥uk+1 − uk∥2 + (1− ε−1)∥uk −wk∥2,
ε > 0, ∥uk −wk∥2 ≥ α2∥vk∥2,

ε = 1/5 : ∥uk+1 −wk∥2 ≥ (4/5)∥uk+1 − uk∥2 − 4α2∥vk∥2.

Ñ ó÷¼òîì ýòîé îöåíêè (6.9) ïðèìåò âèä

∥uk+1 − u∗∥2 + b31∥uk+1 − uk∥2 + b32∥uk−1 − u∗∥2 ≤
≤ b33∥uk − u∗∥2 + b34∥vk∥2, k ≥ 0,

(6.10)

ãäå b31 = 4(1 − L0λγ2)/5 − λγ1 > 0 ïðè λ < 4/(5γ1 + 4L0γ2) = λ31 < 1/(L0γ2) ; b32 =
α − λγ1 > 0 ïðè 0 < λ < α/γ1 = λ32 < λ31 , γ2 < (4 − 5α)γ1/(4L

0α) = γ312 ; b33 = 1 + b32 ;
b34 = 2α− 4L0α2λγ2 > 0 , λ < λ32 < 1/(2L0αγ2) , γ2 < γ312 < γ1/(2L

0α2) .
Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà (6.4) è (6.10), ïîëó÷èì

∥xk+1 − x∗∥2 + ∥uk+1 − u∗∥2 + a1∥xk+1 − xk∥2+
+b31∥uk+1 − uk∥2 + a2∥xk−1 − x∗∥2 + b32∥uk−1 − u∗∥2 ≤

≤ a3∥xk − x∗∥2 + b33∥uk − u∗∥2 + a4∥yk∥2 + b34∥vk∥2, k ≥ 0.
(6.11)

Äàëåå ïðîñóììèðóåì (6.11) îò k = 0 äî k = m, m ≥ 1 , òîãäà

∥xm+1 − x∗∥2 + a1∥xm+1 − xm∥2 + ∥um+1 − u∗∥2 + b31∥um+1 − um∥2+∑k=m−1
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ a2∥xm − x∗∥2 + b32∥um − u∗∥2+
+(1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2,

(6.12)

ãäå ïåðâûå äâå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ïðàâîãî íåðàâåíñòâà
(3.3) ïðè ε = 1 , a2∥xm − x∗∥2 + b32∥um − u∗∥2 ≤ 2a2 (∥xm+1 − xm∥2 + ∥xm+1 − x∗∥2) +
2b32 (∥um+1 − um∥2 + ∥um+1 − u∗∥2) ; òîãäà ïðè a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 èç (6.12) ñëåäóåò

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + (1− 2b32)∥um+1 − u∗∥2+
+
∑k=m

k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2,
(6.13)
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ãäå 0 < β ≤ (2 − 5α)/(11γ1 + 2Ldγ2) < β31 , d = 1 − 5α2 ; b31 − 2b32 > b31 − b34 > 0 ïðè
0 < γ2 < (4− 15α)γ1/(4L

0αd) < γ312 , 0 < λ < λ32 < (4− 10α)/(5γ1+4L0dγ2) , 0 < α < 4/15 .
Îòñþäà ïðè m→ ∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ðÿäà

k=∞∑
k=0

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ (6.13) èìååì: ∥xk+1 − xk∥ → 0, ∥uk+1 − uk∥ → 0 , k → ∞ , ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
íåâîçðàñòàþùàÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
xk;uk

}
îãðàíè÷åíà; (6.13) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

(1− 2a2)∥xm+1 − x∗∥2 + (1− 2b32)∥um+1 − u∗∥2 ≤ (1− a2)∥x0 − x∗∥2 + (1− b32)∥u0 − u∗∥2

è, ïî òåîðåìå Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü{
xki ;uki

}
→ (x∗;u∗) , ki → ∞ è

∥xki − x∗∥+ ∥uki − u∗∥ → 0, ki → ∞,
∥xki − xki+1∥+ ∥uki − uki+1∥ → 0, ki → ∞.

(6.14)

Òîãäà â ïðåäåëå ïðè k → ∞ èç âòîðîãî è ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèé (3.2) ñëåäóþò ðàâåíñòâà

x∗ = PQ [x∗ − βγ2∇φx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ + λγ2∇φu(x

∗,u∗)]

( β, γ2, λ > 0 ), ýêâèâàëåíòíûå õàðàêòåðèñòèêå (1.3) ñåäëîâîé òî÷êè â òåðìèíàõ îïåðàòî-
ðà ïðîåêòèðîâàíèÿ; ñëåäîâàòåëüíî, (x∗,u∗) � ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè φ(x,u) , òî åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1).

Ïîëîæèì x∗ = xe , u∗ = ue , âûáåðåì ∀ ε > 0 è ÷èñëà ki0 = r è m > r òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

∥xki − xki−1∥2 ≤ ε/(4a4 + 4a2), ∥uki − uki−1∥2 ≤ ε/(4b34 + 4b32),
∥xm − xe∥2 < ε/(4− 2a2), ∥um − ue∥2 < ε/(4− 2b32),

(6.15)

Ïðîñóììèðóåì (6.11) îò k = m äî k = N ïðè x∗ = xe, u∗ = ue , N > m > r :

∥xN+1 − xe∥2 + a1∥xN+1 − xN∥2 + ∥uN+1 − ue∥2 + b31∥uN+1 − uN∥2+
+a2∥xm−1 − xe∥2 + b32∥um−1 − ue∥2+

+
∑k=N−1

k=r

[
(a1 − a4)∥xk+1 − xk∥2 + (b31 − b34)∥uk+1 − uk∥2

]
≤

≤ ∥xm − xe∥2 + ∥um − ue∥2 ++a2∥xN − xe∥2 + b32∥uN − ue∥2+
+a4∥xm − xm−1∥2 + b34∥um − um−1∥2.

(6.16)

Çäåñü äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâ¼ðòîãî ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâàìè

a2∥xN − xe∥2 ≤ 2a2
(
∥xN − xN+1∥2 + ∥xN+1 − xe∥2

)
,

b32∥uN − ue∥2 ≤ 2b32
(
∥uN − uN+1∥2 + ∥uN+1 − ue∥2

)
,

ïÿòîå è øåñòîå ñëàãàåìûå â ëåâîé ÷àñòè (6.16) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ ëåâîãî íåðàâåíñòâà
(3.3) ïðè ε = 2 :

a2∥xm−1 − xe∥2 ≥ −a2∥xm−1 − xm∥2 + a2∥xm − xe∥2/2,
b32∥um−1 − ue∥2 ≥ −b32∥um−1 − um∥2 + b32∥um − ue∥2/2.
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Ó÷èòûâàÿ ýòè îöåíêè è íåðàâåíñòâà a1 − 2a2 > a1 − a4 > 0 , b31 − 2b32 > b31 − b34 > 0 ,
âåðíûå ïðè óñëîâèÿõ (6.1), èç (6.16) ñ ó÷¼òîì (6.14), (6.15) è ðàññóæäåíèé è âûêëàäîê
ïîñëå (6.13), ïîëó÷èì:

(1 + 2a2)∥xN+1 − xe∥2 + a1∥xN+1 − xN∥2 + (1− 2b32)∥uN+1 − ue∥2 ≤
≤ (1− a2/2)∥xm − xe∥2 + (1− b32/2)∥um − ue∥2 + a35∥xm − xm−1∥2+

+b35∥um − um−1∥2 ≤ ε,

ãäå a35 = a4 + a2 , b35 = b34 + b32 . Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè

{
xk,uk

}
. Îòñþäà ñëåäóåò ñõîäèìîñòü èç ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè âñåé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{
xk,uk

}
ê ñåäëîâîé òî÷êå çàäà÷è (1.1), òî åñòü

{
xk,uk

}
→ (xe,ue) =

(x∗,u∗) ∈ Q∗×U∗ , k → ∞ , èáî ïðîñòðàíñòâî En+m ïîëíîå, íåðàâåíñòâà (6.13) âûïîëíÿþò-
ñÿ äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (x∗,u∗) ∈ Q∗×U∗ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
∥xk − x∗∥2 + ∥uk − u∗∥2

}
ìîíîòîííà è îãðàíè÷åíà.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.
Ñ ë å ä ñ ò â è å. Â ñèëó òåîðåìû 3 âåðíû âñå íåðàâåíñòâà èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1.

7. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2)

Ïîëó÷èì îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ìåòîäà (3.2), (6.1) äëÿ âûïóêëî âîãíóòîé ôóíê-
öèè φ(x,u) , ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè è òðåáîâàíèÿõ ê ïàðàìåòðàì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3, âêëþ÷àÿ (6.1) è, êðîìå òîãî:
1) âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (3.10â); 2) ïàðàìåòðû ìåòîäà è ôóíêöèè òàêîâû:

0 < α ≤ 1/6, 0 < β ≤ hλ/(5γ1 + 12Lγ2); 3/5 < 2L/3 < L0 < 6L/5;
0 < λ < e(5γ1 + 12Lγ2)/(hr); 0 < γ2 < 7eγ1/(8L

0);
e = 1− 6α; h = 15γ1 + 12L0γ2; r = 21γ1/2 + Ldγ2; d = 1− 8α2.

(7.1)

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{
xk,uk

}
ìåòîäà (3.2), (6.1) ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé ñåäëî-

âîé òî÷êå (x∗,u∗) çàäà÷è (1.1) ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñ îöåíêîé

ρ(xk,uk) ≤ qkρ(x0,u0), (7.2)

ãäå 0 < q < {[(19/3 + 2.5α + β(2γ1 − 4Lγ2/3)]/(17− hλ)}1/2 < 1 , ïðè óñëîâèÿõ (7.1) íà
ïàðàìåòðû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû 4 íåðàâåíñòâî (6.11)
ñïðàâåäëèâî. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè (7.2) ñíà÷àëà âîñïîëüçóåìñÿ ëåâûì íåðàâåíñòâîì (3.3)
è âûâåäåì íåðàâåíñòâî ∥uk−1 − u∗∥2 ≥ (1− ε)∥vk∥2 + (1− ε−1)∥uk − u∗∥2 . Ïîëîæèì â í¼ì
è â (4.19) ε = 2 , ïîëó÷èì äâà íåðàâåíñòâà:

∥uk−1 − u∗∥2 ≥ −∥vk∥2 + 0.5∥uk − u∗∥2,
∥xk−1 − x∗∥2 ≥ −∥yk∥2 + 0.5∥xk − x∗∥2. (7.3)

×òîáû îöåíèòü 3/8 ÷àñòü òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (6.11), â (3.7) ïîëîæèì u =
xk+1 , x = x∗ , v = xk , ε = 9 , çàòåì óìíîæèì íà 3a1/8 . Òîãäà ïîëó÷èì

(3a1/8)∥xk+1 − xk∥2 ≥ 3a1∥xk+1 − x∗∥2 + (a1/3)∥xk − x∗∥2. (7.4)

Ïîëîæèâ â (3.7) u = uk+1 , x = u∗ , v = uk , ε = 9 è óìíîæèâ íà 3b31/8 , äëÿ ÷åòâ¼ðòîãî
ñëàãàåìîãî â ëåâîé ÷àñòè (6.11) ïîëó÷èì îöåíêó

(3b31/8)∥uk+1 − uk∥2 ≥ 3b31∥uk+1 − u∗∥2 + (b31/3)∥uk − u∗∥2. (7.5)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè îöåíîê (7.3), (7.4), (7.5) â (6.11), ïðèä¼ì ê íåðàâåíñòâó

(1 + 3a1)∥xk+1 − x∗∥2 + (1 + 3b31)∥uk+1 − u∗∥2+
+5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + 5b31∥uk+1 − uk∥2/8 ≤

≤ a43∥xk − x∗∥2 + b43∥uk − u∗∥2 + a44∥yk∥2 + b44∥vk∥2, k ≥ 0.
(7.6)

ãäå a43 = a3−a2/2+a1/3 < 19/15+α/2+2βγ1/5−4Lβγ2/15 ; a44 = a4+a2 = 3α+β(5γ1−
4Lα2γ2) > 3α > 0 , b43 = b33 − b32/2 + b31/3 = 19/15 + α/2 − 5λγ1/6 − 4L0λγ2/15 ; b44 =
b34 + b32 = 3α− λγ1 − 4L0α2λγ2 ; a43 > 19/15+α/2 è b43 > 0 ïðè γ2 < (35γ1)/(24L) = γ412
è λ ≤ (19 + 8α)/(14γ1 + 4L0γ2) = λ41 .

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî

a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 ≤ 0,
b44∥vk∥2 − 5b31∥uk+1 − uk∥2/8 ≤ 0.

(7.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 3

∥yk∥2 ≥ ∥xk+1 − xk∥2, ∥vk∥2 ≥ ∥uk+1 − uk∥2. (7.8)

Ïîëüçóÿñü ïåðâûì íåðàâåíñòâîì (7.8), íåðàâåíñòâàìè a44 − 5a1/8 < 3α− 1/2+ β(21γ1/4+
Lγ2/2 − 4Lα2γ2) < 0 (ïðè 0 < α < 1/6 , β < e/r = β41 , r > 0 , d = 1 − 8α2 > 0 ),
5a1/8 ≥ a44−5a1/8 , (a44−5a1/8)

(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥ 0 , âåðíûìè ïðè óñëîâèÿõ (7.1),

ïîëó÷èì ïåðâîå óòâåðæäåíèå èç (7.7):

0 ≥ (a44 − 5a1/8)
(
∥yk∥2 − ∥xk+1 − xk∥2

)
= a44∥yk∥2−

−a44∥xk+1 − xk∥2 + (5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8 + (a44 − 5a1/8)
(
∥xk+1 − xk∥2 − ∥yk∥2

)
≥

≥ a44∥yk∥2 − 5a1∥xk+1 − xk∥2/8.

Â ñèëó âòîðîãî íåðàâåíñòâà (7.8) è b44 − 5a1/8 = 3α − 1/2 − 3γ1λ/8 + L0dγ2λ/2 <
−3γ1λ/8 < 0 (ïðè λ < e/(L0dγ2) = λ42 , 3/4 ≤ 2L/3 < L0 < 6L/5 , λ < λ41 < λ42 , γ2 <
γ422 = 7eγ1/(8L

0) < γ412 ), 5b31/8 ≥ b44 − 5b31/8 , (b44 − 5b31/8)
(
∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2

)
≥ 0 ,

ïîëó÷èì âòîðóþ îöåíêó (7.7):

0 ≥ (b44 − 5b31/8)
(
∥vk∥2 − ∥uk+1 − uk∥2

)
≥ b44∥vk∥2−

−(5b31/8)∥uk+1 − uk∥2 + (b44 − 5b31/8)
(
∥uk+1 − uk∥2 − ∥vk∥2

)
≥

≥ b44∥vk∥2 − 5b31∥uk+1 − uk∥2/8.

Ïîäñòàâèì îöåíêè (7.7) â (7.6), òîãäà

(1 + 3a1)
(
∥xk+1 − x∗∥2 + (1 + 3b31)∥uk+1 − u∗∥2

)
≤

≤ a43∥xk − x∗∥2 + b43∥uk − u∗∥2, k ≥ 0.
(7.9)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (1 + 3a1) ≥ (1 + 3b31) (ïðè β ≤ hλ/(5γ1 + 12Lγ2) = β42 < β41 , 0 < λ <
λ43 = e(5γ1 + 12Lγ2)/(hr) < λ41 ); b43 < a43 (ïðè 0 < γ2 < γ412 ), â îáîçíà÷åíèÿõ ï.2 èç
(7.9) ïîëó÷àåì (1 + 3b31)ρ

2(xk+1,uk+1) ≤ a43ρ
2(xk,uk) , òî åñòü

ρ2(xk+1,uk+1) ≤ q2ρ2(xk,uk), k ≥ 0,

ãäå 0 < q2 < [19/3 + 2.5α+ β(2γ1 − 4Lγ2/3)]/(17− hλ) . Òîãäà èìååì

ρ(xk+1,uk+1) ≤ qρ(xk,uk) ≤ ... ≤ qk+1ρ(x0,u0), (7.10)
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ãäå q = [a43/(1 + 3b31)]
1/2 , 0 < q < 1 , 0 < β < β42 < (32 − 8α − 3hλ)/(6γ1 − 4Lγ2) , λ <

[(32− 8α)/(5γ1 + 12Lγ2)]/[h(21γ1 + 32Lγ2)] = λ44 , 0 < λ < λ43 < λ44 < 17/h , 0 < γ2 < γ412 .
Èç (7.10) ñëåäóåò îöåíêà (7.2).

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.
Ïðèìå÷àíèå 3. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ìîäèôèêàöèè ìåòîäà (3.2), ñî ñâîéñòâàìè, íå

õóäøèìè ñâîéñòâ ìåòîäîâ (3.1) è (3.2). Ýòî ÷åòûð¼õïàðàìåòðè÷åñêèé ìåòîä

zk = PQ

[
xk + αky

k
]
, wk = PU

[
uk + αkv

k
]
,

xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,wk)

)]
,

uk+1 = PU

[
wk + βk

(
γ1kv

k + γ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
, k ≥ 0,

(7.11)

è ìåòîä ñ âîñåìüþ ïàðàìåòðàìè

zk = PQ

[
xk + α1ky

k
]
, wk = PU

[
uk + α2kv

k
]
,

xk+1 = PQ

[
zk + βk

(
γ1ky

k − γ2k∇φx(z
k,wk)

)]
,

uk+1 = PU

[
wk + λk

(
δ1kv

k + δ2k∇φu(x
k+1,wk)

)]
, k ≥ 0.

(7.12)

Ýòè ìåòîäû áëàãîïðèÿòíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ φ(x,u)
èìååò îâðàæíûå ñâîéñòâà ïî ïåðåìåííûì x ∈ Q ⊂ En è u ∈ U ⊂ Em .
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Projection generalized two-step extragradient methods for

equilibrium problems

c⃝ V.G. Malinov 2

Abstract. Projection generalized two-step extragradient methods for solving of equilibrium
programming problems are proposed whereby the saddle points are found on convex-concave
continuously di�erentiable function with Lipschitz gradients speci�ed on subset of the Euclidean
space. For two methods the convergence and rate of convergence of the method are studied with the
aid of tools from convex analysis, without requirement of strongly convexity or strongly monotony.

Key Words: convex concave function, equilibrium problem, projection generalized two-step
extragradient methods.
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ÓÄÊ 534.113

Ê äîêàçàòåëüñòâó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé

çàäà÷è ïî èçãèáíûì êîëåáàíèÿì òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé

æèäêîñòüþ

c⃝ Ã.Ô. Ñàôèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðÿìàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáà-
íèé óçêîé òðóáû ñ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ è îáðàòíàÿ çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ
çàêðåïëåíèé òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åå èçãèáíûõ êîëå-
áàíèé. Äîêàçàíû òåîðåìû î åäèíñòâåííîñòè îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãèõ çàêðåïëåíèé
òðóáû â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ ïî íåé æèäêîñòè. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ æèäêî-
ñòè ïî òðóáîïðîâîäó íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàíèå èç ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé 14 çíà÷åíèé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãèõ çàêðåïëåíèé òðóáû. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû âîññòàíîâëåíèÿ
÷åòûðåõ êðàåâûõ óñëîâèé îáðàòíîé çàäà÷è. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðóáà ñ ïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ, ÷àñòîòû êîëåáàíèé, êðàåâûå óñëîâèÿ,
ïàðàìåòðû óïðóãèõ çàêðåïëåíèé, çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ, åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷ ïî èçãèáíûì êîëåáàíèÿì òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé æèä-
êîñòüþ ïðîäîëæàþò èññëåäîâàíèÿ â âèáðîàêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêå ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì
[1]�[3].

Çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà èññëåäîâà-
ëîñü â ðàáîòàõ [4], [5]. Îäíàêî, îáðàòíàÿ çàäà÷à � çàäà÷à îòûñêàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé
ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì � â ýòèõ ðàáîòàõ íå èçó÷àëàñü. Ê òîìó æå, â ýòèõ ðàáîòàõ ðàñ-
ñìàòðèâàëèñü ëèøü ïðèáëèæåííûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ìåòîäû Ãàëåðêèíà è Ðýëåÿ-Ðèòöà),
êîòîðûå íå ïðèìåíèìû äëÿ ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çäåñü çàäà÷è.

Ðàíåå â ðàáîòàõ [6]�[10] èçó÷àëèñü îáðàòíûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ
çàêðåïëåíèé ñòðóí, ìåìáðàí, ñòåðæíåé, ïëàñòèí, âàëîâ, ïîëûõ òðóá è òðóá ñ íåïðîòåêà-
þùåé æèäêîñòüþ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì èõ êîëåáàíèé. Öåëüþ æå íàñòîÿùåé ðàáîòû
ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïà-
ðàìåòðîâ çàêðåïëåíèé òðóáû â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ ïî íåé æèäêîñòè. Ê òîìó æå, â îòëè÷èå
îò ðàáîò [6]�[10], â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòûñêèâàþòñÿ íå äâà êðàåâûõ óñëîâèÿ, à âñå ÷åòûðå.
Ýòî ñóùåñòâåííî îñëîæíÿåò çàäà÷ó îòûñêàíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé è òðåáóåò èíûõ ìåòîäîâ
åå ðåøåíèÿ.

2. Ïðÿìàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêî-
ñòüþ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ óçêîé òðóáû ñ íåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ
è ïðèâåäåì íåêîòîðûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû, íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è èíôîðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè Íåôòåêàìñêîãî
ôèëèàëà Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Íåôòåêàìñê; sa�nagf@mail.ru
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Óðàâíåíèå ìàëûõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ñ ïðîòåêàþùåé ïî íåìó æèäêî-
ñòüþ (ñ ó÷åòîì íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè) èìååò ñëåäóþùèé âèä [4], [5]):

EI
∂4w

∂x4
+ (m+ m̃)

∂2w

∂t2
+ 2m̃V0

∂2w

∂x∂t
+ m̃

(
p0
ρ0

+ V 2
0

)
∂2w

∂x2
= 0. (2.1)

Çäåñü

I =
π

4
(r4 − r41), m = π (r2 − r21 )ρ, m̃ = π r21 ρ0,

ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè òðóá÷àòîãî ñå÷åíèÿ, EI � æåñòêîñòü òðóáû, p0 � êðèòè÷å-
ñêîå âíóòðåííåå äàâëåíèå, m è m̃ � ìàññû òðóáû è æèäêîñòè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó
äëèíû l òðóáû, r è r1 � ðàäèóñû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, V0 �
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà òðóáû, ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêî-
ñòè.

Âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì íà êîíöàõ òðóáêè â âèäå [4]
w = ∂2w/∂x2 = 0 , ïðèíÿòî â ôîðìå

w =
∞∑
s=1

Ws sin
s π

l
x ei ω t.

Ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåíî ïðèáëèæåííî ïî ìåòîäó Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà [4]. ×àñòîòíîå óðàâ-
íåíèå ïðåäñòàâëåíî â âèäå áåñêîíå÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ, èç êîòîðîãî íàõîäÿòñÿ ïðèáëèæåí-
íûå çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ. Íàïðèìåð, óòî÷íåííîå
çíà÷åíèå ÷àñòîòû ω1 ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ îïðåäåëèòåëü âòîðîãî ïîðÿä-
êà â âåðõíåì ëåâîì óãëó áåñêîíå÷íîãî îïðåäåëèòåëÿ. Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ω1

ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàññìàòðèâàÿ îïðåäåëèòåëü òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä.
Ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è [8]. Ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðå-

ìåííûå
x̃ = x/l, w̃ = w/r, t̃ = t/τ,

ãäå

τ = l2
√
m+ m̃

EI
.

Ïîëîæèì âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà â âèäå:

w̃(x̃, t̃) = X(x̃) ei ω t̃

è ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (2.1) ê ëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

X(4) + aX ′′ + 2b i ωX ′ − ω2X = 0, (2.2)

â êîòîðîì X = X(x̃) è êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a =
m̃ l2

E I

(
p0
ρ0

+ V 2
0

)
; b =

m̃ V0 l

(E I (m+ m̃))1/2
. (2.3)

Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (2.2) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Xj = Xj(x̃, ω) = eλj x̃, j = 1, 2, 3, 4,

ãäå λj = λj(ω) � ðàçëè÷íûå êîðíè ñîîòâåòñòâóþùåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.
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Äëÿ ïîñòàíîâêè ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è êðàåâûå óñëîâèÿ, ó÷èòûâàþùèå çàäåë-
êó, ñâîáîäíîå îïèðàíèå, ñâîáîäíûé êîíåö, ïëàâàþùóþ çàäåëêó, ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî
çàêðåïëåíèÿ, ðàññìîòðèì â âèäå [11]:

U1(X) = a1X(0) + a4X
′′′(0) = 0,

U2(X) = a2X
′(0) + a3X

′′(0) = 0,
(2.4)

U3(X) = b1X(l) + b4X
′′′(l) = 0,

U4(X) = b2X
′(l) + b3X

′′(l) = 0.
(2.5)

Â ðàññìîòðåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïðÿìàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
èçâåñòíû ëèíåéíûå ôîðìû U1(X), U2(X) , U3(X), U4(X) êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è (2.2),
(2.4), (2.5), òðåáóåòñÿ íàéòè íåèçâåñòíûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωk êîëåáàíèé òðóáû ñ æèä-
êîñòüþ.

Óðàâíåíèå ÷àñòîò, íåîáõîäèìîå äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è, ïîëó÷àåì èç óñëîâèÿ ðà-
âåíñòâà íóëþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ [11] ∆(ω) = 0 . (Íåêîòîðûå ïðèáëèæåí-
íûå ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ èçëîæåíû â [12]).

3. Îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî äèàãíîñòèðîâàíèþ ïàðàìåòðîâ çàêðåïëå-
íèé òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ

Ïîñòàâèì òåïåðü îáðàòíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó � çàäà÷ó äèàãíîñòèðîâàíèÿ ïàðàìåòðîâ
çàêðåïëåíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì åå êîëåáàíèé.

Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè îáðàòíîé çàäà÷è ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ.
Ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ aj ôîðì U1(Xk) è U2(Xk), îáîçíà÷èì ÷åðåç
A , à ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ bj ôîðì U3(Xk) è U4(Xk), ÷åðåç B :

A =

∥∥∥∥ a1 0 0 a4
0 a2 a3 0

∥∥∥∥ , B =

∥∥∥∥ b1 0 0 b4
0 b2 b3 0

∥∥∥∥ .
Ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà, îáðàçîâàííûå èç i-ãî è j-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèö A è B , áóäåì äëÿ
êðàòêîñòè îáîçíà÷àòü ÷åðåç Aij è Bij .

Çàìåòèì, ÷òî îòûñêàíèå êðàåâûõ óñëîâèé íå îçíà÷àåò âîññòàíîâëåíèå âñåõ êîýôôè-
öèåíòîâ aj è bj , ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, êðàåâûå óñëîâèÿ X(0) = 0, X ′(0) = 0 è
X(0) − X ′(0) = 0, X(0) + X ′(0) = 0 ýêâèâàëåíòíû, à èõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöè-
åíòû aj ðàçëè÷íû.

Ïîýòîìó íàøåé çàäà÷åé íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîå ðàñïîçíàâàíèå âñåõ êîýôôèöèåíòîâ aj è
bj . Öåëü � îòûñêàíèå êðàåâûõ óñëîâèé, ÷òî ðàâíîñèëüíî íàõîæäåíèþ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê
⟨a1, a2⟩ è ⟨b1, b2⟩ , ïîñòðîåííûõ íà âåêòîðàõ

a1 = (a1, 0, 0, a4)
T , a2 = (0, a2, a3, 0)

T , b1 = (b1, 0, 0, b4)
T , b2 = (0, b2, b3, 0)

T .

Â òåðìèíàõ çàäà÷è (2.2) � (2.5) îáðàòíàÿ çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (2.4),
(2.5) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Î á ð à ò í à ÿ ç à ä à ÷ à. Êîýôôèöèåíòû aj è bj ôîðì Ui(Xm) ( i, j,m = =
1, 2, 3, 4 ) çàäà÷è (2.2)�(2.5) íåèçâåñòíû. Ðàíãè ìàòðèö A è B , ñîñòàâëåííûõ èç ýòèõ
êîýôôèöèåíòîâ, ðàâíû äâóì. Èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ωk çàäà÷è (2.2)�(2.5). Òðå-
áóåòñÿ âîññòàíîâèòü ëèíåéíûå îáîëî÷êè ⟨a1, a2⟩ è ⟨b1, b2⟩ .
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4. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ
æèäêîñòè ïî òðóáå

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâûå îáîçíà÷åíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ñëåäóþùóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà 4 × 8 , ñîñòàâëåííóþ èç íóëåâûõ

ìàòðèö 0 , à òàêæå ìàòðèö A è B

C =

∥∥∥∥ A 0
0 B

∥∥∥∥ (4.1)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû C îáîçíà÷èì ÷åðåç cij , à ìèíîðû ìàòðèöû C , îáðàçîâàííûå èç ñòîëá-
öîâ ñ íîìåðàìè k1, k2, k3, k4 � ÷åðåç

M k1 k2 k3 k4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1 k1 c1 k2 c1 k3 c1 k4
c2 k1 c2 k2 c2 k3 c2 k4
c3 k1 c3 k2 c3 k3 c3 k4
c4 k1 c4 k2 c4 k3 c4 k4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Êðàåâûå óñëîâèÿ (2.4), (2.5) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû â âèäå:

Ui(X) =
4∑

j=1

[
cijX

(j−1)(0) + ci,4+jX
(j−1)(l)

]
= 0, (4.2)

i = 1, 2, 3, 4.

Â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýô-
ôèöèåíòû cij çàäà÷è (2.2), (4.2) � íåèçâåñòíû; ðàíã ìàòðèöû C , ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ
êîýôôèöèåíòîâ, ðàâåí ÷åòûðåì; ìèíîðû A14 , A23 , B14 , B23 ìàòðèö A è B , èç êîòî-
ðûõ ñîñòàâëåíà ìàòðèöà C , ðàâíû íóëþ; èçâåñòíû ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ωk çàäà÷è (2.2),
(4.2). Òðåáóåòñÿ âîññòàíîâèòü ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ⟨c1, c2, c3, c4⟩ , ïîñòðîåííóþ íà âåêòî-
ðàõ ci = (ci1, ci2, ci3, ci4, ci5, ci6, ci7, ci8)

T (i = 1, 2, 3, 4) .
Îòìåòèì, ÷òî îòûñêàíèå ëèíåéíîé îáîëî÷êè ⟨c1, c2, c3, c4⟩ ýêâèâàëåíòíî îòûñêàíèþ

ìàòðèöû C ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè.
Íàðÿäó ñ ôîðìàìè (4.2) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ëèíåéíûå îäíîðîäíûå ôîðìû:

Ũi(X) =
4∑

j=1

[
c̃ijX

(j−1)(0) + c̃i,4+j X
(j−1)(l)

]
= 0, (4.3)

i = 1, 2, 3, 4.

Îáîçíà÷èì ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîýôôèöèåíòîâ c̃ij , ÷åðåç C̃ , à åå ìèíîðû �

÷åðåç M̃ k1 k2 k3 k4 , à ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿäêà � ÷åðåç Ã k1 k2 è B̃ k3−4 k4−4 .
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå òàêæå âåêòîðû:

c+i = (c̃i1, c̃i2, c̃i3, c̃i4, c̃i5, c̃i6, c̃i7, c̃i8)
T , i = 1, 2, 3, 4.

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è). Ïóñòü rankC =

= rank C̃ = 4 . Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ {ωk} çàäà÷è (2.2), (4.2) è {ω̃k} çàäà÷è (2.2),
(4.3) ñîâïàäàþò ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé, òî ⟨c1, c2, c3, c4⟩ =

⟨
c+1 , c

+
2 , c

+
3 , c

+
4

⟩
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé îïðåäåëèòåëü ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

∆(ωk) = det(C D), ãäå

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

X1(0) X2(0) X3(0) X4(0)
X ′

1(0) X ′
2(0) X ′

3(0) X ′
4(0)

X ′′
1 (0) X ′′

2 (0) X ′′
3 (0) X ′′

4 (0)
X ′′′

1 (0) X ′′′
2 (0) X ′′′

3 (0) X ′′′
4 (0)

X1(l) X2(l) X3(l) X4(l)
X ′

1(l) X ′
2(l) X ′

3(l) X ′
4(l)

X ′′
1 (l) X ′′

2 (l) X ′′
3 (l) X ′′

4 (l)
X ′′′

1 (l) X ′′′
2 (l) X ′′′

3 (l) X ′′′
4 (l)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áèíå-Êîøè [13], ïîëó÷àåì

∆(ωk) =
∑

1≤k1<k2<···<k8≤8

M k1 k2 k3 k4 f k1 k2 k3 k4 , (4.4)

ãäå f k1 k2 k3 k4 � ìèíîðû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû D , ñîñòàâëåííûå èç ñòðîê ñ íîìå-
ðàìè k1, k2, k3, k4 :

Mk1k2k3k4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
c1k1 c1k2 c1k3 c1k4
c2k1 c2k2 c2k3 c2k4
c3k1 c3k2 c3k3 c3k4
c4k1 c4k2 c4k3 c4k4

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Ïîñêîëüêó

M k1 k2 k3 k4 = 0 ïðè k3, k4 ≤ 4, k1, k2 ≥ 5,

òî, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëàïëàñà äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆(ωk) = 0 ,
ïîëó÷àåì: ∑

1 ≤ k1 < k2 ≤ 4
5 ≤ k3 < k4 ≤ 8

M k1 k2 k3 k4 fk1 k2 k3 k4(ωk) = 0, (4.5)

ãäå
M k1 k2 k3 k4 = Ak1, k2 Bk3−4, k4−4, (4.6)

(A14 = A23 = B14 = B23 = 0).

Èç ñâîéñòâ îáùåé òåîðèè äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ ∆(ω) ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ïîðÿäêà 1/2 [14].

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå îïðåäåëèòåëè ∆(ω) è ∆̃(ω) çàäà÷ (2.2), (4.2)
è (2.2), (4.3) ñîîòâåòñòâåííî ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

∆(ω) ≡ K ∆̃(ω), (4.7)

ãäå K � íåêîòîðàÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîíñòàíòà.
Èç (4.4) è (4.7) ñëåäóåò, ÷òî
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[
M1256 −K M̃1256

]
f1256 +

[
M1257 −K M̃1257

]
f1257+

+
[
M1268 −K M̃1268

]
f1268 +

[
M1278 −K M̃1278

]
f1278+

+
[
M1356 −K M̃1356

]
f1356 +

[
M1357 −K M̃1357

]
f1357+

+
[
M1368 −K M̃1368

]
f1368 +

[
M1378 −K M̃1378

]
f1378+

+
[
M2456 −K M̃2456

]
f2456 +

[
M2457 −K M̃2457

]
f2457+

+
[
M2468 −K M̃2468

]
f2468 +

[
M2478 −K M̃2478

]
f2478+

+
[
M3456 −K M̃3456

]
f3456 +

[
M3457 −K M̃3457

]
f3457+

+
[
M3468 −K M̃3468

]
f3468+

+
[
M3478 −K M̃3457

]
f3478 ≡ 0.

(4.8)

Ïóñòü æèäêîñòü òå÷åò ïî òðóáå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòü òå÷åíèÿ æèäêîñòè V0 ̸= 0 ,
à â óðàâíåíèè (2.2) êîýôôèöèåíò b ̸= 0 .

Íåòðóäíî ïîêàçàòü â ïàêåòå Maple, ÷òî â ïîñëåäíåì òîæäåñòâå âñå ïðàâûå ñîìíîæèòå-
ëè, çà èñêëþ÷åíèåì îäíîé ôóíêöèè f1356 = −f1257 , îáðàçóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ
ñèñòåìó. Òîãäà èç ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé

f1256(ω), f1357(ω), f2468(ω),
f1256(ω), f1378(ω), f3457(ω),
f2478(ω), f3468(ω), f2368(ω),
f2457(ω), f1278(ω), f3456(ω),
f1268(ω), f2456(ω), f1257(ω)

âûòåêàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

M1256 = K M̃1256, (4.9)

M1357 = K M̃1357, (4.10)

M2468 = K M̃2468, (4.11)

M3478 = K M̃3478, (4.12)

M1378 = K M̃1378, (4.13)

M3457 = K M̃3457, (4.14)

M2478 = K M̃2478, (4.15)

M1368 = K M̃1368, (4.16)

M2457 = K M̃2457, (4.17)

M1278 = K M̃1278, (4.18)

M3456 = K M̃3456, (4.19)

M2456 = K M̃2456, (4.20)

M1268 = K M̃1268, (4.21)

M3468 = K M̃3468, (4.22)

M1257 −M1356 = K (M̃1356 − M̃1257). (4.23)

Äàëåå äîêàçàòåëüñòâî ðàçáèâàåòñÿ íà 15 ñëó÷àåâ:
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M1256 ̸= 0; M1357 ̸= 0; M2468 ̸= 0;
M1256 ̸= 0; M1378 ̸= 0; M3457 ̸= 0;
M2478 ̸= 0; M3468 ̸= 0; M2368 ̸= 0;
M2457 ̸= 0; M1278 ̸= 0; M3456 ̸= 0;

M1268 ̸= 0; M2456 ̸= 0;
M1256 =M1357 =M2468 =M3478 =

=M1378 =M3457 =M2478 =M3468 =
=M1368 =M2457 =M1278 =

=M3456 =M1268 =M2456 = 0.

(4.24)

Ïóñòü ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ïåðâûé. Èòàê, M1256 = KM̃1256 ̸= 0 .
Òîãäà èç ðàâåíñòâ

M1256 = A12B12 = a1 a2 b1 b2,

M̃1256 = Ã12 B̃12 = ã1 ã2 b̃1 b̃2

ïîëó÷èì, ÷òî ýëåìåíòû a1, a2, b1, b2, ã1, ã2, b̃1, b̃2 ìàòðèö C è C̃ îòëè÷íû îò íóëÿ. Ðàç-
äåëèì 1-þ, 2-þ, 3-þ, 4-þ ñòðîêè ìàòðèöû C ñîîòâåòñòâåííî íà a1, a2, b1, b2 , à 1-þ, 2-þ,
3-þ, 4-þ ñòðîêè ìàòðèöû C̃ ñîîòâåòñòâåííî íà ã1, ã2, b̃1, b̃2 .

Ïîñëå ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé ìàòðèöû C è C̃ ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè
ïðèìóò âèä

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 a4 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 1 b3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

C̃ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 ã4 0 0 0 0
0 1 ã3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 b̃4
0 0 0 0 0 1 b̃3 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Èç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàòðèö C è C̃ è ðàâåíñòâà (4.9) ñëåäóåò, ÷òî K = 1. Èç

(4.20), (4.21) âûòåêàåò, ÷òî

a4 = ã4, b4 = b̃4. (4.25)

Àíàëîãè÷íî èç ðàâåíñòâ (4.18), (4.19) ñëåäóåò, ÷òî

a3 a4 = ã3 ã4, b3 b4 = b̃3 b̃4.

Èëè èç ðàâåíñòâ (4.16), (4.17) ñëåäóåò, ÷òî

a3 b4 = ã3 b̃4, b3 a4 = b̃3 ã4.

Ó÷èòûâàÿ (4.25) è ïîñëåäíèå ÷åòûðå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

a3 = ã3, a4 = ã4
b3 = b̃3, b4 = b̃4.

(4.26)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ⟨c1, c2, c3, c4⟩ =
⟨
c+1 , c

+
2 , c

+
3 , c

+
4

⟩
.

Ïóñòü òåïåðü èç ðàâåíñòâ (4.24) ðåàëèçóåòñÿ ñëó÷àé M2478 = = K M̃2478 ̸= 0 .
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Ðàâåíñòâà M2478 = a2 a4 b3 b4, M̃2478 = ã2 ã4 b̃3 b̃4 îçíà÷àþò, ÷òî ýëåìåíòû
a2, a4, b3, b4, ã2, ã4, b̃3, b̃4 ìàòðèö C è C̃ îòëè÷íû îò íóëÿ.

Ðàçäåëèì 1-þ, 2-þ, 3-þ, 4-þ ñòðîêè ìàòðèöû C ñîîòâåòñòâåííî íà a4, a2, b4, b3 , à 1-þ,
2-þ, 3-þ, 4-þ ñòðîêè ìàòðèöû C̃ ñîîòâåòñòâåííî íà ã4, ã2, b̃4, b̃3 .

Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè ïîëó÷èì ìàòðèöû C è C̃ â âèäå:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 a3 0 0 0 0 0
0 0 0 0 b1 0 0 1
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

C̃ =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ã1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 ã3 0 0 0 0 0

0 0 0 0 b̃1 0 0 1

0 0 0 0 0 b̃3 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ìàòðèö C è C̃ è ðàâåíñòâà (4.15) èìååì,

÷òî K = 1.
Èç ðàâåíñòâ (4.18), (4.20) âûòåêàåò ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî

a1 = ã1, b1 = b̃1. (4.27)

À èç ðàâåíñòâ (4.14), (4.21) ñëåäóåò, ÷òî

a3 b1 = ã3 b̃1, a1 b2 = ã1 b̃2.

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (4.27) äàþò ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

a1 = ã1, a3 = ã3,

b1 = b̃1, b2 = b̃2.

Ñíîâà ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê â âèäå:

⟨c1, c2, c3, c4⟩ =
⟨
c+1 , c

+
2 , c

+
3 , c

+
4

⟩
.

Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàññìîòðåíèå äðóãèõ ñëó÷àåâ èç ðà-
âåíñòâ (4.24) ïðèâîäèò ê òàêèì æå ðåçóëüòàòàì.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáîïðîâîäó ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è åäèíñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

5. Ìåòîä îòûñêàíèÿ ïàðàìåòðîâ çàêðåïëåíèé òðóáû ñ ïðîòåêàþ-
ùåé æèäêîñòüþ

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ íåèçâåñòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïî ñîáñòâåí-
íûì ÷àñòîòàì èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ ïî íåé æèäêîñòè èìååò
îäíî ðåøåíèå. Ñëåäóþùèé âîïðîñ � êàê ïîñòðîèòü ýòî ðåøåíèå?

Ìîæíî, êàê â ðàáîòå [6], âîñïîëüçîâàòüñÿ äâóìÿ ìåòîäàìè ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ îá-
ðàòíîé çàäà÷è, îñíîâàííûìè íà ïðåäñòàâëåíèè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî îïðåäåëèòåëÿ â âèäå

áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ∆(ω) ≡ K
∏∞

k=1

(
1− ω

ωk

)
. Îäíàêî ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëè-

çàöèè ýòè ìåòîäû îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè ââèäó çíà÷èòåëüíîãî íàêîïëåíèÿ îøèáîê
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ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïðèìåíåí äðóãîé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïîñòðîèì òî÷íîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è. Èòàê, ïóñòü æèäêîñòü òå÷åò ïî òðóáå,
ò.å. â óðàâíåíèè (2.2) êîýôôèöèåíò b ̸= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ
êîëåáàíèé òðóáû {ωk} óäîâëåòâîðÿþò ÷àñòîòíîìó óðàâíåíèþ

∆(ωk) = (M1257 −M1356) f1257(ω k) +M1268 f1268(ω k)+
+M2456 f2456(ω k) +M1368 f1368(ω k) +M2457 f2457(ω k)+
+M1278 f1278(ω k) +M3456 f3456(ω k) +M1378 f1378(ω k)+
+M3457 f3457(ω k) +M2478 f2478(ω k) +M3468 f3468(ω k)+
+M1357 f1357(ω k) +M2468 f2468(ω k) +M1256 f1256(ω k)+

+M3478 f3478(ω k) = 0.

(5.1)

Ïóñòü ω k � 14 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò çàäà÷è (2.2), (4.2). Òîãäà ðàâåíñòâà (5.1) îáðàçóþò
ñèñòåìó 14-òè ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 15-òè íåèçâåñòíûõ ëåâûõ
ìíîæèòåëåé ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà.

Åñëè rank∥f k1 k2 k3 k4(ω k)∥15×14 = 14 , òî, ââèäó ñïåöèàëüíîãî âèäà ñîîòâåòñòâóþùåé ìàò-
ðèöû C , çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ýòîé ìàòðèöû èìååò îäíî ðåøåíèå.

Ïîêàæåì, êàê ýòî äåëàåòñÿ. Òàê êàê rankC = 4 , òî õîòÿ áû îäèí èç ìèíîðîâ Mijkl

íå ðàâåí íóëþ. Ïóñòü, íàïðèìåð, M1357 ̸= 0 , òîãäà ìàòðèöó C ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 a2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ïðè ýòîì ñàìè ìèíîðû Mijkl íå ïîìåíÿþòñÿ, òîëüêî, âîçìîæíî, ìíîæèòåëü.

Äëÿ ïîëó÷åííîé ìàòðèöû èìååì

M1257 = a2, M3457 = −a4,
M1356 = b2, M1378 = −b4.

(5.2)

Òîãäà ìàòðèöà C ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −M3457

M1357
0 0 0 0

0 M1257

M1357
1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 −M1378

M1357

0 0 0 0 0 M1356

M1357
1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (5.3)

Ìèíîðû, â íàøåì ñëó÷àå

M1357, M1257, M3457, M1356, M1378,

ó÷àñòâóþùèå â çàïèñè (5.3) ìàòðèöû C , íàçîâåì îñíîâíûìè. À îñíîâíîé ìèíîð, ñ êîòîðî-
ãî íà÷èíàåòñÿ ïîñòðîåíèå, â íàøåì ñëó÷àå íåíóëåâîé ìèíîð M1357 , íàçîâåì öåíòðàëüíûì.
Òàê êàê rankC = 4 , òî íåòðóäíî ïîêàçàòü, êàê â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå, ÷òî ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû C âñåãäà ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå íóëåé, åäèíèö è ìèíîðîâ ñàìîé ìàòðèöû.
Òàêèì îáðàçîì, âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 Åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) èìååò ðàíã 14, òî ðåøåíèå îá-
ðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé (4.2) åäèíñòâåííî.
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Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû çàäà÷è (2.2), (4.2) íå âñåãäà çàäàþòñÿ òî÷íî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò
çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé. Ïîñòðîèì òåïåðü ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è.

Ïóñòü ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω k èçâåñòíû ëèøü ïðèáëèæåííî:

ω k ≈ µ k (k = 1, 2, ..., 14).

Ðàíã ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1) ðàâåí 14. Ïîäñòàâèâ µ k â ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.1), íàéäåì
íåèçâåñòíûå ìèíîðû Mijkl ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû. Îäíàêî çíà÷åíèÿ Mijkl ,
(i = = 1, 2, 3, 4, 5; j = 2, 3, 4, 5, 6; k = 3, 4, 5, 6, 7; l = 4, 5, 6, 7, 8) , íàéäåííûå ïî èñêà-
æåííûì µ k , ìîãóò íå ÿâëÿòüñÿ ìèíîðàìè êàêîé-ëèáî ìàòðèöû. À, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íèì
íåâîçìîæíî ïîñòðîèòü ìàòðèöó C è ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Âûõîä èç òàêîãî çàòðóäíåíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: èç àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè èç-
âåñòíî, ÷òî ÷èñëà M1...m ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ Ïëþêêåðà èëè, ïî-äðóãîìó, êâàäðàòè÷íûå ρ � ñîîòíî-
øåíèÿ ([15] ∑

k=0

(−1)kM i1 ...im−1 jk Mj0 ...jk−1 jk+1 ...jm = 0. (5.4)

Â íàøåì ñëó÷àå äëÿ ìàòðèöû C , ïðè M1357 ̸= 0 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ
(ñ ó÷åòîì íóëåâûõ ìèíîðîâ):

M1256M1357 =M1257M1356,
M1278M1357 =M1257M1378,
M1368M1357 =M1356M1378,
M2457M1357 =M1257M3457,
M3456M1357 =M1356M3457,
M1378M1357 =M3457M1378,

(5.5)

M1268M1357 =M1257M1368 =M1256M1378,
M3468M1357 =M3457M1368 =M3456M1378,
M2456M1357 =M1257M3456 =M2457M1356,
M2478M1357 =M1257M3478 =M2457M1378,
M2468M1357 =M2457M1368 =M1256M3478 =

=M1278M3456 =M1378M2456 =M1257M3468 =
=M3457M1268 =M1356M2478.

(5.6)

Åñëè ÷èñëà Mijkl óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (5.5), (5.6), òî îíè ÿâëÿþòñÿ ìèíîðàìè
íåêîòîðîé ìàòðèöû, ò.å. ïî íèì ìîæíî âîññòàíîâèòü êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è (2.2), (4.2).

Åñëè æå ÷èñëà Mijkl íå óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì (5.5), (5.6), òî ìîæíî âûðàçèòü
ìèíîðû

M1256, M1278, M1268, M1368,
M2456, M2457, M2468, M3456,

M3478, M3468, M2478

(5.7)

÷åðåç îñíîâíûå ìèíîðû M1357, M1257, M3457, M1356, M1378 , è óñëîâèÿ Ïëþêêåðà áóäóò
âûïîëíÿòüñÿ àâòîìàòè÷åñêè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî â ëþáîì ñëó÷àå ñêîððåêòèðîâàòü çíà÷åíèÿ Mijkl , íàéäåííûå
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.1), òàê, ÷òîáû îíè ÿâëÿëèñü ìèíîðàìè íåêîòîðîé ìàòðèöû, è,
ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëèòü êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé ïî 14 ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì êîëå-
áàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ ïîêàæåì íà ïðèìåðàõ.
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Ïðèìåð

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

X(4) +X ′′ + 2i ω X ′ − ω2X = 0, (5.8)

èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû (òðóáà �
æèäêîñòü):

r1 = 0, 0095ì, r = 0, 01ì, l = 5ì,

ρ = 2, 7 · 103êã/ì3, ρ0 = 103êã/ì3, V0 = 1ì/ñ,

E = 6, 9 · 109Í/ì2, p0 = 0, 5 · 103Í/ì2.

(5.9)

Ïóñòü èçâåñòíû 14 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω k çàäà÷è (5.8), (2.4), (2.5):

ω1 = 21, 81, ω2 = 61, 32, ω3 = 120, 58,
ω4 = 199, 56, ω5 = 298, 27, ω6 = 416, 71,
ω7 = 554, 89, ω8 = 712, 86, ω9 = 890, 46,

ω10 = 1087, 86, ω11 = 1304, 99, ω12 = 1541, 86,
ω13 = 1798, 47, ω14 = 2074, 82.

Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïàêåòà Maple ïîëó÷àåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû
(5.1) ðàâåí 14, à åå ðåøåíèå èìååò âèä:

M1357 = K, M3457 = K, M1378 = −2K,

M3478 = −2K, M1257 −M1356 = 0,

îñòàëüíûå ìèíîðû Mijkl ðàâíû íóëþ. Çäåñü K = const ̸= 0 .
Èç ðàâåíñòâà M1357 ̸= 0 èìååì a1 ̸= 0 , a3 ̸= 0 , b1 ̸= 0 , b3 ̸= 0 .
Ðàçäåëèì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû C íà a1 , âòîðóþ ñòðîêó íà a3 , òðåòüþ � íà b1 ,

÷åòâåðòóþ � íà b3 . Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ìàòðèöà C (ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîé ýêâèâà-
ëåíòíîñòè) èìååò âèä: ∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 a4 0 0 0 0
0 a2 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 b4
0 0 0 0 0 b2 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî M1357 = 1 , ò.å. K = 1 . Òîãäà èç ðàâåíñòâ

M3457 = 1, M1378 = −2, M3478 = −2

ïîëó÷àåì, ÷òî a4 = −1 , b4 = 2 , à èç ðàâåíñòâ

M1257 −M1356 = 0, M1256 = 0

èìååì a2 = 0 , b2 = 0 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà C èìååò âèä:

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0 1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Îòêóäà ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êðàåâûõ óñëîâèé:

X(0)−X ′′′(0) = 0, X ′′(0) = 0,
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X(1) + 2X ′′′(1) = 0, X ′′(1) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ðàññìîòðåííûõ 14 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòàõ êîëåáàíèé òðóáû, ïî êî-
òîðîé ïðîòåêàåò æèäêîñòü, óñòàíîâëåíî, ÷òî ëåâûé êîíåö òðóáû óïðóãî çàêðåïëåí ïðóæè-
íîé ñ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé åäèíèöå, à ïðàâûé � ñ îòíîñèòåëüíîé
æåñòêîñòüþ íà èçãèá, ðàâíîé äâóì.

Çàìåòèì, ÷òî êðàåâûå óñëîâèÿ îïðåäåëåíû âåðíî. Èìåííî ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (âèä
óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ) è èñïîëüçîâàëèñü ïðè âûáîðå ÷àñòîò êîëåáàíèé ω k .

Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð ïîäòâåðæäàåò åäèíñòâåííîñòü îïðåäåëåíèÿ óïðóãèõ çàêðåïëå-
íèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ ïî ñïåêòðó åå èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

6. Çàêëþ÷åíèå

ÏÂ ðàáîòå ïîêàçàíà îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãèõ
çàêðåïëåíèé êîíöîâ òðóáû ñ ïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ ïî èçâåñòíîìó ñïåêòðó ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò. Íàéäåí ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Ïðèâåäåí ñîîòâåòñòâóþùèé ïðèìåð.

Ýòî ìîæíî ïîÿñíèòü íå òîëüêî íà îñíîâå ôîðìóë: åñëè æèäêîñòü òå÷åò ïî òðóáîïðî-
âîäó, òî êîíöû òðóáû íåðàâíîïðàâíû (÷åðåç îäèí êîíåö æèäêîñòü âòåêàåò, à ÷åðåç äðóãîé
âûòåêàåò). Ïîýòîìó â ñëó÷àÿõ óïðóãèõ çàêðåïëåíèå êîíöîâ òðóáû ïàðàìåòðû âñåõ ÷åòûðåõ
êðàåâûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Îò òîãî òå÷åò ëè æèäêîñòü ïî òðóáå çàâèñèò òàêæå êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
íåîáõîäèìûõ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çàêðåïëåíèé êîíöîâ òðóáû. Åñëè æèäêîñòü íå òå÷åò ïî
òðóáå, êàê áûëî ïîêàçàíî íàìè â ðàáîòå [8], òî äîñòàòî÷íî çíàíèå 9 ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò
êîëåáàíèé äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì êðàåâûõ óñëîâèé. Â äàííîé ðàáîòå
ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ïðîòåêàíèè æèäêîñòè ïî òðóáå, íåîáõîäèìî çíàíèå 14 ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ êðàåâûõ óñëîâèé.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû äëÿ âûáîðà çàêðåïëå-
íèÿ, ïðè êîòîðîì êîëåáàíèÿ òðóáû ñ æèäêîñòüþ èìåëè áû íóæíûé (áåçîïàñíûé) ñïåêòð
÷àñòîò. Êðîìå òîãî îíè ïðèìåíèìû è äëÿ àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè çàêðåïëåíèÿ òðóáû
(ïðàâäà, â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ î÷åíü âûñîêàÿ òî÷íîñòü ïðèáîðîâ, èçìåðÿþùèõ ñîáñòâåí-
íûå ÷àñòîòû).
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To the proof of uniqueness of the decision of return tasks

of the �exural to pipe �uctuations with proceeding liquid

c⃝ G.F. Sa�na2

Abstract. In work are considered a direct task on to determination of frequencies of �exural
�uctuations of a narrow pipe from the incompressible liquid and return problem of diagnosing of
parameters of �xing pipes with proceeding liquid on own frequencies of its �exural �uctuations.
Theorems of uniqueness of determination of parameters elastic are proved pipe �xing in case of
liquid course on it. It is established, that in case of liquid course on the pipeline it is necessary use
from a range of frequencies of �uctuations of 14 values for determination of parameters of elastic
�xing of a pipe. Methods are developed restoration of four regional conditions of a return task.
Are provided examples

Key Words: pipe with proceeding liquid, frequencies of �uctuations, regional conditions,
parameters of elastic �xing, task diagnosings, uniqueness of the decision.

2 Associate professor of mathematical modeling and information security of Neftekamsk branch The Bashkir
state university, Neftekamsk; Sa�nagf@mail.ru
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ÓÄÊ 519.71

Îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé

ñòðóêòóðîé â îáëàñòÿõ íåîäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèè

óïðàâëåíèÿ

c⃝ Â.È. Ñàôîíêèí1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ïðè
êîòîðîì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïîïàäàåò â δ -
îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû è îïðåäåëåííîå âðåìÿ îñòàåòñÿ â
ýòîé îêðåñòíîñòè. Îêàçûâàåòñÿ òàêèì ïîâåäåíèåì ïðè δ → 0 ìîæíî ìîäåëèðîâàòü â ðåàëü-
íûõ ñèñòåìàõ ðåæèìû, áëèçêèå ê èäåàëüíîìó ðåæèìó ñêîëüæåíèÿ, êîòîðîãî â äåéñòâèòåëü-
íîñòè, êàê èçâåñòíî, íå ñóùåñòâóåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîîïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü, âêëþ÷åíèå, ïåðåìåííàÿ ñòðóêòóðà, ìî-
äåëü.

1. Ââåäåíèå

Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ è äàëüíåéøåìó èññëåäîâàíèþ ìíîãîçíà÷íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñîîòíîøåíèé.
Èçâåñòíî, òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ó÷åòà â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ëèáî ìàëûõ ïà-
ðàìåòðîâ, ëèáî ïåðåêëþ÷àþùèõ ýëåìåíòîâ ðåëåéíîãî òèïà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ òàêèå ñè-
ñòåìû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ â ôèçè÷åñêèõ óñòðîéñòâàõ îïòèìàëüíûõ ðåæèìîâ
â ïðîöåññå èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Â ïåðâîì è âòîðîì ñëó÷àÿõ ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ
ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ôóíêöèè ïðàâûõ ÷àñòåé ïðåòåðïå-
âàþò ðàçðûâ íà îäíîì èëè íåñêîëüêèõ ìíîãîîáðàçèé. Âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé â
òàêèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì. Êàê èçâåñòíî, îáëàäàÿ òàêèìè ñâîéñòâàìè, â ñèñòåìàõ
ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü ðåæèìû, ãàðàíòèðóþùèå ðåøåíèå ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. Íà ýòî óêàçûâàåòñÿ âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ, â òîì ÷èñëå [3], [2] è äðó-
ãèõ. Îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïðè èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ÿâëÿåòñÿ åå
äîîïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè. Â ðàáîòå [4] óêàçûâàåòñÿ íà
âàæíîñòü âûáîðà òàêîãî ìåòîäà äîîïðåäåëåíèÿ, êîòîðîå îáåñïå÷èâàëî áû óñòîé÷èâîå äâè-
æåíèè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè óïîìÿíóòûõ âûøå ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ äàííîé
ñèñòåìû â òå÷åíèå íåêîòîðîãî âðåìåíè.

Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû äîîïðåäåëåíèÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðà-
çèÿõ ðàçðûâà, òàê èëè èíà÷å, ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ äèôôåðåíöèàëü-
íîãî âêëþ÷åíèÿ âèäà

dx

dt
∈ F (t, x, u), (1.1)

ãäå t ∈ [t0, T ] , x ∈ Rn , u ∈ U(t, x) , U ⊂ Rm � êîìïàêò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ñèñòåìû (1.1) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:
à) F (t, x, u) - âûïóêëûé êîìïàêò ïðè âñåõ (t, x, u) ∈ [t0, T ]× Rn × Rm ;
á) ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x, u) 7→ F (t, x, u) íåïðåðûâíî â òî÷êå p ïî ñîâîêóï-

íîñòè àðãóìåíòîâ â õàóñäîðôîâîé ìåòðèêå, åñëè α(F (p′), F (p)) → 0 ïðè p′ → p , ãäå
α(A,B) = max(sup ρ(a,B), sup ρ(b, A)), a ∈ A, b ∈ B , A è B - ìíîæåñòâà;

1 Äîöåíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê
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â) ìíîæåñòâî F (t, x, u) íåïóñòîå, îãðàíè÷åííîå è çàìêíóòîå äëÿ âñåõ
(t, x, u) ∈ [t0, T ]× Rn × Rm .

Êàê èçâåñòíî [3] äèôôåðåíöèàëüíûå âêëþ÷åíèÿ âèäà (1.1) ïîëó÷àþòñÿ ïðè äîîïðåäå-
ëåíèè ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, u(t, x)), (1.2)

ãäå x ∈ Rn , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ ôóíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ
ôóíêöèÿ u(t, x), u ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè S â
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x) ∈ [t0, T ]×Rn , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t, x1, ..., xn) = 0 è
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî Ì ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé s(x) > 0
è s(x) < 0 . Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f(t, x, u(t, x)) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé
âïëîòü äî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.

Îáëàñòè s(t,x)> 0, s(t,x)< 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè. Â íèõ, ñîîòâåò-
ñòâåííî, u(t, x) = u(1)(t, x) ïðè s(x) > 0 è u(t, x) = u(2)(t, x) ïðè s(x) < 0 . Ôóíêöèè
u(1)(t, x) è u(2)(t, x) ∈ C([t0,+∞))× Rn .

Íàðÿäó ñ ñîîòíîøåíèÿìè (1.1) è (1.2) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèñòåì

dx

dt
= f(t, x, uk(t, x)), k = 1, 2, ..., uk(t, x) ∈ U(t, x), (1.3)

ãäå ôóíêöèè uk(t, x) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû â îáëàñòÿõ èõ îïðåäåëåíèÿ.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç xk(t : t0, x0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé ñèñòåìû (1.3), çàâåäîìî

ñóùåñòâóþùèõ è îïðåäåëåííûõ íà èíòåðâàëå [t0, T ] . Òîãäà ÷àñòè÷íûé ïðåäåë ýòîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè x(t : t0, x0) = limxk(t : t0, x0) , k = 1, 2, ... áóäåì ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå,
÷òî èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xk(t : t0, x0) áóäåò âûáðàíà ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü. Êàê èçâåñòíî, òàêàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî òåîðåìû
[4].

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ui(t, x) ìîæíî âûäåëèòü áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé uki (t, x) , íà êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðåøå-
íèé {xν(t)} , ν = 1, 2, ... , à ñîîòâåòñòâåííî è ìíîæåñòâî èõ ïðåäåëîâ {x(t)} . Ìíîæåñòâî
ïðåäåëîâ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé îáîçíà÷èì X(t) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðåøåíèå ñèñòåìû (1.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ
x(t) ∈ X(t) . Ñàìî ìíîæåñòâî X(t) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðåøåíèé âêëþ÷åíèÿ (1.1).

Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó, ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé. Âî ìíîãèõ ðà-
áîòàõ, íàïðèìåð [4], [1], è â äð. âûñêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ â òîì, ÷òî â ñèñòåìàõ ñ
ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íàèáîëåå õàðàêòåðíûì ðåæèìîì ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ñêîëüæåíèÿ ïî
ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ u(t, x) . Â òîæå âðåìÿ èçâåñòíî, ÷òî â ïðèðîäå
òàêîãî èäåàëüíîãî äâèæåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî â ñðàáàòûâàíèè ðå-
àëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðèñóòñòâóåò çàïàçäûâàíèå. Â ñèëó ÷åãî, âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ïîïàâ íà ïî-
âåðõíîñòü ðàçðûâà, ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ëèáî ïîêèäàåò åå, ëèáî ìîæåò ñîâåðøàòü
êîëåáàòåëüíûå äâèæåíèÿ â åå îêðåñòíîñòè. ×àùå âñåãî ïîñëåäíèé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò
íàèáîëüøèé èíòåðåñ äëÿ ïðàêòèêè. Îáåñïå÷åíèå òàêîãî ðåæèìà òðåáóåò ïîïàäàíèå òðàåê-
òîðèé èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè s(t,x)> 0, s(t,x)< 0 â δ - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S(t)
ïåðåêëþ÷åíèÿ ôóíêöèè u(t, x) è ñîõðàíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ âñåõ t > tp , ãäå tp - ìîìåíò
ïàäåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà ïîâåðõíîñòü Sδ . Â ðàáîòå [6] òàêèå óñëîâèÿ ïîêàçàíû
îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1). Â ÷àñòíîñòè, ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ
óñëîâèé ëþáîå ðåøåíèå âêëþ÷åíèÿ äîñòèãàåò ãðàíèöû îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S(t) èç
îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè.
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Â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ (1.1) íåïðåðûâíû ïî íà÷àëüíûì äàííûì, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
xk0 → x0 , t

k
0 → t0 è ëþáûõ ðåøåíèé xk(t) = x(t : xk0, t

k
0) , xk(t0) = xk0 , k = 1, 2, ... òà-

êèõ, ÷òî
dxk(t)

dt
= f(xk(t), uk(t)), t ∈ [t0, T ] ,

íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kj , j = 1, 2, ... , ÷òî ukj → u(t) ∈ U ,
xkj(t) → x(t : t0, x0) , ãäå x(t : t0, x0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (1.2).
Â äàëüíåéøåì òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå
U(t, x) : Rn → Rm ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå îçíà-
÷àåò, ÷òî ïðè xk → x, uk → u, tk → t è uk ∈ U(tk, xk) , k → ∞ ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå
u ∈ U(t, x) .

Ïðè âûøå ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ è çàìå÷àíèÿõ ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âî ââåäåíèè áûëî çàìå÷åíî, ÷òî â ïðèðîäå èäåàëüíîãî ðåæèìà ¾ñêîëüæåíèÿ¿ ôàêòè-
÷åñêè íå ñóùåñòâóåò â ñèëó çàïàçäûâàíèÿ â ñðàáàòûâàíèè óïðàâëÿþùåãî îðãàíà ñèñòåìû
ïðè ïåðåõîäå äâèæåíèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîä
ðåæèìîì ¾ñêîëüæåíèÿ¿ öåëåñîîáðàçíî ïîíèìàòü óñòîé÷èâûå äâèæåíèÿ ñèñòåìû, îïèñû-
âàåìûå óðàâíåíèåì (1.2), â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ îòíîñèòåëüíî åãî òî÷åê. Îáåñïå-
÷åíèå òàêîãî ðåæèìà ïðåäïîëàãàåò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïîïàäàíèå òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè íà îáîëî÷êó ìíîæåñòâà Sδ è äàëüíåéøèé èõ ïåðåõîä âî âíóòðü δ - îêðåñò-
íîñòè, ãäå ñîõðàíÿåòñÿ èõ óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ïðè âñåõ t > tp ,
tp ∈ [t0, T ] .

Òàêîé ðåæèì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïðîòåêàíèå ïðîöåññà ïî
âðåìåíè. Ôàêòè÷åñêè, îáåñïå÷åíèå îòìå÷åííûõ âûøå óñëîâèé è ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò èñ-
ñëåäîâàíèÿ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1). Ò.å. íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü
óñëîâèÿ íà ïðàâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå ïîïàäàíèå òðàåêòîðèé èç îáëàñòåé
îäíîçíà÷íîñòè â îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé ôóíêöèè u(t, x) è èõ
óñòîé÷èâîå äâèæåíèå â ýòîé îáëàñòè äëÿ âñåõ t > tp .

Âòîðàÿ ñòîðîíà èçó÷àåìîãî âîïðîñà ñîñòîèò â îöåíêå ôàêòè÷åñêîé ñêîðîñòè ïðîòåêà-
íèÿ ¾ñêîëüçÿùåãî¿ ïðîöåññà â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû δ .

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðåæäå ïðèâåäåì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ìíîæåñòâî Sδ áóäåì íàçûâàòü èíâàðèàíòíûì ïî îò-
íîøåíèþ ê ñèñòåìå (1.2), à, ñëåäîâàòåëüíî, è äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1), åñëè
îíî ñîñòîèò èç òðàåêòîðèé ýòîé ñèñòåìû, ò.å. (t, x) ∈ Sδ .

Ïðè çíà÷åíèÿõ t > t0 ìíîæåñòâî Sδ íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì èíâàðèàíòîì. Êàê
èçâåñòíî [1] çàìûêàíèå Sδ òàêîãî ìíîæåñòâà òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.2. Òî÷êà ôàçîâîãî g ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ω - ïðå-
äåëüíîé òî÷êîé äëÿ òî÷êè p , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} , tn → ∞ ïðè
n→ ∞ , òàêàÿ, ÷òî g = lim f(tn, p) .
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ V (t, x, s(t, x)) , õàðàêòåðèçóþùóþ îáîáùåííîå ðàñ-
ñòîÿíèå âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ x(t : t0, x0) ∈ Sδ ⊂ Rn äî ìíîãîîáðàçèÿ S(t) . Â îòíîøåíèè
ââåäåííîé ôóíêöèè áóäåì ïðåäïîëàãàòü:
à) V (t, x, 0) = 0 ëèøü äëÿ (t, x) ∈ S , â äðóãèõ òî÷êàõ (t, x) ∈ Sδ ôóíêöèÿ V (t, x, s) > 0 ;
á) íà ìíîæåñòâå ∥s∥ > r , r ≤ δ ôóíêöèÿ V (t, x, s) èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ è òî÷íóþ
ãðàíü: inf V (t, x, s) = αr , supV (t, x, s) = βr , ãäå αr è βr - ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà;
â) ôóíêöèÿ dV

dt
ñóùåñòâóåò è èìååò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå â ñèëó (1.1) èëè (1.2) â òî÷êàõ

øàðà ∥s(r) ≤ r∥ êðîìå òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîãîîáðàçèþ S(t) . Íà ìíîæåñòâå ∥s∥ = r
ôóíêöèÿ dV

dt
< 0 è èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, ò.å. sup V̇ = mr

∥s∥=r

, mr > 0 .

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè ôóíêöèÿ V (t, x, s) îáëàäàåò âûøå óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè
à) - á), à â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ñèñòåìà íå ñîäåðæèò öåëûõ ïîëóòðà-
åêòîðèé âêëþ÷åíèÿ (1.1) è íà îáîëî÷êå Sδ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü, òî
îêðåñòíîñòü Sδ ñîäåðæèò òðàåêòîðèè ñèñòåìû, óñòîé÷èâûå îòíîñèòåëüíî ìíîãîîá-
ðàçèÿ S(t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âî-ïåðâûõ, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ïðàâîé åäèíñòâåííîñòè
[6] ëþáîå ðåøåíèå, ïîïàâøåå íà ãðàíèöó δ - îêðåñòíîñòè, ïðîäîëæèìî â íåå åäèíñòâåííûì
îáðàçîì. Âûáåðåì â δ - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâàS(t) òî÷êè xp è xq . Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî òî÷êà xq ÿâëÿåòñÿ ω - ïðåäåëüíîé äëÿ òî÷êèxp , ò.å. èìååò ìåñòî lim

n→∞
x(tn, xp) = xq .

Îïðåäåëèì íà ïîâåðõíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ s(x) = 0 òî÷êó x∗ , â êîòîðîé V (t, x∗, 0) = 0 è
ðàññìîòðèì çàìêíóòûé øàð B(x∗, r) ⊂ Rn ñ öåíòðîì â òî÷êå x∗ ðàäèóñà r . Ïîìåñòèì
òî÷êè xp è xq â äàííûé øàð, â êîòîðîì, êàê èçâåñòíî, ôóíêöèÿ V (t, x, s) ñóùåñòâóåò è
íàäåëåííà ñâîéñòâàìè à), á) è â). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììû 5.1 [7] âñå òðàåêòîðèè íå áóäóò âû-
õîäèòü èç äàííîãî øàðà. Êðîìå òîãî, âñå ω− ïðåäåëüíûå òî÷êè äëÿ òî÷åê øàðà íàõîäÿòñÿ
ëèáî âíóòðè åãî, ëèáî íà åãî ïîâåðõíîñòè.

Ñëåäóÿ ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Áàðáàøèíà-Êðàñîâñêîãî [7] ïîêàæåì óñòîé÷è-
âîñòü ñîñòîÿíèÿ x∗ ∈ S(t) . Èñêëþ÷èì èç ðàññìîòðåíèÿ òó ÷àñòü ïîâåðõíîñòè S , êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò øàðó B(x∗, r) ⊂ Rn . Êàê èçâåñòíî, íà ýòîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ôóíêöèÿ
u(t, x) íå îïðåäåëåíà. Äëÿ äðóãèõ òî÷åê øàðà òî÷êà x∗ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ω− ïðåäåëüíîé, ëè-
áî èìååò ìåñòî ρ( lim

n→∞
x(tn, xp), x

∗) ≤ r . Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü ñäåëàííîãî çàêëþ÷åíèÿ.

Ïóñòü íà âíåøíåé îáîëî÷êè øàðà B(x∗, r) ⊂ Rn íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè V ðàâíî
l . Ðàññìîòðèì øàð B(x∗, λ) ⊂ Rn è ïîìåñòèì åãî â øàð B(x∗, r) ⊂ Rn (λ < r) , â òî÷-
êàõ êîòîðîãî V (t : t0, x0, s(t0)) < l , (t0, x0) ∈ B(x∗, λ) . Åñëè äîïóñòèòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ
x(t : t0, x0) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåñå÷åò îáîëî÷êó øàðà ðàäèóñà r â íåêîòîðîé
òî÷êå q , òî â ñèëó ñâîéñòâà V̇ ≤ 0 ôóíêöèÿ íå äîëæíà âîçðàñòàòü âäîëü ëþáîãî ðåøåíèÿ,
ïðîõîäÿùåãî â øàðå. Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå V (q) ≤ V (p) < l . Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû, ïî óñëîâèþ V (t, x, s) íà âíåøíåé îáîëî÷êå øàðà B(x∗, r) ⊂ Rn ïðèíèìàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå l . Òîãäà äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî V (q) ≥ l . Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå è äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü âûøå ñäåëàííîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Îáðàùàåò âíèìàíèå ôóíêöèÿ V (t, x, s) , ãäå íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ s(t, x) . Åå ââåäåíèå ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷è-
âîñòü äâèæåíèÿ íå äëÿ âñåãî äâèæåíèÿ, à ëèøü íà ïîäïðîñòðàíñòâî, êîîðäèíàòàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ ðàçðûâà âåêòîðà ôóíêöèè u(t, x) . Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x)
- ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî òàêèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ÿâëÿåòñÿ îäíî ìíîãîîáðàçèå S(t) .
Èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè V (t, x, s) äåìîíñòðèðóåòñÿ íèæå â ïðèìåðàõ.
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Êàê âûøå áûëî çàìå÷åíî âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-
ðàçèÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå îñòàåòñÿ îòêðûòîì â ñëó÷àå, êîãäà äâèæåíèå ïðîõîäèò ñòðîãî ïî
ìíîãîîáðàçèþ S(t) . Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå èìååò ñìûñë äëÿ èäåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ýëå-
ìåíòîâ, îñóùåñòâëÿþùèõ óïðàâëÿåìûé ðåæèì â ðåàëüíîé ñèñòåìå. Íà ïðàêòèêå æå âåêòîð
ñîñòîÿíèÿ ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ â öèëèíäðå, îáðàçîâàííîãî çàìûêàíèåì δ � îêðåñòíîñòè.

Åñëè, ÷òî äâèæåíèÿ ìîãóò ïðîõîäèòü ñòðîãî ïî ìíîãîîáðàçèþ S(t) , òî ñòàíîâèòñÿ
î÷åâèäíûì, ÷òî íà ôóíêöèþ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ñëåäóåò íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëî-
âèÿ. ×àùå âñåãî (íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [3],[5] è äð.) çíà÷åíèÿ u(t, x) ¾çàæèìàþò¿ ìåæäó
åå ïðåäåëüíûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü óïðàâëåíèå ïðè íåîãðàíè÷åííîì
ïðèáëèæåíèè âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè ê ìíîãîîáðàçèþ S(t) .

Ï ð è ì å ð 3.1. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äâóõìåðíûì óïðàâëåíè-
åì

dx1
dt

= −b1Sign(s1), s1 = x1 + x2;
dx2
dt

= 2b2Sign(s2), s2 = 2x1 − 0, 5x2, (3.1)

b1 > 0, b2 > 0, b1 − Const, b2 − Const.sT (x) = (x1, x2).

Ïåðåõîäÿ â ïðîñòðàíñòâî ( (s1, s2) , áóäåì èìåòü

ds1
dt

= −b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2),
ds2
dt

= −2b1Sign(s1)− b2Sign(s2). (3.2)

Âûáåðåì ôóíêöèþ V â âèäå V = |s1| + |s2| . Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû
V̇ = Sign(s1)(−b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2) + Sign(s2)(−2b1Sign(s1) + b2Sign(s2) = −(b1 + b2) < 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ b1 è b2 ôóíêöèÿ V̇ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè
ôóíêöèé s1(x) è s2(x) ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè è â áëè-
çè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè
(s1, s2) s1 < 0, s2 > 0 , âî âòîðîé ÷åòâåðòè s1 > 0, s2 > 0 , â òðåòüåé s1 > 0, s2 < 0 ,
â ÷åòâåðòîé s1 > 0, s2 > 0 . Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷å-
íèé ṡ1 è ṡ2 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ b1 > 2b2
òðàåêòîðèè â îáëàñòè s2 > 0 áóäóò ïåðåõîäèòü ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S1(t) èç îáëàñòè
s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî
lim
s→+0

ṡ1 = −b1− 2b2Sign(s2) < 0 â îáëàñòè s1 > 0 , à â îáëàñòè s1 < 0 èìååò ìåñòî íåðà-

âåíñòâî lim
s1→−0

ṡ1 = b1−2b2Sign(s2) < 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ¾ïðîøèâà-

åìîñòè¿ ìíîãîîáðàçèÿ òðàåêòîðèÿìè äâèæåíèÿ. Òàêèì æå îáðàçîì óñòàíàâëèâàþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè b1 è b2 , îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ¾ïðî-
øèâàíèÿ¿ òðàåêòîðèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè s1 > 0 â îáëàñòü
s1 < 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ¾ïðîøèâàåìîñòü¿ ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ïðè
ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îáëàñòè s2 > 0 â îáëàñòü s2 < 0 . Ò.å. òðàåêòîðèÿ, âûïóùåí-
íàÿ èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîì èç ìíîãîîáðàçèé S1(t) èëè S2(t) , â ñèëó âûïîëíåíèÿ
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âîçâðàùàåòñÿ íà ýòî ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé áîëåå
áëèçêîé ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åì ïðåäûäóùàÿ (ñì. ðèñ. 1).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå áûëî ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå íîðìàëüíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â äðóãîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîãëàøåíèå, óêàçàííîå â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 1.
Ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) òèïà ¾ãèñòåðåçèñ¿

Ïóñòü: u(t, x) = u+(t, x) ïðè s(x) > δ ; u(t, x) = u−(t, x) ïðè s(x) < δ , δ > 0 . Â
çîíå íå÷óâñòâèòåëüíîñòè (−δ,+δ) u(t, x) ñîõðàíÿåò òî çíà÷åíèå, êîòîðîå îíà èìåëà íàêà-
íóíå ïðåäûäóùåãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ôàêòè÷åñêè âî âðåìÿ íåîäíîêðàòíîãî ïåðåõîäà ðåøåíèÿ
x(t : t0, x0) èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ èìååì äåëî ñ äâóìÿ ìíîãîîáðàçèÿìè
S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.3. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.2) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåí-
íîñòü â îáëàñòèD , åñëè äëÿ ∀(t0, x0) êàæäûå äâà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
x(t0) = x0 , ñîâïàäàþò íà îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1 , t1 ≤ T â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè îáà
ñóùåñòâóþò è ïðîõîäÿò â ýòîé îáëàñòè.

Â îòíîøåíèè óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíî äîîïðåäåëåíî òåì èëè èíûì
ñïîñîáîì (íàïðèìåð, [3]) íà ìíîãîîáðàçèÿõ S+(t) è S−(t) . Â ðàáîòå [6] óêàçàíû óñëîâèÿ
íà ïðàâóþ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (1.1) è ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.2),
ïðè êîòîðûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü åãî ðåøåíèÿ.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå R(t, x)− âåêòîð ðàçðûâà íà ìíîãîîáðàçèÿõ S+(t) è S−(t) êàê
ðàçíîñòü ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé f+ è f− ôóíêöèè f(t, x, u) ïðè ïðèáëèæåíèè âåêòîðà
ñîñòîÿíèÿ x∗(t) ê òî÷êå (t, x) ∈ S+ (ëèáî (t, x) ∈ S− ) èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè. Ñôîð-
ìóëèðóåì òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 ∈ Sδ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèí-
ñòâåííîñòü, à âåêòîð ðàçðûâà R(t0, x0) = f+(t, x) − f−(t, x) ëåæèò â îáëàñòè S− îò
ïîâåðõíîñòè â îáëàñòü s+(x) < 0 , òî ÷åðåç òî÷êó x0 ïðîõîäèò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
èç îáëàñòè s+(x) > 0 â îáëàñòü s−(x) < 0 , ò.å. òðàåêòîðèÿ ÷åðåç òî÷êó x0 ïåðåõîäèò
èç îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â îáëàñòü, çàêëþ÷åííóþ ìíîãîîáðàçèÿìè S+(t) è S−(t) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âåêòîð f0(t0, x0) ∈ S+ îïðåäåëåí êàê ýëåìåíò ìíîæå-
ñòâà F (t0, x0, u(t0, x0)) , ïîëó÷åííîãî ïðè äîîïðåäåëåíèè (1.2). Ïîñêîëüêó âåêòîð R(t0, x0)
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ëåæèò â îáëàñòè s−(x) > 0 , òî âåêòîð ôàçîâîé ñêîðîñòè â òî÷êå (t0, x0) áóäåò íàïðàâëåí
â òóæå îáëàñòü. Ñóùåñòâîâàíèå ïðàâîé åäèíñòâåííîñòè îáåñïå÷èâàåò ïðîäîëæèìîñòü ðå-
øåíèé ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) èç îáëàñòè s+(x) > 0 â îáëàñòü s+(x) < 0 . ×òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä òðàåêòîðèé ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S− èç
îáëàñòè s−(x) < 0 â îáëàñòü s−(x) > 0 . Çäåñü ñëåäóåò ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðîåêöèè f+

N

è f−
N âåêòîðîâ f+(t, x, u) è f−(t, x, u) ëåæàëè â îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé, ò.å.

f+
N > 0 è f−

N > 0 îäíîâðåìåííî, à âåêòîð R(t, x) ïîëíîñòüþ ëåæàë â îáëàñòè îäíîçíà÷íî-
ñòè.

Ç à ì å ÷ à í è å 3.2. Â ýòîì ïóíêòå ñäåëàíà ïîïûòêà ñìîäåëèðîâàòü ïðîöåññ, â
êîòîðîì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ íå âûõîäèò çà ïðåäåëû íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòåé ìíîãîîáðà-
çèé S+(t) è S−(t) , íà êîòîðûõ, êàê çàìå÷åíî âûøå, ôóíêöèÿ óïðàâëåíèÿ u(t, x) ïðåòåð-
ïåâàåò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà. Åñëè òàêîé ðåæèì îáåñïå÷åí, òî îí ÿâëÿåòñÿ áëèçêèì ê
èäåàëüíîìó ðåæèìó ñêîëüæåíèÿ ïðè δ → 0 è íàèëó÷øèì îáðàçîì îòâå÷àåò ðåàëüíîìó
ïðîöåññó â ñèñòåìàõ óïðàâëåíèÿ.

Òàêîé ïîäõîä çàìåíû èäåàëüíîãî ¾ñêîëüæåíèÿ¿ ïî ìíîãîîáðàçèþ S(t) äâèæåíèÿìè,
áëèçêèìè ê íåìó. Ê òîìó æå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñðåäíåííóþ êîëè÷åñòâåííóþ õàðàêòå-
ðèñòèêó ïåðåõîäà èç îäíîãî ñîñòîÿíèå â äðóãîå ðåãóëèðóåìîå ñîñòîÿíèå, íàõîäÿùååñÿ íà
ýòîì ìíîãîîáðàçèè ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ïðè ðåøå-
íèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êàx(t) ñîâåðøàåò êîëåáà-
òåëüíîå äâèæåíèå âíóòðè îáëàñòè, çàêëþ÷åííîé ìíîãîîáðàçèÿìè S+(t) è S−(t) , à ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó íèìè ïî íàïðàâëåíèþ íîðìàëè ê íèì ðàâíî 2δ , òî çà ïåðèîä êîëåáàíèÿ
T = ∆t1+∆t2 èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà âäîëü ìíîãîîáðàçèÿ S(t) ïðîéäåò ðàññòîÿíèå, ðàâíîå
çíà÷åíèþ âûðàæåíèÿ f−(t, x)∆t1 + f+(t, x)∆t2 . Çäåñü ∆t1 - âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ èçîáðà-
æàþùåé òî÷êè â êîëåáàòåëüíîì äâèæåíèè îò ïîâåðõíîñòè S−(t) äî ïîâåðõíîñòè S+(t) ,
à ∆t2 - âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè S+(t) äî ïîâåðõíîñòè S+(t) . Êîíå÷íî, òàêóþ
îöåíêó ðàññòîÿíèÿ, à, ñëåäîâàòåëüíî, è îöåíêó âðåìÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü óñðåäíåííûìè (ñì.
ðèñ.2).

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â çîíå ¾íå÷óâñòâèòåëüíîñòè¿
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Ï ð è ì å ð 3.2. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äâóõìåðíûì óïðàâëåíè-
åì

dx1
dt

= −b1Sign(s1), s1 = x1 + x2;
dx2
dt

= 2b2Sign(s2), s2 = 2x1 − 0, 5x2, ()

b1 > 0 , b2 > 0 , b1 − Const, b2 − Const. Ïåðåõîäÿ â ïðîñòðàíñòâî ( (s1, s2) , áóäåì èìåòü

ds1
dt

= −b1Sign(s1) + 2b2Sign(s2),
ds2
dt

= −2b1Sign(s1)− b2Sign(s2).()

Âûáåðåì ôóíêöèþ V â âèäå V = |s1|+|s2| . Òîãäà V̇ = Sign(s1)(−b1Sign(s1)+2b2Sign(s2)+
Sign(s2)(−2b1Sign(s1) + b2Sign(s2) = −(b1 + b2) < 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàäàííûõ çíà÷å-
íèÿõ b1 è b2 ôóíêöèÿ V̇ â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè ôóíêöèé s1(x) è s2(x) .

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè è â áëè-
çè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Ïðåæäå çàìåòèì, ÷òî â ïåðâîé ÷åòâåðòè ïëîñêîñòè
(s1, s2) s1 < 0, s2 > 0 , âî âòîðîé ÷åòâåðòè s1 > 0, s2 > 0 , â òðåòüåé s1 > 0, s2 < 0 ,
â ÷åòâåðòîé s1 > 0, s2 > 0 . Òàêèå ñîîòíîøåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ ñ ó÷åòîì çíà÷å-
íèé s1 è s2 â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ b1 > 2b2
òðàåêòîðèè â îáëàñòè s2 > 0 áóäóò ïåðåõîäèòü ÷åðåç ìíîãîîáðàçèå S1(t) èç îáëàñòè
s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè óêàçàííîì ñîîòíîøåíèå èìååò ìåñòî
lim
s→+0

ṡ1 = −b1 − 2b2Sign(s2) < 0 â îáëàñòè s1 > 0 , à â îáëàñòè s1 < 0 èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî lim
s1→−0

ṡ1 = b1−2b2Sign(s2) < 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ¾ïðî-

øèâàåìîñòè¿. Òàêèì æå îáðàçîì óñòàíàâëèâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó çíà÷åíèÿìè b1
è b2 , îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ¾ïðîøèâàíèÿ¿ òðàåêòîðèÿìè ìíîãîîáðàçèÿ
S1(t) ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè s1 > 0 â îáëàñòü s1 < 0 . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîêàçûâà-
åòñÿ ¾ïðîøèâàåìîñòü¿ ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îáëàñòè s2 > 0
â îáëàñòü s2 < 0 . Ò.å. òðàåêòîðèÿ, âûïóùåííàÿ èç òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ íà îäíîì èç
ìíîãîîáðàçèé S1(t) èëè S2(t) , â ñèëó V̇ < 0 âîçâðàùàåòñÿ íà ýòî ìíîãîîáðàçèå â òî÷êå,
ðàñïîëîæåííîé áîëåå áëèçêî ê íà÷àëó êîîðäèíàò, ÷åì ïðåäûäóùàÿ.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ïðèìåðå áûëî ïðèíÿòî ñîãëàøåíèå íîðìàëüíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ
ïðè ïåðåõîäå òðàåêòîðèé èç îäíîé îáëàñòè îäíîçíà÷íîñòè â äðóãóþ. Â äðóãîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî ñîãëàøåíèå, óêàçàííîå â çàìå÷àíèè ê òåîðåìå 3.1.

Ð è ñ ó í î ê 3.3
Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3.1) â îêðåñòíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé ïåðåêëþ÷åíèÿ
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Ï ð è ì å ð 3.3. [4] Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

dx1
dt

= Sign(x1),
dx2
dt

= −2Sign(x2),

êîòîðàÿ â ïðîñòðàíñòâå (s1, s2) èìååò âèä ds1
dt

= Sign(s1) ,
ds2
dt

= −2Sign(s2) .
Êàê è â ïðèìåðå 1 ôóíêöèþ V âîçüìåì â âèäå V = |s1| + |s2| . Òîãäà â ñèëó ñèñòåìû

V̇ = Sign(s1) · Sign(s2) + Sign(s2) · (−2Sign(s2) = 1 − 2 = −1 . Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëî
êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì â îòíîøåíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îáëàñòÿõ îä-
íîçíà÷íîñòè, à ñëåäîâàòåëüíî, è â δ - îáëàñòÿõ ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) . Îäíàêî èç
îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà óäàëÿåòñÿ îò íà÷àëà êîîðäèíàò,
à â îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèè S2(t) ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó.

Äîîïðåäåëÿÿ ñèñòåìó ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [4], âèäèì, ÷òî òî÷êè
ìíîãîîáðàçèÿ S2(t) ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, à òî÷êè ìíîãîîáðàçèÿ S1(t) íåóñòîé÷è-
âûìè îòíîñèòåëüíî íà÷àëó êîîðäèíàò. Â äîñòàòî÷íî ìàëîé åãî îêðåñòíîñòè èìååò
ìåñòî: ṡ1 > 0 â îáëàñòè s1 > 0 è ṡ1 < 0 â îáëàñòè s1 < 0 (ñì. ðèñ. 3.4 ).

Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèâåäåííûõ ïðèìåðàõ ìû ïîêàçàëè, ÷òî óñòîé÷èâîñòü äâèæå-
íèÿ â δ - îêðåñòíîñòè ìíîãîîáðàçèé S1(t) è S2(t) åùå íå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü â
öåëîì. Îêàçûâàåòñÿ, íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà óïðàâëÿþùóþ
ôóíêöèþ u(t, x) â îáëàñòÿõ òî÷åê ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå ãàðàíòèðîâàëè áû óñòîé÷è-
âîñòü íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêèå óñëîâèÿ ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ ñïåöèàëüíîé ñèñòåìû â [3].

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â ñèñòåìå (3.1)
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About stability of decisions of systems with variable

structure in areas of ambiguity of function of management

c⃝ V.I. Safonkin2

Abstract. In this article the behavior of system with variable structure at which the condition
vector from unambiguity areas gets to some moment in δ - vicinities of variety of a rupture of the
right part of system is studied and certain time remains in this vicinity. It appears such behavior
at values it is possible to model the modes close to an ideal δ → 0 mode of sliding which actually,
as we know, doesn't exist in real systems.

Key Words: extension of a de�nition, uniqueness, insert, variable structure, model.
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ÓÄÊ 517.958:536.242

Òðåõ÷àñòè÷íûå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ

c⃝ À.Î. Ñûðîìÿñîâ1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû ïðîèçâîëüíûõ ðàäèóñîâ è òåïëî-
ïðîâîäíîñòåé, ïîìåùåííûå â áåçãðàíè÷íóþ ñðåäó. Âäàëè îò ÷àñòèö çàäàí ïîñòîÿííûé ãðàäè-
åíò òåìïåðàòóðû. Èññëåäóåòñÿ òåìïåðàòóðíîå ïîëå âíå è âíóòðè ÷àñòèö. Óêàçàíû åãî îáùèå
ñâîéñòâà, ðàññìîòðåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè è ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ê äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷å.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ñôåðè÷åñêàÿ ÷àñòèöà, ìåæ÷àñòè÷íîå âçà-
èìîäåéñòâèå, ñèììåòðèÿ ðåøåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîíå÷íîì ÷èñëå ÷àñòèö

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñðåäó (íàïðèìåð, æèäêîñòü) ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ κf , â êîòîðóþ
ïîìåùåíû N0 ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö Ω(N) . Èõ ðàäèóñû è òåïëîïðîâîäíîñòè ðàâíû aN è
κN , èíäåêñ N íóìåðóåò ÷àñòèöû. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 è
áóäåì çàäàâàòü ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîì x⃗ = (x1, x2, x3) .
Ðàäèóñ-âåêòîðû öåíòðîâ ñôåð îòíîñèòåëüíî òî÷êè O ðàâíû r⃗N .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tf (x⃗) è Tp(N, y⃗) òåìïåðàòóðû â íåïðåðûâíîé ñðåäå è âíóòðè N -é
÷àñòèöû; çäåñü è äàëåå y⃗ = x⃗ − r⃗N . Ïóñòü â ñðåäå è ÷àñòèöàõ íåò èñòî÷íèêîâ òåïëà, à
âäàëè îò ÷àñòèö çàäàíî ñòàöèîíàðíîå ïîëå òåìïåðàòóðû T∞(x⃗) . Òîãäà Tf è Tp íå çàâèñÿò
îò âðåìåíè, à çíà÷èò, âñå óïîìÿíóòûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà:

∆T∞(x⃗) = 0, ∆Tf (x⃗) = 0, ∆Tp(N, y⃗) = 0 (1.1)

Ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû òàêîâû. Âäàëè îò âçâåøåííûõ ñôåð âîçìóùåíèÿ,
âûçâàííûå èìè, çàòóõàþò, à âíóòðè ñôåð Tp(N) íå èìååò îñîáåííîñòåé:

Tf (x⃗) → T∞(x⃗), |x⃗| → ∞, (1.2)

|Tp(N, y⃗)| <∞, y⃗ ∈ Ω(N) (1.3)

Íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà �æèäêîñòü-÷àñòèöà� òåìïåðàòóðà è òåïëîâîé ïîòîê íåïðåðûâíû:

Tp = Tf , κN
∂Tp(N)

∂n
= κf

∂Tf
∂n

, y⃗ ∈ ∂Ω(N) (1.4)

Çäåñü n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû ∂Ω(N) .
Èòàê, òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèè Tf è Tp , óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì (1.1)�(1.4).

2. Îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î òåðìîäèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè

Áóäåì èñêàòü íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ñëåäóþùåì âèäå:

Tf (x⃗) = T∞(x⃗) +

N0∑
N=1

[
Hext

j (N)Lj(x⃗− r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(x⃗− r⃗N) +

+Gext
jkl(N)Ljkl(x⃗− r⃗N) +Dext

jklm(N)Ljklm(x⃗− r⃗N) + . . .
]
,

(2.1)
Tp(N, y⃗) = T∞(r⃗N) + Aint

0 (N) +H int
j (N)Lj(y⃗)|y⃗|3 + F int

jk Ljk(y⃗)|y⃗|5 +
+Gint

jkl(N)Ljkl(y⃗)|y⃗|7 +Dint
jklm(N)Ljklm(y⃗)|y⃗|9 + . . .

1 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è òåîðåòè÷åñêîé ìåõàíèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; syal1@yandex.ru.
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Ãàðìîíè÷åñêèå ìóëüòèïîëè Lj···k çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

L0(x⃗) =
1

|x⃗|
, Lj···k(x⃗) =

∂

∂xj
· · · ∂

∂xk

( 1

|x⃗|

)
Î÷åâèäíî, Lj···k(x⃗) → 0 ïðè |x⃗| → ∞ ; ôóíêöèÿ Lj1···jn(y⃗)|y⃗|2n+1 ðåãóëÿðíà ïðè y⃗ = 0⃗ .

Â çàâèñèìîñòè îò òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó, â ðàçëîæåíèå (2.1)
ìîãóò âõîäèòü ìóëüòèïîëè ñêîëü óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà.

Êîýôôèöèåíòû A0 , Hj , Fjk ,... íå çàâèñÿò îò x⃗ è y⃗ , ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì
ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå â ïðåäåëàõ îò 1 äî 3. Îáîçíà÷åíèÿ �ext� èëè �int� óêàçûâàþò,
÷òî êîýôôèöèåíò îòíîñèòñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ òåìïåðàòóðû âíå èëè âíóòðè ÷àñòèöû.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè (2.1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (1.1)�(1.3). Îñòàåòñÿ ïîäîáðàòü
âåëè÷èíû A0 , Hj , Fjk ...., ÷òîáû íà ïîâåðõíîñòè âñåõ ÷àñòèö âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå

óñëîâèÿ (1.4). Ýòè êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè íåêîòîðûõ òåíçîðîâ H⃗ , F⃗ , G⃗
è ò.ä. Ñ ó÷åòîì ñâîåé ñèììåòðèè, óêàçàííûå òåíçîðû (âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, îïèñûâàþò
îíè ïîëå Tf èëè Tp ) èìåþò òàêîé îáùèé âèä:

H⃗ = H1e⃗1 +H2e⃗2 +H3e⃗3,

F⃗ = F11e⃗
2
1 + F22e⃗

2
2 + F12(e⃗1e⃗2 + e⃗2e⃗1) + F13(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) + F23(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2),

G⃗ = G111e⃗
3
1 +G222e⃗

3
2 +G112(e⃗

2
1 e⃗2 + e⃗1e⃗2e⃗1 + e⃗2e⃗

2
1 ) +G113(e⃗

2
1 e⃗3 + e⃗1e⃗3e⃗1 + (2.2)

+e⃗3e⃗
2
1 ) +G221(e⃗

2
2 e⃗1 + e⃗2e⃗1e⃗2 + e⃗1e⃗

2
2 ) +G223(e⃗

2
2 e⃗3 + e⃗2e⃗3e⃗2 + e⃗3e⃗

2
2 ) +

+G123(e⃗1e⃗2e⃗3 + e⃗1e⃗3e⃗2 + e⃗2e⃗1e⃗3 + e⃗2e⃗3e⃗1 + e⃗3e⃗1e⃗2 + e⃗3e⃗2e⃗1)

Çäåñü è äàëåå e⃗i � åäèíè÷íûé âåêòîð, ñîíàïðàâëåííûé ñ îñüþ Oxi . Ñèììåòðèÿ F⃗ , G⃗ è
ò.ä. îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñâåðòêà ñèììåòðè÷íîãî ïî ñâîèì èíäåêñàì ìóëüòèïîëÿ Lj···k ñ
ëþáûì àíòèñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì áûëà áû ðàâíà íóëþ.

Â âûðàæåíèÿ (2.2) íå âêëþ÷åíû ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà e⃗3 íà ñåáÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,

÷òî â ñèëó ãàðìîíè÷íîñòè ìóëüòèïîëåé ñâåðòêà èõ ñ ñèìâîëîì Êðîíåêåðà δ⃗ = e⃗ 21 + e⃗
2
2 + e⃗

2
3

ðàâíà íóëþ: δjkLjkl1···lm = 0 . Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî ìóëüòèïîëÿ Ljkl1···lm íà e⃗ 23
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç åãî ñâåðòêè ñ e⃗ 21 è e⃗ 22 . Òàêîå ñîîáðàæåíèå ñîêðàùàåò ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ è óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî Aint
0 (N) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíèé íàãðåâ N -é ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî

ñðåäû �áåç ÷àñòèö�. Äåéñòâèòåëüíî, îñðåäíèì âûðàæåíèå Tp(N, y⃗)−T∞(r⃗N) ïî ïîâåðõíîñòè
∂Ω(N) . Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî îðòîãîíàëüíîñòè ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê [1], ïîëó÷èì, ÷òî∮

S

Lj1···jn(x⃗)dS = 0

äëÿ ëþáîé ñôåðû S ñ öåíòðîì â òî÷êå O , îò êîòîðîé îòêëàäûâàåòñÿ âåêòîð x⃗ . Ïîñêîëüêó
íà ïîâåðõíîñòè N -é ÷àñòèöû |y⃗| = aN = const , òî, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (2.1), íàéäåì

⟨Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)⟩∂Ω(N) =
1

4πa2N

∮
∂Ω(N)

[Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)]dS = Aint
0 (N)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî îñðåäíèòü âûðàæåíèå Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N) è ïî îáúåìó Ω(N) :

⟨Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)⟩Ω(N) =
1

4πa3N/3

∫
Ω(N)

[Tp(N, y⃗)− T∞(r⃗N)]dV = Aint
0 (N),

ò.å. è ïðè îñðåäíåíèè ïî îáúåìó N -ÿ ÷àñòèöà íàãðåâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî æèäêîñòè, íå
ñîäåðæàùåé âêëþ÷åíèé, íà âåëè÷èíó Aint

0 (N) .
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Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ èçó÷åíèåì òðåõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïîìèìî ýòîãî, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû íà áåñêîíå÷íîñòè T⃗ = (T1, T2, T3) ïîñòîÿíåí:

T∞(x⃗) = Tjxj + T0 (2.3)

Òàêèì îáðàçîì, T0 åñòü òåìïåðàòóðà â íà÷àëå êîîðäèíàò.

3. Ðåøåíèå çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ÷àñòèöå è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèå
àíàëîãèè

Â ñëó÷àå, êîãäà â íåîãðàíè÷åííîé ñðåäå íàõîäèòñÿ îäèíî÷íàÿ ÷àñòèöà ñ òåïëîïðîâîä-
íîñòüþ κ1 è ðàäèóñîì a1 , à âíåøíåå ïîëå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (2.3), çàäà÷à ðåøåíà â [2]:

Tf (x⃗) = T0 + Tjxj +
κ1 − κf
κ1 + 2κf

a31TjLj(x⃗),

(3.1)

Tp(1, y⃗) = T0 +
3κf

κ1 + 2κf
Tjyj

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ñôåðû. Òåì ñàìûì,

Hext
j (1) =

κ1 − κf
κ1 + 2κf

a31Tj, H
int
j (1) = − 3κf

κ1 + 2κf
Tj, (3.2)

îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîñêîëüêó Aint
0 (1) = 0 , òî îäèíî÷íàÿ ÷àñòèöà,

âçâåøåííàÿ â æèäêîñòè ñ çàäàííûì íà áåñêîíå÷íîñòè ïîñòîÿííûì ãðàäèåíòîì òåìïåðà-
òóðû, íå íàãðåâàåòñÿ è íå îõëàæäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ïðîàíàëèçèðóåì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè (3.1). Ïðè κ1 = κf ýòè ðàâåíñòâà ïðèíèìàþò âèä
Tp = Tf = T∞ . Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÷àñòèöà ñ òî÷êè çðåíèÿ òåðìîäèíàìèêè íåîòëè÷èìà
îò îêðóæàþùåé åå ñðåäû, îíà íå âíîñèò âîçìóùåíèé â ïîëå òåìïåðàòóðû. Ïðè a1 → 0
âîçìóùåíèå âíå ñôåðû ñòðåìèòñÿ ê íóëþ � èç-çà ñâîèõ ìàëûõ ðàçìåðîâ îíà íå âëèÿåò íà
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû. Ïîëå âíóòðè ñôåðû îïðåäåëÿåòñÿ ïðåæíèì âûðàæåíèåì.

Â [3] èçó÷åí äèýëåêòðè÷åñêèé ýëëèïñîèä, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòà çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å î ðàñïðåäåëåíèè òåì-
ïåðàòóðû â ñðåäå ñ îäèíî÷íûì ýëëèïñîèäàëüíûì âêëþ÷åíèåì è çàäàííûì íà áåñêîíå÷íî-
ñòè ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû. Äåéñòâèòåëüíî, ðîëü òåìïåðàòóðû èãðàåò ïîòåíöèàë ïîëÿ,
âìåñòî òåïëîïðîâîäíîñòåé ðàññìàòðèâàþòñÿ äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòèöû è
ñðåäû. Íà óäàëåíèè îò ÷àñòèöû çàäàåòñÿ íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ (ãðàäèåíò ïîòåíöèàëà),
íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè íà ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû íåïðåðûâíà.

Â [3] ïîëó÷åíî, ÷òî ïîëå âíóòðè ýëëèïñîèäà îäíîðîäíî è íå çàâèñèò îò åãî ðàçìåðîâ.
Îáðàùàÿñü ê ðàâåíñòâó (3.1), ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðåøåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è îá-
ëàäàåò àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè: âíóòðè ñôåðû ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïîñòîÿíåí è íå
çàâèñèò îò ðàäèóñà a1 .

4. Ðåøåíèå çàäà÷è î òðåõ ÷àñòèöàõ è åãî îáùèå ñâîéñòâà

Âûøå áûëî ñêàçàíî, ÷òî òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû, âõîäÿùèå â ðàâåíñòâî (2.1), äîëæ-
íû áûòü íàéäåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1.4). Ïîñêîëüêó ýòè óñëîâèÿ ëèíåéíû îòíîñè-

òåëüíî òåìïåðàòóðû, òî çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ îò T⃗ òàêæå äîëæíà áûòü ëèíåéíîé.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç r⃗ij = r⃗j − r⃗i âåêòîð, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ öåíòð i -é ÷àñòèöû,
à êîíöîì � öåíòð j -é ÷àñòèöû. Ïîñêîëüêó èíîðîäíûå ÷àñòèöû, ïîìåùåííûå â ñðåäó, íå
ïåðåêðûâàþòñÿ, òî äëÿ ëþáûõ i è j äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

|r⃗ij| ≤ ai + aj (4.1)

Äëÿ óäîáñòâà âûáåðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ÷òî öåíòðû âñåõ òðåõ ÷àñòèö ëåæàò â
ïëîñêîñòè Ox1x2 , à öåíòð ïåðâîé ÷àñòèöû íàõîäèòñÿ â òî÷êå O . Äàëåå, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð r⃗12 ñîíàïðàâëåí ñ îñüþ Ox1 , à âåêòîð r⃗13 îáðàçóåò ñ íåé óãîë φ (ðèñ. 4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Âìåñòî |r⃗12| áóäåì ïèñàòü r è îáîçíà÷èì îòíîøåíèå |r⃗13|/|r⃗12| ÷åðåç ρ23 . Òîãäà

r⃗12 = re⃗1, r⃗13 = ρ23r(cosφe⃗1 + sinφe⃗2), r⃗23 = r[(ρ23 cosφ− 1)e⃗1 + ρ23 sinφe⃗2]

Âåëè÷èíû Aint
0 (N) , Hext

j (N) , H int
j (N) , F ext

jk (N) ,... áóäåì èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
ïàðàìåòðó ε = a1/r . Èç òðåáîâàíèÿ (4.1) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ïàðàìåòð ìåíüøå 1.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à áûëà ðåøåíà ñ òî÷íîñòüþ äî ε5 . Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ
èñêîìûõ âåëè÷èí îêàçàëèñü âåñüìà ãðîìîçäêèìè è äàëåå íå ïðèâîäÿòñÿ. Îäíàêî íèæå
áóäóò óêàçàíû íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè äîñòàòî÷íî â (2.1) ó÷èòûâàòü òåí-
çîðû íå âûøå òðåòüåãî ðàíãà, ïðè÷åì îíè èìåþò ñëåäóþùèå ïîðÿäêè ìàëîñòè:

H⃗ext, int(N) ∝ ε0, Aint
0 (N) ∝ ε2, F⃗ ext, int(N) ∝ ε4, G⃗ext, int(N) ∝ ε5

Êðîìå òîãî, òåíçîðû H⃗(N) ñîäåðæàò ñëàãàåìûå ïîðÿäêà ε3 , à ñêàëÿðû Aint
0 (N) � ε5 .

Ïðè ε → 0 âåëè÷èíû H⃗ext(N) è H⃗ int(N) ïðèíèìàþò âèä (3.2) ñ çàìåíîé a1 è κ1 íà
aN è κN ; îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû îáðàùàþòñÿ â íóëü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè
îòíîñèòåëüíîãî óäàëåíèÿ ÷àñòèö äðóã îò äðóãà ïðîèñõîäèò ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ê ðåøåíèþ
çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå. Ïðè ε ̸= 0 âèä êîýôôèöèåíòîâ H⃗ íå ñîâïàäàåò ñ (3.2), à
äðóãèå òåíçîðû, âõîäÿùèå â (2.1), îòëè÷íû îò íóëÿ. Çíà÷èò, ñóììà âîçìóùåíèé, âíîñèìûõ
â ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû îòäåëüíûìè ÷àñòèöàìè, íå ðàâíà âîçìóùåíèþ, âíîñèìîìó
èõ ñîâîêóïíîñòüþ. Ýòîò ôàêò è ãîâîðèò î òåðìîäèíàìè÷åñêîì âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö.

Îòìåòèì, ÷òî íàéäåííûå òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû èìåþò òàêîé æå ïîðÿäîê ìàëîñòè,
êàê è â çàäà÷å î äâóõ÷àñòè÷íîì âçàèìîäåéñòâèè, ðåøåííîé â [4]. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü,
èçó÷àÿ ñèììåòðèþ çàäà÷è è ïðèâëåêàÿ òåîðèþ íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé [5].

Åñëè èíîðîäíàÿ ÷àñòèöà â ñðåäå åäèíñòâåííà, òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åå öåíòð
â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû, ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòíîé îñüþ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà;
ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòó îñü, áóäåò çåðêàëüíîé. Ýòè ýëåìåíòû ñèììåòðèè
îïðåäåëÿþò òî÷å÷íóþ ãðóïïó ∞·m , áàçèñîì êîòîðîé ìîãóò áûòü âûáðàíû T⃗ è δ⃗ . Ñèìâîë
Êðîíåêåðà ïðè ñâåðòêå ñ ìóëüòèïîëÿìè äàåò íóëü è äàëåå íå ó÷èòûâàåòñÿ, ïîýòîìó ñ ïîìî-
ùüþ äàííîãî áàçèñà ìîæíî ïîñòðîèòü ëèøü âåêòîð H⃗ = CT⃗ , ëèíåéíûé ïî T⃗ . Êîíñòàíòà
C îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; òàê, äëÿ H⃗ int îíà ðàâíà −3κf/(κ1 + 2κf ) .
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Äîáàâëåíèå âòîðîé ÷àñòèöû ðåçêî ñíèæàåò ñèììåòðèþ. Â îáùåì ñëó÷àå ìû ïîëó÷èì
òî÷å÷íóþ ãðóïïó 1 ñ áàçèñîì e⃗1 , e⃗2 , e⃗3 , à ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïîñòðîèòü òåíçîðû ïðî-
èçâîëüíîãî ðàíãà. Ïîýòîìó óæå ïðè N0 = 2 â ðàçëîæåíèå (2.1) âõîäÿò ìóëüòèïîëè ñêîëü
óãîäíî âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äîáàâëåíèå òðåòüåé (÷åòâåðòîé è ò.ä.) ÷àñòèöû óæå íå ñìîæåò
ñóùåñòâåííî ¾óõóäøèòü¿ ñèòóàöèþ: âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ, íàéäåííûå èç
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ñòàíóò ñëîæíåå, íî áóäóò èìåòü òîò æå ïîðÿäîê.

Åñëè ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ëåæàò öåíòðû ÷à-
ñòèö, òî ÷àñòèöû íå íàãðåâàþòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû. Äåéñòâèòåëüíî, ãåî-
ìåòðèÿ çàäà÷è îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðàìè T⃗ è r⃗ij . Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè ïî T⃗ ýòî îçíà÷àåò,
÷òî êàæäûé èç ñêàëÿðîâ Aint

0 (N) èìååò ñòðóêòóðó

Aint
0 (N) = A12(N)T⃗ · r⃗12 + A13(N)T⃗ · r⃗13 + A23(N)T⃗ · r⃗23

Åñëè T⃗ îðòîãîíàëåí âåêòîðàì r⃗ij , òî Aint
0 (N) = 0 . Îòñþäà è âûòåêàåò îòñóòñòâèå íà-

ãðåâàíèÿ âçâåøåííûõ â æèäêîñòè ÷àñòèö. Ýòîò ôàêò, óñòàíîâëåííûé ñ ïîìîùüþ òåîðèè
íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé, ïîäòâåðæäàåòñÿ è ïîëó÷åííûì â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è
àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ïîëå òåìïåðàòóðû, îáðàçóþ-
ùååñÿ â ñðåäå ñ äâóìÿ èíîðîäíûìè âêëþ÷åíèÿìè, îáëàäàåò àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì: åñëè
ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ÷àñòèö, òî èõ ñðåä-
íèé íàãðåâ îòíîñèòåëüíî ñðåäû ðàâåí íóëþ [4].

Íàêîíåö, èç ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî òåíçîðû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðåäñòàâëåíèþ òåìïåðàòóðû
âíóòðè N -é ñôåðû, íå çàâèñÿò îò åå ðàäèóñà, à òîëüêî ëèøü îò ðàäèóñîâ äðóãèõ ñôåð.
Òàê, H⃗ int(1) , F⃗ int(1) è G⃗int(1) çàâèñÿò îò a2 è a3 , íî íå îò a1 . Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿþò
ëèøü Aint

0 (N) , çàâèñÿùèå îò aN . Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è â ñëó÷àå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû,
ðàçìåðû ñàìîé ÷àñòèöû íà ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âíóòðè íåå íå âëèÿþò; ïðàâäà, òåïåðü
ýòîò ãðàäèåíò óæå íå áóäåò ïîñòîÿííûì.

5. Ïðåäåëüíûå ïåðåõîäû ê äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷å

Åñëè èç ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèè òåì èëè èíûì ñïîñîáîì �óäàëèòü� ñôåðó Ω(3) ,
òî íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äîëæíû ïåðåõîäèòü â ðåøåíèå çàäà÷è î äâóõ ÷àñòèöàõ. Ìîæíî
óêàçàòü òðè ñïîñîáà òàêîãî �óäàëåíèÿ�:

1. Îòîäâèíóòü Ω(3) íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ïåðâûõ äâóõ ÷àñòèö, ò.å. ïðåäïîëîæèòü,
÷òî ρ23 → ∞ ïðè ïðîèçâîëüíûõ a3 è κ3 .

2. Ñäåëàòü Ω(3) íåîòëè÷èìîé îò îêðóæàþùåé ñðåäû, ò.å. ïðèíÿòü κ3 = κf , íå âûäâè-
ãàÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî a3 è ρ23 .

3. Ñòÿíóòü Ω(3) â òî÷êó, ò.å. ïðèíÿòü, ÷òî a3 → 0 ïðè ïðîèçâîëüíûõ ρ23 è κ3 .

Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ Tp(1) , Tp(2) è Tf
(âáëèçè ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö) ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ äâóõ ñôåð
â [4]. Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèÿ Tp(3) è Tf âáëèçè Ω(3) âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó â çàâèñèìîñòè
îò òîãî, êàêîé ñïîñîá �óäàëåíèÿ� òðåòüåé ñôåðû âûáðàòü.

Â ñëó÷àå 1 òåíçîðû H⃗(3) ïðèíèìàþò âèä (3.1) ñ çàìåíîé a1 , κ1 íà a3 , κ3 , ñîîòâåò-
ñòâåííî; îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû, îòíîñÿùèåñÿ ê òðåòüåé ÷àñòèöå, çàíóëÿþòñÿ. Ñëåäîâà-
òåëüíî, â îêðåñòíîñòè Ω(3) òåìïåðàòóðà ðàñïðåäåëåíà òàê, êàê âîçëå îäèíî÷íîé ÷àñòèöû.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè òðåòüþ ÷àñòèöó óäàëèòü íà áîëüøîå ðàññòîÿíèå îò ïåðâûõ äâóõ, òî
âçàèìîâëèÿíèÿ Ω(3) è ïàðû Ω(1) , Ω(2) âîîáùå íåò.
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Â ñëó÷àå 2 ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî H⃗ext(3) = 0⃗ , F⃗ ext(3) = 0⃗ , G⃗ext(3) = 0⃗ . Êîýôôèöèåíòû

Aint
0 (3) ,..., G⃗int(3) èìåþò òàêîé âèä, ÷òî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì y⃗ ôóíêöèé Tp(3, y⃗) è

T∞(x⃗) +
2∑

N=1

[
Hext

j (N)Lj(x⃗− r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(x⃗− r⃗N) +Gext

jkl(N)Ljkl(x⃗− r⃗N) + . . .
]

ïðè x⃗ = r⃗3 + y⃗ ñîâïàäàþò. Ýòî ïîíÿòíî: åñëè âêëþ÷åíèå ïî ñâîèì òåðìîäèíàìè÷åñêèì
ñâîéñòâàì íå îòëè÷àåòñÿ îò âíåøíåé íåïîäâèæíîé ñðåäû, òî îíî íå âíîñèò âîçìóùåíèå â
ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, çàòî âîçìóùåíèÿ îò ïåðâûõ äâóõ ÷àñòèö ïðîíèêàþò âíóòðü
ýòîãî âêëþ÷åíèÿ, íå èñêàæàÿñü.

Â ñëó÷àå 3 êîýôôèöèåíòû H⃗ext(3) , F⃗ ext(3) è G⃗ext(3) òàêæå îáðàùàþòñÿ â íóëü, ò.å.
áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ÷àñòèöà íå âëèÿåò íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îêðóæàþùåé ñðåäå.
Òåíçîðû H⃗ int(3) , F⃗ int(3) è G⃗int(3) â ïðåäåëå ïðè a3 → 0 íå ìåíÿþòñÿ, èáî, êàê áûëî
îòìå÷åíî âûøå, ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû âíóòðè ÷àñòèöû îò åå ðàçìåðîâ íå çàâèñèò. Ñêàëÿð
Aint

0 (3) ïðèíèìàåò âèä

2∑
N=1

[
Hext

j (N)Lj(r⃗3 − r⃗N) + F ext
jk (N)Ljk(r⃗3 − r⃗N) +Gext

jkl(N)Ljkl(r⃗3 − r⃗N) + . . .
]
,

ïðè÷åì ôèãóðèðóþùèå â ýòîì ðàçëîæåíèè òåíçîðíûå êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü íàéäå-
íû èç ðåøåíèÿ äâóõ÷àñòè÷íîé çàäà÷è. Òåì ñàìûì, íàãðåâ áåñêîíå÷íî ìàëîé ñôåðû îòíî-
ñèòåëüíî îêðóæàþùåé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè âîçìóùåíèé, âûçâàííûõ äðóãèìè
÷àñòèöàìè, â öåíòðå ýòîé ñôåðû.

Âñå èçëîæåííûå âûâîäû ñïðàâåäëèâû ïðè ïðîèçâîëüíîì óãëå φ .

6. ×àñòíûå êîíôèãóðàöèè ñèñòåìû èç òðåõ ÷àñòèö

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, â êîòîðûõ èçó÷àåìàÿ çàäà÷à îáëàäàåò âûñîêîé ñèììåò-
ðèåé. Îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îáùåãî ðåøåíèÿ ñïåöèàëüíûì âûáîðîì ðàäèóñîâ ÷àñòèö, îòíî-
ñèòåëüíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó íèìè, óãëà φ è êîîðäèíàò T⃗ .

6.1. Ñèììåòðè÷íàÿ öåïî÷êà

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî öåíòðû âñåõ òðåõ ÷àñòèö ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ ÷àñòèö îäèíàêîâû: φ = 0 , ρ23 = 2 . Êðîìå òîãî, ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî êðàéíèå ÷àñòèöû îäèíàêîâû: a3 = a1 , κ3 = κ1 ; èõ ñâîéñòâà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò
ñâîéñòâ ñðåäíåé (âòîðîé) ÷àñòèöû.

Ïðè òàêîé ñèììåòðèè âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé óãîë ñ öåïî÷êîé ñîñòàâëÿåò âåê-
òîð T⃗ , òåíçîðû, ôèãóðèðóþùèå â (2.1), ïîä÷èíÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿì:

H⃗(3) = H⃗(1), F⃗ (3) = −F⃗ (1), G⃗(3) = G⃗(1)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ àíàëîãè÷íû òåì, ÷òî áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå äëÿ äâóõ ÷àñòèö, è ñïðàâåä-
ëèâû íåçàâèñèìî îò òîãî, îòíîñÿòñÿ òåíçîðû ê ðàçëîæåíèþ òåìïåðàòóðû âíå èëè âíóòðè
èíîðîäíûõ ñôåð.

Åñëè T⃗ ïåðïåíäèêóëÿðåí öåïî÷êå, òî, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, âñå âåëè÷èíû
Aint

0 (N) = 0 . Åñëè æå âíåøíèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïðèëîæåí ïàðàëëåëüíî ëèíèè öåí-
òðîâ òðåõ ÷àñòèö, òî Aint

0 (3) = −Aint
0 (1) è Aint

0 (2) = 0 . Òåì ñàìûì, äâå êðàéíèå ÷àñòèöû
îáðàçóþò ñâîåîáðàçíûé �äèïîëü� è íàãðåâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî, à ñðåäíÿÿ ÷àñòèöà âîâñå
íå íàãðåâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé æèäêîñòè.
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6.2. Ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê

Ñôåðû Ω(1) è Ω(2) ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè: a2 = a1 , κ2 = κ1 ; îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
èõ öåíòðû, ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì òðåóãîëüíèêà. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà Ω(3) äî öåíòðîâ
ïåðâûõ äâóõ ñôåð îäèíàêîâî, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ ρ23 = 1/(2 cosφ) . Êðîìå òîãî,
ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà: T1 = 0 .

Â ñèëó ñèììåòðèè äàííîé êîíêðåòíîé êîíôèãóðàöèè, ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñôåðû íàãðå-
âàþòñÿ îäèíàêîâî: Aint

0 (1) = Aint
0 (2) . Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ñàì ýòîò íàãðåâ îáóñëîâëåí

ïðèñóòñòâèåì òðåòüåé ÷àñòèöû: åñëè òàê èëè èíà÷å �óáðàòü� åå, òî â ïîëó÷åííîé äâóõ÷à-
ñòè÷íîé çàäà÷å T⃗ îêàæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûì ëèíèè öåíòðîâ.

Áîëåå òîãî, ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ â çàäà÷å î òðåõ ÷àñòèöàõ âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Aint
0 (1) + Aint

0 (2) + Aint
0 (3) = 0 (6.1)

Ñ òî÷íîñòüþ äî ε5 ýòà ñóììà ðàâíà

8T2 cos
2 φ sinφ{r−2(K3 −K1) + r−5K1[K1 − 2K3 cos

2 φ(3 + 10 cosφ+ 6 cos 3φ)]},

ãäå KN = a3N(κN − κf )/(κN + 2κf ) . Óñëîâèå (6.1) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè K1 = K3 è φ = π/3 .

Âíå çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò T⃗ è îò óãëà φ îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîä÷èíÿþòñÿ
ñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèÿì. Ó òåíçîðîâ H⃗(1) è H⃗(2) , F⃗ (1) è F⃗ (2) , G⃗(1) è G⃗(2) ðàâíû
êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷åòíîìó ÷èñëó âåêòîðîâ e⃗1 . Íàïðèìåð, F

ext
11 (1) = F ext

11 (2) ,
Gint

223(1) = Gint
223(2) . Ñëàãàåìûå ñ íå÷åòíûì êîëè÷åñòâîì e⃗1 ó ýòèõ òåíçîðîâ ïðîòèâîïîëîæ-

íû, à ó òåíçîðîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òðåòüåé ÷àñòèöå, îíè ðàâíû íóëþ. Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ
îáóñëîâëåíû ñèììåòðèåé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé Ox1 . Êàê
ñëåäñòâèå, âîçìóùåíèÿ òåìïåðàòóðû äîëæíû áûòü ÷åòíû ïî x1 , åñëè âûáðàòü íà÷àëî
êîîðäèíàò íå â öåíòðå Ω(1) , à â ñåðåäèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ïåðâóþ è âòîðóþ ñôåðó.

6.3. Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê

Âñå òðè ÷àñòèöû áóäåì ñ÷èòàòü îäèíàêîâûìè: a1 = a2 = a3 , κ1 = κ2 = κ3 . Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî èõ öåíòðû ëåæàò â âåðøèíàõ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, ò.å. φ = π/3 ,
ρ23 = 1 . Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíèé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïåðïåíäèêóëÿðåí
ïëîñêîñòè Ox1x2 , â êîòîðîé ëåæàò ýòè âåðøèíû.

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî âñå Aint
0 (N) = 0 . Äðóãèå òåíçîðû, âõîäÿùèå â

ðàçëîæåíèå (2.1), óäîâëåòâîðÿþò òàêèì îãðàíè÷åíèÿì. Âñå H⃗ext(N) ðàâíû ìåæäó ñîáîé,

òî æå îòíîñèòñÿ è ê H⃗ int(N) . Ó êîýôôèöèåíòîâ H⃗(N) òîëüêî êîìïîíåíòà H3(N) ̸= 0 .

Äàëåå, ó òåíçîðîâ F⃗ ext(N) íå ðàâíû íóëþ ëèøü êîìïîíåíòû F ext
13 (N) ïðè N = 1, 2

è F ext
23 (N) ïðè N = 1, 2, 3 . Â äîáàâëåíèå ê ñîîòíîøåíèÿì, ñïðàâåäëèâûì äëÿ ÷àñòèö â

âåðøèíàõ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, äëÿ ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà ïîëó÷àåòñÿ

F23(1) =
1√
3
F13, F23(3) = − 2√

3
F13(1) (6.2)

Àíàëîãè÷íûì ñîîòíîøåíèÿì óäîâëåòâîðÿþò è F⃗ int(N) .

Òàêèì æå îáðàçîì, êîìïîíåíòû G⃗(N) óäîâëåòâîðÿþò îáùèì ñîîòíîøåíèÿì, âûâåäåí-

íûì äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà. Êðîìå òîãî, ó òåíçîðîâ G⃗ext(N) íå ðàâíû íóëþ
òîëüêî êîìïîíåíòû G113(N) è G223(N) ïðè N = 1, 2, 3 è G123(N) ïðè N = 1, 2 . Äëÿ íèõ
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

G223(1) =
3

5
G113(1), G123(1) =

√
3

5
G113(1), G113(3) =

2

5
G113(1), G223(3) =

6

5
G113(1) (6.3)
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Êîìïîíåíòû G⃗int(N) óäîâëåòâîðÿþò òàêèì æå îãðàíè÷åíèÿì.
Êàçàëîñü áû, â äàííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå çàäà÷à îáëàäàåò ñèììåòðèåé 3 · m . Äåéñòâè-

òåëüíî, ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð òðåóãîëüíèêà ïàðàëëåëüíî Ox3 , åñòü ïîâîðîòíàÿ
îñü áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà; ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ Ox2x3 , áóäåò
çåðêàëüíîé. Áàçèñ ãðóïïû 3 ·m îáðàçóþò òåíçîðû e⃗3 , δ⃗ è D⃗3h = e⃗ 31 − e⃗ 21 e⃗2− e⃗1e⃗2e⃗1− e⃗2e⃗

2
1

[5]; ñèìâîë Êðîíåêåðà, êàê è ðàíåå, íå èãðàåò ðîëè. Òàê êàê T⃗ êîëëèíåàðåí Ox3 , òî
ôóíêöèè Tf è Tp(N) íå÷åòíû ïî x3 , à çíà÷èò, e⃗3 äîëæåí âõîäèòü â ðàçëîæåíèÿ âñåõ

òåíçîðîâ òîëüêî â íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ. Òîãäà ðàçëîæåíèÿ H⃗(N) , F⃗ (N) , G⃗(N) ïî ýòîìó
áàçèñó äîëæíû âûãëÿäåòü òàê:

H⃗(N) = H3(N)e⃗3, F⃗ (N) = 0⃗, G⃗(N) = G1(N)D⃗3h +G3(N)e⃗ 33 ,

ïðè÷åì, êàê ãîâîðèëîñü âûøå, ìîæíî ñ÷èòàòü G3(N) = 0 .
Îäíàêî èñêîìûå òåíçîðû èìåþò äðóãîé âèä. Íàïðèìåð, èç (2.2) è (6.2) ñëåäóåò, ÷òî

F⃗ (1) = F13(1)
[
(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) +

1√
3
(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2)

]
(6.4)

×åì ìîæíî îáúÿñíèòü òàêîå ðàñõîæäåíèå?
Äåëî â òîì, ÷òî èâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû 3 ·m äîëæíà áûòü ëèøü Tf ; êàæ-

äûé èç òåíçîðîâ H⃗(N) , F⃗ (N) , G⃗(N) â îòäåëüíîñòè ìîæåò íå ïîä÷èíÿòüñÿ óêàçàííûì
ïðåîáðàçîâàíèÿì. Âåäü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõ-
íîñòÿõ ∂Ω(N) , à òàì ñèììåòðèÿ áóäåò äðóãîé. Òàê, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ∂Ω(1) èíâàðè-
àíòíû ïðè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè −x1 +

√
3x2 = 0 : åå ïðîåêöèÿ

íà Ox1x2 ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó r⃗12 è r⃗13 (ðèñ. 6.1).

Ð è ñ ó í î ê 6.1

Ýòî çåðêàëüíîå îòðàæåíèå îïðåäåëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà

e⃗1 7→ e⃗ ′1 =
1

2
e⃗1 +

√
3

2
e⃗2, e⃗2 7→ e⃗ ′2 =

√
3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2 (6.5)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî òåíçîð F⃗ (1) , îïðåäåëåííûé ðàâåíñòâîì (6.4), íå èçìåíÿåòñÿ ïðè
çàìåíàõ (6.5), ò.å.

F13(1)
[
(e⃗1e⃗3 + e⃗3e⃗1) +

1√
3
(e⃗2e⃗3 + e⃗3e⃗2)

]
= F13(1)

[
(e⃗ ′1e⃗

′
3 + e⃗ ′3e⃗

′
1) +

1√
3
(e⃗ ′2e⃗

′
3 + e⃗ ′3e⃗

′
2)
]

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (6.3) îáåñïå÷èâàþò èíâàðèàíòíîñòü G⃗(1)
îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé (6.5).

Óáåäèìñÿ òåïåðü, ÷òî ïîëå Tf (x⃗) , â ïðåäñòàâëåíèè êîòîðîãî òåíçîðû óäîâëåòâîðÿþò
îãðàíè÷åíèÿì (6.2) è (6.3), íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ, îïðåäåëÿþùèõ ãðóïïó 3·m .
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Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì íà÷àëî êîîðäèíàò â öåíòð òðåóãîëüíèêà. Òîãäà çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ
è ïîâîðîò íà 2π/3 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè îòâå÷àþò ñëåäóþùèì çàìåíàì ïåðåìåííûõ:

x1 7→ −x1;
(6.6)

x2 7→ −1

2
x1 −

√
3

2
x2, x1 7→

√
3

2
x1 −

1

2
x2

Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ðàäèóñ-âåêòîðû öåíòðîâ ñôåð òàêîâû:

r⃗1 = R
(
−

√
3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2

)
, r⃗2 = R

(√3

2
e⃗1 −

1

2
e⃗2

)
, r⃗3 = Re⃗2,

ãäå R = r/
√
3 . Ïîäñòàâèâ ýòè r⃗N â (2.1) è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïî ñòåïå-

íÿì x⃗ , ïîëó÷èì:

x3

{[
− 3

R3
Hext

3 (1) +
12
√
3

R4
F ext
13 (1)− 594

5R5
Gext

113(1)
]
+
[ 9

2R5
Hext

3 (1)− 30
√
3

R6
F ext
13 (1) +

+
459

R7
Gext

113(1)
]
P2(x⃗) +

[ 105
8R6

Hext
3 (1)− 105

√
3

R7
F ext
13 (1) + +

6993

4R8
Gext

113(1)
]
P3(x⃗) + . . .

}
,

ãäå P2(x⃗) = |x⃗|2 − 5(x21 + x22)/2 è P3(x⃗) = 3x21x2 − x32 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè ìíîãî-
÷ëåíû èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî çàìåí (6.6), à çíà÷èò, òåìïåðàòóðà Tf (x⃗) èíâàðèàíòíà
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû 3 ·m .
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Three-particle thermodynamic interactions.

c⃝ A.O. Syromyasov2

Abstract. We consider three spherical particles with arbitrary radii and heat conductivities
immersed in an in�nite medium. The temperature gradient far from spheres is supposed to be
constant. Temperature �eld inside and outside the particles is explored, and its general properties
are listed. Passages to the limit of two-particle problem and some particular cases are considered,
too.
Key Words: heat conduction equation, spherical particle, interparticle interaction, symmetry of
solution.

2 Reader of Mathematics and Theoretical Mechanics Chair, Mordovian State University named after
N. P. Ogaryov, Saransk; syal1@yandex.ru.
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Î ñìåøàííîé çàäà÷å äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî

èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ

ïðîèçâîäíûõ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

c⃝ Ò.Ê. Þëäàøåâ1

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ
îäíîãî íåëèíåéíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ñóïåðïîçèöèþ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ â ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ ñ÷åòíàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.
Èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííûõ
ðÿäîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñìåøàííàÿ çàäà÷à, èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà, ñóïåðïîçèöèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî îïåðàòîðîâ, ìåòîä ðàçäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

Â îáëàñòè D ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u(t, x) = f

t, x, u(t, x), t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)u(βjs, x)ds

 (1.1)

ñ íà÷àëüíûìè

u(t, x) |t=0= φ1(x), ut(t, x) |t=0= φ2(x), utt(t, x) |t=0= φ3(x) (1.2)

è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, x) |x=0= u(t, x) |x=l= uxx(t, x) |x=0= uxx(t, x) |x=l= 0, (1.3)

ãäå f(t, x, u, ϑ) ∈ C(D × R2) , 0 < Kj(t, s) ∈ C(D2
T ) , 0 < βj < 1 , j = 1,m , φi(x) ∈ C(Dl) ,

φi(x) |x=0= φi(x) |x=l= φ
′′
i (x) |x=0= φ

′′
i (x) |x=l= 0 , i = 1, 3 , D ≡ DT × Dl , DT ≡ [0, T ] ,

Dl ≡ [0, l] , 0 < l <∞ , 0 < T <∞ .
Îòìåòèì, ÷òî ñìåøàííûå è êðàåâûå çàäà÷è áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâ-

òîðîâ, â ÷àñòíîñòè, â [1]-[6]. Ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
ïðèëîæåíèé äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿä-
êîâ, â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Çàäà÷è ãåîìåòðèè è ôèçèêè ïðèâîäÿò
ê íåëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Èçó÷åíèå ìíî-
ãèõ çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè ïðèâîäèò ê ðàññìîòðåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ [7].

Ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ðÿäà:

u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t) · bn(x), (t, x) ∈ D. (1.4)

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ â âèäå (1.6) è èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëü-
íîãî òîæäåñòâà ïîçâîëÿåò îòêàçàòüñÿ îò íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïðàâîé ÷àñòè

1 Äîöåíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Ñèáèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àýðîêîñìè÷åñêèé óíèâåðñèòåò
èìåíè àêàäåìèêà Ì. Ô. Ðåøåòíåâà, ã. Êðàñíîÿðñê; tursunbay@rambler.ru.
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óðàâíåíèÿ (1.1). Êðîìå òîãî, òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñìåøàííóþ çàäà÷ó ê ñ÷åòíîé
ñèñòåìå íåëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÑÑÍÈÓ).

Ïóñòü bn(x) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà − ∂2

∂x2
, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

bn(0) = bn(l) = b
′′

n(0) = b
′′

n(l) = 0

è îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì b
′′
n(x) = −λ2nbn(x) , ãäå λ2n � ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå çíà-

÷åíèÿ äàííîãî îïåðàòîðà.
Ëèíåéíîå ìíîæåñòâî {a(t) = (an(t)) | an(t) ∈ C[0, T ], n = 1, 2, . . .} ââåäåíèåì íîðìû

∥a(t)∥Bp(T ) =

[
∞∑
n=1

max
t∈DT

|an(t)|p
]1
p
, p > 1

ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì Bp(T ) .
Äëÿ êàæäîãî a(t) ∈ Bp(T ) îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð

Qa(t) = u(t, x) =
∞∑
n=1

an(t) · bn(x).

×åðåç Ep(D) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ýòîãî îïåðàòîðà. Î÷åâèäíî, ÷òî
Q : Bp(T ) → Ep(D) è Ep(D) ⊂ Lp(D) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Åñëè ôóíêöèÿ u(t, x) ∈
Ep(D) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó èíòåãðàëüíîìó òîæäåñòâó
T∫
0

l∫
0

{
u(t, y)

[
∂3

∂t3
Φ +

∂2

∂t2

(
∂2

∂y2
Φ

)
+
∂

∂t

(
∂2

∂y2
Φ

)
− ∂4

∂y4
Φ

]
+ fΦ

}
dydt =

l∫
0

φ1

[
∂2

∂t2
Φ +

∂

∂t

(
∂2

∂y2
Φ

)
+

∂2

∂y2
Φ

]
t=0

dy −
l∫
0

φ2

[
∂

∂t
Φ +

∂2

∂y2
Φ

]
t=0

dy +
l∫
0

φ3[Φ]t=0dy äëÿ

ëþáîãî Φ(t, x) ∈ W
(k)
p (D) , òî ôóíêöèÿ u(t, x) íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì

ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3).
Êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ an(t) îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3)

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåé ÑÑÍÈÓ:

an(t) = Ψn(t) +
t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
ν=1

aν(s) · bν(y),
s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)
∞∑
ν=1

aν(βjθ) · bν(y)dθ

)
×

×bn(y)Gn(t, s)dyds, t ∈ DT ,

(1.5)

ãäå

Ψn(t) =
λ2nφ1n + φ3n

λ2n + λ4n
e−λ2

nt +
λ4nφ1n − φ3n

λ2n + λ4n
cosλnt+

λ2nφ1n + (1 + λ2n)φ2n + φ3n

λ3n + λ5n
sinλnt,

Gn(t, s) = µn

[
e−λ2

n(t−s) + λn sinλn(t− s)− cosλn(t− s)
]
, µn =

1

λ2n(1 + λ2n)
.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Φ = Φm(t, x) = g(t)bm(x) ∈ W
(k)
p (D) , 0 ̸= g(t) ∈ C3(DT ) , òî èç

îïðåäåëåíèÿ îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-(1.3) ñëåäóåò, ÷òî

t∫
0

l∫
0

{
∞∑
n=1

an(s) · bn(y)
[
−g′′′

(s) + λ2mg
′′
(s)− λ2mg

′
(s) + λ4mg(s)

]
−

−f

(
s, y,

∞∑
ν=1

aν(s) · bν(y),
s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)
∞∑
ν=1

aν(βjθ) · bν(y)dθ

)
×

×g(s)bm(y)} dyds = 0.

(1.6)
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Òàê êàê ñèñòåìà ôóíêöèé {bn(x)}∞n=1 îðòîíîðìèðîâàíà â Lp(Dl) , òî èíòåãðèðîâàíèåì
ïî ÷àñòÿì èç (1.6) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

T∫
0

g(t)
[
a

′′′
n (t) + λ2ma

′′
n(t) + λ2ma

′
n(t) + λ4man(t)−

−
l∫
0

f

(
t, y,

∞∑
ν=1

aν(t) · bν(y),
t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)
∞∑
ν=1

aν(βjs) · bν(y)ds

)
×

×bn(y)dy] dt = 0.

(1.7)

Ïîñêîëüêó g(t) ̸= 0 äëÿ âñåõ t ∈ DT , òî èç (1.7) ñëåäóåò

a
′′′
n (t) + λ2ma

′′
n(t) + λ2ma

′
n(t) + λ4man(t) =

=
l∫
0

f

(
t, y,

∞∑
ν=1

aν(t) · bν(y),
t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)
∞∑
ν=1

aν(βjs) · bν(y)ds

)
bn(y)dy.

(1.8)

Ñèñòåìà (1.8) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ

an(t) = C1ne
−λ2

nt + C2n cosλnt+ C3n sinλnt+

+
t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,

∞∑
ν=1

aν(s) · bν(y),
s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)
∞∑
ν=1

aν(βjθ) · bν(y)dθ

)
×

×bn(y)Gn(t, s)dyds, t ∈ DT .

(1.9)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Cin(i = 1, 3) â (1.9) èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ (1.2), ò.å.

an(0) = φ1n, a
′

n(0) = φ2n, a
′′

n(0) = φ3n,

ãäå φ1n =
l∫
0

φi(y)bn(y)dy , i = 1, 3 . Òîãäà èç (1.9) ñëåäóåò ÑÑÍÈÓ (1.5).

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1.
t∫
0

∥∥∥∥∥f
(
t, x,Qψ(t),

t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)Qψ(βjs)ds

)∥∥∥∥∥
Lp(Dl)

dt ≤ ∆ <∞;

2.f(t, x, u, ϑ) ∈ Lip{F (t, x)|u,ϑ}, ãäå
t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)ds <∞;

3.∥ψ(t)∥Bp(T ) <∞.

Òîãäà ÑÑÍÈÓ (1.5) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå Bp(T ) . Êðîìå òî-
ãî, èìååò ìåñòî îöåíêà

∥ak+1(t)− ak(t)∥Bp(T ) ≤

≤ δ1
k!

[
t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)ds

]k
exp

{
δ2

t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)ds

}
,

(1.10)

ãäå δ1 è δ2 � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé

a0n(t) = ψn(t), t ∈ DT ,
ak+1
n (t) = ψn(t)+

+
t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,Qak(s),

s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)Qa
k(βjθ)dθ

)
bn(y)Gn(t, s)dyds,

k = 0, 1, 2, 3, . . . , t ∈ DT .

(1.11)
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Ñîãëàñíî óñëîâèÿì òåîðåìû äëÿ ïåðâîé ðàçíîñòè èç (1.11) ñëåäóåò

∥a1(t)− a0(t)∥Bp(T ) ≤

≤
∞∑
n=1

max
t∈DT

t∫
0

l∫
0

∣∣∣∣∣f
(
s, y,Qa0(s),

s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)Qa
0(βjθ)dθ

)∣∣∣∣∣ · |bn(y)| · |Gn(t, s)|dyds ≤

≤M1M2l

1

q
T∫
0

∥f∥Lp(Dl)dt ≤M1M2l

1

q∆,

(1.12)

ãäå M1 = ∥b(x)∥Bq(l) , M2 = ∥G(t, s)∥Bp(T ) ,
1

p
+

1

q
= 1 .

Âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû ïðè ó÷åòå (1.12) äàåò îöåíêó äëÿ âòîðîé ðàçíîñòè

∥a2(t)− a1(t)∥Bp(T ) ≤M2
1M2

t∫
0

l∫
0

F (s, y)
(
∥a1(s)− a0(s)∥Bp(T )+

+
s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)∥a1(βjθ)− a0(βjθ)∥Bp(T )dθ

)
dyds ≤

≤

M2l

1

q


2

M3
1∆γ0

t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)ds,

(1.13)

ãäå γ0 = 1 +max
(t,s)

t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)ds .

Ïîäîáíî (1.13) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî k ñïðàâåäëèâà îöåíêà

∥ak+1(t)− ak(t)∥Bp(T ) ≤

≤

M2l

1

q


k+1

γk0M
2k+1
1 ∆

[
t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)ds

]k
k!

(1.14)

è äàëåå, â ñèëó (1.14)

∥a(t)− ak+1(t)∥Bp(T ) ≤

≤

M2l

1

q


k+1

γk0M
2k+1
1 ∆

[
t∫
0

∥F (s, y)∥Lp(Dl)ds

]k
k!

+

+M2
1M2γ0l

1

q
t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)∥a(s)− ak+1(s)∥Bp(T )ds.

(1.15)

Îöåíêà (1.10) ïîëó÷àåòñÿ òåïåðü ïðèìåíåíèåì ê (1.15) íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà.
Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ÑÑÍÈÓ (1.5) ñëåäóåò èç îöåíêè (1.14), òàê êàê ïðè k → ∞
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {ak(t)}∞k=1 ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ïî t ê ôóíêöèè a(t) ∈
Bp(T ) . Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ÑÑÍÈÓ (1.5) èìååò äâà ðåøåíèÿ, äëÿ èõ ðàçíîñòè a(t) è ϑ(t) ∈
Bp(T ) èìååì îöåíêó

∥a(t)− ϑ(t)∥Bp(T ) ≤M2
1M2γ0l

1

q

t∫
0

∥F (s, x)∥Lp(Dl)∥a(s)− ϑ(s)∥Bp(T )ds.
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Èç ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà ê ïîñëåäíåé îöåíêå ñëåäóåò, ÷òî ∥a(t)−
ϑ(t)∥Bp(T ) = 0 , ò.å. åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ÑÑÍÈÓ (1.5) â ïðîñòðàíñòâå Bp(T ) .

Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ ÑÑÍÈÓ (1.5) â ðÿä (1.4) äàåò ôîðìàëüíîå ðåøåíèå ñìåøàííîé
çàäà÷è (1.1)-(1.3):

u(t, x) =
∞∑
n=1

[ψn(t) +
t∫
0

l∫
0

f

(
s, y,Qa(s),

s∫
0

m∑
j=1

Kj(s, θ)Qa
0(βjθ)dθ

)
×

×bn(y)Gn(t, s)dyds] · bn(y).
(1.16)

Ò å î ð å ì à 1.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû (1.1.) ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ a(t) ∈ Bp(T )
ÑÑÍÈÓ (1.5) â (1.16) äàåò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è (1.1)-
(1.3).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò óñòàíîâèòü, ÷òî lim
k→∞

Pk = 0 ,
ãäå

Pk =
T∫
0

l∫
0

{
uk(t, y)[−Φttt − Φttyy − Φtyy + Φyyyy]−

−f

(
t, y, uk(t, y),

t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)u
k(βjs, y)ds

)
Φ(t, y)

}
dydt+

+
l∫
0

φk
1 [Φtt + Φtyy + Φyy]t=0 dy −

l∫
0

φk
2 [Φt + Φyy]t=0 dy +

l∫
0

φk
3 [Φ]t=0 dy.

(1.17)

Ó÷åò íà÷àëüíûõ óñëîâèé an(0) = φ1n , a
′
n(0) = φ2n , a

′′
n(0) = φ3n è óñëîâèé òåîðåìû ïðè

èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ â (1.17) äàåò

Pk =
l∫
0

(
φ1(y)−

k∑
n=1

φ1nbn(y)

)
[Φtt + Φtyy + Φyy]t=0 dy−

−
l∫
0

(
φ2(y)−

k∑
n=1

φ2nbn(y)

)
[Φt + Φyy]t=0 dy +

l∫
0

(
φ3(y)−

k∑
n=1

φ3nbn(y)

)
[Φ]t=0 dy+

+
T∫
0

l∫
0

Φ(t, y)
k∑

n=1

{
l∫
0

f

(
t, y, uk(t, y),

t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)u
k(βjs, y)ds

)
bn(y)dy−

−f

(
t, z, uk(t, z),

t∫
0

m∑
j=1

Kj(t, s)u
k(βjs, z)ds

)}
· bn(y)dydt.

(1.18)

Ïîñêîëüêó φi(x) ∈ Lp(Dl) , ïåðâûå òðè èíòåãðàëà â (1.18) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ .
Ñõîäèìîñòü ðàçíîñòè äâóõ ïîñëåäíèõ èíòåãðàëîâ (1.18) ïðè k → ∞ ñëåäóåò èç óñëîâèÿ
òåîðåìû, ò.å. lim

k→∞
Pk = 0 ,÷òî è òðåáîâàëîñü.
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On a mixed value problem for one nonlinear partial

integro-di�erential equation of the fourth order.

c⃝ T.K. Yuldashev2

Abstract. In this article it is studied the solvability of one initial boundary value problem
for a nonlinear partial integro-di�erential equation containing the superposition of parabolic
and hyperbolic operators in the linear left-hand side of the equation. By the method of
separation variables the countable system of nonlinear integral equation is obtained. The successive
approximations method is used. Convergence of obtained series is proved.

Key Words: integro-di�erential equation of the fourth order, superposition of parabolic
and hyperbolic operators, initial boundary value problem, separation variables, successive
approximations methods.
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ ÓÄÊ 517.929

Îðáèòàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ

c⃝ À.Â. Çóáîâ1, Î.Ñ. Ñòðåêîïûòîâà2, Ñ.A. Ñòðåêîïûòîâ3

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé
ñèñòåì, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ - óõîäÿùèå
äâèæåíèÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ýëåìåíòàðíûé äåëèòåëü, ïåðåìåííàÿ, óñòîé÷èâîñòü,
ôóíêöèÿ, ñòåïåíü.

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì âàæíåéøèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ õàðàê-
òåð ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé. Ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî ðåæèìà â âèäå èíâà-
ðèàíòíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì, îáëàäàþ-
ùèõ öåëåâûì ìíîæåñòâîì ôàçîâûõ ñîñòîÿíèé. Îáåñïå÷åíèå ñóùåñòâîâàíèÿ îãðàíè÷åííîãî
ïðåäåëüíîãî ðåæèìà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé çàäà÷åé êîíñòðóèðîâàíèÿ èíæåíåðíûõ ñèñòåì. Â
ïðèëîæåíèÿõ òàêæå òðåáóåòñÿ îáåñïå÷åíèå âûïîëíåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ãåîìåòðè÷åñêèå
ðàçìåðû ïðåäåëüíîãî ðåæèìà. Äðóãèì âàæíåéøèì àñïåêòîì ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå øè-
ðîêîãî êëàññà óðàâíåíèé äèíàìèêè ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ñòðóêòóðîé, òàê êàê èìåííî
ñòðóêòóðà óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü èõ èíæåíåðíîé ðåàëèçàöèè [1].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z),

(1.1)

Çäåñü X = (x1, . . . , xN)
∗ , P − N × N - ìàòðèöà, r > 0, µ - ìàëûé ïàðàìåòð, F =

(f1, . . . , fn) - âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN , z .
Åñëè F (0, z) ≡ 0 , h(0, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (1.1) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííûõ

ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé

x1 = x2 = . . . = xn = 0, z = z0 + rt,

ïðåäñòàâëÿþùåå ïëîñêîñòü â (N + 1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 . Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü è
äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü îòíîñèòåëüíî ôóíêöòé F, h ñëåäóþùåå:

1) ôóíêöèè f1, . . . , fN , h ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xN ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ îòíîñèòåëüíî z , êîãäà âåëè÷èíà ∥X∥ äî-
ñòàòî÷íî ìàëà;

2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fN , h íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
x1, . . . , xN ;

1 Ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Àñïèðàíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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3) èìååò ìåñòî îöåíêà |h| < k0|z|b(
∑N

j=1 |xj|)α , ãäå k0 > 0 , a ≥ 0 , b ≥ 0 .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñêîëüêèõ íóëåâûõ êîðíåé. Ñèñòåìà âèäà (1.1) ñ ìàòðèöåé P

ðàçìåðíîñòè N ×N , N = k + n , ó êîòîðîé ñîáñòâåííûå ÷èñëà òàêîâû, ÷òî

λ1 = λ2 = . . . = λk = 0, Reλk+i < 0, i = 1, . . . , n, (1.2)

è íóëåâûì êîðíÿì îòâå÷àþò ïðîñòûå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè, ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê
âèäó

ẋs = µXs(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),
ẏi =

∑
pjiyi + µYj(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),

ż = r + µh(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),
s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n

(1.3)

Çäåñü Xs, Yj - ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z , ðàçëîæåíèÿ
êîòîðûõ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |xs|, |yj| íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
âåëè÷èí x1, y1, . . . , yn ; (n×n) - ìàòðèöà {pij} èìååò ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñ îòðèöàòåëüíûìè
âåùåñòâåííûìè ÷àñòÿìè; µ - ìàëûé ïàðàìåòð.

Ïóñòü ïðè x1 = . . . = xk = y1 = . . . = yn = 0 ôóíêöèè Xs, Yj, h îáðàùàþòñÿ â íóëü.
Òîãäà ñèñòåìà (1.3) áóäåò èìåòü ñåìåéñòâî ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé x1 = . . . = xN = y1 =
. . . = yn = 0 , z = z+rt , ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïðÿìóþ â (k+n+1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.
Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ýòèõ ðåøåíèé.

Ïîñìîòðèì, êàê âåäóò ñåáÿ ïåðåìåííûå xs, yj â êà÷åñòâå ôóíêöèè z .
Ðàçäåëèì ïåðâûå n+ k óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.3) íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

dxs

dz
= µX̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z),

dy
dz

=
∑n

i=1 pjiyi + µ ¯̄Vj(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z).
(1.4)

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {p̄ij} , i, j = 1, . . . , n , èìåþò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåí-
íûå ÷àñòè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé X̄s, Ȳj ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíè ðàçëàãàþòñÿ â
ñõîäÿùèåñÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ |xs| , |yj| ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì
xs, yj . Ïðè÷åì ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî ïî z .

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû, íå íàðóøàþùåé [2] óñòîé÷èâîñòè,

yj = uj + ηj,

ãäå uj - ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì

n∑
i=1

pjiui + µV̄j(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) = 0.

Ñèñòåìó (1.4) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

dXs

dz
= µX̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z) = 0,

dηj
dz

=
∑n

i=1 pjiηi + µV (x1, . . . , xk, u1 + η, . . . , z)
(1.5)

ãäå

Vj =
n∑

i=1

pjiu+ µ ¯̄Vj(x1, . . . , xk, u1 + η1, . . . , z)−

−
k∑

i=1

∂uj
∂xj

X̄i(x1, . . . , xk, u1 + η1, . . . , un + ηn, z).
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ßñíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ηj ôóíêöèè Vj îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ôóíêöèé X̄s ,
Ȳs .

Åñëè X̄s(x1, . . . , xk, y1, . . . , yn, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (1.4) èìååòñÿ k íå çàâèñÿùèõ îò z
ãîëîìîðôíûõ èíòåãðàëîâ

cs = xs + φs(x1, . . . , xk, y1 − η1, . . . , yn − ηn), s = 1, . . . , k.

Ñ ïîìîùüþ çàìåíû xs = cs + fs , ãäå fs - ðåøåíèÿ ñèñòåìû

n∑
j=1

∂fs
∂ηj

(
n∑

i=1

(pji + cji)ηi + µV ′
j ) =

n∑
i=1

γsiηi + µus(f1, . . . , fk, η1, . . . , ηn, c1, . . . , ck),

â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèñòåìà â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [3]

n∑
j=1

∂xs
∂ηj

∂ηj
∂z

= µX̄s, s = 1, . . . , k,

ãäå cij, γsi - ãîëîìîðôíûå ïî c1, . . . , ck ôóíêöèè, à cs - äîñòàòî÷íî ìàëûå ïðîèçâîëüíûå
ïîñòîÿííûå, ïîëó÷èì èç âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé (1.5)

dηj
dz

=
∑

(pji + cji)ηi + V ′
j (c1, . . . , ck, η1, . . . , ηn). (1.6)

Íóëåâîå ðåøåíèå (1.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî îòíîøåíèþ ê âåëè÷èíàì
c1, . . . , ck . Òàê êàê ôóíêöèè fs òàêîâû, ÷òî

fs ≡ 0 ïðè η1 = 0, . . . , ηn = 0,

fs ≡ 0 ïðè c1 = 0, . . . , ck = 0,

èìååì

ηj(t, η
0
1, . . . , η

0
n) → 0 ïðè t→ ∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè Xs(x1, . . . , xk, u1, . . . , un, z) ≡ 0 , òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòå-
ìû (1.6) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé z . Ïðè ýòîì ëþáîå ðåøåíèå
ýòîé ñèñòåìû

xs = cs, yj = uj(c1, . . . , ck), s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n,

óñëîâíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ñèñòåìû (1.4)

Ż = Z + µh.

Ïî ñäåëàííîìó âûøå ïðåäïîëîæåíèþ ñïðàâåëèâà îöåíêà

h ≤ k0(
k∑

s=1

|X0
s |+

n∑
j=1

|Y 0
j |)azb,
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ãäå k0 > 0 .
Ïðè êàêèõ æå óñëîâèÿõ z → ∞ ïðè t → ∞ ? Âîçìîæíû ñëó÷àè b ≤ 0 è b > 0 . Ïðè

b ≤ 0 ìîæíî ñäåëàòü |µh| < r/2 . Òîãäà z → ∞ ïðè t→ ∞ . Ïðè b > 0 ìîæíî ïîêàçàòü [4],
÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî z̄ íàéäåòñÿ µ0 òàêîå, ÷òî äëÿ µ , íå ïðåâîñõîäÿùåãî ïî ìîäóëþ
µ0 äëÿ ëþáîãî ε > 0 , ëþáîå äâèæåíèå, íà÷èíàþùååñÿ â îáëàñòè |x0s| < δ , |y0j | < δ , áóäåò
îñòàâàòüñÿ â îáëàñòè |xs| < ε , |yj| < ε ïðè âîçðàñòàíèè z îò 0 äî z̄ . Òàêèì îáðàçîì,
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.2. Åñëè ïðè ñäåëàííîé çàìåíå ïåðåìåííûõ ôóíêöèè X̄s ≡ 0 , ôóíê-
öèè Ȳj ðàçëàãàþòñÿ â ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ ïî z ðÿäû îòíîñèòåëüíî âåëè÷èí xs, yj ,
íà÷èíàÿ ñî ñòåïåíåé ýòèõ âåëè÷èí íå íèæå âòîðîé, òî ïðè b ≤ 0 ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå
ñèñòåìû (1.4) îðáèòàëüíî óñòîé÷èâî.

Ò å î ð å ì à 1.3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1.2., íî b > 0 , òî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî z̄ çà ñ÷åò âûáîðà x0s , y

0
j , µ âåëè÷èíû |xs| , |yj| áóäóò îñòàâàòüñÿ ìàëûìè

ïðè âîçðàñòàíèè îò 0 äî z̄ .

2. Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå, îòíîñÿòñÿ ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ïà-
ðàìåòð µ ìàë. Íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðÿä ïî
ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà, ðåçóëüòàòû áóäóò îñòàâàòüñÿ âåðíûìè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíê-
öèÿ Ëÿïóíîâà ñóùåñòâóåò (ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ), îòðèöàòåëüíà è z → ∞ ïðè
t→ ∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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ÓÄÊ ÓÄÊ 517.929

Àíàëèç ñèñòåì ñ íåîãðàíè÷åííûìè ðåøåíèÿìè

c⃝ È.Â. Çóáîâ1, Ñ.Â. Çóáîâ2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ äâèæåíèé ñè-
ñòåì, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ - óõîäÿùèå
äâèæåíèÿ. Èçó÷àþòñÿ íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé è îöåíêè íà ñêîðîñòü
ïðèáëèæåíèÿ òðàåêòîðèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ê òðàåêòîðèè íåâîçìóùåííîãî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå, êîîðäèíàòà, ìàòðèöà, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ.

Ïðè ðåøåíèè îáðàòíîé çàäà÷è äèíàìèêè, õàðàêòåðíîé äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ, çàêëþ-
÷àþùåéñÿ â òîì, ÷òîáû ïî çàäàííûì èëè æåëàåìûì êèíåìàòè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì
äâèæåíèÿ ïîñòðîèòü ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè, ìåòîäû À.Ì. Ëÿ-
ïóíîâà èìåþò óæå áîëåå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå, òàê êàê ïðè ïîñòðîåíèè óðàâíåíèé
äèíàìèêè ó÷èòûâàåòñÿ òðåáîâàíèå óñòîé÷èâîñòè æåëàåìûõ êèíåìàòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê è óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñòðîÿòñÿ ëåãêî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Ẋ = PX +Q+ µF (X). (1.1)

ãäå X = (x1, . . . , xn)
∗ - âåêòîð ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ, P,Q - ïîñòîÿííûå ìàòðèöû ðàçìåð-

íîñòåé n× n è n× 1 ñîîòâåòñòâåííî, F = (f1, . . . , fn)
∗ - âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ, µ - ìàëûé

ïàðàìåòð.
Ðàâíîâåñíûì ðåøåíèå (äâèæåíèåì) ìû áóäåì íàçûâàòü òàêîå ðåøåíèå (äâèæåíèå)

X(t,X0) = (x1(t,X0), . . . , xn(t,X0))
∗

â n -ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ó êîòîðîãî îäíà èç êîîðäèíàò íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè
t→ ∞ , à îñòàëüíûå ïîñòîÿííû, íàïðèìåð,

xj(t,X0) ≡ x0j , j = 1, . . . , n− 1; xn → ∞ ïðè t→ ∞.

Ïîñòàâèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) è î ïîâåäåíèè
ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íà÷èíàþùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîãî
ðåøåíèÿ.

Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ: ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λn ìàòðèöû P òàêîâû, ÷òî λn =
0 , Reλj < 0 äëÿ j = 1, . . . , n− 1 , F (X̄) íåïðåðûâíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà
[1].

Ñäåëàåì çàìåíó X = SY , ãäå S - âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n , è ïîä-
ñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â (1.1):

Ẏ = S−1PSY + S−1Q+ µS−1F (SY ). (1.2)

1 Ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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Îòìåòèì, ÷òî xi = (S∗
i , Y ) , ãäå Si − i− ÿ ñòðîêà ìàòðèöû S . Ìàòðèöà S âûáèðàåòñÿ

òàê, ÷òîáû ìàòðèöà A = S−1PS èìåëà ïîñëåäíþþ ñòðîêó è ïîñëåäíèé ñòîëáåö íóëåâûìè.
Ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ìàòðèöû î÷åâèäíî. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå S ìîæíî âçÿòü õîòÿ áû
ìàòðèöó, ñîñòàâëåííóþ èç êîðíåâûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû P ; â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà A áóäåò
æîðäàíîâîé.

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1.2) â âèäå

Ẏ = AY +R + µΦ(Y ), (1.3)

ãäå R = S−1Q = (y1, . . . , yn)
∗ ,

Φ(Y ) = S−1F (SY ) = (φ1(Y ), . . . , φn(Y ))∗.

Ðàçäåëèì ñèñòåìó (1.3) íà äâå ãðóïïû óðàâíåíèé:

ẏ1 = a11y1 + a12y2 + . . .+ a1n−1yn−1 + r1 + µφ1(Y ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ẏn−1 = an−1 1y1 + an−1 2y2 + . . .+ an−1nyn−1 + rn−1 + µφn−1(Y ),

ẏn = rn + µφn(Y ). (1.4)

Ïðè µ = 0 ó ñèñòåìû (1.4) ñóùåñòâóåò ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ Y0 = (Y 0
1 , . . . , Y

0
n−1) â

ñèëó òîãî, ÷òî ìàòðèöà {aij} (i = 1, . . . , n − 1, j = 1, . . . , n − 1) íåâûðîæäåííàÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè ó ñèñòåìû (1.4) åñòü ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ Y (µ) è ïðè ëþáîì µ , êîòîðîå ïî ìîäóëþ äîëæíî áûòü ìåíüøå íåêîòîðîãî
ïîëîæèòåëüíîãî µ0 . Ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè íåÿâíîé ôóíêöèè,
åñëè ó÷åñòü, ÷òî ÿêîáèàí ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû {aij} , i, j = 1, . . . , n− 1 .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðàâûå ÷àñòè Φ = (φ1, . . . , φn) íå áóäóò çàâèñåòü îò yn , òî ïîëîæå-
íèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.4) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó è yn áóäåò
ìåíÿòüñÿ ïî ëèíåéíîìó çàêîíó

yn = yn0 + (r + µφn(Yµ))t.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.3) áóäåò óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Ïîñìîòðèì, êàêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ñèñòåìó (1.1) íàëîæèò óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè Φ îò

yn , ò.å.

∂φi

∂yn
= 0, i = 1, . . . , n. (1.5)

Òàê êàê

∂φi

∂yn
=

n∑
j=1

∂φi

∂xj

∂xj
∂tn

= (∇φi, Sn),

ãäå Sn − n - é ñòîëáåö ìàòðèöû S , òî (1.5) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

(∇φi, Sn) = 0. (1.6)
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Âåêòîð Sn îðòîãîíàëåí âñåì ñòðîêàì ìàòðèöû P , ò.å. îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó,
íàòÿíóòîìó íà ñòðîêè ìàòðèöû P , è òàê êàê

∇φi =
∑

σij∇fi,

ãäå σij - ýëåìåíòû ìàòðèöû S−1 , òî âûïîëíåíî (1.6), à ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ñïðàâåäëèâî
è ñîîòíîøåíèå (1.5), åñëè ∇f ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû P
[2].

Ðàññìîòðèì ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) . Ïóñòü òî÷êà M ∈ En . Ââåäåì â ðàññìîòðå-
íèå âåëè÷èíó ρ(M,X(t)) - ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M äî òðàåêòîðèè X(t) : ρ(M,X(t)) =
min
τ≥t0

∥M −X(τ)∥ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå X(t) íàçûâàåòñÿ îðáèòàëüíî
óñòîé÷èâûì (îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì), åñëè äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîä-
íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ïðè ρ(X0, X(t)) < δ áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ [3]

ρ(X(t,X0), X(t)) < ε ïðè t ≥ 0(ρ(X(t,X0), X(t)) →
t→∞

0).

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû P òàêî-
âû, ÷òî Reλj < 0 (j = 1, . . . , n− 1) , λn = 0 , âåêòîðû ∇fj (j = 1, . . . , n) ñóùåñòâóþò è
ëåæàò â ïîäïðîñòðàíñòâå, íàòÿíóòîì íà ñòðîêè ìàòðèöû P . Òîãäà ñóùåñòâóåò òà-
êîå µ0 > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîãî µ , ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäÿùåãî µ0 , ñóùåñòâóåò îðáèòàëüíî
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå íåîãðàíè÷åííîå ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), óñòîé-
÷èâîå ïî Ëÿïóíîâó.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z),

(1.7)

â êîòîðóþ ïåðåõîäèò ñèñòåìà âèäà (1.1), åñëè ìàòðèöà P èìååò õîòÿ áû îäíî íóëåâîå
ñîáñòâåííîå ÷èñëî. Çäåñü X = (x1, . . . , xN)

∗ , P − N × N - ìàòðèöà, r > 0 , µ - ìà-
ëûé ïàðàìåòð, F = (f1, . . . , fn) - âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xN , z .

Åñëè F (0, z) ≡ 0 , h(0, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (1.7) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííûõ
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé [1.3]

x1 = x2 = . . . = xn = 0, z = z0 + rt, (1.8)

ïðåäñòàâëÿþùåå ïëîñêîñòü â (N + 1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 [4]. Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü
è äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé F, h ñëåäóþùåå:

1) ôóíêöèè f1, . . . , fN , h ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xN , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ îòíîñèòåëüíî z , êîãäà âåëè÷èíà ∥X∥ äî-
ñòàòî÷íî ìàëà;

2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fN , h íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
x1, . . . , xN ;

3) èìååò ìåñòî îöåíêà |h| ≤ k0|z|b(
∑N

j=1 |xj|)α , ãäå k0 > 0 , a ≥ 0 , b ≥ 0 .
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2. Âûâîäû

Òàêèì îáðàçîì â äàííîé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû èññëåäîâàíèÿ äâèæå-
íèé ñèñòåì, íå èìåþùèõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îòêðûâàåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü èññëåäîâàíèÿ -
óõîäÿøèå äâèæåíèÿ.
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The analysis of systems with no limits solutions

c⃝ I.V. Zubov3, S.V. Zubov4

Abstract. In giving article is learns theoretical bases of investigation motions systems, is not have
limiting points. Is opens new region of investigation - going motions. Is learns no limiting solutions
of systems ordinary di�erential equations. Is supposes conditions of stability no limiting solutions
and estimates on velocity approaches of trajectories indignant motion to trajectory no indignant.

Key Words: equally measure solution, coordinate, matrix, asymptotical stability, position of
equally weight.
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Çàäà÷à î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû

c⃝ Ñ.Â. Çóáîâ1, Ì.Â. Ñòðåêîïûòîâà2

Àííîòàöèÿ. Â äàííîé ñòàòüå ðåøàåòñÿ âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è î ïîâåäåíèè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, íà÷è-
íàþùèõñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ðÿä, ñòåïåíü, íóëåâîå ðåøåíèå, êîýôôèöèåíò,
ïåðåìåííàÿ, óñòîé÷èâîñòü, ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à ïðîíîçèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ìîäåëèðóåìûõ ñèñòåì â êîëè÷åñòâåííîì ïëàíå ñâî-
äèòñÿ ê ÷èñëåííîìó èíòåãðèðîâàíèþ óðàâíåíèé äèíàìèêè. Â êà÷åñòâåííîì ïëàíå - ê àíà-
ëèòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé ìîäå-
ëèðóåìîé ñèñòåìû - íàëè÷èÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, õàðàêòåðà ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ
ðåøåíèé [1].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó âèäà

Ẋ = PX + µF (X, z),
ż = r + µh(X, z).

(1.1)

Çäåñü X = (x1, . . . , xN)
∗ , P − N × N - ìàòðèöà, r > 0 , µ - ìàëûé ïàðàìåòð, F =

(f1, . . . , fn) - âåêòîðíàÿ, h(X, z) - ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xN , z .
Åñëè F (0, z) ≡ 0 , h(0, z) ≡ 0 , òî ó ñèñòåìû (1.1) ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íåîãðàíè÷åííûõ

ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé

x1 = x2 = . . . = xn = 0, z = z0 + rt, (1.2)

ïðåäñòàâëÿþùåå ïëîñêîñòü â (N + 1) - ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = 0 . Çàäà÷à ñîñòîèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâà ýòîãî ðåøåíèÿ. Çäåñü è
äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé F, h ñëåäóþùåå:

1) ôóíêöèè f1, . . . , fN , h ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì z , êîãäà âå-
ëè÷èíà ∥X∥ äîñòàòî÷íî ìàëà;

2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé f1, . . . , fN , h íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
x1, . . . , xN ;

3) èìååò ìåñòî îöåíêà |h| < k0|z|b(
∑N

i=1 xj)
α , ãäå k0 > 0 , a ≥ 0 , b ≥ 0 .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñëó÷àé. Ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ïàð ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé [2].
Ñèñòåìà (1.1) ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ẋs = −λsys + µFs, ẏs = λsxs + µGs,

ξ̇j =
∑n

i=1 pjiξi + µgi, ż = r + µh,
s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n.

(1.3)

Çäåñü N - ìåðíûé (2k + n = N) âåêòîð X ïåðåøåë â âåêòîð
(x1, y1, . . . , xk, yk, ξ1, . . . , ξn) . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {pij} , i, j = 1, . . . , n , èìå-
þò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

1 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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À.Ì. Ëÿïóíîâ â ñâîåé çíàìåíèòîé äèññåðòàöèè îòìå÷àë, ÷òî, åñëè âìåñòî âðåìåíè âçÿòü
êàêóþ-ëèáî íåïðåðûâíóþ ÷àñòíóþ ôóíêöèþ, âìåñòå ñî âðåìåíåì âîçðàñòàþùóþ, òî ïî-
ñëåäíÿÿ ïðè ðåøåíèè âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè ìîæåò èãðàòü òàêóþ æå ðîëü, êàê è âðåìÿ
[3].

Èññëåäóåì, êàê âåäóò ñåáÿ ïåðåìåííûå xk, yk, ξj â êà÷åñòâå ôóíêöèè z . Ðàçäåëèì ïåð-
âûå 2k + n óðàâíåíèé ñèñòåìû (1.3) íà ïîñëåäíåå óðàâíåíèå:

dxs

dz
= −λ̄sys + µF̄s,

dys
dz

= λ̄sxs + µḠs,
dξj
dz

=
∑n

i=1 pjiξi + µḡj.
(1.4)

Î÷åâèäíî, ÷òî λ̄s > 0 . Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû {pji} èìåþò îòðèïöàòåëüíûå
âåùåñòâåííûå ÷àñòè, è ó ñèñòåìû (1.4) èìååòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå. Ôóíêöèè F̄s , Ḡs , ḡj
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) îíè ðàçëàãàþòñÿ â ðÿäû ïî öåëûì ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì âåëè÷èí xk, yk, ξj ðàâ-
íîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ îòíîñèòåëüíî z ïðè äîëñòàòî÷íî ìàëûõ |xk| , |yk| , |ξj| ;

2) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé F̄s , Ḡs , ḡs íå ñîäåðæàò ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ îòíîñèòåëüíî
xk, yk, ξj .

Åñëè ìû èìååì äåëî ñ îáùèì ïî êëàññèôèêàöèè À.Ì. Ëÿïóíîâà ñëó÷àåì, òî ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà

xs = rs cos θs, ys = rs sin θs,

rs = ρs +
m∑
i=z

ris(θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z),

à çàòåì

ξj =
m∑
i=1

r(i)s (θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z) + ηi,

íå íàðóøàþùèõ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè, ãäå r
(i)
j , ξ

(i)
j - îäíîðîäíûå ôîðìû îòíîñèòåëü-

íî ρ1, . . . , ρk ñòåïåíè l ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíî θ1, . . . , θk,m -
ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ñèñòåìà (1.4) â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèìà ê âèäó

dρs
dz

= µRs,
dθs
dz

= λ̄s + µθs,
dηj
dz

=
m∑
i=1

pjiηi + µpj. (1.5)

Íàïîìíèì, ÷òî m îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèíèçøàÿ ñòåïåíü ôîðì îòíîñèòåëüíî ρ1, . . . , ρk ,
îáëàäàþùèõ ïåðèîäè÷åñêèìè ïî θ1, . . . , θk êîýôôèöèåíòàìè, âû÷èñëÿåìûìè ïîäñòàíîâ-
êîé â ñèñòåìó (1.4) âûðàæåíèé

rs = ρs +
m∑
i=z

r(i)s (θ1, . . . , θk, ρ1, . . . , ρk, z)

è ïðèðàâíèâàíèåì ÷ëåíîâ îäíîãî ïîðÿäêà â ïîëó÷èâøèõñÿ âûðàæåíèÿõ [4].
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Rs â ðÿäû ïî ñòåïåíÿì ρ1, . . . , ρk ïðè η1 = 0, . . . , ηn = 0 íà÷è-

íàåòñÿ ñ ôîðì ñòåïåíè m , êîòîðûå îáëàäàþò íå çàâèñÿùèìè îò thetas êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé pj ïî ñòåïåíÿì ρ1, . . . , ρk ïðè η1 = 0, . . . , ηn = 0 íà÷èíàþòñÿ ñ ôîðì
ñòåïåíè ν ≥ m+1 . Ðÿäû, â êîòîðûå ðàçëàãàþòñÿ ôóíêöèè Rs, θs, pj , ñõîäÿòñÿ ðàâíîìåðíî
îòíîñèòåëüíî z .

Îáîçíà÷èì R(0) ôîðìó ïîðÿäêà m , ñ êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Rs

ïðè η1 = 0 , . . . , ηn = 0 .
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Ò å î ð å ì à 1.1. Åñëè íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû

dρs
dz

= µR(0), s = 1, . . . , k, (1.6)

àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, òî íóëåâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4) òàêæå àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî. Ïðè ýòîì èìåþò ìåñòî îöåíêè ïðè z ≥ 0

|ρs| ≤ ψ(z), |ηj| ≤ ψ(z),

ãäå

ψ(z) = c1(
k∑

s=1

(ρ(0)s +
n∑

j=1

|η(0)j |)× (1 + c2(
k∑

s=1

|ρ(0)s |+
n∑

j=1

|η(0)j |)m−1z)−1/m−1).

Çäåñü c1, c2 - ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå, ρ
(0)
s , η

(0)
j - çíà÷åíèÿ ρs, ηj , z = 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (1.6) ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè V è W , îáëàäàþùèå
ñâîéñòâàìè:

1) ôóíêöèÿ V èìååò ïîðÿäîê l + 1−m , ôóíêöèÿ W èìååò ïîðÿäîê l ;

2) ∂V
∂z

+
∑k

s=1
∂V
∂ρs

−R
(0)
s = −W .

Ïîñòðîèì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííóþ êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâ-
íåíèþ

n∑
j=1

∂V1
∂ηj

n∑
i=1

p̄jiηi = −
m∑
i=1

η2i .

Ðàññìîòðèì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè U = V + V1 â ñèëó ñèñòåìû (1.6):

dU

dz
=
dV

dz
+
dV1
dz

= −W −
n∑

i=1

η2i +
k∑

s=1

∂V

∂ρs
× (Rs −R(0)

s ) +
n∑

j=1

∂V1
∂ηj

pj.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|
k∑

s=1

∂V

∂ρs
(Rs −R(0)

s )| ≤ a[
k∑

s=1

|ρs|]i+1, (1.7)

n∑
j=1

∂V1
∂nj

pj| ≤ a[
k∑

s=1

|ps|]m+1

k∑
s=1

|ηj|+ b
n∑

j=1

|ηj|2
k∑

s=1

|ρs|,

ãäå a > 0, b > 0 .
Ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, à å¼ ïðîèçâîäíàÿ dU/dt , âû÷èñëåí-

íàÿ â ñèëó ñèñòåìû (1.6), ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé ïðè l = m+ 1 .
Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå

ρ1 = . . . = ρk = 0, η1 = . . . = ηm = 0,

θ1 = λ1z, θ2 = λ2z, . . . , θk = λkz

ñèñòåìû (1.6) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî ïðè l = m+1 , è U óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì
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a1(
k∑

j=1

|ρs|2 +
n∑

j=1

|ηj|2) ≤ U ≤ a2(
k∑

s=1

|ρs|2 +
n∑

j=1

|η + j|2), (1.8)

ãäå a1 > 0 , a2 > 0 .
Â ìàëîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

−b1U ≤ dU

dz
≤ −b2U (m+1)/2, (1.9)

ãäå b1 > 0 , b2 > 0 .
Îòñþäà ñëåäóåò

U ≤ U0(1 +
m− 1

2
b2U

(m−1)/2
0 z)−2/(m−1). (1.10)

Èç (1.8), (1.9) ñëåäóåò

U ≤ a2(
k∑

j=1

|ρ(0)s |2 +
n∑

j=1

|η(0)j |2)×

×(1 +
m+ 1

2
b2a1 × (

k∑
s=1

|ρ(0)s |2 +
n∑

j=1

|η(0)j |2)(m−1)/2z)−2/(m−1).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (1.10) è ñëåäóþò äîêàçûâàåìûå îöåíêè (1.7).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Èç òåîðåìû è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí ρs , ηj ñëåäóåò, ÷òî ïðè
z ≥ 0 ñïðàâåäëèâû îöåíêè

|xs| ≤ ψ̄(z), |ys| ≤ ψ̄(z),
|ξj| ≤ ψ̄(z), s = 1, . . . , k, j = 1, . . . , k,

(1.11)

ãäå

ψ̄(z) = c1(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)×

×(1 + c2(
k∑

s=1

(|x+ s(0)|+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)m−1z)−1/(m−1);

ïàðàìåòðû c1, c2 â ôóíêöèè ψ̄(z) áóäóò çàâèñåòü îò êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèÿõ
rs , ξ̄j . Ïîëó÷èâ îöåíêè äëÿ |xs| , |ys| , |ξj| , âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ ż = r + µh . Îöåíèì
âåëè÷èíó h :

h ≤ k0z
bc1(

k∑
s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ(0)j |)×

×(1 + c2(
k∑

s=1

(|x(0)s |+ |y(0)s |) +
n∑

j=1

|ξ0j |)m−1z)−α/(m−1).

Èññëåäóåì, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ z → ∞ ïðè t→ ∞ . Âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:
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1) D = b− a/(m− 1) = 0 ;
2) D < 0 ;
3) D > 0 .

Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ çà ñ÷åò âûáîðà x
(0)
s , y

(0)
s , ξ

(0)
j , µ ìîæíî ñäåëàòü |µh| <

r/2 . Òîãäà z → ∞ ïðè t → ∞ . Â òðåòüåì ñëó÷àå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êîíå÷íîãî z̄ íàéäåòñÿ òàêîå µ0 , ÷òî ïðè |µ| ≤ µ0 íà ëþáîì äâèæåíèè, íà÷èíàþùåìñÿ

â îáëàñòè |x(0)s | < δ , |y(0)s | < δ , |ξ(0)j | < δ , áóäóò ñîõðàíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà (1.11), à z
áóäåò ïîñòîÿííî âîçðàñòàòü îò 0 äî z̄ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè.

2. Âûâîäû

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåì ðàáîòå, îòíîñÿòñÿ ê òîìó ñëó÷àþ, êîãäà ïàðàìåòð
µ ìàë. Íî ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ðÿä ïî ñòåïåíÿì
ïàðàìåòðà, ðåçóëüòàòû áóäóò îñòàâàòüñÿ âåðíûìè è â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ Ëÿïóíîâà
ñóùåñòâóåò (ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ), îòðèöàòåëüíà è z → ∞ ïðè t→ ∞ .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-000624).
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ÓÄÊ ÓÄÊ 517.929

Óñòîé÷èâîñòü íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé ïî ïåðâîìó

ïðèáëèæåíèþ

c⃝ À.Ô. Çóáîâà1, Â.È. Çóáîâ2, È.Â. Çóáîâ3, Ñ.Â. Çóáîâ4, Ì.Â. Ñòðåêîïûòîâà5

Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ äèíàìè÷åñêèõ
ïåðèîäè÷åñêèõ ñèñòåì, îïðåäåëÿþùèõ óõîäÿùèå äâèæåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà, ñåìåéñòâî, òåîðåìà, èíòåãðàë, ñîáñòâåííîå ÷èñëî, îöåíêà, ïðå-
äåë.

Èçó÷èì íåîãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé è ïîëó÷èì óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåîãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé è îöåíêè íà ñêîðîñòü ïðè-
áëèæåíèÿ òðàåêòîðèé âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ê òðàåêòîðèè íåâîçìóùåííîãî.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ẋ = AX + F (X,Z),

Ż = R +G(X,Y ),
(1.1)

ãäå

X = (x1, . . . , xn)
∗, Z = (z1, . . . , zk)

∗, R = (r1, . . . , rk)
∗,

F (0, z) = 0, G(0, Z) = 0.

Ïóñòü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ âåëè÷èí δ > 0 ïðè ∥X∥ < δ èìåþò ìåñòî îöåíêè

∀Z ∈ Ek ∥F (X,Z)∥ ≤ c1∥X∥1+α (α > 0, c1 > 0).

Çäåñü ∥X∥ =
√
X∗X . Ïóñòü ri > 0 . Ïóñòü òàêæå ∥G∥ ≤ c2∥X∥a∥Z∥b (a, b, c2 > 0) .

Òîãäà ñèñòåìà (1.1) èìååò ñåìåéñòâî ðàâíîâåñíûõ äâèæåíèé

X = 0, Z = Rt+ Z0. (1.2)

Íàðÿäó ñ ñèñòåìîé (1.1) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

Ẋ = AX, Ż = R, (1.3)

êîòîðóþ íàçîâåì ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ. Ñèñòåìà (1.3) èìååò ñåìåñòâî ðåøåíèé
(1.2). Ïîâåäåíèå ñèñòåìû (1.3) ïî îòíîøåíèþ ê óñòîé÷èâîñòè ñåìåéñòâà (1.2) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñâîéñòâàìè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèöû A . Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òðåáîâàíèå
ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì ìàòðèöû A , îáåñïå÷èâàþùèå óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü

1 Ä.ò.í., ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
2 Àñïèðàíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
3 Ïðîôåññîð ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
4 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
5 Äîöåíò ÑÏáÃÓ ô-ò ÏÌ-ÏÓ, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã; ddemidova@mail.ru
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ñåìåéñòâà (1.2) ñèñòåìû (1.3), îáåñïå÷èâàþò óñòîé÷èâîñòü èëè íåóñòîé÷èâîñòü ñåìåéñòâà
ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé (1.2) ñèñòåìû (1.1). Ïîêàæåì ýòî.

Ïóñòü Reλj < 0 , ãäå λj (j = 1, . . . , n) - ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A . Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà V (X) , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ

(∇V (X), AX) = W (X), (1.4)

ãäå W (X) - îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà [1].
Ïóñòü a1, a2 - ñîîòâåòñòâåííî íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû

êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V (X), b1, b2 - àíàëîãè÷íûå çíà÷åíèÿ äëÿ W (X) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû
íåðàâåíñòâà

a1∥X∥2 ≤ V (X) ≤ a2∥X∥2,
b1∥X∥2 ≤ W (X) ≤ b2∥X∥2,
b1 ≤ b2 ≤ 0 ≤ a1 ≤ a2.

(1.5)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ ∥X∥ ñïðàâåäëèâû îöåíêè ∀Z ∈ Ek

(b1 − µ)∥X∥2W (X) + (∇V (X), F (X,Z)) = (b2 + µ)∥X∥2, (1.6)

ãäå µ - ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî [2].
Ïðîäèôôåðåíöèðóåì V (X) â ñèëó ñèñòåìû (1.1). Èìååì

dV

dt
|(2) = W + (∇V (X), F (X,Z)). (1.7)

Ðàçäåëèì îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ íà V è ïðîèíòåãðèðóåì â ïðåäåëàõ îò t0 äî t :∫ t

t0

dV

V
=

∫ t

t0

(W + (∇V, F (X,Z)))V −1dτ.

Îòñþäà

V = V0 exp(

∫ t

0

(W + (∇V, F (X,Z))))V −1dτ.

Åñëè çàìåíèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ïîä èíòåãðàëîì íà áîëüøåå ñîîòâåò-
ñòâåííî ìåíüøåå çíà÷åíèÿ èç (1.5), (1.6), òî ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî [3]

V ≤ V0 exp(
b2 + µ

a1
(t− t0)).

Òàêèì îáðàçîì,

a1∥X∥2 ≤ a2∥X0∥2 exp(
b2 + µ

a1
(t− t0)).

Î÷åâèäíî, ÷òî ∥X∥ → 0 ïðè t→ 0 (òàê êàê b2 > 0 ).
Ïîäñòàâèâ îöåíêó äëÿ ∥X∥ â îöåíêó ∥G∥ , ïîëó÷èì

∥G(X,Z)∥ ≤ c2∥X0∥a exp(
a

2a1
(b2 + µ)(t− t0))∥Z∥b, (1.8)

ãäå c2 > 0 . Îòñþäà âèäíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà X0 ìû âñåãäà îáåñïå÷èì íåðàâåíñòâà

|gi(X,Z)| <
ri
2
.
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Òîãäà

zi ≤
3

2
ri(t− t0) + z0i ,

è âûðàæåíèå (1.8) áóäåò ñïðàâåäëèâî ïðè t ≥ 0 .
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1.1) ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A èìå-
þò îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè, F (0, Z) = 0 , G(0, Z) = 0 , êîìïîíåíòû âåê-
òîðà R ïîëîæèòåëüíû, ∀Z ∈ Ek ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

1) ∥F (X,Z)∥ ≤ c1∥X∥1+α ïðè ìàëûõ ∥X∥ , ãäå c1, α > 0 ;
2) ∥G∥ ≤ c2∥X∥a∥Z∥b (a, b, c2 > 0) .
Òîãäà ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (1.2) ñèñòåìû (1.1) îðáèòàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-

÷èâî [4].

2. Âûâîäû

Îäíîé èç öåëåé íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå óõîäÿùèõ äâèæåíèé äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì. Â îñíîâàíîì ýòî ñèñòåìû, îïðåäåëÿåìûå ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé. Îòìåòèì, ÷òî äàëåêî íå êàæäàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò
äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííî-
ñòè îäíèì èç îñíîâíûõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõ çäåñü, ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î ïðîäîëæàåìîñòè
ðåøåíèé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, êîòîðûå ôîðìàëüíî íå îïðåäåëÿþò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, íî èìåþò ïðîäîë-
æàåìûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå è ìîæíî èçó÷àòü êàê óõîäÿùèå äâèæåíèÿ íåêîòîðîé äèíàìè-
÷åñêîé ñèñòåìû.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïð. � 10-08-00624).
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçû-
êå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography. Ñïèñîê öèòèðóåìîé ëèòåðàòó-
ðû äîëæåí áûòü îôîðìëåí â ôîðìàòå AMSBIB. Ïîäðîáíîñòè ñìîòðèòå â ïðèëàãàåìîì
ôàéëå amsbib.pdf. Äëÿ ïðàâèëüíîé ðàáîòû äàííîãî ñòèëÿ îôîðìëåíèÿ ëèòåðàòóðû íåîá-
õîäèìî èñïîëüçîâàòü ñòèëåâîé ôàéë svmobib.sty (ïðèëàãàåòñÿ).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\RBibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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164 Äëÿ çàìåòîê

Â 2008 ã. íà XVI Ìåæäóíàðîäíîé ïðîôåññèîíàëüíîé
âûñòàâêå ¾Ïðåññà¿ æóðíàë ¾Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿ óäîñòîåí Çíàêà îòëè÷èÿ
¾Çîëîòîé ôîíä ïðåññû-2008¿ â íîìèíàöèè ¾Íàóêà, òåõ-
íèêà, íàó÷íî-ïîïóëÿðíàÿ ïðåññà¿.

Ñ 2009 ãîäà æóðíàë íîñèò íàçâàíèå ¾Æóðíàë Ñðåäíå-
âîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà¿.

Óâàæàåìûå ÷èòàòåëè è ïîäïèñ÷èêè!

Ïîäïèñêà íà æóðíàë ¾Æóðíàë Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî îáùåñòâà¿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç îòäåëåíèÿ ïî÷òîâîé ñâÿçè
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ íà âñåé òåððèòîðèè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Ïîäïèñíîé èíäåêñ æóðíàëà â êàòàëîãå Ðîññèéñêîé ïðåññû
¾Ïî÷òà Ðîññèè¿ � 38278.
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