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Îò ðåäàêöèè

×åòâ¼ðòûé íîìåð 13-ãî òîìà ñîäåðæèò ðàáîòû, â îñíîâíîì, ó÷àñòíèêîâ

îáúåäèí¼ííîãî ñåìèíàðà Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà è êà-

ôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà

èì. Í. Ï. Îãàð¼âà. Ðåçóëüòàòû, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòèõ ðàáîòàõ, ðàçâèâàþò òåî-

ðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ è ñîäåðæàò ðåøåíèÿ çàäà÷, îáñóæäàâøèõñÿ íà Ïÿòîé

ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé øêîëå-ñåìèíàðå ¾Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå,

÷èñëåííûå ìåòîäû è êîìïëåêñû ïðîãðàìì¿ èìåíè Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî, êî-

òîðàÿ ïðîâîäèëàñü â Ñàðàíñêå íà áàçå Ìîðäîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíè-

âåðñèòåòà èì. Í. Ï. Îãàð¼âà ñ 1 ïî 13 èþëÿ 2011 ãîäà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ,

ãðàíò �10-01-06048-ã.

Ðåäàêöèÿ æóðíàëà æåëàåò àâòîðàì òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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ÓÄÊ 517.9

Î òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèçìîâ

íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ ñ äâóìåðíûì íåáëóæäàþùèì

ìíîæåñòâîì.

c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Þ. À. Ëåâ÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ òðåõìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðûõ ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ áà-
çèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íà ïîâåäåíèå äâóìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé òî÷åê áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïî-
ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè äâóõ äèôôåîìîðôèçìîâ èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðóêòóðíàÿ óñòîé÷èâîñòü, áàçèñíûå ìíîæåñòâà, òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûå äèôôåîìîðôèçìû f , çàäàííûå íà
çàìêíóòûõ îðèåíòèðóåìûõ ñâÿçíûõ 3 -ìíîãîîáðàçèÿõ M3 . Â ñèëó [8], [9], [6], íåîáõîäè-
ìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ
âûïîëíåíèå àêñèîìû A è ñòðîãîãî óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè. Íàïîìíèì, ÷òî, ñîãëàñíî
Ñ. Ñìåéëó [10], ïîä âûïîëíåíèåì àêñèîìû À äëÿ f ïîíèìàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ
óñëîâèé: 1) ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê NW (f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì; 2) ïå-
ðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â NW (f) . Ñòðîãîå óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè ïðåäïîëàãàåò
íàëè÷èå òîëüêî òðàíñâåðñàëüíûõ ïåðåñå÷åíèé óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê.

Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [10], íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f)
äèôôåîìîðôèçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò âñþäó ïëîòíóþ òðàåêòîðèþ. Ïàðó (a, b) íàçûâàþò òèïîì áà-
çèñíîãî ìíîæåñòâà B äèôôåîìîðôèçìà f , åñëè a = dim Es

x , b = dim Eu
x , ãäå Es

x, E
u
x �

êàñàòåëüíûå ïîäðàññëîåíèÿ â òî÷êå x ∈ B .
Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùå-

ñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U ìíîæåñòâà B òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂ int U ,
∩
j≥0

f j(U) = B .

Àòòðàêòîð äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f−1 íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äèôôåîìîðôèçìà f . Àò-
òðàêòîð B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ, åñëè òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàç-
ìåðíîñòü dimB ðàâíà ðàçìåðíîñòè dim(Eu

B) íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ Eu
B . Ñæèìà-

þùèéñÿ ðåïåëëåð äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .
Ñîãëàñíî ðàáîòå [7] èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôàêòû:

• Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà B =

∪
x∈B

W u(x) (B =
∪
x∈B

W s(x) );

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííàÿ
àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru.

2Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Íèæåãîðîäñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ñåëüñêîõî-
çÿéñòâåííàÿ àêàäåìèÿ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ulev4enko@gmail.com.
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• Åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f èìååò òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåð-
íîñòü äâà, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ëèáî àòòðàêòîðîì ëèáî ðåïåëëåðîì;

• Ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àòòðàêòîð êîðàçìåðíîñòè 1 äèôôåîìîðôèçìà f ëîêàëüíî ãî-
ìåîìîðôåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è êàíòîðî-
âà ìíîæåñòâà, àíàëîãè÷íóþ ñòðóêòóðó èìååò ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð êîðàçìåðíîñòè
1 .

Áàçèñíîå ìíîæåñòâî B äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðè-
íàäëåæèò f -èíâàðèàíòíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè M2

B , òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â 3-
ìíîãîîáðàçèå M3 è íàçûâàåìîé íîñèòåëåì ìíîæåñòâà B .

Èç ðàáîòû [1] ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé äâóìåðíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) äèôôåîìîðôèç-
ìà f ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì), ëèáî
ïîâåðõíîñòíûì àòòðàêòîðîì (ïîâåðõíîñòíûì ðåïåëëåðîì).

Â ðàáîòå [3] ïîëó÷åíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ äèôôåîìîðôèçìîâ f â ïðåä-
ïîëîæåíèè, ÷òî èõ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò äâóìåðíûé ðàñòÿãèâàþùèéñÿ àò-
òðàêòîð (ñæèìàþùèéñÿ ðåïåëëåð). Òàì æå äîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåñóùåå ìíîãîîá-
ðàçèå äèôôåîìîðôíî òðåõìåðíîìó òîðó è íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò â òî÷íîñòè
îäíî íåòðèâèàëüíîå (îòëè÷íîå îò ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû) áàçèñíîå ìíîæåñòâî.

Â [2] äîêàçàíî, ÷òî ïîâåðõíîñòíûé àòòðàêòîð (ðåïåëëåð) B ðàçìåðíîñòè äâà äèôôåî-
ìîðôèçìà f èìååò òèï (2, 1) ( (1, 2) ) è íå ÿâëÿåòñÿ, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñòÿãèâàþùèìñÿ
àòòðàêòîðîì (ñæèìàþùèìñÿ ðåïåëëåðîì). Êðîìå òîãî, â [2] óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþáîå ïî-
âåðõíîñòíîå äâóìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ìíî-
ãîîáðàçèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ãîìåîìîðôíî äâóìåðíîìó òîðó, ðó÷íî âëîæåííîìó â M3 ,
à îãðàíè÷åíèå íåêîòîðîé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f íà íîñèòåëü ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì òîðà.

Â ðàáîòå [5] óñòàíîâëåíî, ÷òî îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M3 äëÿ äèôôåîìîðôèçìà
f , èìåþùåãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå â òî÷íîñòè èç äâóõ äâóìåðíûõ áàçèñ-
íûõ ìíîæåñòâ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì
ãîìåîìîðôíûì äâóìåðíîìó òîðó.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ G ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ f : M3 →M3 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f) äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ñâÿçíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, íîñèòåëü êàæäîãî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ;

2. îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà f ∈ G íà íîñèòåëü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîõðàíÿåò
îðèåíòàöèþ íîñèòåëÿ;

3. äëÿ ëþáûõ òî÷åê x, y òàêèõ, ÷òî x ïðèíàäëåæèò íeêîòîðîìó àòòðàêòîðó A ⊂
NW (f) , y ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó ðåïåëëåðó R ⊂ NW (f) è W s(x) ∩W u(y) ̸= ∅ ,
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W s(x) ∩W u(y) ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòîé äóãîé, èìåþùåé ðîâíî äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðè-
íàäëåæèò A , à äðóãàÿ R .

Îáîçíà÷èì A (R ) îáúåäèíåíèå âñåõ àòòðàêòîðîâ (ðåïåëëåðîâ) äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ G . Òàê êàê äèôôåîìîðôèçì f ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì, òî, â ñèëó [10],
êàæäîå èç ìíîæåñòâ A , R íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå) ìíîãîîá-
ðàçèÿ W s(z) , z ∈ A (W u(z) , z ∈ R ) äèôôåîìîðôèçìà f çàäàþò äâóìåðíîå ñëîåíèå
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N s
f =

∪
z∈A

W s(z) , (Nu
f =

∪
z∈R

W u(z) ) íà ìíîæåñòâå M3 \ R (M3 \ A ), ïðè ýòîì ñëîè ñëî-

åíèé N s
f è Nu

f ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Â ñèëó óñëîâèÿ 3, âûäåëÿþùåãî êëàññ G ,
ïåðåñå÷åíèÿ ñëîåâ ñëîåíèé N s

f è Nu
f ïîðîæäàþò ñëîåíèå N su

f íà ìíîæåñòâå M3\(A∪R) ,
êàæäûé ñëîé êîòîðîãî åñòü ïðîñòàÿ îòêðûòàÿ äóãà, îäíà èç ãðàíè÷íûõ òî÷åê êîòîðîé ïðè-
íàäëåæèò A , à äðóãàÿ � R .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N̂ su
f íåïðåðûâíîå îäíîìåðíîå ñëîåíèå íà ìíîãîîáðàçèè M3 , ïîëó-

÷åííîå èç ñëîåíèÿ N su
f , äîáàâëåíèåì ê êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ýòîãî ñëîåíèÿ (ÿâ-

ëÿþùåéñÿ ïðîñòîé äóãîé) åå ãðàíè÷íûõ òî÷åê. Çàôèêñèðóåì ëþáîé àòòðàêòîð A äèô-
ôåîìîðôèçìà f . Òîãäà ìíîæåñòâî M3 \ A äîïóñêàåò ðàññëîåíèå N̂ su

A íà ïðîñòûå äóãè,
ïðèíàäëåæàùèå ñëîÿì ñëîåíèÿ N̂ su

f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü îòêðûòàÿ äóãà, ãðàíè÷íûå
òî÷êè êîòîðîé ïðèíàäëåæàò àòòðàêòîðó A . Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå òî÷êè òàêîé äóãè
ìîãóò ñîâïàäàòü è â ýòîì ñëó÷àå åå çàìûêàíèå åñòü ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî äâà äèôôåîìîðôèçìà f, f ′ : M3 → M3 íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : M3 →M3 òàêîé, ÷òî f ′ = gfg−1 .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Ïóñòü f, f ′ ∈ G . Íàçîâåì àòòðàêòîðû A ⊂ NW (f) è
A′ ⊂ NW (f ′) ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì g : A→ A′ òàêîé ÷òî

1. f ′|A′ = gfg−1|A′ ,
2. äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê z1, z2 ∈ A , ÿâëÿþùèõñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè íåêîòîðîãî

ñëîÿ l ñëîåíèÿ N̂ su
A , òî÷êè z′1 = g(z1), z

′
2 = g(z2) òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè

íåêîòîðîãî ñëîÿ l ñëîåíèÿ N̂ su
A′ .

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 1.1. Äëÿ òîãî, ÷òîáû äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G áûëè òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåíû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíè îáëàäàëè îäèíàêîâûì ÷èñëîì áà-
çèñíûõ ìíîæåñòâ è äëÿ íåêîòîðîãî àòòðàêòîðà A ⊂ NW (f) íàøåëñÿ ýêâèâàëåíòíûé
åìó àòòðàêòîð A′ ⊂ NW (f ′) .

2. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿ-

æåííîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ èç êëàññà G

Ñëåäóþùàÿ ëåììà äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 4.1 ðàáîòû [4].

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü f : M3 →M3 äèôôåîìîðôèçì èç êëàññà G è A � àòòðàê-
òîð ïðèíàäëåæàùèé NW (f) . Òîãäà ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U(A) àò-
òðàêòîðà A òàêàÿ, ÷òî

1) U(A) ãîìåîìîðôíà T × [−1, 1] ;
2) f(U(A)) ⊂ intU(A) ;
3) ∂U(A) ïåðåñåêàåò êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ N̂ su

f â òî÷íîñòè îäíîé òî÷êå.

Ë å ì ì à 2.2. Cóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N , íóìåðàöèè âñåõ àòòðàêòîðîâ A1, . . . An

è ðåïåëëåðîâ R1, . . . Rn èç íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (f) òàêèå, ÷òî
1) ïîâåðõíîñòè Ai, Ri è Ri, Ai+1 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöàìè íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ

îáëàñòåé Kii è Kii+1 ñîîòâåòñòâåííî (ãäå i = 1, . . . , n è An+1 = A1 );

2) M3 = A ∪R ∪ (
n∪

i=1

Kii) ∪ (
n∪

i=1

Kii+1) ;

3) äëÿ ëþáîé òî÷êè zA1 ∈ A1 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zR1 ∈
R1, . . . , zAn ∈ An, zRn ∈ Rn , òàêèõ ÷òî ïàðà òî÷åê zAi

, zRi
ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñëîÿ

lzAi
⊂ Kii , i = 1, . . . , n , à ïàðà zRi

, zAi+1
� ãðàíèöåé ñëîÿ lzRi

⊂ Kii+1 i = 1, . . . i = n− 1
ñëîåíèÿ N su

f .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Çàôèêñèðóåì ëþáîé àòòðàêòîð èç ìíîæåñòâà A è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç A1 . Â ñèëó [2]

è óñëîâèÿ 3), âûäåëÿþùåãî êëàññ G , àòòðàêòîð A1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïîâåðõíîñòüþ ãî-
ìåîìîðôíîé òîðó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç UA1 òðóá÷àòóþ îêðåñòíîñòü ïîâåðõíîñòè A1 . Ëþáàÿ
òî÷êà zA1 ∈ A1 ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòêðûòûõ äóã ñëîåíèÿ
N su

f (ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà UA1 \A1 ). Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç lzA1

ëþáóþ èç ýòèõ äóã è ÷åðåç zR1 ãðàíè÷íóþ òî÷êó äóãè lzA1
, îòëè÷íóþ

îò òî÷êè zA1 , è ïðèíàäëåæàùóþ íåêîòîðîìó ðåïåëëåðó äèôôåîìîðôèçìà f , êîòîðûé
îáîçíà÷èì ÷åðåç R1 . Èç ëåììû 2.1. ñëåäóåò, ÷òî lzA1

ïðèíàäëåæèò ñâÿçíîìó îòêðûòîìó
ìíîæåñòâó K11 , îãðàíè÷åííîìó ïîâåðõíîñòÿìè A1 è R1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò àòòðàêòîð
A2 (âîçìîæíî ñîâïàäàþùèé ñ A1 ) òàêîé, ÷òî îáúåäèíåíèå R1 ∪ A2 ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé
îáëàñòè K12 , íåïåðåñåêàþùåéñÿ ñ K11 . Îáîçíà÷èì lzR1

îòêðûòóþ äóãó ñëîåíèÿ N su ,
ïðèíàäëåæàùóþ îáëàñòè K12 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zR1 ∈ R1 è zA2 ∈ A2 . Â ñëó÷àå åñëè
àòòðàêòîð A2 íå ñîâïàäàåò ñ A1 ñóùåñòâóåò ðåïåëëåð R2 è îòêðûòàÿ äóãà lzA2

ñëîåíèÿ
N su ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA2 , zR2 , íå ñîâïàäàþùàÿ ñ lzR1

è ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè
K22 íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ K11 è K12 . Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷èñëî
áàçèñíûõ ìíîæåñòâ êîíå÷íî, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü f, f ′ ∈ G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû è g : M3 → M3 ñî-

ïðÿãàþùèé ãîìåîìîðôèçì, òî åñòü f ′ = gfg−1 . Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèè àòòðàêòîðîâ è
ðåïåëëåðîâ äèôôåîìîðôèçìà f ñîãëàñíî ëåììå 2.2. è ïîëîæèì A′

i = g(Ai), R
′
i = g(Ri) ,

K ′
ii = g(Kii), K

′
ii+1 = g(Kii+1) , i = 1, . . . , n . Äîêàæåì, ÷òî àòòðàêòîðû A1 è A′

1 ýêâè-
âàëåíòíû. Óñëîâèå 1) â îïðåäåëåíèè 1.1. âûïîëíÿåòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî A′

1 = g(A1) è
f ′|A′

1
= gfg−1|A′

1
. Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 2).

Ïóñòü l ëþáàÿ äóãà, ïðèíàäëåæàùàÿ ñëîåíèþ Ň su
f . Îáîçíà÷èì îäíó èç ãðàíè÷íûõ

òî÷åê ýòîé äóãè zA1 , à äðóãóþ z̃A1 òàêèì îáðàçîì, ÷òî çàìûêàíèå cl(l) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå cl(l) = (
n∪

i=1

lzAi
)∪(

n∪
i=1

lzRi
)∪((

n∪
i=1

zAi
)∪z̃A1)∪(

n∪
i=1

zRi
) , ãäå òî÷êè zAi

, zRi
óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèÿì ëåììû 2.2., à äóãà lzRn
ïðèíàäëåæèò Knn+1 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zRn è z̃A1 .

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà z̃A1 ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé zA1 . Äëÿ òî÷åê zAi
, zRi

ïîëîæèì z′A′
i
=

g(zAi
) , z′R′

i
= g(zRi

) . Òàê êàê g ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿãàþùèì ãîìåîìîðôèçìîì, òî îí îòîáðàæàåò

NWf â NW ′
f è ñëîè ñëîåíèÿ N s

f (Nu
f ) â ñëîè ñëîåíèÿ N s

f ′ (Nu
f ′ ). Ïîýòîìó g îòîáðàæàåò

ñëîè ñëîåíèÿ N su
f â ñëîè ñëîåíèÿ N su

f ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , n} îáðàç
â ñèëó g äóãè lzAi

( lzRi
) åñòü äóãà l′z′

A′
i

( l′z′
R′
i

), ïðè÷åì g(zAi
) = zA′

i
è g(zRi

) = zR′
i
. Òàêèì

îáðàçîì, äóãà l′ ∈ Ň su
f ′ òàêàÿ, ÷òî cl(l′) = (

n∪
i=1

l′z′
A′
i

) ∪ (
n∪

i=1

l′z′
R′
i

) ∪ ((
n∪

i=1

z′A′
i
) ∪ z̃′A′

1
) ∪ (

n∪
i=1

z′R′
i
)

îáëàäàåò ñâîéñòâîì, ÷òî åå ãðàíè÷íûå òî÷êè z′A′
1
, z̃′A′

1
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ãðàíè÷íûõ

òî÷åê zA1 , z̃A1 äóãè l ñîîòâåòñòâåííî.
Äîñòàòî÷íîñòü.
Ïóñòü äèôôåîìîðôèçìû f, f ′ ∈ G îáëàäàþò îäèíàêîâûì ÷èñëîì áàçèñíûõ ìíîæåñòâ

è A , A′ ýêâèâàëåíòíûå àòòðàêòîðû ïîñðåäñòâîì ãîìåîìîðôèçìà g . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùå-
ñòâóåò ãîìåîìîðôèçì H : M3 →M3 òàêîé, ÷òî H|A1 = g|A1 è f ′ = gfg−1 .

Çàôèêñèðóåì íóìåðàöèþ A1, . . . , An, R1, . . . , Rn áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìà
f â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 2.2. è ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè Kii, Kii+1 , i = 1 . . . , n .

Ïîëîæèì A1 = A , A′
1 = A′ è ââåäåì íóìåðàöèè áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîð-

ôèçìîâ f è f ′ , A1, . . . , An, R1, . . . , Rn A′
1, . . . , A

′
n, R

′
1, . . . , R

′
n , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

ëåììû 2.2. ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìíîæåñòâàìè Kii, Kii+1 , K
′
ii, K

′
ii+1 .
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Ïîñòðîåíèå ãîìåîìîðôèçìà H ðàçîáüåì íà 2 øàãà.
Øàã 1. Ïîëîæèì Φ1 = g è äëÿ êàæäîãî i = {1, . . . , n} ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçìû

Φi : Ai → A′
i , Ψi : Ri → R′

i òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) f ′|A′

i
= ΦifΦ

−1
i |A′

i
, f ′|R′

i
= ΨifΨ

−1
i |R′

i
, (Φ1 = g );

2) åñëè zAi
, zRi

- ãðàíè÷íûå òî÷êè ñëîÿ l ñëîåíèÿ N su
f , òî ñóùåñòâóåò ñëîé l′ ñëîåíèÿ

N su
f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè Φi(zAi

) , Ψi(zRi
) .

Ïîñòðîèì âíà÷àëå ãîìåîìîðôèçì Ψ1 : R1 → R′
1 . Ïóñòü zR1 ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà, ïðè-

íàäëåæàùàÿ ðåïåëëåðó R1 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîé lzA1
⊂ K11 ñëîåíèÿ N su ñ ãðàíè÷íûìè

òî÷êàìè zA1 è zR1 . Ââåäåì ïðîåêöèþ ν11 : R1 → A1 âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ N su , ïîëàãàÿ
ν11(zR1) = zA1 .

Ïîêàæåì, ÷òî fν11 = ν11f . Â ñèëó òîãî, ÷òî ñëîåíèå N su
f ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíûì,

ñóùåñòâóåò äóãà lf(zA1
) = f(lzA1

) , ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè ãðàíè÷íûõ
òî÷åê zA1 , zR1 äóãè lzA1

. Òîãäà f(ν11(zR1)) = f(zA1) , ν11(f(zR1)) = f(zA1) , òî åñòü fν11 =
ν11f .

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ R1 ïîëîæèì Ψ1(x) = ν ′−1
11 (g(ν11(x))) . Èç óñëîâèÿ 3), âûäåëÿþ-

ùåãî êëàññ G ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Ψ1 : R1 → R′
1 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð-

ôèçìîì.
Ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f ′|R′

1
= Ψ1f |R1Ψ

−1
1 . Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷-

êó zR1 ∈ R1 . Òîãäà f ′(Ψ1(zR1)) = f ′(ν ′−1
11 (g(ν11(zR1)))) = f ′(ν ′−1

11 (g(zA1))) = f ′(ν ′−1
11 (z′A1

)) .
Ψ1(f(zR1)) = ν−1

11 (g(ν11(f(zR1)))) = ν−1
11 (g(f(ν11(zR1)))) = ν−1

11 (g(f(zA1))) = ν−1
11 (f

′(g(zA1))) =
ν−1
11 (f

′(z′A′
1
)) = f ′(ν ′−1

11 (z′A1
)) = f ′(Ψ1(zR1)) .

Ïîñòðîèì òåïåðü ãîìåîìîðôèçì Φ2 : A2 → A′
2 . Ïóñòü zA2 ∈ A2 - ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà,

òîãäà ñóùåñòâóåò ñëîé lzR1
⊂ K12 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA2 è zR1 . Ââåäåì ïðîåêöèþ

ν12 : A2 → R1 âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ N su , ïîëàãàÿ ν12(zA2) = zR1 .
Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A2 ïîëîæèì Φ2 = ν ′−1

12 Ψ2ν12(x) . Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó
ðàññóæäåíèþ äëÿ ãîìåîìîðôèçìà Ψ1 óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå Φ2 :
A2 → A′

2 ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è âûïîëíÿåòñÿ f ′|A2 = Φ2f |A2Φ
−1
2 . Çàìåòèì, ÷òî

àòòðàêòîðû A1 è A2 ìîãóò ñîâïàäàòü. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàíåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûé
ãîìåîìîðôèçì Φ2 ñîâïàäàåò c g .

Ïðîäîëæàÿ îïèñàííûé âûøå ïðîöåññ, ïîëó÷èì íàáîð ãîìåîìîðôèçìîâ Φ1 , Φ2, . . . ,Φn ,
Ψ1, . . . ,Ψn , ãäå Φi : Ai → A′

i , Ψi : Ri → R′
i (i = 1, . . . , n) çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè

ñîîòíîøåíèÿìè:
Φ1 = g ,
Ψi(x) = ν ′−1

ii (Φi(νii(x))) , x ∈ Ri , i = 1, . . . , n ;
Φi(x) = ν ′−1

ii+1(Ψi−1(νii+1(x))) , x ∈ Ai , i = 2, . . . , n .
Èñïîëüçóÿ âûøå îïèñàííîå ïîñòðîåíèå, çàäàäèì ãîìåîìîðôèçì Φn+1 : A1 → A1 ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:
Φn+1(x) = ν ′−1

nn+1Ψnνnn+1(x) , äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A1 .
Äîêàæåì, ÷òî Φn+1 = Φ1 = g .
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó zA1 ∈ A1 . Ïî ïîñòðîåíèþ ñóùåñòâóåò ñëîé l ñëîåíèÿ

Ň su
f ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè zA1 è z̃A1 è ñëîé l′ ñëîåíèÿ Ň su

f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
z′A′

1
= Φ1(zA1) , z̃′A′

1
= Φn+1(z̃A1) . Òàê êàê Φ1 = g , òî â ñèëó óñëîâèÿ 2) îïðåäåëåíèÿ 1.1.

ýêâèâàëåíòíîñòè àòòðàêòîðîâ A1 è A′
1 ïîëó÷àåì òàêæå, ÷òî Φn+1 = g .

Øàã 2. Ïîñòðîåíèå ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îáëàñòü

K èç (
n∪

i=1

Kii) ∪ (
n∪

i=1

Kii+1) ñ ãðàíèöåé ∂K = A ∪R . Â ñèëó øàãà 1 íà ãðàíèöå îáëàñòè K

çàäàíû ãîìåîìîðôèçìû Φ : A→ A′ è Ψ : R→ R′ òàêèå ÷òî:
1) f ′|A′ = ΦfΦ−1|A , f ′|R′ = ΨfΨ−1|R′ ;
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2) åñëè zA, zR � ãðàíè÷íûå òî÷êè ñëîÿ l ñëîåíèÿ N su
f , òî ñóùåñòâóåò ñëîé l′ ñëîåíèÿ

N su
f ′ ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè Φ(zA) , Ψ(zR) .
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ãîìåîìîðôèçìà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãîìåîìîðôèçì hK :

cl(K)→ cl(K ′) òàêîé ÷òî:
1) hK |A = Φ|A , hK |R = Ψ|R ;
2) f ′|K′ = hKf(hK)

−1|K′ .
Èñêîìûé ãîìåîìîðôèçì H áóäåò ñîñòàâëåí èç ãîìåîìîðôèçìîâ hK , çàäàííûì íà

êàæäîì ìíîæåñòâå hK .
Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü àòòðàêòîðà U(A) ãîìåîìîðôíàÿ T 2 ×

[−1, 1] òàêàÿ, ÷òî f(U(A)) ⊂ intU(A) . Àòòðàêòîð A äåëèò îêðåñòíîñòü U(A) íà äâå êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò îáëàñòè K . Îáîçíà÷èì ýòó êîìïîíåíòó
V , à êîìïîíåíòó ãðàíèöû V , ïðèíàäëåæàùóþ K , îáîçíà÷èì ÷åðåç T . Çàìåòèì, ÷òî ïî-
âåðõíîñòü T ãîìåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó è êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ N su

f ïåðåñåêàåò T
â òî÷íîñòè îäíîé òî÷êå. Â ñèëó ñâîéñòâà 3), âûäåëÿþùåãî êëàññ G , f(V ) ⊂ V . Ïîëîæèì
Ṽ = f(V ) , T̃ = f(T ) è B = V \ Ṽ . Ïî ïîñòðîåíèþ ∂B = T ∪ T̃ è êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ
Nsu , ïðèíàäëåæàùèé îáëàñòè K ïåðåñåêàåòñÿ ñ çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà B ïî äóãå, èìå-
þùåé â òî÷íîñòè äâå ãðàíè÷íûå òî÷êè, îäíà èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò T , à äðóãàÿ T̃ .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν ïðîåêöèþ ìíîæåñòâà B íà àòòðàêòîð A âäîëü ñëîåâ ñëîåíèÿ Nsu ,
ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå ëþáîé òî÷êå x ∈ B òî÷êó ν(x) ∈ A , ÿâëÿþùóþñÿ ãðàíè÷íîé
òî÷êîé ñëîÿ lx ñëîåíèÿ N su , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó x .

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f ′ è ñíàáäèì ñîîòâåòñòâó-
þùèå îáúåêòû øòðèõàìè.

Ðàññëîåííàÿ ñòðóêòóðà ïîñòðîåííûõ ìíîæåñòâ B è B′ ïîçâîëÿåò çàäàòü ãîìåîìîð-
ôèçì h1 : B → B′ , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ:

Φ(ν(x)) = ν ′((h1(x)) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ B .
Ïîñòðîèì ãîìåîìîðôèçì hK : K → K ′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
äëÿ x ∈ K ïîëîæèì:
hK = f ′−l(h1(f

l(x))) , ãäå l - öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî f l(x) ∈ B .
Ïî ïîñòðîåíèþ îòîáðàæåíèå hK îäíîçíà÷íî ïðîäîëæàåòñÿ äî ãîìåîìîðôèçìà cl(K)

è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ:
hK |A = Φ|A , hK |R = Ψ|R .
Òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà.
Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-

äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On a topological classi�cation of di�eomorphisms on

3-manifolds with two-dimensional nonwandering set

c⃝ V.Z. Grines3, Y.A. Levchenko4

Abstract. A class of structurally stable di�eomorphisms on 3-manifolds is concidered under
conditions that nonwandering set of any di�eomorphisms consists of surface two dimensional
attractors and repellers. Under additional suggesting concerning of behavior of intersection two
dimensional manifolds of points of basic sets are founded necessary and su�cient conditions of
topological conjugacy of di�eomorphisms from concidered class.

Key Words: structural stability, basic sets, topological classi�cation
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ÓÄÊ 517.9

Î íåêîòîðûõ êëàññàõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ãàçîâîé

äèíàìèêè

c⃝ Ï. À. Âåëüìèñîâ1, Þ. À. Êàçàêîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà¿ [1] äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ
óêàçàííîãî òèïà áåç ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâÿçåé, òðåáóþùåãî àíàëèçà ñîâ-
ìåñòíîñòè ïåðåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì [4-6]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ïðîñòûõ è
äâîéíûõ âîëí.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, óðàâíåíèÿ
ãàçîâîé äèíàìèêè, áåãóùèå âîëíû, ïðîñòûå âîëíû, äâîéíûå âîëíû.

1. Îáùàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà ðàí-

ãà r¿

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè âòîðîãî ïî-
ðÿäêà:

L

(
x1, x2, ..., xn,Φ,

∂Φ

∂x1

,
∂Φ

∂x2

, ...,
∂Φ

∂xn

, {H}
)

= 0, (1.1)

ãäå x1, x2, . . . , xn - íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, Φ(x1, x2, ..., xn) - èñêîìàÿ ôóíê-
öèÿ, {H} - ñîâîêóïíîñòü âñåâîçìîæíûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà(
ïðè ýòîì ∂2Φ

∂xk∂xl
= ∂2Φ

∂xl∂xk

)
.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Àìïåðà îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ïåðåéäåì ê ôóíêöèè
ω(u1, ..., ur, xr+1, ..., xn)

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u1, u2, ..., ur, xr+1, ..., xn) +
r∑

k=1

ukxk, ui =
∂Φ

∂xi

, xi =
∂ω

∂ui

.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé òèïà ¾áåãóùàÿ âîëíà ðàíãà r ¿ ôóíêöèÿ ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå:

ω(u1, u2, ..., ur, xr+1, ..., xn) = ω0(u1, u2, ..., ur) +
n−r∑
k=1

ωr+k(u1, u2, ..., ur)xr+k;

xi =
∂ω0

∂ui

+
n−r∑
k=1

∂ωr+k

∂ui

xr+k, i = 1÷ r, r = 1÷ n.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ( r = 1 ) ñëåäóåò ïåðåéòè îò
ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ê ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn)

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u, x2, ..., xn) + x1u, u =
∂Φ

∂x1

, x1 =
∂ω

∂u
.

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; velmisov@ulstu.ru.

2Àñïèðàíò êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ã. Óëüÿíîâñê; kazakovaua@mail.ru.
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Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

∂Φ

∂xk

= −ωxk
, k = 2÷ n;

∂2Φ

∂x2
1

=
1

ωuu

;
∂2Φ

∂xk∂x1

= −ωxku

ωuu

, k = 2÷ n,

∂2Φ

∂xk∂xm

=
ωxkxmωuu − ωuxk

ωuxm

ωuu

, k,m = 2÷ n; ωuu ̸= 0,

(1.2)

ãäå íèæíèå èíäåêñû ó ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn) îáîçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå. Ïîäñòàâèâ (1.2)
â óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, x2, ..., xn) .
×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû, ôóíêöèþ ω(u, x2, ..., xn) ñëåäóåò èñêàòü â âèäå:

ω(u, x2, ..., xn) = ω0(u) +
n−1∑
k=1

ωk+1(u)xk+1, x1 =
∂ω0

∂u
+

n−1∑
k=1

∂ωk+1

∂u
xk+1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ( r = 2 ) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn)
ê ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn) :

Φ(x1, x2, ..., xn) = −ω(u, v, x3, ..., xn) + ux1 + vx2, u =
∂Φ

∂x1

, v =
∂Φ

∂x2

, x1 =
∂ω

∂u
, x2 =

∂ω

∂v
.

×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè Φ(x1, x2, ..., xn) íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

∂Φ

∂xk

= −ωxk
, k = 3÷ n;

∂2Φ

∂x1
2 =

ωvv

∆
;

∂2Φ

∂x2
2 =

ωuu

∆
;

∂2Φ

∂x2∂xk

=
ωuxk

ωuv − ωvxk
ωuu

∆
,

∂2Φ

∂x1∂xk

=
ωvxk

ωuv − ωuxk
ωvv

∆
, k = 3÷ n

∂2Φ

∂xk∂xm

= −ωxkxm −
1

∆
(ωuxk

(ωvxmωuv − ωuxmωvv) + ωvxk
(ωuxmωuv − ωvxmωuu)), k = 3÷ n,

(1.3)
ãäå ∆ = ωuuωvv − ω2

uv ̸= 0 , íèæíèå èíäåêñû ó ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn) îáîçíà÷àþò
ïðîèçâîäíûå. Ïîäñòàâèâ (1.3) â óðàâíåíèå (1.1), ïîëó÷èì äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, x3, ..., xn)
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äëÿ êîòîðîãî ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû îòûñêèâàåòñÿ â âèäå

ω(u, v, x3, ..., xn) = ω0(u, v) +
n−2∑
k=1

ωk+2(u, v)xk+2,

x1 =
∂ω0

∂u
+

n−2∑
k=1

∂ωk+2

∂u
xk+2, x2 =

∂ω0

∂v
+

n−2∑
k=1

∂ωk+2

∂v
xk+2.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (1.1), êîãäà èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò êîîð-
äèíàò x , y , z è âðåìåíè t :

L(x, y, z, t,Φ,
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z
,
∂Φ

∂t
,
∂2Φ

∂x2
,
∂2Φ

∂y2
,
∂2Φ

∂z2
,
∂2Φ

∂t2
,
∂2Φ

∂x∂y
,
∂2Φ

∂x∂z
,
∂2Φ

∂x∂t
,
∂2Φ

∂z∂y
,
∂2Φ

∂t∂y
,
∂2Φ

∂z∂t
) = 0.

(1.4)
Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (1.4) îò ôóíêöèè
Φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = −ω(u, y, z, t) + xu, u =
∂Φ

∂x
, x =

∂ω

∂u
. (1.5)
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×àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Φy = −ωy; Φz = −ωz; Φt = −ωt; Φxx =
1

ωuu

; Φxt = −
ωut

ωuu

; Φxy = −
ωuy

ωuu

;

Φxz = −
ωuz

ωuu

; Φyy =
ω2
uy − ωyyωuu

ωuu

; Φyt =
ωuyωut − ωytωuu

ωuu

; Φyz =
ωuyωuz − ωyzωuu

ωuu

;

Φzz =
ω2
uz − ωzzωuu

ωuu

; Φzt =
ωuzωut − ωztωuu

ωuu

; Φtt =
ω2
ut − ωttωuu

ωuu

.

(1.6)
Ïîäñòàâèâ (1.6) â óðàâíåíèå (1.4), ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè
ω(u, y, z, t) :

N(u, y, z, t, ω, ωu, ωy, ωz, ωt, ωuu, ωut, ωuy, ωuz, ωtt, ωyt, ωzt, ωyz, ωyy, ωzz) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, y, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ω(u, y, z, t) = ω0(u) + ω1(u)y + ω2(u)z + ω3(u)t. (1.7)

Òîãäà x = ω
′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t , Φy = −ω1(u) , Φz = −ω2(u) , Φt = −ω3(u) .

Â ñëó÷àå ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) ê ôóíê-
öèè ω(u, v, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = −ω(u, v, z, t) + xu+ yv, u =
∂Φ

∂x
, v =

∂Φ

∂y
, x =

∂ω

∂u
, y =

∂ω

∂v
. (1.8)

Òîãäà ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì:

Φz = −ωz; Φt = −ωt; Φyt =
ωutωuv − ωvtωuu

∆
; Φyz =

ωuzωuv − ωvzωuu

∆
;

Φxx =
ωvv

∆
; Φxt =

−ωutωvv + ωvtωuv

∆
; Φxy =

−ωuv

∆
; Φxz =

−ωuzωvv + ωvzωuv

∆
;

Φyy =
ωuu

∆
; Φzz = −ωzz −

1

∆
(ωuz(ωvzωuv − ωuzωvv) + ωvz(ωuzωuv − ωvzωuu));

Φtt = −ωtt −
1

∆
(ωut(ωvtωuv − ωutωvv) + ωvt(ωutωuv − ωvtωuu));

Φzt = −ωzt −
1

∆
(ωuz(ωvtωuv − ωutωvv) + ωvz(ωutωuv − ωvtωuu));

ãäå ∆ = ωuuωvv − ω2
uv ̸= 0 . Äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, z, t) ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå:
N(u, v, z, t, ω, ωu, ωv, ωt, ωz, ωuu, ωut, ωuv, ωuz, ωtt, ωvt, ωzt, ωvz, ωvv, ωzz) = 0.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ äâîéíîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, v, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

ω(u, v, z, t) = ω0(u, v) + ω1(u, v)z + ω2(u, v)t.

Çàìå÷àíèå. Åñëè óðàâíåíèå (1.4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå, â êî-
òîðîì èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ:

f1(Φx,Φy)Φxx + f2(Φx,Φy)Φxy + f3(Φx,Φy)Φyy = 0, (1.9)

òî ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.8), êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà:

Φ(x, y) = −ω(u, v) + xu+ yv, u =
∂Φ

∂x
, v =

∂Φ

∂y
, x =

∂ω

∂u
, y =

∂ω

∂v
, (1.10)
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äëÿ ôóíêöèè ω(u, v) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

f1(u, v)ωvv − f2(u, v)ωuv + f3(u, v)ωuu = 0.

Àíàëîãè÷íî, óðàâíåíèå áîëåå îáùåãî âèäà

f1(Φx,Φy)Φxx + f2(Φx,Φy)Φxy + f3(Φx,Φy)Φyy + f4(x, y,Φx,Φy)(ΦxxΦyy − Φ2
xy) = 0,

f4(x, y,Φx,Φy) = f 0
4 (Φx,Φy) + f 0

5 (Φx,Φy)x+ f 0
6 (Φx,Φy)y

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (1.10) òàêæå ïðèâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó:

f1(u, v)ωvv − f2(u, v)ωuv + f3(u, v)ωuu + f 0
4 (u, v) + f 0

5 (u, v)ωu + f 0
6 (u, v)ωv = 0.

2. Ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè

Ïîñòðîèì ðåøåíèå òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî áåçâèõðåâûå
èçýíòðîïè÷åñêèå íåóñòàíîâèâøèåñÿ òðåõìåðíûå òå÷åíèÿ ãàçà èëè æèäêîñòè:

Φtt + 2ΦxΦxt + 2ΦyΦyt + 2ΦzΦzt + 2ΦxΦzΦxz + 2ΦzΦyΦzy + 2ΦxΦyΦxy + Φ2
xΦxx+

+Φ2
yΦyy + Φ2

zΦzz −
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
Φt +

1
2
Φ2

x +
1
2
Φ2

y +
1
2
Φ2

z

)]
(Φxx + Φyy + Φzz) = 0

(2.1)
ãäå a0 - ñêîðîñòü çâóêà â îäíîðîäíîì ïîòîêå; V0 - ñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà; χ =
cp
cv

= const ; cp , cv - êîýôôèöèåíòû òåïëîåìêîñòè. Ôóíêöèþ Φ(x, y, z, t) ïðåäñòàâèì â
âèäå (1.5), òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

ω2
ut − ωttωuu − 2uωut − 2ωy(ωuyωut − ωytωuu)− 2ωz(ωuzωut − ωztωuu) + 2uωzωuz+

+2ωzωy(ωuyωuz − ωyzωuu) + 2uωyωuy + u2 + ω2
y(ω

2
uy − ωyyωuu) + ω2

z(ω
2
uz − ωzzωuu)−

−
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ωt +

1
2
u2 + 1

2
ω2
y +

1
2
ω2
z

)] (
1 + (ω2

uy − ωyyωuu) + (ω2
uz − ωzzωuu)

)
= 0

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ôóíêöèÿ ω(u, y, z, t) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (1.7).
Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) ,
ω2(u) , ω3(u) :

(ω
′
3)

2 − 2uω
′
3 − 2ω1ω

′
1ω

′
3 − 2ω2ω

′
2ω

′
3 + 2uω2ω

′
2 + 2ω1ω2ω

′
1ω

′
2 + 2uω1ω

′
1 + u2 + ω2

1(ω
′
1)

2+
+ω2

2(ω
′
2)

2 −
[
a20 +

χ−1
2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ω3 +

1
2
u2 + 1

2
ω2
1 +

1
2
ω2
2

)] (
1 + (ω

′
1)

2 + (ω
′
2)

2
)
= 0

Äâå èç ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, ïðîèçâîëüíîé îñòà-
åòñÿ òàêæå ôóíêöèÿ ω0(u) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðî-
èçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t , Φy = −ω1(u) , Φz = −ω2(u) ,

Φt = −ω3(u) . Ñêîðîñòü ãàçà V , äàâëåíèå P , ïëîòíîñòü ρ , ñêîðîñòü çâóêà a íàõîäÿòñÿ
ïî ôîðìóëàì:

V =
√

Φ2
x + Φ2

y + Φ2
z =

√
u2 + ω2

1(u) + ω2
2(u);(

P

P0

)χ−1
χ

=

(
ρ

ρ0

)χ−1

=

(
a

a0

)2

= 1 +
χ− 1

2

V 2
0

a20
− χ− 1

a20
(Φt +

1

2
Φ2

x +
1

2
Φ2

y) =

= 1 +
χ− 1

2

V 2
0

a20
− χ− 1

a20
(−ω3(u) +

1

2
u2 +

1

2
ω2
1)

Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå îäíîìåðíîå (Φy = 0,Φz = 0) è íåñòàöèîíàðíîå, óðàâíåíèå (2.1)
ïðèíèìàåò âèä:

Φtt + 2ΦxΦxt + Φ2
xΦxx −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
Φt +

1

2
Φ2

x

)]
Φxx = 0
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè Φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) .
Òîãäà ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2uωut + u2 −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ωt +

1

2
u2

)]
= 0

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) :

(ω
′

3)
2 − 2uω

′

3 + u2 −
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
−ω3 +

1

2
u2

)]
= 0.

Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, ò.å. ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèè: x = ω

′
0(u) + ω

′
3(u)t .

Åñëè òå÷åíèå äâóìåðíîå (Φz = 0 ) è ñòàöèîíàðíîå (Φt = 0 ), òî óðàâíåíèå (2.1) ïðèìåò
âèä:

2ΦxΦyΦxy+Φ2
xΦxx+Φ2

yΦyy−
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
Φ2

x +
1

2
Φ2

y

)]
(Φxx + Φyy) = 0 (2.2)

Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè Φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

2uωyωuy+u2+ω2
y(ω

2
uy−ωyyωuu)−

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
ω2
y

)] (
1 + (ω2

uy − ωyyωuu)
)
= 0

Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â âèäå ω(u, y) = ω0(u) + ω1(u)y , ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ω1(u) :

2uω1ω
′

1 + u2 + ω2
1(ω

′

1)
2 −

[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
ω2
1

)](
1 + (ω

′

1)
2
)
= 0

Ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) : x = ω
′
0(u)+ω

′
1(u)y .

3. Ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû äëÿ ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé â ãàçî-

âîé äèíàìèêå

Ëèíåéíîå ðàçëîæåíèå. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî èìåþò ìåñòî ìàëûå âîçìóùåíèÿ îäíîðîä-
íîãî ïîòîêà, äâèæóùåãîñÿ ñî ñêîðîñòüþ V â íàïðàâëåíèè îñè Ox, ïðåäñòàâèì Φ(x, y, z, t)
â âèäå:

Φ(x, y, z, t) = V0x+ εφ(x, y, z, t) + ..., ãäå ε≪ 1.

Òîãäà, îñòàâëÿÿ â (2.1) ñòàðøèå ÷ëåíû (ïîðÿäêà ε ), ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè φ(x, y, z, t) :

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.1)

Óðàâíåíèå (3.1) - àñèìïòîòè÷åñêîå óðàâíåíèå ëèíåéíîé òåîðèè. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ
ïðîñòîé âîëíû äëÿ óðàâíåíèÿ (3.1) ïåðåéäåì ïî ôîðìóëå (1.5) îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê
ôóíêöèè ω(u, y, z, t) . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ω(u, y, z, t) áóäåò èìåòü âèä:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 − a20(1 + (ω2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.
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Ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû îòûñêèâàåòñÿ â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) :

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + V 2
0 − a20(1 + (ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Äâå èç ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî. Ïðîèçâîëüíîé òàêæå
îñòàåòñÿ ôóíêöèÿ ω0(u) . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Äëÿ íåóñòàíîâèâøåãîñÿ îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (φy = 0 , φz = 0 ) óðàâíåíèå (3.1) ïðèíè-
ìàåò âèä:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx − a20φxx = 0. (3.2)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ôóíê-
öèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) . Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ω(u, t) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 − a20 = 0.

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + V 2
0 − a20 = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî: ω3(u) =

(V0 ± a0)u+C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî ðåøåíèå,
çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω

′
0(u) + (V0 ± a0)t . Òîãäà

u = f(x− (V0 ± a0)t), (3.3)

ò.å. ïîëó÷åíî ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âíèç (çíàê ¾+¿)
èëè ââåðõ (çíàê ¾-¿) ïî òå÷åíèþ. Çàìåòèì, ÷òî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) èìååò âèä:
φ(x, t) = f(x − (V0 + a0)t) + g(x − (V0 − a0)t) , ãäå f , g - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Ýòî
ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ñóììîé äâóõ ðåøåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (3.3) ïðè âûáîðå çíàêà ¾-¿ è
çíàêà ¾+¿.

Äëÿ ïëîñêèõ (φz = 0 ) óñòàíîâèâøèõñÿ (φt = 0 ) òå÷åíèé ñîãëàñíî (3.1), èìååì óðàâíå-
íèå (âîëíîâîå ïðè M0 > 1 ; ïðèâîäÿùååñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà ïðè M0 < 1 ):

(M2
0 − 1)φxx − φyy = 0, (3.4)

ãäå M0 =
V0

a0
- ÷èñëî Ìàõà. Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) ,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ω(u, y) :

M2
0 − 1− (ω2

uy − ωyyωuu) = 0.

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, y) â âèäå ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y , äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå: M2

0 −1− (ω
′
1)

2 = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ïðè M0 > 1 :
ω1(u) = ±u

√
M2

0 − 1+C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷åíî
ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè:

x = ω
′

0(u)± y
√

M2
0 − 1, u = f(x∓ y

√
M2

0 − 1). (3.5)

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïðè ñâåðõ-
çâóêîâîì (V0 > a0) îáòåêàíèè ïðîôèëÿ. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.4) èìååò âèä:
φ(x, y) = f(x − y

√
M2

0 − 1) + g(x + y
√
M2

0 − 1) , ãäå f , g - ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè. Îíî
ñîñòîèò èç äâóõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ èç (3.5) ïðè âûáîðå çíàêà ¾+¿ è çíàêà ¾-¿.
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Òðàíñçâóêîâîå ðàçëîæåíèå. à) Äëÿ òå÷åíèé, ñêîðîñòü êîòîðûõ áëèçêà ê ñêîðîñòè
çâóêà, ðàññìîòðèì òðàíñçâóêîâîå ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) :

Φ(x, y, z, t) = V0x+ε2φ(x, y, z, t), ãäå x = εx, y =
√
εy, z =

√
εz, t = t, ε≪ 1, V 2

0 −a20 ∼ ε.

Ïîäñòàâëÿÿ â (2.1) è îñòàâëÿÿ ÷ëåíû ïîðÿäêà ε , ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâíåíèå òðàíñ-
çâóêîâîé òåîðèè äâèæåíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà:

2V0φxt + V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.6)

Óðàâíåíèå (3.6) îïèñûâàåò òå÷åíèÿ, ñîäåðæàùèå êàê îáëàñòè ñ äîçâóêîâîé ñêîðîñòüþ, òàê
è îáëàñòè ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà "ïðîñòàÿ âîëíà"
äëÿ óðàâíåíèÿ (3.6) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå
(1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t) çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

−2V0ωut + V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2

uy − ωyyωuu) + (ω2
uz − ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

(V 2
0 − a20)− 2V0ω

′

3 + V0(χ+ 1)u− a20((ω
′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ω0(u) òàêæå ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò
òðåõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â (3.6)
φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

−2V0ωut + V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20 = 0. (3.7)

Ôóíêöèÿ ω(u, t) çàäàåòñÿ â âèäå ω(u, t) = ω0(u)+ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : −2V0ω

′
3+V 2

0 −a20+V0(χ+1)u = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò

âèä: ω3(u) =
χ+ 1

4
u2 +

V 2
0 − a20
2V0

u + C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Ïîëó÷åíî

ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω
′

0(u)+
1

2V0

(V0(χ+1)u+V 2
0 −a20)t .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(3.7).

Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), óðàâíåíèå (3.6)
áóäåò èìåòü âèä:

V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy) = 0.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) .
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

V 2
0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2

uy − ωyyωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y) çàäàäèì â âèäå: ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y . Äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
(V 2

0 − a20) + V0(χ + 1)u − a20(ω
′
1)

2 = 0 . Òîãäà ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè ω0(u) , áóäåò èìåòü âèä: x = ω
′
0 +

y

a0

√
(V 2

0 − a20) + V0(χ+ 1)u .

á) Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (3.6), êîãäà ñêîðîñòü îäíîðîäíîãî ïîòîêà V0

ðàâíà ñêîðîñòè çâóêà â îäíîðîäíîì ïîòîêå a0 . Òîãäà ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå òðàíñçâó-
êîâîå óðàâíåíèå:

2φxt + (χ+ 1)φxφxx − a0(φyy + φzz) = 0. (3.8)
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Ïîñëå ïåðåõîäà ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíê-
öèè ω(u, y, z, t) :

−2ωut + (χ+ 1)u− a0((ω
2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

−2ω′

3 + (χ+ 1)u− a0((ω
′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Òàê êàê ω0(u) åñòü ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ ïðî-
èçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Äëÿ íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â (3.8) φy = 0 , φz = 0 ) ïîñëå ïåðåõîäà îò
ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

−2ωut + (χ+ 1)u = 0. (3.9)

Ôóíêöèÿ ω(u, t) çàäàåòñÿ â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : −2ω

′
3 + (χ + 1)u = 0 , îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä:

ω3(u) =
χ+ 1

4
u2 + C . Ôóíêöèÿ ω0(u) îñòàåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâè-

ñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè: x = ω
′

0(u) +
(χ+ 1)

2
ut . Ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû

ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.9).
Â ñëó÷àå, êîãäà òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), óðàâíåíèå (3.8)

áóäåò èìåòü âèä:
(χ+ 1)φxφxx − a0φyy = 0.

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïðîñòîé âîëíû ïåðåéäåì îò ôóíêöèè φ(x, y) ê ôóíêöèè ω(u, y) .
Òîãäà äëÿ ôóíêöèè ω(u, y) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:

(χ+ 1)u− a0(ω
2
uy − ωyyωuu) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y) çàäàäèì â âèäå: ω(u, y) = ω0(u)+ω1(u)y . Äëÿ ω1(u) ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
(χ+ 1)u− a0(ω

′
1)

2 = 0 . Òîãäà ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) ,

ñóùåñòâóåò ëèøü ïðè u > 0 è èìååò âèä: x = ω
′
0 +

y

a0

√
a0(χ+ 1)u .

â) Óòî÷íèì óðàâíåíèå (3.6), äîáàâèâ â íåãî ëèíåéíûé ÷ëåí ïîðÿäêà ε2 òðàíñçâóêîâîãî
ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Φ(x, y, z, t) . Òîãäà ïîëó÷èì ñîñòàâíîå óðàâíåíèå:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.10)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò âñå ÷ëåíû êàê óðàâíåíèÿ (3.1), òàê è óðàâíåíèÿ (3.6). Ïðè
ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.10) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè
φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t)
çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− a20(1 + (ω2
uy − ωyyωuu) + (ω2

uz − ωzzωuu)) = 0.

Ïðåäñòàâëÿÿ ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) â âèäå (1.7), ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü
ïðîèçâîëüíî:

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + (V 2
0 − a20) + V0(χ+ 1)u− a20((ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.
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Òàê êàê ω0(u) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â
(3.10) φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− a20 = 0. (3.11)

Ôóíêöèþ ω(u, t) çàäàäèì â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t . Òîãäà ïîëó÷èì äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′
3)

2 − 2V0ω
′
3 + V 2

0 − a20 + V0(χ + 1)u = 0 , îáùåå ðå-

øåíèå êîòîðîãî èìååò âèä: ω3(u) = V0u ∓
2

3V0(χ+ 1)
(a20 − V0(χ + 1)u)

3
2 + C . Òàêèì

îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ω0(u) : x =

ω
′

0(u) + (V0 ±
√

a20 − V0(χ+ 1)u)t .

Åñëè òå÷åíèå äâóìåðíîå óñòàíîâèâøååñÿ (φz = 0 , φt = 0 ), òî óðàâíåíèå (3.10) ïðè-
íèìàåò âèä óðàâíåíèÿ (3.6) â äâóìåðíîì óñòàíîâèâøåìñÿ ñëó÷àå.

ã) Íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (3.10) äëÿ îïèñàíèÿ îêîëîçâóêîâûõ òå÷åíèé ãàçà èñïîëüçóþò
òàêæå ñëåäóþùåå ñîñòàâíîå óðàâíåíèå:

φtt + 2V0φxt + V 2
0 φxx + [V0(χ+ 1)φx + (χ− 1)φt]φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0. (3.12)

Ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ òèïà ¾ïðîñòàÿ âîëíà¿ äëÿ óðàâíåíèÿ (3.12) ïåðåéäåì îò ôóíêöèè
φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, y, z, t) ïî ôîðìóëå (1.5). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, y, z, t)
çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ω2
ut−ωttωuu−2V0ωut+V 2

0 +[V0(χ+1)u−(χ−1)ωt]−a20(1+(ω2
uy−ωyyωuu)+(ω2

uz−ωzzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, y, z, t) çàäàäèì â âèäå (1.7). Òîãäà ïîëó÷èì îäíî îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ òðåõ ôóíêöèé ω1(u) , ω2(u) , ω3(u) , äâå èç êîòîðûõ ìîæíî
âûáðàòü ïðîèçâîëüíî:

(ω
′

3)
2 − 2V0ω

′

3 + (V 2
0 − a20) + V0(χ+ 1)u− (χ− 1)ω3 − a20((ω

′

1)
2 + (ω

′

2)
2) = 0.

Òàê êàê ω0(u) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé, òî ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò òðåõ
ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé: x = ω

′
0(u) + ω

′
1(u)y + ω

′
2(u)z + ω

′
3(u)t .

Ïîñòðîèì ðåøåíèå ïðîñòîé âîëíû â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîãî îäíîìåðíîãî òå÷åíèÿ (â
(3.12) φy = 0 , φz = 0 ). Ïîñëå ïåðåõîäà îò ôóíêöèè φ(x, t) ê ôóíêöèè ω(u, t) ïîëó÷èì
óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, t) :

ω2
ut − ωttωuu − 2V0ωut + V 2

0 + V0(χ+ 1)u− (χ− 1)ωt − a20 = 0. (3.13)

Çàäàâàÿ ôóíêöèþ ω(u, t) â âèäå ω(u, t) = ω0(u) + ω3(u)t , ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå äëÿ ω3(u) : (ω

′
3)

2− 2V0ω
′
3 + V 2

0 − a20 + V0(χ+1)u− (χ− 1)ω3 = 0 , îáùåå ðåøåíèå
êîòîðîãî ìîæíî íàéòè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ðåøåíèå, çàâèñÿùåå îò îäíîé ïðîèçâîëü-
íîé ôóíêöèè ω0(u) .

4. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèé äâîéíîé âîëíû óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíà-

ìèêè

a) Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîñòðîèì ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû äëÿ óðàâíåíèÿ (2.2), îïè-
ñûâàþùåãî áåçâèõðåâûå èçýíòðîïè÷åñêèå äâóìåðíûå óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ ãàçà èëè
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æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå èìååò âèä (1.9), ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà (1.10) äëÿ ôóíêöèè ω(u, v) ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå:

−2uvωuv + u2ωvv + v2ωuu −
[
a20 +

χ− 1

2
V 2
0 − (χ− 1)

(
1

2
u2 +

1

2
v2
)]

(ωvv + ωuu) = 0. (4.1)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1) ìîæíî èñêàòü â âèäå ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ξ : ω = f(ξ) , ãäå
ξ = u2 + v2 . Äëÿ ôóíêöèè f(ξ) ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

ξf
′
(ξ)− [2a20 + (χ− 1)(V 2

0 − ξ)](f
′
(ξ)− ξf

′′
(ξ)) = 0,

îáùåå ðåøåíèå êîòîðîãî f(ξ, C1, C2) =

∫
e
∫
h(ξ)dξ+C1dξ + C2 , ãäå h(ξ) =

2a20 + (χ− 1)V 2
0 − χξ

ξ[2a20 + (χ− 1)(V 2
0 − ξ)]

.

á) Ïîñòðîèì ðåøåíèå äâîéíîé âîëíû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî òðàíñçâóêîâîãî óðàâíåíèÿ:

2φxt + (χ+ 1)φxφxx − a0(φyy + φzz) = 0. (4.2)

Ïåðåõîäÿ â (4.2) îò ôóíêöèè φ(x, y, z, t) ê ôóíêöèè ω(u, v, z, t) ïî ôîðìóëàì (1.8), ïîëó-
÷èì óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ω(u, v, z, t) :

2(ωvtωuv − ωutωvv) + (χ+ 1)uωvv − a0(ωuu − ωzz(ωuuωvv − ω2
uv)− ωuz(ωvzωuv − ωuzωvv)−

−ωvz(ωuzωuv − ωvzωuu)) = 0.

Ôóíêöèþ ω(u, v, z, t) ïðåäñòàâèì â âèäå: ω(u, v, z, t) = ω0(u, v)+ω1(u, v)z+ω2(u, v)t . Òîãäà
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèé ω0(u, v) , ω1(u, v) , ω2(u, v) :

(−2ω2u + (χ+ 1)u+ a0ω
2
1u)ωkvv + (−a0 + ω2

1v)ωkuu + 2(ω2v + a0ω1uω1v)ωkuv = 0,
k = 0, 1, 2.

(4.3)

Äëÿ ôóíêöèè ω0(u, v) èìååì ëèíåéíîå óðàâíåíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ôóíê-
öèè ω1(u, v) , ω2(u, v) , êîòîðûå îáðàùàþò â íóëü êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñòàðøèìè ïðîèç-
âîäíûìè â (4.3) (íàïðèìåð, ωk(u, v) = bkv + Fk(u), k = 1, 2 ). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ
ω0(u, v) - ïðîèçâîëüíàÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïëîñêîì ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (â (4.2) φz = 0 , φt = 0 ) ïîëó-
÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé:

(χ+ 1)uωvv − a0ωuu = 0, (4.4)

äëÿ êîòîðîãî ìîæíî ïîñòðîèòü øèðîêèå êëàññû ðåøåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

(4.4) ìîæíî èñêàòü â âèäå: ω(u, v) =
∞∑
n=1

gn(u)(Ancos(vλn)+Bnsin(vλn)) , ãäå ôóíêöèè gn(u)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Ýéðè. Ìîæíî òàêæå ïîëîæèòü ω(u, v) =
∞∑
n=1

gn(u)e
λnv .

Â ïëîñêîì íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå (â (4.2) φz = 0 ) ñèñòåìà óðàâíåíèé äëÿ ðåøåíèÿ
òèïà äâîéíîé âîëíû èìååò âèä:

(−2f2 + (χ+ 1)u)gkv − a0fku + 2g2fkv = 0, fkv = gku, k = 0, 2, (4.5)

ãäå fk = ωku , gk = ωkv . Ðåøåíèå çàìêíóòîé îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé f2 , g2 íåëèíåéíîé
ñèñòåìû ìîæíî îòûñêèâàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

f2 =

γ∑
k=0

Fk(ξ)η
k, g2 =

θ∑
k=0

Gk(ξ)η
k, u =

α∑
k=0

Uk(ξ)η
k, v =

β∑
k=0

Vk(ξ)η
k.
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Äëÿ ôóíêöèé f0 , g0 â (4.5) èìååì ëèíåéíóþ ñèñòåìó.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèÿ äâîéíûõ âîëí äëÿ ïðèáëèæåííûõ

óðàâíåíèé â ãàçîâîé äèíàìèêå:
1) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
2) 2V0φxt + V 2

0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
3) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx + V0(χ+ 1)φxφxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 ;
4) φtt + 2V0φxt + V 2

0 φxx + [V0(χ+ 1)φx + (χ− 1)φt]φxx − a20(φxx + φyy + φzz) = 0 .
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Abstract. The solutions of the type ¾traveling wave¿ [1] are constructed for di�erential equations
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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ

ýêðàíèðóþùåãî òîêà è ãèñòåðåçèñ íàìàãíè÷åííîñòè

êîðîòêèõ öèëèíäðîâ æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ 2-ãî

ðîäà â ïðèáëèæåíèè Áèíà

c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ1À. À. Ôåä÷åíêî2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå íàéäåíà ïðîñòàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíè-
ðóþùåãî ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ëèíèé ìàã-
íèòíîãî ïîëÿ, æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà èìåþùèõ ôîðìó öèëèíäðîâ êîíå÷íîé
äëèíû è äèñêîâ (òàáëåòîê) íàõîäÿùèõñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Íà îñíîâå íàéäåííîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññ÷èòàíû ïîëíàÿ íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íà-
ìàãíè÷åííîñòè îáðàçöîâ âûøåóêàçàííîé ôîðìû â ðàçíûõ ñëó÷àÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêèé ñâåðõïðîâîäíèê âòîðîãî ðîäà, âûñîêîòåìïåðàòóðíûé ñâåðõïðî-
âîäíèê, êðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå, êðèòè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü òîêà, íàìàãíè÷åííîñòü, èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà, êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà

1. Ââåäåíèå

Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà âûñîêîòåìïåðàòóðíûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ (ÂÒÑÏ) âàæíû äëÿ ïðè-
ìåíåíèé â ýëåêòðî- è ðàäèîèçìåðèòåëüíîé òåõíèêå. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíî çíàòü îòêëèê
ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ñâåðõïðîâîäíèêîâ íà ïåðåìåííîå è ïîñòîÿííîå ìàãíèò-
íûå ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èìåòü êàðòó ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõïðîâî-
äÿùåãî òîêà (ñâåðõòîêà) è íàìàãíè÷åííîñòü îáðàçöà. Ðàáîòû ïî âûøåîòìå÷åííîé òåìàòè-
êå, âåäóòñÿ äàâíî êàê â îòå÷åñòâåííîé, òàê è çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð [1-7]. Â
ïðîñòåéøèõ ðàñ÷åòàõ íàìàãíè÷åííîñòè æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà íàõîäÿ-
ùèõñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè ïðèíèìàëàñü ïîëíàÿ ýêðàíèðîâêà âíåøíåãî ïîëÿ â öåíòðå
îáðàçöà èëè íà åãî îñè, íàïðèìåð, öèëèíäðà èëè ïëàñòèíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèå
ïîëÿ è ñâåðõòîêà îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Ïðè ýòîì ñâåðõïðîâîäíèê
(öèëèíäð, ïëàñòèíà) ðàçáèâàåòñÿ íà çàìêíóòûå îáëàñòè ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ ïðîòè-
âîïîëîæíî òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè, ýêðàíèðóþùèìè âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå âíåøíèå
ìàãíèòíûå ïîëÿ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ðàñ÷åòû íàìàãíè÷åííîñòè.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðõòîêà äëÿ áåñêîíå÷íî òîíêèõ äèñêîâ íàé-
äåíî Ìèõååíêî è Êóçîâëåâûì â ðàáîòå [3]. Â ðàáîòàõ Áðàíäòà, íàïðèìåð, â [5] ÷èñëåííûì
ìåòîäîì ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ
ñâåðõòîêà â öèëèíäðàõ ëþáîé äëèíû. Äëÿ ýòîãî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ðîäà
áûëî ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ðîäà ïóòåì çàäàíèÿ ÿâíîãî âèäà âîëüòàìïåðíîé õàðàê-
òåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé ýëåêòðîäèíàìèêè îïèñûâàþùèõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèê. Èìåþòñÿ è äðóãèå ðàáîòû (íàïðèìåð, ñì. ñïèñîê ëèòåðàòóðû), íî íàèáîëåå
çíà÷èìûå îòìå÷åíû âûøå â äàííîì àáçàöå.

×èñëåííûå çàâèñèìîñòè íå âñåãäà óäîáíû è èõ íàõîæäåíèå äëÿ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ
òðåáóåò íà êàæäîì ýòàïå ÷èñëåííûõ ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé îáùåíàó÷íûõ äèñöèïëèí, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè
Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kuzmichevnd@yandex.ru.

2Àñïèðàíò, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;
starlightalex@gmail.com.
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âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü èìåòü â ñâîåì àðñåíàëå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà â ñâåðõïðîâîäíèêå èìåþùåãî ôîðìó, íàïðèìåð, öèëèíäðà
ëþáîé äëèíû.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìîäåëü ðàñ÷åòà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà, è ÷èñëåííî ñìîäåëè-
ðîâàí ïðîöåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîðîòêèé öèëèíäð æåñòêîãî ñâåðõïðî-
âîäíèêà âòîðîãî ðîäà íàõîäÿùåãîñÿ â êðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèè â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà [1] ñ
ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ìàãíèòíîå ïîëå â òàêèå ñâåðõïðî-
âîäíèêè ïðîíèêàåò â âèäå ïîòîêà, îáðàçîâàííîãî íèòÿìè Àáðèêîñîâà è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
ôðîíòîì âíóòðü ñâåðõïðîâîäíèêà, ïðåîäîëåâàÿ ñèëó ïèííèíãà. Ñèëîâûå ëèíèè ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ êàê âíóòðè òàêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà, òàê è âíå íåãî èñêðèâëåíû. Èçìåíåíèå
ìàãíèòíîãî ïîòîêà âíóòðè óêàçàííîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âûçûâàåò â îáëàñòè ïðîíèêíîâå-
íèÿ íèòåé Àáðèêîñîâà ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå, êîòîðîå â ñâîþ î÷åðåäü, ìãíîâåííî ñîçäàåò
ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê ñ êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ Jc . Â ìîäåëè Áèíà âåëè÷èíà Jc íå
çàâèñèò îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ìàãíèòíîãî ïîòîêà.

Ïîëíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ñóììà âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ïîëÿ è ïîëÿ ñîçäàí-
íîãî ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì ñâåðõïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè
ëèíåéíûìè èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ðîäà, çàïèñàííûìè â öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò [2, 8]. Àêñèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè Hz ïîëíîãî ìàãíèò-
íîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì:

Hz(r, z) = H0 +
1

2π

∫∫
D+

Gz(r, z, r
′, z′)J(r′, z′)dr′dz′. (2.1)

Çäåñü

Gz(r, z, r
′, z′) =

1√
(r′ + r)2 + (z − z′)2

[
K(k) +

r′2 − r2 − (z − z′)2

(r′ − r)2 + (z − z′)2
E(k)

]
, (2.2)

è k2 =
4rr′

(r′ + r)2 + (z − z′)2
.

Ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ Hr ïîëíîãî ïîëÿ åñòü:

Hr(r, z) =
1

2π

∫∫
D+

Gr(r, z, r
′, z′)J(r′, z′)dr′dz′. (2.3)

Ãäå

Gr(r, z, r
′, z′) =

z − z′

r
√

(r′ + r)2 + (z − z′)2

[
−K(k) +

r′2 + r2 + (z − z′)2

(r′ − r)2 + (z − z′)2
E(k)

]
. (2.4)

Çäåñü H0 � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî àêñèàëüíî-íàïðàâëåííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
J(r, z) � ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê çàïîëíÿþùèé îáëàñòü ñâåðõïðîâîäíèêà D+ , êîòî-
ðûé íàïðàâëåí â ñèëó ñèììåòðèè âäîëü îðòà φ⃗ è íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà φ ,
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K(k) =

π/2∫
0

dθ/
√

1− (k · sin θ)2 è E(k) =

π/2∫
0

√
1− (k · sin θ)2dθ � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå

èíòåãðàëû.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè J(r, z) íåîáõîäèìî, èìåòü õîòÿ áû ïðèáëèæåííûå ëåâûå ÷àñòè

èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) è (2.3) [9, 10]. Çàäà÷è òàêîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåêîð-
ðåêòíûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. íàïðèìåð, [9]). Èñõîäÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîá-
ðàæåíèé, èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñâåäåíèÿ. Ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ (ÿäðà) óðàâíåíèé
(2.1) è (2.3) îïèñûâàþò íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñîçäàâàåìîãî áåñêîíå÷íî òîíêèì
êîëüöîì ðàäèóñà r′ íåñóùèì ñèëó òîêà ðàâíóþ Jdr′dz′ è ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà [8]. Â ñèëó ñèììåòðèè îñåâàÿ Hz (óðàâíåíèå (2.1)) è ðàäèàëüíàÿ
Hr (óðàâíåíèå (2.3)) ñîñòàâëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå çàâèñÿò
îò óãëà φ . Ïðè z →∞ è (èëè) r →∞ ñîñòàâëÿþùèå ïîëÿ Hz → H0 è Hr → 0 . Â îáëà-
ñòè ñâåðõïðîâîäíèêà, ãäå ñâåðõòîê îòñóòñòâóåò (ýêðàíèðîâàííàÿ îáëàñòü), ò.å. J(r, z) = 0
âåëè÷èíû Hz = 0 è Hr = 0 . Êðîìå òîãî, èìååòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå J(r) äëÿ îäíîìåðíîãî
ñëó÷àÿ [3] (ðàñïðåäåëåíèå òîêà â áåñêîíå÷íî òîíêîì äèñêå ðàäèóñà R ):

J(r) =

 Jc
2

π
arctg

[
r

R

(
R2 − a2

a2 − r2

)1/2
]
, r < a;

Jc, a < r < R

(2.5)

Âåëè÷èíà a îïèñûâàåò ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ñâåðõòîêà âåëè÷èíîé Jc .
Ñëåäóÿ âûøåïðèâåäåííûì ïðåäïîñûëêàì, â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïðåäåëåíà ïðèáëèæåí-

íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (êâàçèðåøåíèå [9, 10]) ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà J(r, z) â
ìîäåëè Áèíà äëÿ äâóõìåðíîãî ñëó÷àÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íàéäåííîå âûðàæåíèå
èìååò âèä (ðèñ. 2.1):

J(r, z) =

{
Jc = −|Jc| = const, ïðè r, z ∈ D+;
0, ïðè r, z ∈ D−

}
(2.6)

Ð è ñ ó í î ê 2.1
Ñå÷åíèå ÷åòâåðòè ñâåðõïðîâîäÿùåãî öèëèíäðà. Çàêðàøåííàÿ îáëàñòü D+ íåñåò òîê ñ

êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòüþ Jc è îòäåëåíà îò îáëàñòè D− ïîâåðõíîñòüþ, çàäàííîé óðàâíåíèåì

z(r) .

Îáëàñòü D+ ïðîíèêíîâåíèÿ âèõðåé â öèëèíäð îò îáëàñòè D− , â êîòîðîé âèõðè îò-
ñóòñòâóþò (ò.å. îáëàñòü â êîòîðîé J(r, z) = 0 ), îòäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ çàäàííîé óðàâ-
íåíèåì:

z(r) = b ·

1− 2

π
· arctg

r

a

√√√√√√1−
( a

R

)2

1−
(r
a

)2




p(a)

(2.7)
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Çäåñü R � ðàäèóñ è d = 2b � äëèíà (òîëùèíà) öèëèíäðà (äèñêà), a � ðàäèóñ ïðî-
íèêíîâåíèÿ ïîëÿ ïðè z = 0 (ñì. ðèñ. 2.1). Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè p(a) ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ:
0 < p(a) < 2 è çàâèñèò òàêæå îò îòíîøåíèÿ b/R (ïðè b→ 0 âåëè÷èíà p→ 1 è íå çàâèñèò
îò çíà÷åíèÿ a , à ïðè b→∞ ñëåäóåò p→ 0 ).

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óêëîíåíèÿ ρ(z, zt) ïðèáëèæåííîãî z îò òî÷íîãî ðåøåíèÿ zt [9, 10]
ñòðîèëàñü öåëåâàÿ ôóíêöèÿ S , êîòîðàÿ âûáèðàëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàê áûëî îòìå-
÷åíî âûøå, ñâåðõòîê è ìàãíèòíîå ïîëå â ýêðàíèðîâàííîé îáëàñòè ñâåðõïðîâîäíèêà îòñóò-
ñòâóþò. Òî åñòü â îáëàñòè D− ìû çíàåì òî÷íîå ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â îáëàñòè D−

âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà Hz = 0 è Hr = 0 , ïàðàìåòð p ìîæíî îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ
ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè:

Sz,r(p) =
1

N

∑
ri,zj∈D−

∣∣∣∣Hz,r(ri, zj, p)

H0

∣∣∣∣ < ε (2.8)

Çäåñü N åñòü ÷èñëî âûáðàííûõ òî÷åê â îáëàñòè D− , à âåëè÷èíà ε îïðåäåëÿåò òî÷-
íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (2.1) è (2.3). Â íàøåì ñëó÷àå îíà
ñîñòàâëÿëà ìåíåå 0,01 (1%). Â ñëó÷àå òî÷íûõ ðåøåíèé S = 0 .

3. Àëãîðèòì è ñòðóêòóðà ïðîãðàììû

Äëÿ ðàñ÷¼òà âåëè÷èíû íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåì îáúåìå ñâåðõïðîâîäÿ-
ùåãî îáðàçöà è â îêðóæàþùåì åãî ïðîñòðàíñòâå, áûëà ðàçðàáîòàíà ñïåöèàëüíàÿ ïðîãðàì-
ìà íà ÿçûêå Ñ#. Îíà ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî è ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïðîèçâåñòè
ðàñ÷åò êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ àêñèàëüíîé (2.1) è ðàäèàëüíîé (2.3) ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿ-
æåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, à òàêæå íàìàãíè÷åííîñòè îáðàçöà â öåëîì.

Ïðè âû÷èñëåíèè èñïîëüçîâàëàñü ñåòêà L×K , â ÷àñòíîñòè íà ïðèâåäåííûõ íèæå ðè-
ñóíêàõ ñåòêà ðàçìåðîì 100×50 (100 øàãîâ âäîëü ðàäèóñà r è 50 âäîëü îñè z . Ðàçðàáîòàí-
íàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿò èñïîëüçîâàòü ñåòêè áîëüøèõ ðàçìåðîâ. Äëÿ êàæäîãî óçëà ýòîé
ñåòêè ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå åé âåëè÷èíû Hz è Hr ïðè çàäàííîé âåëè÷èíå íà-
ïðÿæåííîñòè H0 âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îñíîâíîå �ÿäðî� ðåøåíèÿ � ýòî âû÷èñëåíèå
çíà÷åíèÿ äâîéíîãî èíòåãðàëà, îïðåäåëÿåìîãî óðàâíåíèÿìè (2.1) è (2.3). Ïðè ýòîì âàæíî
áûëî ïîäîáðàòü âåðíûé ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ÷àñòè çàäà÷è, îáëàäàþùèé
óñòîé÷èâîñòüþ [10, 11]. Òàêæå âàæíîé ÷àñòüþ ðåøàåìîé çàäà÷è áûëî âû÷èñëåíèå îïòè-
ìàëüíîé âåëè÷èíû ïàðàìåòðà p îïðåäåëÿåìîãî âûðàæåíèåì (2.8). Äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ
ïðè ïîìîùè ïðîãðàììû áûëà ðåøåíà îòäåëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Ïðèìåíåí ÷èñëåí-
íûé ìåòîä ïîèñêà ýêñòðåìóìà ôóíêöèè èçâåñòíûé êàê ìåòîä �çîëîòîãî ñå÷åíèÿ� [11]. Îí
áûë âûáðàí èç-çà åãî äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè áûëà âûáðàíà
ñóììà îòêëîíåíèé S (ñì. (2.8)) äëÿ îáëàñòè (N = 200 òî÷åê), â êîòîðîé îòñóòñòâóåò
ìàãíèòíîå ïîëå (îáëàñòü D− íà ðèñ. 2.1) .

Äëÿ êàæäîé ñîñòàâëÿþùåé Hz è Hr îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà p áûëî ðàññ÷è-
òàíî îòäåëüíî. Îäíàêî ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ïàðàìåòðû äëÿ ðàäèàëüíîé pr è àêñèàëüíîé
pz ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ (ðèñ. 3.1) íåñêîëüêî îòëè÷àþòñÿ ïðè ïðîíèêíîâåíèè ïîëÿ íà äîñòà-
òî÷íî áîëüøóþ âåëè÷èíó. Äàííîå ðàñõîæäåíèå îáóñëîâëåíî ïðèáëèæåííûì õàðàêòåðîì
âûðàæåíèÿ (2.7).
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Çàâèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè p äëÿ ðàäèàëüíîé è àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòè

ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

4. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïåòëè ãèñòåðåçèñà íà-

ìàãíè÷åííîñòè

Ïîëó÷åííûé â èòîãå äâóìåðíûé ìàññèâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåí-
íîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â îäíîé ÷åòâåðòè ôðîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî îáðàç-
öà. Òðåõìåðíûå ãðàôèêè, äåìîíñòðèðóþùèå ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ Hz(z, r) äëÿ öèëèí-
äðà ñ d/2R = 0, 25 , ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.1 è 4.2.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.5R .
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hz(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp . Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.8R . Èçîìåòðè÷åñêàÿ è ïðîôèëüíàÿ ïðîåêöèÿ òðåõìåðíîé êàðòû.

Ïðè ýòîì ïðèíèìàëîñü, ÷òî âíåøíåå ïîëå ïðîíèêëî íà ãëóáèíû, îïðåäåëÿåìûå ñëåäó-
þùèìè çíà÷åíèÿìè ðàäèóñà a : a = 0, 5R (ðèñ. 4.1) è a = 0, 8R (ðèñ. 4.2). Íà ðèñóíêàõ
âåëè÷èíà ïîëÿ ïðåäñòàâëåíà â åäèíèöàõ ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp , ò.å. ìèíèìàëü-
íîé íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ïîëÿ H0 , ïðè êîòîðîé âåñü îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà áóäåò
çàíÿò ýêðàíèðóþùèì ñâåðõòîêîì. Âåëè÷èíà Hp îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëåííî èëè å¼ ìîæíî
ðàññ÷èòàòü ïî ôîðìóëå:

Hp = Jcb · ln

R

b
+

√
1 +

(
R

b

)2
 . (4.1)

Äàííàÿ ôîðìóëà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êðèòè-
÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ìîäåëè Áèíà â ïðèáëèæåíèè ýêðàíèðîâêè ïîëÿ â öåíòðå êîðîòêîãî
öèëèíäðà ðàäèóñà R è ïîëóòîëùèíû b :

dHz

dr
=

Jc√
1 +

(r
b

)2
, Hz(R) = H0 (4.2)

Ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (4.2) åñòü âûðàæåíèå äëÿ àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿ:

Hz(r) =


H0, ïðèr > R;

H0 − Jcb

[
Arsh

(
R

b

)
− Arsh

(r
b

)]
, ïðè a < r < R;

0, ïðè 0 < r < a = b · sh
[
Arsh

(
R

b

)
− H0

Jcb

]
.

(4.3)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ âûòåêàåò ôîðìóëà äëÿ Hp . Îòìåòèì, ÷òî ïðè H0 = Hp çàäà÷è
â ïîñòàíîâêàõ (2.1) � (2.3) è (4.2) ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì, òàê êàê ýêðà-
íèðîâàííàÿ îáëàñòü ñâåðõïðîâîäíèêà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, íàõîäÿùóþñÿ â öåíòðå íà îñè
öèëèíäðà.
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Èç ðèñóíêîâ 4.1 è 4.2 âèäíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ îáëàñòü îáðàçöà D− , íå çàòðîíóòàÿ ìàã-
íèòíûì ïîëåì, îáðàçóåò ïî÷òè ðîâíóþ ïîâåðõíîñòü, êîíòóð êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâ-
íåíèåì (2.7). Â òîæå âðåìÿ â îñòàëüíîé îáëàñòè íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, à
íà ãðàíèöå ñâåðõïðîâîäíèêà íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíûé îñòðûé �ñêà÷îê� íàïðÿæåííîñòè.
Ïðè áîëüøîì óäàëåíèè îò îáðàçöà çíà÷åíèå ïîëÿ ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå âíåøíåãî ïîëÿ
H0 , êàê áûëî îòìå÷åíî â ï. 1.

Àíàëîãè÷íûå ãðàôèêè äëÿ äðóãîé ñîñòàâëÿþùåé Hr(z, r) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4.3
( a = 0, 5R ) è ðèñ. 4.4 ( a = 0, 85R ). Âíå îáúåìà ñâåðõïðîâîäíèêà âäàëè îò íåãî íàïðÿæåí-
íîñòü ðàäèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé áëèçèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê âåêòîð íàïðÿæåííîñòè âíåø-
íåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåí âäîëü îñè âðàùåíèÿ îáðàçöà.

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hr(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.5R .

Ð è ñ ó í î ê 4.4

Òðåõìåðíûé ãðàôèê êàðòû ðàñïðåäåëåíèÿ îñåâîé ñîñòàâëÿþùåé íàïðÿæåííîñòè ïîëíîãî

ìàãíèòíîãî ïîëÿ Hr(r, z) . Çíà÷åíèå íàïðÿæåííîñòè óêàçàíû â ïðîöåíòàõ îò âåëè÷èíû

íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp. Ðàäèóñ ïðîíèêíîâåíèÿ ïîëÿ ñîñòàâëÿåò:

a = 0.8R .
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Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ è ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.5. Ðàñ÷åò
ïðîèçâîäèëñÿ ïî íàéäåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà. Íàìàãíè÷åííîñòü
M öèëèíäðè÷åñêîãî ñâåðõïðîâîäíèêà âû÷èñëÿëàñü ñîãëàñíî ôîðìóëå èñïîëüçóåìîé äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ñèñòåìû òîêîâ [8] ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýêðàíèðóþùèé ñâåðõ-
òîê â ñèëó öèëèíäðè÷åñêîé ñèììåòðèè ÿâëÿåòñÿ àçèìóòàëüíûì:

M =
1

2V

∫∫
D+

[r,Jc]dV . (4.4)

Çäåñü V � îáúåì ñâåðõïðîâîäíèêà, D+ � îáëàñòü âíóòðåííåé ÷àñòè öèëèíäðà, çà-
íÿòàÿ ñâåðõòîêîì. Èíòåãðàë (4.4) ðàçáèâàåòñÿ íà ñóììó íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïðîòè-
âîïîëîæíî òåêóùèìè ñâåðõòîêàìè. Íà ðèñ. 4.5 ïðèâåäåíû êðèâûå íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ
ðàçíûõ âåëè÷èí ìàêñèìàëüíûõ ïîëåé öèêëîâ íàìàãíè÷èâàíèÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæå-
íà íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â åäèíèöàõ ïîëÿ ïîëíîãî ïðîíèêíîâåíèÿ Hp . Ïî îñè
îðäèíàò îòëîæåíà íàìàãíè÷åííîñòü öèëèíäðà â åäèíèöàõ íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿ
M0 = JcR/3 (èíà÷å â åäèíèöàõ M(Hp) ), êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèé (4.2) è (4.4)
ïóòåì íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé.

Ð è ñ ó í î ê 4.5
Íà÷àëüíàÿ êðèâàÿ íàìàãíè÷åííîñòè è ïåòëè ãèñòåðåçèñà íàìàãíè÷åííîñòè äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé

ìàêñèìàëüíûõ ïîëåé öèêëà íàìàãíè÷èâàíèÿ Hmax . Çíà÷åíèå ïîëÿ óêàçàíî â ïðîöåíòàõ îò Hp ,

à âåëè÷èíà íàìàãíè÷åííîñòè óêàçàíà åäèíèöàõ íàìàãíè÷åííîñòè íàñûùåíèÿ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ ýêðàíèðóþùåãî ñâåðõòîêà (2.6)
â æåñòêèõ ñâåðõïðîâîäíèêàõ âòîðîãî ðîäà èìåþùèõ ôîðìó öèëèíäðîâ êîíå÷íîé äëèíû
è äèñêîâ (òàáëåòîê) â ðàìêàõ ìîäåëè Áèíà è ïðîñòîå óðàâíåíèå (2.7) ïîâåðõíîñòè îòäå-
ëÿþùåé îáëàñòè öèëèíäðà (äèñêà) ñ òîêîì è áåç òîêà (ñì. ðèñ. 2.1). Äàííûå óðàâíåíèÿ
ïîëó÷åíû ñ ó÷åòîì èñêðèâëåíèÿ ñèëîâûõ ëèíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ôîðìóëà (2.7) âêëþ÷à-
åò åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð p (ïîêàçàòåëü ñòåïåíè), êîòîðûé ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ íàõîæ-
äåíèåì ìèíèìóìà öåëåâîé ôóíêöèè (2.8). Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèòñÿ íà ýêðàíèðîâàííîé
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îáëàñòè öèëèíäðà è ÿâëÿåòñÿ ïî ñâîåé ñóòè îòêëîíåíèåì òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïîëÿ îò ïðè-
áëèæåííîãî. Ðàñ÷åòû ðàäèàëüíîé è àêñèàëüíîé ñîñòàâëÿþùèõ ïîëÿ ïîêàçàëè ïðàâèëü-
íîñòü âûáîðà ìåòîäèêè. Ðàçðàáîòàííóþ ìåòîäèêó ìîæíî ïðèìåíÿòü è â ñëó÷àå ïîëåâîé
çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé ïëîòíîñòè òîêà. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (2.1) è
(2.3) áóäóò íåëèíåéíûìè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïî-
ëó÷åííûå â ðàáîòå âûðàæåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ïðè
ðàçðàáîòêå ìàãíèòîìåòðà ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé [13] íà îñíîâå ÂÒÑÏ ïîëèêðèñòàëëîâ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [14, 15] ýêðàíèðóþùèé ñâåðõòîê â òàêèõ ñèñòåìàõ â ñëàáûõ
ìàãíèòíûõ ïîëÿõ íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïîëÿ.
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Mathematical modeling of the distribution of screening

current and magnetization hysteresis of the hard type II

superconductors in the form of short cylinders in Bean

approximation.

c⃝ N. D. Kuzmichev3 A. A. Fedchenko4

Abstract. Work �nds simple analytic dependence of distribution of screening superconducting
current and calculates magnetization within restriction of Bean model and taking into account the
curvature of the magnetic �eld lines for hard type II superconductors in the form of �nite length
cylinders and discs (tablets). On the basis of the found distribution were calculated total magnetic
�eld intensity and magnetic hysteresic loop for these samples in di�erent cases

Key Words: hard superconductor of the second kind, high-temperature superconductor, critical
current density, magnetization, integral equation of the �rst kind, distribution map of the screening
supercurrent.
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Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ïîòîêà

ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ñ çàïàçäûâàíèåì

c⃝ Â. À. Àòðÿõèí1, Ï. À. Øàìàíàåâ2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëå-
íèå â àñïèðàíòóðó. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ îòûñêàíèÿ îöåíîê íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû èñ-
ïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ, ïðîãíîçèðîâàíèå, èíòåãðî-èíòåðïîëÿöèîííûé ìåòîä.

1. Ââåäåíèå

Â äàííîé ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ ìîäåëü ïðîãíîçèðîâàíèÿ èçìåíåíèÿ ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ
íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ñðåäè ó÷àùèõñÿ çàâåäåíèé ÂÏÎ ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïîäçàäà÷åé çàäà÷è ïðîãíîçèðîâàíèÿ
ïîòîêà íàó÷íûõ è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèõ êàäðîâ [1]. Â îñíîâó ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè ïî-
ëîæåíû ìåõàíèçìû, ìíîãèå ãîäû èñïîëüçóþùèåñÿ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñîöèîäåìîãðàôè-
÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ íàñåëåíèÿ, íàïðèìåð, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìèãðàöèè ãîðîäñêîãî íàñåëåíèÿ
[2].

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà âñ¼ ìíîæåñòâî ñòóäåíòîâ ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà:
ïîäìíîæåñòâî ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó è îñòàëüíûå ñòóäåíòû. Ñäå-
ëàòü ýòî ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿâ çà êðèòåðèé íåêóþ ôèêñèðîâàííóþ âåëè÷èíó ñðåäíåãî
áàëëà íà ïîñëåäíèõ ýêçàìåíàõ. Ñîñòàâ ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòó-
ðó áóäåò ìåíÿòüñÿ äâà ðàçà â ãîä ïî èòîãàì î÷åðåäíîé ñåññèè. Êàêèå-òî ñòóäåíòû áóäóò
âûáûâàòü èç äàííîé ãðóïïû, à êàêèå-òî â íå¼ âëèâàòüñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèòîê (èëè îò-
òîê) ñòóäåíòîâ â ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó âî ìíîãîì çàâèñèò
îò íàáîðà ïðåïîäàâàòåëåé è îò ñëîæíîñòè èçó÷àåìûõ ïðåäìåòîâ íà ðàññìàòðèâàåìîì îò-
ðåçêå âðåìåíè. Çà÷àñòóþ äàííûå ôàêòîðû îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûì èç ãîäà â ãîä. À çíà÷èò,
êàæäûé ïîòîê ñòóäåíòîâ èç ãîäà â ãîä îêàçûâàåòñÿ â ïîõîæèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ. Â îñíîâó
äàííîé ìîäåëè ïîëîæåíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïîòîêîâ âëèâàþùèõñÿ â
ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó (è âûáûâàþùèõ èç íåå) îïðåäåëÿþò-
ñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èíôîðìàöèåé ïî äàííûì ïîêàçàòåëÿì çà íåêîòîðûé îòðåçîê âðåìåíè,
ïðåäøåñòâóþùèé ïðîãíîçèðóåìîìó, êîëè÷åñòâåííûì ñîñòàâîì ýòîé ãðóïïû â äàííûé ìî-
ìåíò âðåìåíè è ìàòåðèàëüíîé çàèíòåðåñîâàííîñòüþ ñòóäåíòîâ â õîðîøèõ îöåíêàõ.

1Àñïèðàíò êàôåäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãà-
ðåâà, ã. Ñàðàíñê; atrvol@rambler.ru.

2Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; korspa@yandex.ru.
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Î÷åâèäíî, ÷òî íèêàêîå âëèÿíèå â îïèñûâàåìîé ñèñòåìå âçàèìîñâÿçåé íå îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ìãíîâåííî. Âñÿ ñèñòåìà â öåëîì äîñòàòî÷íî êîíñåðâàòèâíà è íå ìîæåò ñðàçó æå ðåà-
ãèðîâàòü íà òå, èëè èíûå èìïóëüñû. Ðàññìîòðèì îòäåëüíûå ñâÿçè. Âî-ïåðâûõ, èçìåíåíèå
ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ñâÿçàíî ñ ñóììîé êàïè-òàëîâëîæåíèé
â òî, ÷òîáû ïîâûñèòü ìàòåðèàëüíóþ çàèíòåðåñîâàííîñòü ñòóäåíòîâ â õîðîøèõ îöåíêàõ.
Âî-âòîðûõ, èçìåíåíèå ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ñâÿçàíî ñ èí-
òåíñèâíîñòüþ ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â íåêîòîðîì ïðîøëîì.
Â-òðåòüèõ, èçìåíåíèå ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ñâÿçàíî ñ ÷èñ-
ëåííîñòüþ ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïîòîêà ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïî-
ñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â äàííûé ìîìåíò ñòàâèòñÿ â çàâèñèìîñòü îò ÷èñëåííîñòè ïðå-
òåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â äàííûé ìîìåíò, èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ïðèñî-
åäèíÿþùèõñÿ ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â íåêîòîðîì ïðîøëîì
è èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàí-
òóðó â íåêîòîðîì ïðîøëîì. À çíà÷èò, èçìåíåíèå ïîòîêà ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê ïðåòåíäåí-
òàì íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

ẏ(t) = a′w(t) + b′y(t− h) + c′z(t− h), (2.1)

ãäå w(t) - ÷èñëåííîñòü ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â ìîìåíò âðåìåíè
t ; y(t) - èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëå-
íèå â àñïèðàíòóðó â ìîìåíò âðåìåíè t ; x(t) - ñóììà êàïèòàëîâëîæåíèé â ïîâûøåíèå
ìàòåðèàëüíîé çàèíòåðåñîâàííîñòè ñòóäåíòîâ â õîðîøèõ îöåíêàõ â ìîìåíò âðåìåíè t .

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîòîêó ïîêèäàþùèõ ãðóïïó ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñ-
ïèðàíòóðó. Èçìåíåíèå ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â
àñïèðàíòóðó â äàííûé ìîìåíò ñòàâèòñÿ â çàâèñèìîñòü îò ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â äàííûé ìîìåíò, èíòåíñèâíîñòè ïîòîêà ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê
ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â íåêîòîðîì ïðîøëîì è èíòåíñèâíîñòè
ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó â íåêîòîðîì
ïðîøëîì.

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëå-
íèå â àñïèðàíòóðó â ìîìåíò âðåìåíè t îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñëåäóþùåãî âèäà:

ż(t) = a′′w(t) + b′′z(t− h) + c′′y(t− h), (2.2)

ãäå z(t) - èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà âûáûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â
àñïèðàíòóðó â ìîìåíò âðåìåíè t . Ïîñëåäíåå, ÷òî íàì íåîáõîäèìî - ýòî áàëàíñîâîå óðàâ-
íåíèå, ñâÿçûâàþùåå ïðèðîñò è îòòîê ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïè-
ðàíòóðó ñ êîëè÷åñòâîì ëþäåé â äàííîé ãðóïïå:

ẇ(t) = y(t)− z(t), (2.3)

Èòàê, ìû ñôîðìóëèðîâàëè ìîäåëü â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé: 

ẏ(t) = a′w(t) + b′y(t− h) + c′z(t− h),
ż(t) = a′′w(t) + b′′z(t− h) + c′′y(t− h),
ẇ(t) = y(t)− z(t).

(2.4)
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Ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ a′, a′′, b′, b′′, c′, c′′ , ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñè-
ñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4) íàèìåíüøèì îáðàçîì ¾îòêëîíÿåòñÿ¿ îò èçâåñò-
íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïîñòîÿííû è íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t .

3. Ïåðåõîä îò ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê âû÷èñëè-

òåëüíîé ñõåìå

×òîáû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðèòü ïðàâèëüíîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé ìîäåëè, íåîá-
õîäèìî ïåðåéòè îò ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ê íåêîòîðîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñõåìå, ïîçâîëÿþùåé îöåíèòü âåëè÷èíû ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïè-
ðàíòóðó è ¾ìèãðàöèîííûõ¿ ïîòîêîâ â ðåàëüíîì ìàñøòàáå âðåìåíè ñ îðèåíòàöèåé íà ñó-
ùåñòâóþùèå ìåòîäû ó÷åòà. Çàìåòèì, ÷òî â ñèñòåìå (2.4) ìû èìåëè äåëî ñ ¾ìãíîâåííûìè¿
çíà÷åíèÿìè ÷èñëåííîñòè ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó, êàïèòàëîâëîæåíèé,
ïîòîêîâ âëèâàþùèõñÿ â ýòó ãðóïïó è âûáûâàþùèõ èç íå¼. Íà ïðàêòèêå æå ìû ðàñïîëà-
ãàåì ëèøü äàííûìè ãîäîâîãî ó÷åòà. Ïîýòîìó íàì íåîáõîäèìî ïåðåéòè îò ñèñòåìû (2.4) ê
ñèñòåìå, â êîòîðîé ôèãóðèðóþò èíòåãðàëû îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé.

Ïóñòü äëèíà îòðåçêà âðåìåíè [t0, T ] , çà êîòîðûé ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ, ðàâíà
T − t0 = Nδ , ãäå δ - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðî-
ãî ε > 0 êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (1) ïîñòîÿííû íà êàæäîì èíòåðâàëå ((i − 1)δ, iδ), i =
1, 2, ..., N) . Ïðîèíòåãðèðîâàâ ñèñòåìó (2.4) ïî èíòåðâàëó ((i− 1)δ, iδ) ïîëó÷èì íîâóþ ñè-
ñòåìó:



iδ∫
(i−1)δ

ẏ(τ)dτ = a′
iδ∫

(i−1)δ

w(τ)dτ + b′
iδ∫

(i−1)δ

y(τ − δ)dτ + c′
iδ∫

(i−1)δ

z(τ − δ)dτ,

iδ∫
(i−1)δ

ż(τ)dτ = a′′
iδ∫

(i−1)δ

w(τ)dτ + b′′
iδ∫

(i−1)δ

z(τ − δ)dτ + c′′
iδ∫

(i−1)δ

y(τ − δ)dτ,

iδ∫
(i−1)δ

ẇ(τ)dτ =
iδ∫

(i−1)δ

y(τ)dτ −
iδ∫

(i−1)δ

z(τ)dτ.

(3.1)

Ïîñêîëüêó ïðàêòè÷åñêè çíà÷åíèÿ âåëè÷èí Y, Z,w,X,R èçâåñòíû ëèøü â êîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê îòðåçêà [t0, T ] , òî ÷èñëî δ óäîáíî ñ÷èòàòü ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó
òî÷êàìè îòðåçêà [t0, T ] , â êîòîðûõ è çàäàíû çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí.

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ôóíêöèÿ w(t) ñëàáî ìåíÿåòñÿ íà èíòåðâàëå ((i− 1)δ, iδ), i =
1, 2, ..., N) è ÷òî çíà÷åíèÿ w(t) èçâåñòíû íàì ëèøü íà ãðàíèöàõ ýòîãî èíòåðâàëà. Òîãäà

ïðàâîìåðíà çàìåíà
iδ∫

(i−1)δ

w(τ)dτ â ñèñòåìå (3.1) íà âûðàæåíèå [w((i− 1)δ) +w(iδ)]δ/2, i =

1, 2, ..., N) .

Àïïðîêñèìèðóåì êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè [
iδ∫

(i−1)δ

y(τ)dτ -
(i−1)δ∫
(i−2)δ

y(τ)dτ ]/δ , [
iδ∫

(i−1)δ

z(τ)dτ -

(i−1)δ∫
(i−2)δ

z(τ)dτ ]/δ - ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå èç (3.1). Ñ ó÷åòîì ýòèõ çàìå÷àíèé, ïîëó÷èì

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé:
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[
iδ∫

(i−1)δ

y(τ)dτ −
(i−1)δ∫
(i−2)δ

y(τ)dτ ]/δ = a′[w((i− 1)δ) + w(iδ)]δ/2+

+b′
iδ∫

(i−1)δ

y(τ − δ)dτ + c′
iδ∫

(i−1)δ

z(τ − δ)dτ + d′,

[
iδ∫

(i−1)δ

z(τ)dτ −
(i−1)δ∫
(i−2)δ

z(τ)dτ ]/δ = a′′[w((i− 1)δ) + w(iδ)]δ/2+

+b′′
iδ∫

(i−1)δ

z(τ − δ)dτ + c′′
iδ∫

(i−1)δ

y(τ − δ)dτ + d′′,

[
iδ∫

(i−1)δ

w(τ)dτ −
(i−1)δ∫
(i−2)δ

w(τ)dτ ]/δ =
iδ∫

(i−1)δ

y(τ)dτ −
iδ∫

(i−1)δ

z(τ)dτ.

(3.2)

Ïîñêîëüêó ìû íå èìååì íèêàêîé èíôîðìàöèè â òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò íà÷àëà (êîíöà)
ãîäà, òî ïîëàãàåì δ = 1 . Ïðåíåáðåãàÿ òàêæå ïîãðåøíîñòÿìè d′ , d′′ , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé:

ȳij = aij[w((i− 1)δ) + w(iδ)]/2 + (bij + 1)ȳij−1 + cij z̄
i
j−1,

z̄ij = ki
j[w((i− 1)δ) + w(iδ)]/2 + (lij + 1)z̄ij−1 +mi

j ȳ
i
j−1,

w̄i
j = w̄i−1

j + ȳij − z̄ij.
(3.3)

ãäå ȳij - êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ j -ãî ïîòîêà, ïðèñîåäèíÿþùèõñÿ ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïîñëå i -îé ñåññèè, z̄ij - êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ j -ãî ïîòîêà, âû-
áûâàþùèõ èç ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó ïîñëå i -îé ñåññèè, w̄i

j -
÷èñëåííîñòü ãðóïïû ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó j -ãî ïîòîêà ñòóäåíòîâ
ïîñëå i -îé ñåññèè, x̄i

j - ñóììà êàïèòàëîâëîæåíèé â ïîâûøåíèå ìàòåðèàëüíîé çàèíòåðåñî-
âàííîñòè ñòóäåíòîâ j -ãî ïîòîêà â õîðîøèõ îöåíêàõ ïîñëå i -îé ñåññèè.

4. Àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëåíèé ïî ïðåäëîæåííîé ìîäåëè íà ïðèìåðå
ó÷àùèõñÿ çàâåäåíèé ÂÏÎ êàòåãîðèè ¾ñïåöèàëèñò¿. Çà âåñü ñðîê îáó÷åíèÿ îíè 10 ðàç ïðå-
îäîëåâàþò ó÷åò çíàíèé. Óñëîâíî èçìåíåíèÿ, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò çà ýòî âðåìÿ â ãðóïïå
J -îãî ïîòîêà ïðåòåíäåíòîâ íà ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 4.1.

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü äàííûå î ðåçóëüòàòàõ ïåðâîé ñåññèè. Ïî íèì ìû ìî-
æåì âûÿñíèòü êîëè÷åñòâî ñòóäåíòîâ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ê ãðóïïå ïðåòåíäåíòîâ íà
ïîñòóïëåíèå â àñïèðàíòóðó wi

j . Êðîìå òîãî íàì èçâåñòíàÿ âñÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ èíôîðìà-
öèÿ ïî N ïîòîêàì, ïðåäøåñòâóþùèì ðàññìàòðèâàåìîìó J -îìó ïîòîêó: yij, z

i
j, w

i
j, x

i
j, j =

J −N, J, i = 2, 10 . Ãëàâíàÿ öåëü âû÷èñëåíèé w10
j . Ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå
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äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ âû÷èñëèòü wi
j, i = 2, 9 Ïåðåîáîçíà÷èâ êîýôôèöèåíòû â ñèñòåìå (3.3),

ïîëó÷èì ñèñòåìó (4.1), êîòîðîé áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèé:
ȳij = aij(w̄

i
j + w̄i−1

j )/2 + bij ȳ
i
j−1 + cij z̄

i
j−1,

z̄ij = ki
j(w̄

i
j + w̄i−1

j )/2 + lij z̄
i
j−1 +mi

j ȳ
i
j−1,

w̄i
j = w̄i−1

j + ȳij − z̄ij.
(4.1)

Âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ ïîýòàïíî äëÿ êàæäîãî i îò 2 äî 10. Êîýôôèöèåíòû
aij, b

i
j, c

i
j, k

i
j, l

i
j,m

i
j íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû (4.1) ïî ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì. Åñëè ñòàòèñòè-

÷åñêèå äàííûå äîñòóïíû çà òðè ãîäà, òî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðåøàåòñÿ
÷èñëåííî (òðè óðàâíåíèÿ - òðè íåèçâåñòíûõ). Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå äîñòóïíû çà
áîëüøåå ÷èñëî ëåò, òî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì íàèìåíü-
øèõ êâàäðàòîâ. Çàòåì wi

j íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå:

w̄i
j =

(1 + aij/2− ki
j/2)w̄

i−1
j + (bij −mi

j)ȳ
i
j−1 + (cij − lij)z̄

i
j−1

1 + ki
j/2− aij/2

Âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò íàéäåíî w10
j .

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè íà 2010-2013 ãã.¿ Ãîñóäàðñòâåííûé
êîíòðàêò � 14.740.11.0225.
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ÓÄÊ 519.67

Ðåøåíèå ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ãåíåòè÷åñêèõ

àëãîðèòìîâ

c⃝ Ì. Á. Áåëÿåâà1

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïîñîáû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ãåíåòè-
÷åñêèìè àëãîðèòìàìè. Îïèñûâàþòñÿ ïðàâèëà êîäèðîâàíèÿ è îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìîé äëè-
íû õðîìîñîìû. Ïðèâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ïîäòâåðæäàþùèé ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ÃÀ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì, çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

1. Ââåäåíèå

Îñíîâíîé ìåõàíèçì ýâîëþöèè - ýòî åñòåñòâåííûé îòáîð. Îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðî-
öåññ, ïðèâîäÿùèé ê âûæèâàíèþ è ïðåèìóùåñòâåííîìó ðàçìíîæåíèþ íàèáîëåå ïðèñïî-
ñîáëåííûõ ê äàííûì óñëîâèÿì ñðåäû îñîáåé, êîòîðûå ïðèíîñÿò áîëüøå ïîòîìñòâà, ÷åì
ïëîõî ïðèñïîñîáëåííûå. À òàê êàê ïîòîìêè íàñëåäóþò ãåíåòè÷åñêóþ èíôîðìàöèþ ñâîèõ
ðîäèòåëåé, òî ïîòîìêè áîëåå ñèëüíûõ èíäèâèäóóìîâ òàê æå áóäóò áîëåå ïðèñïîñîáëåííû-
ìè. Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷èâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñîáåé, îáëàäàþùèõ íàèáîëåå ïîëåçíûìè
äëÿ âûæèâàíèÿ â äàííûõ óñëîâèÿõ ïðèçíàêàìè, à çíà÷èò, ïðèñïîñîáëåííîñòü âèäà â öå-
ëîì áóäåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîçðàñòàòü[1] [2]. Èìåííî íà òàêèõ ãåíåòè÷åñêèõ ïðîöåññàõ
áèîëîãè÷åñêèõ îðãàíèçìîâ îñíîâàíû ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ôóíêöèîíàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì (ÃÀ) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîèñêà, èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è
ìîäåëèðîâàíèÿ ïóò¼ì ñëó÷àéíîãî ïîäáîðà, êîìáèíèðîâàíèÿ è âàðèàöèè èñêîìûõ ïàðàìåò-
ðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåõàíèçìîâ, íàïîìèíàþùèõ áèîëîãè÷åñêóþ ýâîëþöèþ [4].

Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè íà äàííûé ìîìåíò ïðåäñòàâè-
òåëÿìè ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ è ïî ñâîåé ñóòè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè äëÿ íàõîæäåíèÿ
ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ìíîãîýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè. ÃÀ çàêëþ÷àåòñÿ â ïàðàëëåëüíîé
îáðàáîòêå ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì ïîèñê êîíöåíòðèðóåòñÿ íà íàè-
áîëåå ïåðñïåêòèâíûõ èç íèõ. Ýòî ãîâîðèò î âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ ïðè ðåøåíèè ëþáûõ çàäà÷ èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, îïòèìèçàöèè, ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé. Îòêóäà ñëåäóåò øèðîêîå ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå ÃÀ â ìåíåäæìåíòå è
óïðàâëåíèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, ôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëåé è
ïðîãíîçèðîâàíèÿ çíà÷åíèé ðàçëè÷íûõ ïîêàçàòåëåé [3].

2. Âîçìîæíîñòè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îï-

òèìèçàöèè

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî âûøå, ýâîëþöèÿ - ýòî ïðîöåññ ïîñòîÿííîé îïòèìèçàöèè áèî-
ëîãè÷åñêèõ âèäîâ. Çàäà÷è îïòèìèçàöèè - íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûé è âàæíûé äëÿ ïðàê-
òèêè êëàññ çàäà÷. Êîíå÷íî, ìàòåìàòèêè èçäàâíà çàíèìàëèñü ïîäîáíûìè çàäà÷àìè è ðàç-
ðàáîòàëè ìíîæåñòâî ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ. Â ñëó÷àå, åñëè öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äîñòàòî÷íî
ãëàäêàÿ è èìååò òîëüêî îäèí ýêñòðåìóì (óíèìîäàëüíà), òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ìîæíî

1Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ ïåäàãîãè÷åñêàÿ
àêàäåìèÿ, ã. Ñòåðëèòàìàê; Beljaeva_mb@rambler.ru.
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ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà. Íåäîñòàòêîì ãðàäèåíòíîãî àëãîðèòìà
ÿâëÿþòñÿ ñëèøêîì âûñîêèå òðåáîâàíèÿ ê ôóíêöèè - íà ïðàêòèêå óíèìîäàëüíîñòü âñòðå-
÷àåòñÿ êðàéíå ðåäêî, à äëÿ ¾íåïðàâèëüíîé¿ ôóíêöèè ãðàäèåíòíûé ìåòîä ÷àñòî ïðèâîäèò
ê íåîïòèìàëüíîìó îòâåòó. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò è ñ ïðèìåíåíèåì äðóãèõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â êàêîì-ëèáî íîâîì ìåòîäå îïòèìèçàöèè,
ïðèãîäíîì äëÿ ïðàêòèêè. Îäíèì èç ðåøåíèé äàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìå-
õàíèçìîâ ýâîëþöèîííîãî ïðîöåññà. Ôàêòè÷åñêè ÃÀ îðãàíèçóþò èñêóññòâåííóþ ýâîëþöèþ
â ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííîì ìèðå.

Ñòàíäàðòíûé ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó ñ ôîðìèðîâàíèÿ íà÷àëü-
íîé ïîïóëÿöèè I0 = {i1, i2, . . . , is} - êîíå÷íîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Ýòè
ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü âûáðàíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì èëè ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñò-
íûõ æàäíûõ àëãîðèòìîâ. Âûáîð íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè íå èìååò çíà÷åíèÿ äëÿ ñõîäèìîñòè
ïðîöåññà â àñèìïòîòèêå, îäíàêî ôîðìèðîâàíèå ¾õîðîøåé¿ íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè (íàïðè-
ìåð èç ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ) ìîæåò çàìåòíî ñîêðàòèòü âðåìÿ äîñòèæåíèÿ
ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà.

Íà êàæäîì øàãå ýâîëþöèè ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî îïåðàòîðà ñåëåêöèè âûáèðàþò-
ñÿ äâà ðåøåíèÿ, ðîäèòåëè i1, i2 . Îïåðàòîð ñêðåùèâàíèÿ ïî ðåøåíèÿì i1, i2 ñòðîèò íîâîå
ðåøåíèå i′ , êîòîðîå çàòåì ïîäâåðãàåòñÿ íåáîëüøèì ñëó÷àéíûì ìîäèôèêàöèÿì, êîòîðûå
ïðèíÿòî íàçûâàòü ìóòàöèÿìè. Çàòåì ðåøåíèå äîáàâëÿåòñÿ â ïîïóëÿöèþ, à ðåøåíèå ñ íàè-
õóäøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè óäàëÿåòñÿ èç ïîïóëÿöèè.

Ñðåäè îïåðàòîðîâ ñåëåêöèè íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ äâà âåðîÿòíîñòíûõ
îïåðàòîðà ñëó÷àéíîé è òóðíèðíîé ñåëåêöèè. Òóðíèðíàÿ ñåëåêöèÿ èìååò îïðåäåëåííûå
ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ñëó÷àéíîé, òàê êàê íå òåðÿåò ñâîåé èçáèðàòåëüíîñòè, êîãäà â õîäå
ýâîëþöèè âñå ýëåìåíòû ïîïóëÿöèè ñòàíîâÿòñÿ ïðèìåðíî ðàâíûìè ïî çíà÷åíèþ öåëåâîé
ôóíêöèè. Îïåðàòîðû ñåëåêöèè ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ
ëþáîé ýëåìåíò ïîïóëÿöèè ìîã áû áûòü âûáðàí â êà÷åñòâå îäíîãî èç ðîäèòåëåé. Áîëåå
òîãî, äîïóñêàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îáà ðîäèòåëÿ ïðåäñòàâëåíû îäíèì è òåì æå ýëåìåíòîì
ïîïóëÿöèè. Êàê òîëüêî äâà ðåøåíèÿ âûáðàíû, ê íèì ïðèìåíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé îïåðàòîð
ñêðåùèâàíèÿ (crossover).

Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ âåðñèé ýòîãî îïåðàòîðà [7], ñðåäè êîòîðûõ ïðîñòåéøèì,
ïî âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûé îïåðàòîð. Ïî ðåøåíèÿì i1, i2 îí ñòðîèò ðåøåíèå i′ ,
ïðèñâàèâàÿ êàæäîé êîîðäèíàòå ýòîãî âåêòîðà ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5 ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷å-
íèå îäíîãî èç ðîäèòåëåé. Åñëè âåêòîðà i1, i2 ñîâïàäàëè ñêàæåì ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå, òî
âåêòîð i′ ¾óíàñëåäóåò¿ ýòî çíà÷åíèå. Ãåîìåòðè÷åñêè îïåðàòîð ñêðåùèâàíèÿ ñëó÷àéíûì
îáðàçîì âûáèðàåò â ãèïåðêóáå âåðøèíó i′ , êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò ìèíèìàëüíîé ãðàíè, ñî-
äåðæàùåé âåðøèíû i1, i2 . Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð ñêðåùèâàíèÿ ñòàðàåòñÿ âûáðàòü
íîâîå ðåøåíèå i′ ãäå-òî ìåæäó i1, i2 ïîëàãàÿñü íà óäà÷ó. Áîëåå àêêóðàòíàÿ ïðîöåäóðà
ñêðåùèâàíèÿ ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî i′ , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèå èñõîä-
íîé çàäà÷è íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíè ãèïåðêóáà. Îòìåòèì, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ ðåøåíèÿ i′

ìîæåò ñîñòîÿòü íå òîëüêî â ñëó÷àéíîé ìóòàöèè, íî è â ÷àñòè÷íîé ïåðåñòðîéêå ðåøåíèÿ
àëãîðèòìàìè ëîêàëüíîãî ïîèñêà.

Ïðèìåíåíèå ëîêàëüíîãî ñïóñêà ïîçâîëÿåò ãåíåòè÷åñêîìó àëãîðèòìó ñîñðåäîòî÷èòüñÿ
òîëüêî íà ëîêàëüíûõ îïòèìóìàõ. Ìíîæåñòâî ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî áîëüøèì, è íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî òàêîé âàðèàíò àëãîðèòìà íå
áóäåò èìåòü áîëüøèõ ïðåèìóùåñòâ. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ëîêàëüíûõ îïòèìóìîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé êîíöåíòðàöèè èõ â íåïîñðåäñòâåí-
íîé áëèçîñòè îò ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà [6], [8]. Ýòî íàáëþäåíèå èçâåñòíî êàê ãèïîòåçà î
ñóùåñòâîâàíèè ¾áîëüøîé äîëèíû¿ äëÿ çàäà÷ íà ìèíèìóì èëè ¾öåíòðàëüíîãî ãîðíîãî ìàñ-
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ñèâà¿ äëÿ çàäà÷ íà ìàêñèìóì. Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ñðåäíåì
ëîêàëüíûå îïòèìóìû ðàñïîëîæåíû ãîðàçäî áëèæå ê ãëîáàëüíîìó îïòèìóìó, ÷åì ê ñëó-
÷àéíî âûáðàííîé òî÷êå. Èõ ðàñïðåäåëåíèå â îáëàñòè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíûì. Îíè êîíöåíòðèðóþòñÿ â ðàéîíå ãëîáàëüíîãî îïòèìóìà, çàíèìàÿ îáëàñòü
íåáîëüøîãî äèàìåòðà.

Ýòà ãèïîòåçà îò÷àñòè îáúÿñíÿåò ðàáîòîñïîñîáíîñòü ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Åñëè â
ïîïóëÿöèè ñîáèðàþòñÿ ëîêàëüíûå îïòèìóìû, êîòîðûå ñîãëàñíî ãèïîòåçå ñêîíöåíòðèðîâà-
íû â îäíîì ìåñòå, è î÷åðåäíîå ðåøåíèå i′ âûáèðàåòñÿ ãäå-òî ìåæäó äâóìÿ ïðîèçâîëü-
íûìè ëîêàëüíûìè îïòèìóìàìè, òî òàêîé ïðîöåññ èìååò ìíîãî øàíñîâ íàéòè ãëîáàëüíûé
îïòèìóì. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ îáúÿñíÿþò ðàáîòîñïîñîáíîñòü è äðóãèõ ëîêàëüíûõ
àëãîðèòìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîâåðêà è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äàííîé ãèïîòåçû ïðåä-
ñòàâëÿåò íåñîìíåííûé èíòåðåñ.

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé öåëåâîé ôóíêöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè:

f(x1, x2) = (−2 ∗ x3
2 + 6 ∗ x2

2 + 6 ∗ x2 + 10) ∗ sin(ln(x1) ∗ exp(x2
1))→ max, (3.1)

0.5 ≤ x1 ≤ 1.1; 1 ≤ x2 ≤ 4.6; (3.2)

Òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé ε = 10−5 .
Ïîâåðõíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñóíêå 3.1. Ïðî àíàëèçå ïîâåäåíèÿ

ôóíêöèè âèäíî, ÷òî åå ìîæíî îòíåñòè ê êëàññó îâðàæíûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ ãðàäè-
åíòíûå ìåòîäû, êàê ïðàâèëî, ïðèõîäÿò â òî÷êè ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ïîâåðõíîñòü öåëåâîé ôóíêöèè
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Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êå:
x∗
1 = 0.657208;x∗

2 = 2.418399;max f(x1, x2) = 31.31355 .
Äëÿ ðåàëèçàöèè ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà íåîáõîäèìî çàêîäèðîâàòü îïòèìèçèðóåìûå

ïàðàìåòðû â äâîè÷íûå ñòðîêè. Äëèíà ñòðîêè çàâèñèò îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè. Íàïðèìåð,
ïóñòü ïåðåìåííàÿ xj èìååò èíòåðâàë èçìåíåíèÿ [aj; bj] . Â ýòîì ñëó÷àå èíòåðâàë èçìåíå-
íèÿ ïåðåìåííîé äîëæåí áûòü ðàçáèò êàê ìèíèìóì íà (bj − aj) · 105 êâàíòîâ. Òðåáóåìîå
÷èñëî áèòîâ íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå: 2mi−1 ≤ (bj − aj) · 105 ≤ 2mi − 1 . Îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå ñòðîêè áèòîâ â äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xj âûïîëíÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

xj = aj+ äåñÿòè÷íîå ÷èñëî (ñòðîêà áèòîâ j) · bj−aj
2mi−1

,

ãäå äåñÿòè÷íîå ÷èñëî(ñòðîêà áèòîâ j ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåñÿòè÷íîå çíà÷åíèå, çàêîäè-
ðîâàííîå â áèíàðíîé ñòðîêå.

Íàéäåì ÷èñëî áèòîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ êîäèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ x1 è x2 çàäà÷è (3.1)�
(3.2).

(1.1− 0.5) ∗ 100000 = 60000; 215 < 60000 < 216 − 1;⇒ m1 = 16;

(4.6− 1) ∗ 100000 = 360000; 218 < 360000 < 219 − 1;⇒ m2 = 19;

m = m1 +m2 = 16 + 19 = 35.

Ñóììàðíàÿ äëèíà õðîìîñîìû ñîñòàâëÿåò 35 áèòîâ.

4. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà

Èñõîäíàÿ ïîïóëÿöèÿ ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíî èç n-ãî êîëè÷åñòâà áèòîâûõ ñòðîê.
Îöåíêà ôóíêöèè ñîîòâåòñòâèÿ õðîìîñîìû âûïîëíÿåòñÿ â òðè øàãà [5]:
1. Ïðåîáðàçîâàòü ãåíîòèï õðîìîñîìû â ôåíîòèï. Â äàííîé çàäà÷å ýòî îçíà÷àåò ïðåîá-

ðàçîâàíèå äâîè÷íîé ñòðî÷êè â ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèòåëüíîå çíà÷åíèå xk = (xk
1, x

k
2) ,

k = 1, 2, .., n, ãäå n - ÷èñëî âàðèàíòîâ â èñõîäíîé ïîïóëÿöèè.
2. Âû÷èñëèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ f(xk) .
3. Ïðåîáðàçîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ â çíà÷åíèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâèÿ. Äëÿ ðåøàåìîé

çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ýêâèâàëåíòíà öåëåâîé ôóíêöèè. eval(vk) =
f(xk), k = 1, 2, ..., n .

Ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ èãðàåò ðîëü ñðåäû è îöåíèâàåò õðîìîñîìû ïî ñòåïåíè èõ ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè ê âûïîëíåíèþ êðèòåðèÿ îïòèìèçàöèè. Äàëåå èç ñôîðìèðîâàííîé ïîïóëÿöèè
ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíûé èëè òóðíèðíûé îòáîð ðîäèòåëüñêèõ ïàð äëÿ ñêðåùèâàíèÿ, òàê
êàê íîâûå ÷ëåíû ïîïóëÿöèè îáðàçóþòñÿ â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ è ìóòàöèè íà÷àëüíîãî
íàáîðà çíà÷åíèé. Äëÿ ñêðåùèâàíèÿ õðîìîñîì èñïîëüçóåì ìåòîä ñ îäíîé òî÷êîé îáìåíà.
Ìóòàöèÿ ñîñòîèò â èçìåíåíèè îäíîãî èëè áîëüøåãî ÷èñëà ãåíîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ, ðàâíîé
êîýôôèöèåíòó ìóòàöèè. Ïðîäåëàâ p ïîäîáíûõ èòåðàöèé, íàõîäèì íàèëó÷øåå ðåøåíèå.

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà áûë ñîñòàâëåí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ñðåäñòâàìè âèçó-
àëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ Delphi 7 äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ìå-
òîäîì ÃÀ ñ ïðèìåíåíèåì ñëó÷àéíîãî è òóðíèðíîãî îòáîðîâ.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëñÿ ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ:
�ðàçìåð íà÷àëüíîé ïîïóëÿöèè: 50;
�êîëè÷åñòâî ñêðåùèâàíèé: 100;
�ïðîöåíò ìóòàöèé: 0,1;
�äëèíà õðîìîñîìû: 35.
Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâåäåí â òàáëèöå 1
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Òàáëèöà 1. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé.
Ïàðàìåòðû ÃÀ ñëó÷àéíû îòáîð ÃÀ òóðíèðíûé îòáîð
Íîìåð îïûòà 1 2 1 2
Âåðîÿòíîñòü
ñîâïàäåíèé, %:

95 100 95 100

Êîëè÷åñòâî èòå-
ðàöèé

22 61 5 33

Âðåìÿ ñ÷åòà 0 ñ 40 ìñ 0 ñ 111 ìñ 0 ñ 130 ìñ 0 ñ 691 ìñ
Ïîëó÷åííîå x=1,09985 x=0,68047 x=0,63828 x=0,64530
ðåøåíèå: y=2,71380 y=2,50293 y=2,34954 y=2,37812

f(x,y)=30,22124 f(x,y)=31,24433 f(x,y)=31,27805 f(x,y)=31,30063
Îòíîñèòåëüíàÿ
îøèáêà,%:

3,49 0,22 0,11 0,04

Àíàëèçèðóÿ äàííûå òàáëèöû 1, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:
�çà 100 èòåðàöèé îáà ìåòîäà ïîëó÷èëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�(3.2);
�ÃÀ òóðíèðíûé íàõîäèò áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå çà 61 èòåðàöèþ, çàòðà÷èâàÿ ïðè ýòîì

0ñ. 691 ìñ. ñ îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé 0,04%;
� ÃÀ ñëó÷àéíûé íàõîäèò ðåøåíèå çà 33 èòåðàöèè, âðåìÿ ñ÷åòà - 111 ìñ., äîïóñòèâ ïðè

ýòîì 0,22% îòíîñèòåëüíîé îøèáêè.
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ÃÀ ñ òóðíèðíûì îòáîðîì íàõîäèò

ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè áîëåå ýôôåêòèâíî.
Ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ìîùíûì ñðåäñòâîì è ìîãóò ñ óñïåõîì

ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ïðèêëàäíûõ çàäà÷, âêëþ÷àÿ òå, êîòîðûå òðóäíî, à èíî-
ãäà è âîâñå íåâîçìîæíî, ðåøèòü äðóãèìè ìåòîäàì. Îäíàêî, ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êàê
è äðóãèå ìåòîäû ýâîëþöèîííûõ âû÷èñëåíèé, íå ãàðàíòèðóåò îáíàðóæåíèÿ ãëîáàëüíîãî
ðåøåíèÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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The decision of extreme problems by means of genetic

algorithms

c⃝ M. B. Beljaeva2

Abstract. In work ways of the decision of optimising problems are considered by genetic
algorithms. Rules of coding and de�nition of necessary length are described Chromosomes.
Computing experiment con�rming is resulted Working capacity of GA.

Key Words: genetic algorithm, optimisation problems.

2The senior lecturer of chair of mathematical modelling, Sterlitamaksky state pedagogical academy,
Sterlitamak; Beljaeva_mb@rambler.ru
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ÓÄÊ 517.938

Íåëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû: ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ -

ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå

c⃝ Å. Ñ. Äþáà1

Àííîòàöèÿ. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû: ãåíåðàëü-
íàÿ êîìïàíèÿ � ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðà óïðàâëåíèÿ u , äîñòàâëÿþùåãî ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëó óïðàâëåíèÿ π(x, u) .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äîëÿ ðûíêà, ïðèáûëü, óïðàâëÿ-
åìîñòü, ôóíêöèîíàë, ýêñòðåìóì.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé
ñèñòåìû: ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ � ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå. Ñîâìåñòíûì ïðåäïðèÿòèåì
ÿâëÿåòñÿ êîìïàíèÿ, ðàáîòàþùàÿ ïîä ìàðêîé ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè. Äàííàÿ ìîäåëü ðàç-
âèòèÿ ÿâëÿåòñÿ âûãîäíîé ôîðìîé âåäåíèÿ áèçíåñà. Åþ ïîëüçóþòñÿ âî ìíîãèõ ñòðàíàõ
ñ ðàçâèòîé ðûíî÷íîé ýêîíîìèêîé. Íå òàê äàâíî ïîäîáíûå ïðåäïðèÿòèÿ ïîÿâèëèñü è â
Ðîññèè, è èõ êîëè÷åñòâî ðàñòåò ñ êàæäûì ãîäîì. Ýòà ñèñòåìà âåäåíèÿ áèçíåñà ïîçâîëÿ-
åò ãåíåðàëüíîé ôèðìå ðàñòè áûñòðåå è ñ ìåíüøèìè êàïèòàëüíûìè çàòðàòàìè, ÷åì ïðè
òðàäèöèîííîì ñïîñîáå îðãàíèçàöèè ïðåäïðèÿòèé. Â òî æå âðåìÿ ïðåäïðèíèìàòåëü, ïðè-
ñîåäèíèâøèéñÿ ê òàêîé ñèñòåìå, ñíèæàåò ñâîé ðèñê, òàê êàê ïîêóïàåò óæå ãîòîâûé áèç-
íåñ, çàíÿâøèé îïðåäåëåííóþ íèøó, òåõíîëîãèè êîòîðîãî áûëè âñåñòîðîííå îïðîáîâàíû íà
ïðàêòèêå.

Ïîäîáíóþ ñèñòåìó ðàññìàòðèâàëè â ñâîåé ðàáîòå Ðóäàøåâñêèé Â.Ä. è Ôóðùèê Ì.À.[1].
Ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàçâèòèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùóþ èç

ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè è n-1 ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèíàíñîâûé
ðûíîê ìîæåò áûòü ðàçäåëåí ìåæäó ñîâìåñòíûìè ïðåäïðèÿòèÿìè è ãåíåðàëüíîé êîìïà-
íèåé â ëþáîé ïðîïîðöèè. Ïóñòü x1 - äîëÿ ðûíêà, çàíÿòàÿ ãåíåðàëüíîé êîìïàíèåé, xi

i ∈ {2, n} - äîëÿ ðûíêà, çàíÿòàÿ i -ûì ñîâìåñòíûì ïðåäïðèÿòèåì.
Ñèìâîëîì ẋ1 áóäåì îáîçíà÷àòü òåìï èçìåíåíèÿ äîëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ãåíåðàëü-

íîé êîìïàíèè. Îí çàâèñèò îò çàíèìàåìîé äîëè ðûíêà ñàìîé ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè è
âñåõ å¼ ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé â ìîìåíò âðåìåíè t. Òàêæå áóäóò îêàçûâàòü âëèÿíèå
óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, òî åñòü âëîæåíèÿ â ðåêëàìó è ðàçâèòèå êà÷åñòâà òîâàðîâ èëè
óñëóã. Äëÿ óñïåøíîãî ðàçâèòèÿ ñâîåé ìàðêè ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè ïðèõîäèòñÿ ïîääåð-
æèâàòü ñîâìåñòíûå ïðåäïðèÿòèÿ. Îíà âûäåëÿåò ëèáî ÷àñòü ñâîèõ ñðåäñòâ, ëèáî ÷àñòü
ñðåäñòâ äðóãèõ ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé, ëèáî îêàçûâàåò ïîääåðæêó â âèäå äîïîëíèòåëü-
íûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Òàêèì îáðàçîì, òåìï èçìåíåíèÿ äîëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè îïðå-
äåëèòñÿ ðàâåíñòâîì ẋ1(t) =

∑n
i=1 a1i(t)xi +

∑m
j=1 b1j(t)ui + f̄1(t, x, u) , ãäå u = (u1, ..., um) -

âåêòîð-óïðàâëåíèå, f̄1(t, x, u) âêëþ÷àåò âñå íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå.

1Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè è ÌÏÌÄ, Ðÿçàíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ñ. À. Åñå-
íèíà, ã. Ðÿçàíü; dyuba-lisa@rambler.ru.
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Èçìåíåíèå äîëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà, çàíèìàåìîãî ïåðâûì ñîâìåñòíûì ïðåäïðèÿòè-
åì, ẋ2 çàâèñèò îò äîëåé ðûíêà, êîòîðûå çàíèìàþò ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ è îñòàëüíûå
ñîâìåñòíûå ïðåäïðèÿòèÿ, îò âûáðàííûõ ýòîé êîìïàíèåé óïðàâëåí÷åñêèõ äåéñòâèé (âëî-
æåíèå ñðåäñòâ â èññëåäîâàíèå ðûíêà, îïòèìàëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ ðàáîòû êîìïàíèè). Åñëè
ýòîé êîìïàíèè íåîáõîäèìà ïîääåðæêà, å¼ ìîæåò îêàçàòü ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ èç ñâî-
èõ ñðåäñòâ èëè èç ñðåäñòâ îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé, ëèáî â âèäå
îðãàíèçàöèè äîïîëíèòåëüíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé.

Òåìï èçìåíåíèÿ äîëè ôèíàíñîâîãî ðûíêà ïåðâîãî ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ îïðåäåëèò-
ñÿ ðàâåíñòâîì ẋ2(t) =

∑n
i=1 a2i(t)xi +

∑m
j=1 b2j(t)ui + f̄2(t, x, u) . Äëÿ âòîðîãî ñîâìåñòíîãî

ïðåäïðèÿòèÿ àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì ẋ3(t) =
∑n

i=1 a3i(t)xi +
∑m

j=1 b3j(t)ui + f̄3(t, x, u) .
Â îáùåì ñëó÷àå ïîëó÷èì ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà:

ẋ = A(t)x+B(t)u+ f̄(t, x, u), (1.1)

ãäå x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) - äîëè ðûíêà, çàíÿòûå ãåíåðàëüíîé êîìïàíèåé è n-1 ñîâìåñò-
íûì ïðåäïðèÿòèåì, ẋi , i ∈ {1, n} - òåìï èçìåíåíèÿ êàæäîé èç ýòèõ âåëè÷èí ïðè t ∈ [0, T ] ,
T - íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, u = (u1, ..., um) � âåêòîð-óïðàâëåíèå. A(t) � n× n -
ìàòðèöà, B(t) � n ×m -ìàòðèöà, êîýôôèöèåíòû êîòîðîé ó÷èòûâàþò âëîæåíèÿ â óïðàâ-
ëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Âåêòîð-ôóíêöèÿ f̄(t, x, u) èìååò ïîðÿäîê âûøå ïåðâîãî ïî x è u

îäíîâðåìåííî è ó÷èòûâàåò âëèÿíèå íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ íà òåìï èçìåíåíèÿ âåëè÷èí xi(t) .
Öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè óïðàâëåíèå ýêîíîìè÷åñêîé ñèñòåìû,

ïðè êîòîðîì ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷èò íàèáîëüøóþ ïðèáûëü çà èññëåäóåìûé ïåðèîä
âðåìåíè.

Ïðèáûëü ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè çà âðåìÿ t ∈ [0, T ] îïðåäåëèòñÿ ôóíêöèîíàëîì

π(x, u) =
∫ T

0
Φ(t, x, u)dt , ãäå Φ(t, x, u) - íåêîòîðàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, â êîòîðîé ó÷èòû-

âàþòñÿ äîõîä îò äåÿòåëüíîñòè ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè è ñîâìåñòíûõ ïðåäïðèÿòèé, ïðèíî-
ñèìûé âëîæåíèÿìè â óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ðàñõîäû íà èíâåñòèöèè â ðàçâèòèå ñåòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x = x(t, α, u0) , x(0, α, u0) = α èçâåñòíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1),
ïðè ôèêñèðîâàííîì α , îïðåäåë¼ííîå íà ñåãìåíòå [0, T ] , α ∈ En , u0 ∈ Em . Îáîçíà÷èì
åãî x = x(t, u0) .

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè óïðàâëåíèå u , ïðè êîòîðîì ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), îïðåäå-
ë¼ííîå íà ñåãìåíòå [0, T ] , ïðèíîñèò ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, ò.å.
äîñòàâëÿåò ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëó π(x, u) .

3. Îïðåäåëåíèå óñëîâèé, äîñòàâëÿþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü

ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = x− x(t, u0) , v = u− u0 ñèñòåìà (1.1) ñâåäåòñÿ ê ñèñòåìå

ẏ = A(t)y +B(t)v + f(t, y, v), (3.1)

ãäå f(t, y, v) = f̄(t, y + x(t, u0), v + u0)− f̄(t, x, u) .

Ôóíêöèîíàë π(x, u) â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëèòñÿ ðàâåíñòâîì π(y, v) =
∫ T

0
Φ(t, y+

x(t, u0), v + u0)dt .
Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: D(δ0) = {(t, y, v) : t ∈ [0, T ] , y ∈ En, |y| ≤ δ0 ,

v ∈ Em, |v| ≤ |δ0|} , C(δ0) = {c : c ∈ En, |c| ≤ δ0} , V (δ0) = {v : v ∈ Em, |v| ≤ δ0} , δ0 < 0
� íåêîòîðîå ÷èñëî, z = (y, v), |z| = max {|y| , |v|} , γ = (c, v), |γ| = max {|c| , |v|} .
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå D(δ0) ìàòðèöû A(t) , B(t) è âåêòîð�ôóíêöèÿ
f(t, y, v) îïðåäåëåíû, íåïðåðûâíû, |f(t, y1, v)− f(t, y2, v)| ≤ L |y1 − y2| , L > 0 - íåêîòîðîå

÷èñëî, lim
z→0

f(t,y,v)
|z| = 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ [0, T ] .

Íåïîñðåäñòâåííî ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî y = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû
(3.1) ïðè v = 0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò δ ∈ (0, δ0] òàêîå, ÷òî ïðè ëþáûõ c ∈ C(δ) è v ∈ V (δ)
ñèñòåìà (3.1) èìååò ðåøåíèå y = ȳ(t, c, v) , ȳ(0, c, 0) = c , îïðåäåë¼ííîå íà ñåãìåíòå [0, T ] ,
íåïðåðûâíîå íà ìíîæåñòâå [0, T ] × C(δ) × V (δ) è óäîâëåòâîðÿþùåå íà ýòîì ìíîæåñòâå
íåðàâåíñòâó |ȳ(t, c, v)| ≤ δ0 .

Îäíîâðåìåííî ñ ñèñòåìîé (3.1) ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẏ = A(t)y +B(t)v + f(t, y(t, c, v), v). (3.2)

Ò å î ð å ì à 3.1. Ðåøåíèå y = ȳ(t, c, v) ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (3.2), à ðåøåíèå y(t) = X(t)c + R(t)v + P (t, y(t, c, v), v) , ãäå X(t) - ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû ẏ = A(t)y , X(0) = E , R(t) = X(t)

∫ t

0
X−1(τ)B(τ)dτ ,

P (t, y(t, c, v), v) = X(t)
∫ t

0
X−1(τ)f(τ, y(τ, c, v), v)dτ , ñèñòåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-

ñòåìû (3.1) è ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî y(t) = ȳ(t, c, v) ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òîò ôàêò, ÷òî ðåøåíèå y = ȳ(t, c, v) ñèñòåìû (3.1) ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2), ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ȳ(t, c, v) â ðàâåíñòâî
(3.2).

Ðåøåíèåì ñèñòåìû (3.2) ÿâëÿåòñÿ è âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) = X(t)c + R(t)v+
+P (t, y(t, c, v), v) , ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå c ïðè t = 0 è v = 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (3.2) èìååò äâà ðåøåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè äàí-
íûìè. Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷èì, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ [0, T ] y(t, c, v) = X(t)c + R(t)v +
P (t, y(t, c, v), v) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ò å î ð å ì à 3.2. Ðåøåíèå ȳ(t, c, v) ñèñòåìû (3.1) ïðåäñòàâèìî â âèäå ȳ(t, c, v) =
X(t)c+R(t)v + o(|γ|) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç òîãî, ÷òî ȳ(t, c, v) = c +
∫ t

0
(A(τ)ȳ(τ, c, v) + B(τ)v+

+f(τ, ȳ(τ, c, v), v))dt , ñëåäóåò, ÷òî |ȳ(t, c, v)| ≤ |c| + ∥B(·)∥ |v|T + (∥A(·)∥ + L) |ȳ(τ, c, v)| ,
∥A(·)∥ , ∥B(·)∥ � íîðìû ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèö A(t) è B(t) . Òîãäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà�
Áåëëìàíà [2] |ȳ(t, c, v)| ≤ (|c| + ∥B(·)∥ |v|T ) exp(∥A(·)∥ + L)T . Ïîýòîìó lim

γ→0
ȳ(t, c, v) = 0 ,

à ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî z(t, c, v) = (y(t, c, v), v) , è lim
γ→0

z(t, c, v) = 0 ðàâíîìåðíî

îòíîñèòåëüíî t ∈ [0, T ] .

Òàê êàê |z(t, c, v)| ≤ |ȳ(t, c, v)| + |c| , |ȳ(t,c,v)|
|γ| ≤ (1 + ∥B(·)∥T ) exp(∥A(·)∥ + L)T íà ìíî-

æåñòâå [0, T ]× C(δ)× V (δ) , òî íà ýòîì ìíîæåñòâå âåëè÷èíà |z(t,c,v)|
|γ| îãðàíè÷åíà.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ lim
z→0

f(t,y,v)
|z| = 0 ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [0, T ] . Ïîýòîìó lim

γ→0

f(t,ȳ(t,c,v),v)
|γ| =

lim
γ→0

|f(t,ȳ(t,c,v),v)|
|z(t,c,v)| · |z(t,c,v)||γ| = 0 ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî t ∈ [0, T ] . Îòñþäà â ñèëó îãðàíè-

÷åííîñòè ìàòðèö X(t) , X−1(t) íà ñåãìåíòå [0, T ] ïîëó÷èì P (t, y(t, c, v), v) = o(|γ|) , à
ȳ(t, c, v) = X(t)c+R(t)v + o(|γ|) íà ìíîæåñòâå [0, T ]× C(δ)× V (δ) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè (c, v) = (0, 0) ôóíêöèîíàë èìååò âèä π(y, v) =

Φ̄(u0) + D̄(u0)γ + Q̄l(u0, γ) + o(|γ|l) , ãäå Φ̄(u0) =
∫ T

0
Φ(t, x(t, u0), u0)dt , D̄(u0) � èçâåñòíàÿ

ìàòðèöà, Q̄l(u0, γ) � âåêòîð-ôîðìà ïîðÿäêà l , l ≥ 2 , îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò âåêòîðà γ .
Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû.
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Ò å î ð å ì à 3.3. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ýêñòðåìóìà
ôóíêöèîíàëà π(x, u) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà D̄(u0) = 0 .

Ò å î ð å ì à 3.4. Ïóñòü âåêòîð u0òàêîâ, ÷òî D̄1(u0) = 0 . Òîãäà:

1. åñëè ôîðìà Q̄l(u0, γ) çíàêîîïðåäåëåííàÿ, òî íà ðåøåíèè x = x(t, u0) ñèñòåìû (1.1)
ôóíêöèîíàë π(x, u) èìååò ýêñòðåìóì, ìèíèìóì ïðè Q̄l(u0, γ) > 0 , ìàêñèìóì ïðè
Q̄l(u0, γ) < 0 .

2. åñëè ôîðìà Q̄l(u0, γ) çíàêîïåðåìåííàÿ, òî ôóíêöèîíàë π(x, u) íà ðåøåíèè x =
x(t, u0) ñèñòåìû (1.1) ýêñòðåìóìà íå èìååò.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìû 3.3 è 3.4 îïðåäåëÿþò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âåêòîðà u0 , ïðè
êîòîðîì ôóíêöèîíàë π(x, u) èìååò ìàêñèìóì íà ðåøåíèè x = x(t, u0) è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îïðåäåëÿþò ñóùåñòâîâàíèå ñòàðòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû ¾ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ �
ñîâìåñòíîå ïðåäïðèÿòèå¿ è å¼ óïðàâëåíèå, ïðè êîòîðûõ ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷àåò
íàèáîëüøóþ ïðèáûëü.

4. Ïðèìåð

Ïóñòü â ñèñòåìå (1.1) x1 - äîëÿ ðûíêà, çàíÿòàÿ ãåíåðàëüíîé êîìïàíèåé, x2 � äîëÿ
ðûíêà, çàíÿòàÿ ñîâìåñòíûì ïðåäïðèÿòèåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçìåíåíèå äîëè ðûíêà ãå-
íåðàëüíîé êîìïàíèè çàâèñèò ëèøü îò äîëè ðûíêà, çàíèìàåìîé åé â ìîìåíò âðåìåíè t ñ
êîýôôèöèåíòîì 0,6, à äëÿ ñîâìåñòíîãî ïðåäïðèÿòèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì 0,3. Ãåíåðàëüíàÿ
êîìïàíèÿ íåñåò ðàñõîäû íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ, ðàâíûå -0,6. Òàêèì îáðàçîì, â ñè-
ñòåìå (1.1) A = (colon(0, 6; 0), colon(0; 0, 3)) , B = (colon(−0, 6; 0)) . Íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå
îïèøóòñÿ âåêòîðîì f̄(t, x, u) = (colon(−x2

1− 1, 5x1x2 +0, 3x1u+1, 5x2u+0, 7u2 +2, 5x2
1x2−

0, 5x2
1u−2, 5x2u

2+0, 5u3), (−0, 5x1x2−0, 75x2
2−0, 35x2u−0, 25x1x2u+1, 25x1x

2
2+1, 25x2

2u−
0, 25x2u

2)) . Èññëåäóåì ýòó ìîäåëü çà âðåìÿ t ∈ [0,1]. Ôóíêöèîíàë ïðèáûëè îïèñûâàåòñÿ

ðàâåíñòâîì π(x, u) =
∫ 1

0
Φ(x, u)dt , â êîòîðîì Φ(x, u) = 0, 4x1u−0, 16x2

1−0, 25u2−0, 15x1x2+
0, 2u .

Ðåøåíèåì ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ x(u) =
(colon(0, 6 − u), (0, 4 − 0, 2u)) . Îïðåäåëèì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ u0 , ïðè
êîòîðîì ãåíåðàëüíàÿ êîìïàíèÿ ïîëó÷èò ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü.

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ y = x− x(u0) , v = u− u0 ñèñòåìà (1.1) ñâåäåòñÿ ê ñèñòåìå

ẏ = f(y, v), (4.1)

â êîòîðîé f(y, v) � èçâåñòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, âòîðîãî è âûøå ïîðÿäêà. Òàêèì îáðàçîì,
ïî òåîðåìå 3.2 ðåøåíèå ñèñòåìû (4.1) çàïèøåòñÿ òàê y(t, c) = c+ o(|γ|) .

Ôóíêöèîíàë â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïðèìåò âèä π(y, v) = Φ̄(u0) + D̄(u0)γ + Q̄2(u0, γ) +
o(|γ|2) . Íåïîñðåäñòâåííûìè âû÷èñëåíèÿìè óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî ïðè u0 = 0, 42 Φ̄(u0) =
0, 056 , D̄(u0) = 0, 71 − 1, 68u0 = 0 è Q̄2(u0, γ) = −0, 0936v2 . Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåì 3.3 è 3.4. Ýòî çíà÷èò, ÷òî â òî÷êå u0 = 0, 42 ôóíêöèîíàë ïðèíèìàåò
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå. Åñëè ðàñõîä ãåíåðàëüíîé êîìïàíèè íà óïðàâëåíèå ñîñòàâèò u0 =
0, 5 , òî å¼ ïðèáûëü óìåíüøèòñÿ è áóäåò ðàâíà π(x, u) = 0, 051 .

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷êå u0 = 0, 42 ôóíêöèîíàë π(x, u) èìååò ìàêñèìóì, ãåíåðàëüíàÿ
êîìïàíèÿ ïîëó÷èò ïðèáûëü π(x, u) = 0, 056 .
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Nonlinear control mathematical model of the economic

system: general company - joint enterprice.

c⃝ E. S. Dyuba2

Abstract. A mathematical model of the economic system: the General Company - a joint
enterprice, described by a system of di�erential equations has been made. The conditions for
the existence of vector control u , delivering maximum signi�cance to the functional management
I have been de�ned.
Key Words: system of the di�erential equations, market share, pro�ts, control, functional,
extremum.
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c⃝ Å. Â. Æóæîìà1, Í. Â. Èñàåíêîâà2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ3

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûì (â C0 -òîïîëîãèè) âîçìóùåíèåì
îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì íóëüìåðíûì ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì. Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ñèñòåìàõ ïåðåäà÷è
èíôîðìàöèè ñ ïîëíîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèïåðáîëè÷åñêèå íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà, äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-
Âèëüÿìñà, õèðóðãèÿ Ñìåéëà, ñèíõðîíèçàöèÿ õàîòè÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ

1. Ââåäåíèå

Îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ êîììóíèêàöèè ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé ÿâëÿåòñÿ êîíôè-
äåíöèàëüíîñòü. Äëÿ åå ðåøåíèÿ â íà÷àëå 90-ûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà áûëî ïðåäëîæåíî
èñïîëüçîâàòü øóì. Ïðèìåíåíèå øóìà îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé èäåå. Âìåñòå ñ ïîëåçíûì
ñîîáùåíèåì ïåðåäàåòñÿ áîëåå ¾ãðîìêèé¿, øóì. Äëÿ òåõ, êîìó äàííîå ñîîáùåíèå íå ïðåä-
íàçíà÷åíî, âîñïðèíèìàþò ñèãíàë êàê øóì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà ïðèåìíîì ïóíêòå ìîãóò
ñèíõðîííî âîñïðîèçâåñòè ýòîò øóì (äàííûé ìåòîä íàçûâàåòñÿ ïîëíîé õàîòè÷åñêîé ñèíõðî-
íèçàöèåé [3]). Òîãäà åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ïðèåìíîì ïóíêòå ìîãóò è óáðàòü
ýòó õàîòè÷åñêóþ ¾ìàñêó¿, âûäåëèâ ïîëåçíîå ñîîáùåíèå. Âïåðâûå, âèäèìî, ñèíõðîíèçè-
ðóåìûé õàîñ áûë ïðåäëîæåí Ë. Ïåêîðîé, Ò. Êýððîëëîì [15] è ðåàëèçîâàí Ê.Êóîìî, À.
Îïïåíãåéìîì [8], ñì. [18]. Îòìåòèì, ÷òî îäèí èç ïåðâûõ ïðèìåðîâ ïðîñòîé ýëåêòðè÷åñêîé
ñõåìû, â êîòîðîé öåëåíàïðàâëåííî ðåàëèçîâàëñÿ ðåæèì õàîòè÷åñêèõ àâòîêîëåáàíèé, áûë
ïðåäëîæåí À.Ñ. Ïèêîâñêèì è Ì.È. Ðàáèíîâè÷åì [6].

Ïåðâûå ðàäèîòåõíè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ñèíõðîíèçèðóåìîãî õàîñà áûëè îñíîâàíû íà ãå-
íåðàòîðàõ, êîòîðûå îïèñûâàëèñü ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íû-
ìè ñèñòåìå Ëîðåíöà. Èçâåñòíî, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñèñòåìû Ëîðåíöà íå ÿâëÿ-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, è íå îáëàäàåò, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèñóùåé ãèïåðáîëè÷å-
ñêèì ñèñòåìàì óñòîé÷èâîñòüþ (ãðóáîñòüþ). Ýòî ïðèâîäèëî ê òîìó, ÷òî ïåðåäà÷à ñèãíàëà
â êàíàëå ñâÿçè áûëà ñëèøêîì ÷óâñòâèòåëüíà ê ïîìåõàì. Ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü â ëó÷øóþ
ñòîðîíó, êîãäà Ñ.Ï.Êóçíåöîâûì è åãî ñîðàòíèêàìè áûëà ïðåäëîæåíà ñåðèÿ ðàäèîòåõíè-
÷åñêèõ ãåíåðàòîðîâ, â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êîòîðûõ áûëè ðåàëèçîâàíû ðàâíîìåðíî ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà [4], [5], [11]-[13]. Áîëüøàÿ ÷àñòü ïðèìåðîâ ñîäåð-
æàëà (äèíàìè÷åñêóþ) íàäñòðîéêó íàä îòîáðàæåíèåì (ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå), ïåðåâîäÿ-
ùåãî ïîëíîòîðèé â ñåáÿ òàê, ÷òî åãî îáðàç ïðîêðó÷èâàëñÿ âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ íå ìåíåå
äâóõ ðàç. Èçâåñòíî, ÷òî åñëè îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàíèÿ Ïóàíêàðå ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíè-
åì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè ïîëíîòîðèÿ,
è ðàâíîìåðíîå ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè ïîëíîòîðèÿ), òî îíî èìååò ñîëåíîèäàëüíûé ãèïåð-
áîëè÷åñêèé àòòðàêòîð (àòòðàêòîð Ñìåéëà). Ïîñêîëüêó òîïîëîãè÷åñêè îí ëîêàëüíî ãîìåî-
ìîðôåí ïðîèçâåäåíèþ êàíòîðîâà ìíîæåñòâà íà îòðåçîê, òî àòòðàêòîð Ñìåéëà îòíîñÿò â
ñïèñîê ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ.
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Àíàëèç íåêîòîðûõ ðàáîò, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû [5], ïîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå âäîëü
îñè ïîëíîòîðèÿ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñòÿãèâàþùèì. Ïîýòîìó âîçíèêëà íåîá-
õîäèìîñòü èññëåäîâàòü áîëåå îáùèé êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ. Â [2]
áûë ââåäåí òàêîé êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ (äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà), ñó-
ùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿëà äèôôåîìîðôèçìû ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (â ïàðàãðàôå
2. ìû ïðèâîäèì òî÷íîå îïðåäåëåíèå). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êðîìå ñîëåíîèäàëüíîãî àòòðàê-
òîðà Ñìåéëà ìîæåò áûòü ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íîãî íàáîðà èçîëèðîâàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò è íåòðèâèàëüíîãî íóëüìåðíîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âî-
ïðîñ î âîçìîæíîñòè ïëàâíîãî ïåðåõîäà îò îäíîãî ñëó÷àÿ ê äðóãîìó, è î âîçìîæíîñòè
ðåàëèçàöèè íåòðèâèàëüíûõ (ñîëåíîèäàëüíûõ) áàçèñíûõ ìíîæåñòâ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.

Öåëü äàííîé ñòàòüè ïîêàçàòü, ÷òî ñêîëü óãîäíî ìàëûì (â C0 -òîïîëîãèè) âîçìóùå-
íèåì îòîáðàæåíèÿ Ñìåéëà ìîæíî ïîëó÷èòü îòîáðàæåíèå ñ íåòðèâèàëüíûì íóëüìåðíûì
ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì (ñì. òåîðåìó 3.1.). Ïîñòðîåííîå âîçìóùåíèå íàïîìèíàåò õè-
ðóðãèþ Ñìåéëà ïðè ïîñòðîåíèè ÄÀ-äèôôåîìîðôèçìà èç äèôôåîìîðôèçìà Àíîñîâà. Îò-
ìåòèì, ÷òî îáà äèôôåîìîðôèçìà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ (êàê äèôôåîìîðôèçìà Ñìåëà, òàê è
åãî âîçìóùåíèå) Ω -óñòîé÷èâû. Ïîýòîìó íå ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîãî âîçìóùåíèÿ, êîòîðîå
áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëûì â C1 òîïîëîãèè.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû íàïîìèíàåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è ââîäèì äèôôåîìîð-
ôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà, âêëþ÷àþùèå êëàññè÷åñêèé ïðèìåð Ñìåéëà ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì
ñîëåíîèäàëüíûì àòòðàêòîðîì (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì
ñì. â [1]).

2.1. Äèôôåîìîðôèçìû Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

Ïåðâûå ïðèìåðû ñîëåíîèäîâ áûëè ïîñòðîåíû Âèåòîðèñîì [19] â 1927 ãîäó è íåçàâèñèìî
Âàí Äàíöèãîì [9] â 1930 ãîäó, è èçó÷àëèñü èìè ñ ðàçëè÷íûõ òî÷åê çðåíèÿ. Â ãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñîëåíîèäû ââåë Ñìåéë [17], êîòîðûé ïîñòðîèë äèôôåî-
ìîðôèçì ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ ñ îäíîìåðíûì ðàñòÿãèâàþùèìñÿ àòòðàêòîðîì, ÿâëÿþùèìñÿ
ñîëåíîèäîì. Ñõåìàòè÷íî ïðèìåð Ñìåéëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñíà÷àëà êàê ðàñòÿæåíèå ïîë-
íîòîðèÿ âäîëü åãî îñè, ëåæàùåé âíóòðè ïîëíîòîðèÿ, è ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîì îñè. Çàòåì ïîëó÷åííûé (ïðîìåæóòî÷íûé) ïîëíîòîðèé âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíûé
òàê, ÷òîáû îñü ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëíîòîðèÿ ïðîêðó÷èâàëàñü íå ìåíåå äâóõ ðàç âäîëü îñè
èñõîäíîãî ïîëíîòîðèÿ. Îòîáðàæåíèå, èíäóöèðóåìîå íà îñè ïîëíîòîðèÿ, åñòü ðàñòÿãèâà-
þùèéñÿ ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ Ω -óñòîé÷èâûì (äàæå ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûì) îòîáðàæåíèåì [16]. Èçâåñòíî [7], ÷òî äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â
ñåáÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî äèôôåîìîðôèçìà, óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå À Ñìåéëà,
íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò è ïðèìåð Ñìåéëà åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó îáîáùåíèþ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà.

Ðàññìîòðèì ïîëíîòîðèé S1×D2 , ãäå S1 = [0; 1]/(0 ∼ 1) � åäèíè÷íàÿ îêðóæíîñòü, íàäå-
ëåííàÿ åñòåñòâåííîé ïàðàìåòðèçàöèåé [0; 1]→ S1 , D2 ⊂ R2 � åäèíè÷íûé êðóã x2+y2 ≤ 1
â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2 ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) . Ñþðüåêòèâíîå C1 îòîá-
ðàæåíèå g : S1 → S1 íàçûâàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì. Ýíäîìîðôèçì g íàçûâàåòñÿ íåîñîáûì,
åñëè åãî ïðîèçâîäíàÿ Dg ̸= 0 . Ìû äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñîõðàíÿþ-
ùèå îðèåíòàöèþ íåîñîáûå ýíäîìîðôèçìû ñ ïîëîæèòåëüíîé Dg . Íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì
ÿâëÿåòñÿ èììåðñèåé, ïðèíàäëåæàùåé êëàññó d -íàêðûòèé (ò.å., îòîáðàæåíèé îêðóæíîñòè
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â ñåáÿ ñòåïåíè d , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè ãîìåîìîðôèçìàìè). Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî äèôôåîìîðôèçì f : M3 → M3 , óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå À Ñìåéëà, çàìêíóòîãî
3-ìíîãîîáðàçèÿ M3 ïðèíàäëåæèò êëàññó SV 4, åñëè ñóùåñòâóåò âëîæåííûé â M3 ïîë-
íîòîðèé B3 (äàëåå ìû îòîæäåñòâëÿåì ïîëíîòîðèé S1 × D2 ñ åãî âëîæåíèåì B3 ⊂ M3 ,

áàçîâûì ïîëíîòîðèåì) òàêîé, ÷òî îãðàíè÷åíèå f |B3
def
= F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì

F : B3 → F (B3) ⊂ B3 íà ñâîé îáðàç, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

• F èìååò âèä
F (t, z) = (g(t), w(t, z)), t ∈ S1, z ∈ D2, (2.1)

ãäå g : S1 → S1 � íåîñîáûé C1 ýíäîìîðôèçì ñòåïåíè d ≥ 2 ;

• ïðè ôèêñèðîâàííîì t ∈ S1 ïðåîáðàçîâàíèå w|{t}×D2 : {t} × D2 → B3 ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèì C1 âëîæåíèåì

{t} ×D2 → int
(
{g(t)} ×D2

)
(2.2)

ò.å. ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû 0 < λ < 1 , C > 0 òàêèå, ÷òî

diam (F n({t} ×D2)) ≤ Cλndiam ({t} ×D2), ∀n ∈ N. (2.3)

Â êëàññè÷åñêîì ïðèìåðå Ñìåéëà [17] ýíäîìîðôèçì g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé
ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì Ed : S1 → S1 âèäà Ed(x) = dx mod 1 ñòåïåíè d ≥ 2 . Â
ýòîì ñëó÷àå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà f |B3 = F ñîâïàäàåò ñ ñîëåíî-
èäîì ∩n≥0F

n(B3) . Êëþ÷åâóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ôàêòà èãðàåò òî, ÷òî íåáëóæ-
äàþùåå ìíîæåñòâî ðàñòÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà Ed ñîâïàäàåò ñ îêðóæíîñòüþ S1 . Â
îáùåì ñëó÷àå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìà F ïðèíàäëåæèò ñîëåíîèäó, íî
íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ íèì [2]. Èìåííî, ñîëåíîèä ìîæåò ñîäåðæàòü ðîâíî îäíî íåòðè-
âèàëüíîå íóëüìåðíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, à òàêæå êîíå÷íîå (íåíóëåâîå) ÷èñëî
ñòîêîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê è êîíå÷íîå (âîçìîæíî, íóëåâîå) ÷èñëî ñåäëîâûõ èçîëèðî-
âàííûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê.

2.2. Ñâîéñòâà äèôôåîìîðôèçìîâ Ñìåéëà-Âèåòîðèñà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ïðåîáðàçîâàíèé F : B → B , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (2.1)-(2.3). Îáîçíà÷èì ÷åðåç End10(S

1) íàäåëåííîå C0 òîïîëîãèåé ïðîñòðàíñòâî ñî-
õðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ íåîñîáûõ C1 -ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè.

Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü F (t, z) = (g(t), w(t, z)) ∈ M . Òîãäà â C0 òîïîëîãèè ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü U(g) îòîáðàæåíèÿ g â ïðîñòðàíñòâå End10(S

1) òàêàÿ, ÷òî äëÿ
ëþáîãî g′ ∈ U(g) ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) ïðèíàäëåæèò M .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßêîáèàí J îòîáðàæåíèÿ F ðàâåí |Dg ·Jw| è îòëè÷åí îò íóëÿ,
òàê êàê F � C1 äèôôåîìîðôèçì, ãäå Jw � ÿêîáèàí w(t, z) . Ïîñêîëüêó g′ ∈ End10(S

1)
èìååò ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) òàêæå èìååò îòëè÷-
íûé îò íóëÿ ÿêîáèàí è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Îñòàëîñü
ïîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U(g) îòîáðàæåíèÿ g ïðåîáðàçîâàíèÿ F ′ = (g′, w) ,
g′ ∈ U(g) , âçàèìíî îäíîçíà÷íû.

4Àááðåâèàòóðà SV ñîñòàâëåíà èç ïåðâûõ áóêâ ôàìèëèé Smale, Vietoris
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Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì g èìååò ñòåïåíü d ≥ 2 , òî äëÿ ëþáîé
òî÷êè t ∈ S1 ïîëíûé ïðîîáðàç g−1(t) ñîñòîèò èç d ðàçëè÷íûõ òî÷åê. Ïóñòü t1 , t2 , . . . ,
td ∈ S1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà

F (ti, D
2) ∩ F (tj, D

2) = ∅, i ̸= j, 1 ≤ i, j ≤ d, (2.4)

ò.å. äèñêè F (t1, D
2) , . . . , F (td, D

2) ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîëîæèì

αg(t) = min
i ̸=j
{|wi − wj| : wi ∈ F ({ti} ×D2), wj ∈ F ({tj} ×D2)}. (2.5)

Èç (2.4) âûòåêàåò, ÷òî αg(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò α∗
g > 0

òàêîå, ÷òî αg(t) ≥ α∗
g äëÿ âñåõ t ∈ S1 .

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk òàêàÿ, ÷òî α(tk)→
0 ïðè k →∞ . Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ w(t, z) íåïðåðûâíà, òî ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè (2.5)
äîñòèãàåòñÿ. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîé òî÷êè tk ñóùåñòâóþò tki , t

k
j ∈ S1 è òî÷êè zki , z

k
j ∈ D2

òàêèå, ÷òî α(tk) = |w(tki , zki ) − w(tkj , z
k
j )| , ãäå g(tki ) = g(tkj ) = tk . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè,

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk , t
k
i ñõîäÿòñÿ, tk → t∗ , t

k
i → t∗1 , òàê êàê èíäåêñ

i = i(k) ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî çíà÷åíèÿ îò 1 äî d . Ïåðåéäÿ, åñëè íåîáõîäèìî ê ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tkj , z

k
i , z

k
j

òàêæå ñõîäÿòñÿ, tkj → t∗2 , z
k
i → z∗1 , z

k
j → z∗2 . ßñíî, ÷òî t∗ = g(t∗1) = g(t∗2) .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ Dg ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà è îòäåëåíà îò íóëÿ íåêîòîðîé
ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé, ÷èñëî

β(t) = min
tk,tj
{|tk − tj| : g(tk) = g(tj) = t, tk ̸= tj}

ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò t . Ïîñêîëüêó S1 � êîìïàêò,
òî ñóùåñòâóåò β∗ > 0 òàêîå, ÷òî β(t) ≥ β∗ äëÿ âñåõ t . Ïîýòîìó |tki − tkj | ≥ β∗ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, t∗1 ̸= t∗2 . Èìååì

|w(t∗1, z∗1)−w(t∗2, z∗2)| ≤ |w(t∗1, z∗1)−w(tk1, zk1 )|+|w(tk1, zk1 )−w(tk2, zk2 )|+|w(t∗2, z∗2)−w(tk2, zk2 )|. (2.6)

Òàê êàê ôóíêöèÿ w(t, z) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà, òî |w(t∗1, z∗1) − w(tk1, z
k
1 )| è |w(t∗2, z∗2) −

w(tk2, z
k
2 )| ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè k →∞ . Ïîñêîëüêó â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîòèâíîì,

|w(t∗1, z∗1) − w(t∗2, z
∗
2)| òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2.6) ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî ìàëîé. Èç α(t∗) ≤ |w(t∗1, z∗1)−w(t∗2, z
∗
2)| âûòåêàåò, ÷òî α(t∗) = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òîìó, ÷òî αg(t) > 0 äëÿ ëþáîãî t ∈ S1 .
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êè wi , wj â (2.5) èìåþò âèä w(ti, z1) , w(tj, z2) , ïîëó÷àåì, ÷òî

|w(ti, z1)− w(tj, z2)| ≥ α∗
g, i ̸= j ∀z1, z2 ∈ D2. (2.7)

Òàê êàê îòîáðàæåíèå w íåïðåðûâíî è çàäàíî íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå S1 ×D2 , òî w
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî íåðàâåí-
ñòâî |t − s| < δ âëå÷åò íåðàâåíñòâî |w(t, z) − w(s, z)| < ε äëÿ ëþáûõ t , s ∈ S1 è ëþáîé

òî÷êè z ∈ D2 . Ïîëîæèì ε =
α∗
g

3
. Ñîîòâåòñòâóþùåå δ > 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç δ∗ . Òàêèì

îáðàçîì,

|t− s| < δ∗ ⇒ |w(t, z)− w(s, z)| <
α∗
g

3
. (2.8)

Ïîñêîëüêó g � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà β > 0 òàêàÿ, ÷òî
Dg ≥ β . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(g) îòîáðàæåíèÿ g â ïðîñòðàíñòâå End10(S

1)
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òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî g′ ∈ U(g) è ëþáîãî t ∈ S1 âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.
Ïóñòü t1 , t2 , . . . , td ∈ S1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû è òàêèå, ÷òî t = g(t1) = . . . = g(td) . Òîãäà
ïîëíûé ïðîîáðàç (g′)−1(t) ñîñòîèò èç d òî÷åê t′1 , t′2 , . . . , t′d ∈ S1 , êîòîðûå ìîæíî òàê
ïåðåíóìåðîâàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |ti − t′i| < δ∗ äëÿ âñåõ i = 1 , . . . , d .

Ïîêàæåì, ÷òî îêðåñòíîñòü U(g) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ g′ ∈ U(g)
ïðåîáðàçîâàíèå F ′ = (g′, w) íå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òî åñòü (g′(s1), w(s1, z1)) =
(g′(s2), w(s2, z2)) äëÿ íåêîòîðûõ s1 , s2 ∈ S1 , z1 , z2 ∈ D2 . Òîãäà g′(s1) = g′(s2) = t′ . Â
ñèëó âûáîðà îêðåñòíîñòè U(g) , ñóùåñòâóþò t1 , t2 òàêèå, ÷òî |t1 − s1| < δ∗ , |t2 − s2| <
δ∗ , g(t1) = g(t2) = t′ . Òî÷êè F (t1, w(t1, z1)) , F (t2, w(t2, z2)) ïðèíàäëåæàò îäíîìó äèñêó
{t′} ×D2 . Îòñþäà è (2.8) âûòåêàåò

|w(t1, z1)− w(s1, z1)| <
α∗
g

3
, |w(t2, z2)− w(s2, z2)| <

α∗
g

3
.

Òîãäà

|w(t1, z1)− w(t2, z2)| ≤ |w(t1, z1)− w(s1, z1)|+ |w(s2, z2)− w(t2, z2)| ≤
2

3
α∗
g,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.7). Ëåììà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

2.3. Ýíäîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ êàíòîðîâûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì

Ïåðâûé ïðèìåð íåïðåðûâíîãî ýíäîìîðôèçìà îêðóæíîñòè ñ êàíòîðîâûì íåáëóæäàþ-
ùåì ìíîæåñòâîì áûë ïîñòðîåíØóáîì [16]. Õèðø [10] óêàçàë íà òî, ÷òî ïîäîáíûé ýíäîìîð-
ôèçì ìîæíî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêèì (íî íå óêàçàë ÿâíóþ ôîðìóëó). Çäåñü ìû ïðèâîäèì
â âèäå ÿâíîé ôîðìóëû 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî C∞ ýíäîìîðôèçìîâ ñ êàíòîðîâûì
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì.

Ïóñòü Uδ � òàê íàçûâàåìàÿ áàìï-ôóíêöèÿ, òî åñòü ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäó-
þùèì óñëîâèÿì:

• Uδ(x) = 1 ïðè âñåõ x ∈
[
− δ

2
; + δ

2

]
, 0 < δ ≤ 1

4
;

• Uδ(x) = 0 ïðè âñåõ |x| ≥ δ ;

• U ′
δ(x) ≥ 0 ïðè âñåõ x ∈

[
−δ;− δ

2

]
, è U ′

δ(x) ≤ 0 ïðè âñåõ x ∈
[
δ
2
; δ
]
.

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî d ≥ 2 , è ïîëîæèì

fε,δ(x) = dx+ (−d+ ε)xUδ(x) mod 1,

ãäå ε ∈ (0; 1) . ßñíî, ÷òî fε,δ : S
1 → S1 îïðåäåëÿåò 2-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðà-

æåíèé îêðóæíîñòè, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî ðàñòÿãèâà-
þùåãî ýíäîìîðôèçìà Ed(x) = dx mod 1 .

Ò å î ð å ì à 2.1. Îòîáðàæåíèå fε,δ : S1 → S1 , 0 < δ ≤ 1
4
, ε ∈ (0; 1) , ÿâëÿåòñÿ

ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì íåîñîáûì ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè d c êàíòîðî-
âûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì. Áîëåå òîãî, fε,δ → Ed â C0 òîïîëîãèè ïðè δ → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíå δ -îêðåñòíîñòè Vδ(0) òî÷êè x0 = 0 îòîáðàæåíèå
fε,δ ñîâïàäàåò ñ Ed . Ïîñêîëüêó fε,δ(Vδ(0)) = Ed(Vδ(0)) , òî fε,δ ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì
ñòåïåíè d .
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Ïîêàæåì, ÷òî fε,δ åñòü íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì. Äëÿ ýòîãî íàéäåì åãî ïðîèçâîäíóþ

f ′
ε,δ(x) = d+ (−d+ ε) [xUδ(x)

′ + Uδ(x)] = d+ (−d+ ε)xUδ(x)
′ + (−d+ ε)Uδ(x).

Èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Uδ âûòåêàåò, ÷òî xUδ(x)
′ ≤ 0 . ßñíî, ÷òî d + (−d + ε)Uδ(x) ≥ ε .

Ïîýòîìó f ′
ε,δ(x) ≥ ε .

Òàê êàê f ′
ε,δ(0) = ε ∈ (0; 1) , òî x0 = 0 ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïðèòÿãèâàþùåé

òî÷êîé ýíäîìîðôèçìà fε,δ . Ðåøàÿ óðàâíåíèå dx + (−d + ε)xUδ(x) = x , ïîëó÷àåì, ÷òî â
δ -îêðåñòíîñòè Vδ(0) èìåþòñÿ äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè ±x∗ òàêèõ, ÷òî Uδ(±x∗) =

d−1
d−ε

, ãäå
δ
2
< x∗ < δ . Ïðè ýòîì, èíòåðâàë (−x∗;x∗) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ òî÷êè x0 (â

÷àñòíîñòè, ω -ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî ëþáîé òî÷êè èç (−x∗;x∗) ñîâïàäàåò ñ x0 ). Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèÿ fε,δ ðàâíî

NW (fε,δ) = {x0}
∪(

S1 \ ∪k≥0f
−k
ε,δ (−x∗; x∗)

)
,

è ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì.
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî NW (fε,δ) ãèïåðáîëè÷åñêîå, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ f ′

ε,δ(x) íà
íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå îòëè÷íà îò åäèíèöû. Â èíòåðâàëå |x| < x∗ èìååòñÿ òîëüêî îä-
íà òî÷êà íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà x0 = 0 , è îíà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ. Âíå δ -îêðåñòíîñòè
Vδ(0) îòîáðàæåíèå fε,δ ñîâïàäàåò ñ Ed è, ñëåäîâàòåëüíî, f ′

ε,δ(x) = d ≥ 2 . Îñòàëîñü ïðî-
âåðèòü ãèïåðáîëè÷íîñòü â δ -îêðåñòíîñòè ïðè |x| ≥ x∗ . Â Vδ(0) ïðè x ≥ x∗ ôóíêöèÿ
(−d+ ε)Uδ(x) âîçðàñòàþùàÿ, à ïðè ïðè x ≤ −x∗ � óáûâàþùàÿ (çäåñü ìû ó÷èòûâàëè, ÷òî
−d+ ε < 0 ). Ïîýòîìó ïðè |x| ≥ x∗ èìååì

f ′
ε,δ(x) = d+ (−d+ ε)xU ′

δ(x) + (−d+ ε)Uδ(x) ≥ d+ (−d+ ε)Uδ(x∗) + (−d+ ε)xU ′
δ(x) =

= 1 + (−d+ ε)xU ′
δ(x) > 1.

Òàêèì îáðàçîì, íà íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâå ïðîèçâîäíàÿ f ′
ε,δ(x) ñòðîãî áîëüøå åäèíè-

öû.
Â ñèëó [16], îòîáðàæåíèå fε,δ ïîëóñîïðÿæåíî ýíäîìîðôèçìó Ed , ó êîòîðîãî íåáëóæ-

äàþùåå ìíîæåñòâî ñîâïàäàåò ñî âñåé îêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè îòîá-
ðàæåíèÿ fε,δ âñþäó ïëîòíû â NW (fε,δ) . Ñîãëàñíî [14], èç ãèïåðáîëè÷íîñòè NW (fε,δ)
ñëåäóåò, ÷òî ýíäîìîðôèçì fε,δ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûé.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü C0 -áëèçîñòü ê Ed ïðè δ → 0 . Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü
ýòî òîëüêî äëÿ x ∈ Vδ(0) . Èìååì

|fε,δ(x)− Ed(x)| = |(−d+ ε)xUδ(x)| ≤ δd→ 0 ïðè δ → 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

3. Õèðóðãèÿ Ñìåéëà

Ïóñòü fε,δ : S
1 → S1 � íåîñîáûé ýíäîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé òåîðåìå 2.1.. Ïîëî-

æèì
m = min

x∈NW (fε,δ)
Dfε,δ(x).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1., m > 1 .
Íàðÿäó ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè (x, y) íà R2 áóäåì èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíóþ

ïåðåìåííóþ z = x+iy . Ýòà ïåðåìåííàÿ â åäèíè÷íîì äèñêå D2 ⊂ R2 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ
äëÿ çàäàíèÿ îòîáðàæåíèé áàçîâîãî ïîëíîòîðèÿ B = S1 ×D2 .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2011. Ò. 13, � 4



Î áèôóðêàöèÿõ â ìîäåëÿõ ãèïåðáîëè÷åñêîãî øóìà 57

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü

F0(t, z) =

(
Ed(t), λz +

1

2
exp 2πit

)
(3.1)

åñòü ëèíåéíûé äèôôåîìîðôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ, ãäå

0 < λ <
1

4
sin

(π
d
+

π

4

)
, λ ≤ m

8
. (3.2)

Òîãäà ñóùåñòâóåò SV äèôôåîìîðôèçì âèäà

Fδ(t, z) =

(
fε,δ(t), λz +

1

2
exp 2πit

)
(3.3)

ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì íóëüìåðíûì íåáëóæäàþùåì ìíîæåñòâîì òàêîé, ÷òî Fδ → F0 â C0

òîïîëîãèè ïðè δ → 0 .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1., äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî δ îòîáðàæå-
íèå Fδ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ èç êëàññà SV , è ìû äàëåå áóäåì
ïðåäïîëàãàòü òàêóþ ìàëîñòü δ . Äëÿ ïðîñòîòû îáîçíà÷èì Fδ = F .

Íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ S1 ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè èç åå ïðîîáðàçà tk , tj ∈ f−1

ε,δ (y) îòíîñèòåëüíî fε,δ
íå ïðåâîñõîäèò d+4

4d
(íàïîìíèì, ÷òî δ < 1

4
),

min
tk,tj
{|tk − tj| : gd(tk) = gd(tj), tk ̸= tj} ≤

1

d
+ δ ≤ 1

d
+

1

4
≤ d+ 4

4d
.

Íåïîñðåäñòâåííî èç (3.1) âûòåêàåò, ÷òî t -ñå÷åíèå D2
t = {t} ×D2 ïîä äåéñòâèåì F îòîá-

ðàæàåòñÿ â êðóãëûé äèñê, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Bt , ïðèíàäëåæàùèé D2
fε,δ(t)

. Èç

(3.1) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî äèñê Bt èìååò ðàäèóñ λ ñ öåíòðîì, ëåæàùèì íà îêðóæíîñòè
|z| = 1

2
. Ïîñêîëüêó λ < 1

4
, òî Bt ⊂ int D2

fε,δ(t)
. Ïîýòîìó F (B) ⊂ int B . Â êîîðäèíàòàõ

(t, z) íà B = S1 ×D2 îòîáðàæåíèå F èìååò ÿêîáèàí

DF (t, z) =

(
Dfε,δ(t) 0

πi exp 2πit λI2

)
, (3.4)

ãäå I2 � òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöà íà C (èëè R2 ). Òàê êàê Dfε,δ > 0 è λ > 0 , òî
F åñòü ëîêàëüíûé äèôôåîìîðôèçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî F åñòü (ãëîáàëü-
íûé) äèôôåîìîðôèçì ðàññìîòðèì ïîïàðíî ðàçëè÷íûå t1 , t2 , . . . , td ∈ S1 òàêèå, ÷òî
fε,δ(t1) = . . . = fε,δ(td) . Öåíòðû O1 , . . . , Od äèñêîâ Bt1 , . . . , Btd ñîîòâåòñòâåííî ëåæàò
íà îêðóæíîñòè |z| = 1

2
. Ìèíèìàëüíûé óãîë ìåæäó ëó÷àìè, ïðîâåäåííûìè èç öåíòðà äèñ-

êà D2
fε,δ(tk)

è òî÷êàìè O1 , . . . , Od , ðàâåí 2π d+4
4d

. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó

O1 , . . . , Od ðàâíî sin
(
π d+4

4d

)
. Ðàäèóñû äèñêîâ Bt1 , . . . , Btd ðàâíû λ . Îòñþäà è èç (3.2)

ñëåäóåò, ÷òî äèñêè Bt1 , . . . , Btd ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ó÷èòûâàÿ (3.1), ïîëó÷àåì, ÷òî
F ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì B → F (B) , óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (2.1)-(2.3). Òàêèì
îáðàçîì, F ∈M . Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî íà NW (F ) èìååòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî T (B) = T (S1 × D2) ïîëíîòîðèÿ B åñòåñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû T (B) = T (S1)⊕T (D2) . Â êàæäîé òî÷êå (t, z) ∈ B êàñàòåëüíàÿ
ïëîñêîñòü T(t,z)(B) åñòü ñóììà îäíîìåðíîãî Tt(S

1) = E1 ∼= R è äâóìåðíîãî Tz(T
2) =

E2 ∼= R2 ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ. Èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî ïîäðàññëîåíèå E2 èíâàðèàíòíî
îòíîñèòåëüíî DF :

DFp

(
0⃗

v⃗23

)
=

(
0⃗

λv⃗23

)
,
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ãäå v⃗23 ∈ E2 . Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó |λ| < 1 , òî E2 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ïîäðàññëîåíèåì,
Es = E2 .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäðàññëîåíèå E1 íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî DF . Ïîêàæåì, ÷òî, òåì
íå ìåíåå, íà ìíîæåñòâå NW (F ) äèôôåîìîðôèçì F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.
Ïóñòü q = (t, z) ∈ NW (F ) . Òîãäà t ∈ NW (fε,δ) . Èçâåñòíî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî
NW (fε,δ) åñòü îáúåäèíåíèå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà Σfε,δ ñ èçîëèðîâàííîé ïðèòÿãèâàþùåé
(ãèïåðáîëè÷åñêîé) íåïîäâèæíîé òî÷êîé x0 ∈ S1 \Σfε,δ . Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: 1) t = x0 ;
2) t ∈ Σfε,δ = Ω . Â ñëó÷àå 1), òî÷êà q ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííîé (íåïîäâèæíîé) òî÷êîé
íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà NW (F ) . Èç (3.4) âûòåêàåò, ÷òî q � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ïðèòÿ-
ãèâàþùàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Â ñëó÷àå 2) ðàññìîòðèì â TNW (F )(B) ⊂ T (B) = E1 ⊕ E2 ñåìåéñòâî êîíóñîâ

Cu
q = {

(
v⃗1
v⃗23

)
: v⃗1 ∈ Tt(S

1), v⃗23 ∈ E2
z, |v⃗1| ≥

m

4
|v⃗23|}.

Ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî DF (Cu
q ) ⊂ Cu

F (q) . Ïóñòü
(
v⃗1
v⃗23

)
∈ Cu . Â ñèëó (3.4),

DF

(
v⃗1
v⃗23

)
=

(
v⃗′1
v⃗′23

)
=

(
Dfε,δ(t)v⃗1

πiv⃗1 exp 2πit+ λv⃗23

)
.

Òîãäà |v⃗′23| ≤ |πi exp 2πitv⃗1| + λ|v⃗23| = π|v⃗1| + λ|v⃗23| . Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî λ ≤ m
8
, ïîëó-

÷àåì

|v⃗′1| = Dfε,δ(t)|v⃗1| ≥
m

4
(4|v⃗1|) ≥

m

4

(
π|v⃗1|+

1

2
|v⃗1|

)
≥

≥ m

4

(
π|v⃗1|+

m

8
|v⃗23|

)
≥ m

4
(π|v⃗1|+ λ|v⃗23|) ≥

m

4
|v⃗′23|.

Òàêèì îáðàçîì,
(
v⃗′1
v⃗′23

)
∈ Cu

F (q) . Îòñþäà

DF k(Cu
F−k(q)) ⊂ DF k−1(Cu

F−k+1(q)) ⊂ · · · ⊂ DF (Cu
F−1(q)) ⊂ Cu

q äëÿ ëþáîãî k ∈ N.

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå èòåðàöèé êîíóñà Cu
q îòíîñèòåëüíî DF åñòü ïðÿìàÿ,

ðàññìîòðèì(
v⃗1
v⃗23

)
,

(
w⃗1

w⃗23

)
∈ Cu

F−k(q),

(
v⃗k1
v⃗k23

)
= DF k

(
v⃗1
v⃗23

)
,

(
w⃗k

1

w⃗k
23

)
= DF k

(
w⃗1

w⃗23

)
.

Ïîëîæèì |v⃗j1| = vj1 , |w⃗
j
1| = wj

1 , v⃗1 = (v1, 0) , w⃗1 = (w1, 0) , v1 > 0 , w1 > 0 . Òîãäà∣∣∣∣ v⃗123v11 − w⃗1
23

w1
1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣πiv⃗1 exp 2πit+ λv⃗23
Dfε,δ(t)v1

− πiw⃗1 exp 2πit+ λw⃗231

Dfε,δ(t)w1

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣πi exp 2πit(w1v⃗1 − v1w⃗1)

Dfε,δ(t)v1w1

+
λ

m

(
v⃗23
v1
− w⃗23

w1

)∣∣∣∣ = λ

m

∣∣∣∣ v⃗23v1 − w⃗23

w1

∣∣∣∣ ,
òàê êàê w1v⃗1 − v1w⃗1 = |w⃗1|v⃗1 − |v⃗1|w⃗1 = 0 . Ïîýòîìó∣∣∣∣ v⃗k23vk1 − w⃗k

23

wk
1

∣∣∣∣ = (
λ

m

)k ∣∣∣∣ v⃗23v1 − w⃗23

w1

∣∣∣∣ .
Ïðàâàÿ ÷àñòü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞ , ïîñêîëüêó λ

m
< 1 â ñèëó (3.2). Ïîýòî-

ìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
v⃗k23
vk1

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ïðåäåë,
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ñêàæåì V⃗ . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî v1 = |v⃗1| = 1 ,

v23 = |v⃗23| = 1 . Òîãäà åäèíè÷íûé âåêòîð n⃗k =
v⃗k1+v⃗k23
|v⃗k1+v⃗k23|

, êîòîðûé îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå

âåêòîðà v⃗k1 + v⃗k23 = vk1 v⃗1 + vk23v⃗23 èìååò ïðåäåë v⃗1+V⃗

|v⃗1+V⃗ |
. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

èòåðàöèé êîíóñà Cu
q îòíîñèòåëüíî DF åñòü îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Eu . Òàê êàê

ïðîåêöèÿ âåêòîðà v⃗k1 + v⃗k23 íà âåêòîð v⃗1 ðàâíà vk1 ≥ mkv1 , òî Eu ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì
ïîäðàññëîåíèåì, òðàíñâåðñàëüíûì Es = E2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà NW (F ) äèôôåî-
ìîðôèçì F èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè äëÿ ãîñó-
äàðñòâåííîé ïîääåðæêè íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâîäèìûõ ïîä ðóêîâîäñòâîì âåäóùèõ
ó÷åíûõ â ðîññèéñêèõ îáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæäåíèÿõ âûñøåãî ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçî-
âàíèÿ, äîãîâîð � 11.G34.31.0039, à òàêæå â ðàìêàõ ãðàíòà ÐÔÔÈ � 11-01-12056 îôè-ì.
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On bifurcation in models of hyperbolic noise
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Abstract. We prove that arbitrarily small (in C0 -topology) perturbation maps of Smale can
get a map with a non-trivial zero-dimensional hyperbolic set. The resulting map can be used in
information transmission systems with complete chaotic synchronization.
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ÓÄÊ 38.01.77

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå îñëîæíåíèé ïðè

áóðåíèè ñêâàæèí

c⃝ Ë. Ô. Íóðèñëàìîâà1

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàíà è ðåàëèçîâàíà ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ ïðîãíîçà ïîãëîùåíèé áóðîâûõ
ðàñòâîðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè
ñîçäàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì, ïîçâîëÿþùèé ñîñòàâëÿòü âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç âîçíèêíîâåíèÿ
ïîãëîùåíèé, ïî ðåçóëüòàòàì êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ óñòàíîâêà îãðàíè÷åíèé íà ñâîéñòâà áó-
ðîâîãî ðàñòâîðà è õàðàêòåðèñòèêè ïðîâîäèìûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áóðåíèå ñêâàæèí, âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü, ïðîãíîçèðîâàíèå ïîãëîùåíèé,
ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, êîìïëåêñ ïðîãðàìì, áàçà ïðîìûñëîâûõ äàííûõ.

1. Ââåäåíèå

Áóðåíèå íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèí íà ìåñòîðîæäåíèÿõ ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí
îòëè÷àåòñÿ ðÿäîì îñîáåííîñòåé, îáóñëîâëåííûõ ñëîæíûìè ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèìè óñëîâè-
ÿìè è òåì, ÷òî ìíîãèå ìåñòîðîæäåíèÿ íàõîäÿòñÿ íà ïîçäíèõ ñòàäèÿõ ðàçðàáîòêè. Ýòî
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà îñëîæíåíèé â ïðîöåññå áóðå-
íèÿ ñêâàæèí, êîòîðûå ñîïðîâîæäàþòñÿ çíà÷èòåëüíûìè çàòðàòàìè ñðåäñòâ íà ëèêâèäàöèþ
èõ ïîñëåäñòâèé, ïîýòîìó çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïðåäóïðåæäåíèÿ âîçìîæíûõ îñëîæ-
íåíèé ñòàíîâèòñÿ âàæíîé è àêòóàëüíîé. Íàäåæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è çàâèñèò êàê
îò ïîëíîòû è äîñòîâåðíîñòè ïðîìûñëîâîé èíôîðìàöèè, òàê è îò óðîâíÿ ìåòîäè÷åñêîãî
îáåñïå÷åíèÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ìîäåëèðîâàíèå îñëîæíåíèé è ïðèìåíåíèå ýòèõ ìîäåëåé çàòðóäíåíî âñëåäñòâèå òîãî,
÷òî ãåîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ îò ñêâàæèíû ê ñêâàæèíå è èçìåðåíèþ äîñòóï-
íî ëèøü íåáîëüøîå èõ ÷èñëî, à òåõíîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû, èçìåðÿåìûå íà äíåâíîé ïî-
âåðõíîñòè, ìîãóò ñëóæèòü ëèøü îöåíêàìè. Ïîýòîìó çàäà÷à ïðîãíîçèðîâàíèÿ îñëîæíåíèé
íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Âñå ìåñòîðîæäåíèÿ ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí ðàçáèòû íà ãåîëîãè÷åñêèå îáðàçîâàíèÿ
â ïðåäåëàõ êðóïíûõ òåêòîíè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ôîðìèðîâàíèå ãîðíûõ ïîðîä íà êîòîðûõ
ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîòåêàþùèì â èäåíòè÷íûõ óñëîâèÿõ [1]. Ýòî îáóñëîâëèâàåò òî, ÷òî äëÿ
ýôôåêòèâíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ñâîåâðåìåííîãî ïðåäóïðåæäåíèÿ îñëîæíåíèé íåîáõî-
äèìî ïðîâîäèòü âñåñòîðîííèé àíàëèç ïðîìûñëîâîé èíôîðìàöèè ïî ðàíåå ïðîáóðåííûì
ñêâàæèíàì. Ñ ýòîé öåëüþ ñîçäàíà áàçà äàííûõ è ÑÓÁÄ ïî áóðîâûì ðàñòâîðàì è îñëîæ-
íåíèÿì íà ìåñòîðîæäåíèÿõ ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí (îáúåì âûáîðêè ñîñòàâëÿåò 27 òûñ.
ñêâàæèí), êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äëÿ âñåõ ìàññèâîâ ïîäáèðàòü ñîñòàâû áóðîâûõ è òàìïîíàæ-
íûõ ðàñòâîðîâ, ìàêñèìàëüíî ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿì êîíêðåòíîé ñêâàæèíû [2].

1Ìàãèñòðàíò ïåðâîãî ãîäà îáó÷åíèÿ êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Óôà; Nurislamova_LF@mail.ru.
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Áàçà äàííûõ èìååò ðåëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó, óäîáíóþ äëÿ õðàíåíèÿ è îòîáðàæåíèÿ
ïðîìûñëîâîé èíôîðìàöèè, è ñîñòîèò èç 11 âçàèìîñâÿçàííûõ òàáëèö, 9 èç êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ ñïðàâî÷íèêàìè, à äâå (òàáëèöà áóðîâûõ ðàñòâîðîâ è òàáëèöà îñëîæíåíèé) ÿâëÿþòñÿ
îñíîâíûìè (ðèñ. 2.1).

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñòðóêòóðà áàçû äàííûõ ïî áóðîâûì ðàñòâîðàì è îñëîæíåíèÿì

Íà îñíîâàíèè àíàëèçà ïðîìûñëîâîãî ìàòåðèàëà, ñîäåðæàùåãîñÿ â áàçå äàííûõ, ïðî-
èçâîäèòñÿ ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïî ïðîãíîçèðîâàíèþ âîç-
ìîæíûõ îñëîæíåíèé ïðè ñòðîèòåëüñòâå íîâûõ ñêâàæèí.

Îñíîâíûì âèäîì îñëîæíåíèé ïðè áóðåíèè íåôòÿíûõ è ãàçîâûõ ñêâàæèí íà ìåñòîðîæ-
äåíèÿõ ðåñïóáëèêè Áàøêîðòîñòàí ÿâëÿþòñÿ ïîãëîùåíèÿ áóðîâûõ è òàìïîíàæíûõ ðàñòâî-
ðîâ. Âîçíèêíîâåíèå ïîãëîùåíèé õàðàêòåðèçóåòñÿ íàðóøåíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ðàâ-
íîâåñèÿ â ñèñòåìå "ñêâàæèíà-ïëàñò"è ïîÿâëåíèåì ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïî-
ãëîùåíèÿ (ÃÂÏ), ò.å. òîãî çíà÷åíèÿ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ, ïðåâûøåíèå êîòîðîãî âåäåò ê
ïîãëîùåíèþ áóðîâîãî èëè òàìïîíàæíîãî ðàñòâîðà [3]. Ïîýòîìó ýôôåêòèâíîñòü ïðåäóïðå-
æäåíèÿ ïîãëîùåíèé âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ ïðîãíîçà âåëè÷èí
ÃÂÏ.

Çíà÷åíèå ÃÂÏ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

grad[p] = ρg + grad∆p, (2.1)

ãäå ρ - ïëîòíîñòü áóðîâîãî ðàñòâîðà â ìîìåíò âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ, grad∆p - ãðà-
äèåíò èçìåíåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ òåõíîëîãè÷åñêîé
îïåðàöèè, ïðè êîòîðîé âîçíèêëî ïîãëîùåíèå. Ôîðìóëà (2.1) âêëþ÷àåò äâå ñîñòàâëÿþùèå:
ãèäðîñòàòè÷åñêóþ ( ρg ), ò.å. äàâëåíèå ñòîëáà áóðîâîãî ðàñòâîðà íà ñòåíêè ñêâàæèíû, è
ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ( grad∆p ), âîçíèêàþùóþ ïðè ïðîâåäåíèè òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé,
òàêèõ êàê ìåõàíè÷åñêîå áóðåíèå, ñïóñê áóðèëüíîé êîëîííû â ñêâàæèíó, çàïóñê áóðîâîãî
íàñîñà è ò.ï.

Ðàñ÷åò âåëè÷èíû grad∆p îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:
� äëÿ ìåõàíè÷åñêîãî áóðåíèÿ:

grad∆p =
(ρÃÏ − ρ)gVìåõf∆z

QH − V0fÊÏ −Ô
+ [aÊÏη(QH −Ô) + bÊÏτ0]

L

z
, (2.2)

ãäå ρÃÏ � ïëîòíîñòü ðàçáóðèâàåìûõ ãîðíûõ ïîðîä, Vìåõ � ìåõàíè÷åñêàÿ ñêîðîñòü ïðî-
õîäêè, f è fÊÏ � ïëîùàäü, ñîîòâåòñòâåííî, çàáîÿ è ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîëüöåâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, QH � ïðîèçâîäèòåëüíîñòü áóðîâûõ íàñîñîâ, Ô � îáúåìíàÿ ñêîðîñòü ôèëü-
òðàöèè æèäêîñòè ÷åðåç çàáîé è âíîâü îáðàçîâàâøèåñÿ ñòåíêè ñêâàæèíû, aÊÏ è bÊÏ �
êîýôôèöèåíòû ãèäðàâëè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â êîëüöåâîì ïðîñòðàíñòâå, îïðåäåëÿåìûå
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ýêñïåðèìåíòàëüíî, V0 � ñêîðîñòü îñåäàíèÿ âûáóðåííûõ ÷àñòèö â ïîòîêå áóðîâîãî ðàñòâî-
ðà, îïðåäåëÿåìàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî;

-äëÿ ñïóñêà áóðèëüíîé êîëîííû â ñêâàæèíó:

grad∆p =
1

z
(lH + 0.5lÑÂ)

(
kAumaxsinφ0 +B + kC

πumax

2tp
cosφ0

)
, (2.3)

A =
16η

D2(1 + d2)ln(1/d)− (1− d2)
, B =

4τ0

D(1− d), C =
ρd2

1− d2

,

φ0 = arctg
2πA(lH + 0.5lÑÂtp

π2C(lH + 0.5lÑÂ − 4Bt2p)
, umax =

π∆lÑÂ
2tp

, k =
tC
tÖ

,

ãäå lH � äëèíà áóðèëüíîé êîëîííû, íàõîäÿùåéñÿ â ñêâàæèíå ïåðåä íà÷àëîì ñïóñêà, lÑÂ �
äëèíà òðóá áóðèëüíîé ñâå÷è, umax � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñïóñêà â êîíöå ôàçû ðàçãîíà,
tp � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ôàçû ðàçãîíà, tC è tÖ � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñîîòâåòñòâåííî
ñïóñêà ñâå÷è è öèðêóëÿöèè æèäêîñòè íà óñòüå, z � çíà÷åíèå äëèíû áóðèëüíîé êîëîííû,
ïðè êîòîðîì ïðîèçîøëî ïîãëîùåíèå.

3. Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç ïîãëîùåíèé áóðîâîãî ðàñòâîðà

Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ôàêòè÷åñêîãî ïðîìûñëîâîãî ìàòå-
ðèàëà ïî ïðîáóðåííûì ñêâàæèíàì íà êîíêðåòíîì ìåñòîðîæäåíèè èëè ïëîùàäè. Ïðîìûñ-
ëîâóþ âûáîðêó äëÿ êîíêðåòíîãî ïëàñòà ñîñòàâëÿþò ïî âñåì ñêâàæèíàì (â òîì ÷èñëå è
íåïîãëîùàþùèì). Âûáîðêà äîëæíà âêëþ÷àòü ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ: íîìåð ñêâàæè-
íû, ïëàñò, ãëóáèíó çàëåãàíèÿ ïëàñòà, ñâåäåíèÿ î ïîãëîùåíèè ïðè áóðåíèè ñêâàæèíû, äàâ-
ëåíèå íà ïëàñò, ïðè êîòðîì âîçíèêëî ïîãëîùåíèå, ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå ïðè ïðîõîäêå
áåç ïîãëîùåíèÿ.

Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç ÃÂÏ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
{grad p, µï(grad p)} , ãäå µï : grad p → µï ∈ [0, 1] - ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ ñòåïåíü âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ ïðè äàííîì çíà÷åíèè grad p .
Ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè íàõîäèòñÿ íà îñíîâå îáðàáîòêè ôàêòè÷åñêîãî ïðîìûñëîâîãî
ìàòåðèàëà ïî ïðîáóðåííûì ñêâàæèíàì íà êîíêðåòíîì ìåñòîðîæäåíèè èëè ïëîùàäè.

Ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïðè-
íàäëåæíîñòè äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé. Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì:

1. Îáðàáîòêà ïðîìûñëîâîãî ìàòåðèàëà è óñòàíîâëåíèå îáëàñòè èçìåíåíèÿ ãðàäèåíòà
ãèäðàâëè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïðè ðàçáóðèâàíèè ïëàñòà: [a, b] .

2. Ðàçáèåíèå èíòåðâàëà [a, b] íà k (îáû÷íî k ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 4-5) ðàâíîìåðíûõ
èíòåðâàëîâ ãðàäàöèé ñ øàãîì ∆ .

3. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè äëÿ j -ãî èíòåðâàëà ïî ôîðìóëå:

µl
j =

j∑
i=1

n+
i

j∑
i=1

n+
i +

k∑
i=j

n−
i

, j = 1, ..., k,
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4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è îñíîâíûå âûâîäû

Ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè íà ïðèìåðå Ñåâåðî-Òàáûíñêîé ïëî-
ùàäè. Îñîáåííîñòü ñîñòàâëåíèÿ ïðîãíîçà grad[p] ñîñòîèò â òîì, ÷î ïðîìûñëîâàÿ âûáîðêà
âêëþ÷àåò èíôîðìàöèþ è ïî ñêâàæèíàì, â êîòîðûõ íå áûëî ïîãëîùåíèé (ðèñ. 4.1).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Îáðàáîòêà ïðîìûñëîâîãî ìàòåðèàëà

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîãíîçà ÃÂÏ ïîêàçàíû
â òàáëèöå 1.

Òàáëèöà 1: Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèé
äëÿ Ñåâåðî-Òàáûíñêîé ïëîùàäè

Îáúåêò Ãðàäèåíò äàâ- Âåðîÿòíîñòíûé
ïîãëîùåíèÿ ëåíèÿ, 10−2 ÌÏà/ì ïðîãíîç
Êóíãóðñêèé 1,12-1,29 0,02

ÿðóñ 1,29-1,46 0,2
1,46-1,80 0,5

Àðòèíñêèé 1,12-1,26 0,01
ÿðóñ 1,26-1,33 0,03

1,33-1,40 0,06

Âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç ÃÂÏ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè óïîðÿäî÷åííûõ ïàð
èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ è âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ â äàí-
íîì ïëàñòå ïðè òàêîì çíà÷åíèè ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ. Ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîãíîçà
ïðîèçâîäèòñÿ íàçíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà ãðàäèåíò äàâëåíèÿ ïðè ðàçáó-
ðèâàíèè îáúåêòà ïîãëîùåíèÿ.

Îãðàíè÷åíèÿ íà ãðàäèåíò ãèäðàâëè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè ê ìèíèìóìó
÷èñëî âîçìîæíûõ ïîãëîùåíèé ïðè ïðîõîäêå êîíêðåòíîãî ïëàñòà íà ìíîæåñòâå òèïîâûõ
ñêâàæèí èëè ñòåïåíü ðèñêà âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ â îäíîé ñêâàæèíå. Çíàíèå âåëè-
÷èíû ÃÂÏ ïîçâîëÿåò çàðàíåå ñïëàíèðîâàòü ðàáîòó ïî ëèêâèäàöèè ïîãëîùåíèé.
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Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè àâòîðîì ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ ïðîãðàìì,
ðåàëèçóþùèé âåðîÿòíîñòíûé ïðîãíîç ãðàäèåíòà äàâëåíèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèÿ, ïî
ðåçóëüòàòàì êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ óñòàíîâêà îãðàíè÷åíèé íà ñâîéñòâà áóðîâîãî ðàñòâîðà
è õàðàêòåðèñòèêè ïðîâîäèìûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé [4]. Ïîëó÷åííûå ðåêîìåíäàöèè
ïîçâîëÿò çíà÷èòåëüíî ñíèçèòü âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ïîãëîùåíèé â óñëîâèÿõ áóðî-
âîé è ñýêîíîìèòü äîðîãîñòîÿùèå õèìè÷åñêèå ðåàãåíòû, ïðèâîäÿ òåì ñàìûì ê ïîâûøåíèþ
òåõíèêî-ýêîíîìè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé áóðåíèÿ. Ïëàíèðóåòñÿ òàêæå ðàçðàáîòêà ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñîâ ïî ïðîãíîçèðîâàíèþ îñòàëüíûõ âèäîâ îñëîæíåíèé.
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Mathematical modeling of troubles taking place during

drilling.

c⃝ L. F. Nurislamova2

Abstract. The method of constructing the forecast of drilling �uids loss by using the theory of
probability models has been developed and implemented. The software for prediction of drilling
�uid loss by regulation of drilling �uid characteristics and processing operations has been created
on the bases the developed model.

Key Words: Drilling, probability model, prediction of drilling �uid loss, membership function,
software, database.
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Ñîõðàíåíèå ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ïðè

èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè

c⃝ Ã. Ô. Ñàôèíà1

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè íà ÷àñòîòû åãî èçãèáíûõ.
Ïðåäëîæåí ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëÿòü çàêðåïëåíèÿ òðóáîïðîâîäà, ïîçâî-
ëÿþùèå ñîõðàíÿòü çàäàííûå ÷àñòîòû åãî êîëåáàíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ, çàêðåïëåíèÿ, òðóáîïðîâîä ñ æèäêîñòüþ, ñîáñòâåííûå ÷àñòî-
òû, ñîõðàíåíèå ÷àñòîò.

1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîõðàíåíèÿ çàäàííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ñ æèäêîñòüþ
âàæíî â ñâÿçè ñ óâåëè÷åíèåì òåõíîãåííûõ êàòàñòðîô è îïàñíîñòÿìè, ñâÿçàííûìè ñ èçíî-
øåííîñòüþ îñíîâíûõ ôîíäîâ. Èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíîé ïðîáëåìû òåñíî ñâÿçàíû ñ ïðÿìîé
çàäà÷åé îïðåäåëåíèÿ âëèÿíèÿ õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè è çàêðåïëåíèé òðóáîïðîâîäà íà
÷àñòîòû åãî êîëåáàíèé è îáðàòíîé çàäà÷åé ïî äèàãíîñòèðîâàíèþ çàêðåïëåíèé òðóáîïðî-
âîäà.

×àñòî êîëåáàíèÿ òðóáîïðîâîäîâ ìîãóò ïðèâîäèòü ê äðåáåçæàíèþ, ëèøíåìó øóìó, âèá-
ðàöèÿì, ÷òî ñâÿçàíî ñ íàõîæäåíèåì ñïåêòðà ÷àñòîò â îïàñíîì äëÿ çäîðîâüÿ ÷åëîâåêà äèà-
ïàçîíå. Äëÿ èçìåíåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà íå âñåãäà áûâàåò öåëåñîîáðàçíî
ìåíÿòü åãî äëèíó èëè æå ïðèêðåïëÿòü ñîñðåäîòî÷åííûå ìàññû. Ïîýòîìó âîçíèêàåò çàäà-
÷à îïðåäåëåíèÿ òàêèõ çàêðåïëåíèé òðóáîïðîâîäà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàëè áû áåçîïàñíûé
äèàïàçîí ÷àñòîò åãî êîëåáàíèé. Èìåííî ïîäîáíîìó âîïðîñó ñîõðàíåíèÿ áåçîïàñíûõ ÷àñòîò
êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà è ïîñâÿùåíà ïðåäñòàâëåííàÿ ðàáîòà.

Ïðÿìûå çàäà÷è ïî êîëåáàòåëüíûì ïðîöåññàì â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ðàññìîòðåíû âî
ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ ó÷åáíèêàõ, òàêèõ êàê [1], [2]. Âëèÿíèå ðÿäà êðàåâûõ óñëîâèé íà âå-
ëè÷èíû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ïîëûõ òðóá ðàññìîòðåíî, íàïðèìåð, â
ðàáîòå [1]. Àíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ñ æèä-
êîñòüþ îò òàêèõ êðàåâûõ óñëîâèé, êàê çàùåìëåíèÿ, øàðíèðíûå îïèðàíèÿ, èññëåäîâàíû
â ðàáîòàõ [2], [4]. Îäíàêî îáðàòíîå âëèÿíèå � âëèÿíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íà êðàåâûå
óñëîâèÿ � â ýòèõ ðàáîòàõ íå èññëåäîâàëîñü. Ê òîìó æå â íèõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèøü ïðè-
áëèæåííûå ìåòîäû (íàïðèìåð, ìåòîäû Ãàëåðêèíà è Ðýëåÿ-Ðèòöà), êîòîðûå íå ïðèìåíèìû
äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çäåñü çàäà÷è ñîõðàíåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà.

Çàäà÷àì äèàãíîñòèðîâàíèÿ òàêæå ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò, íàïðèìåð, ðàáîòà [5].
Â îòëè÷èå îò âñåõ ýòèõ ðàáîò ïî äèàãíîñòèêå, â äàííîé ðàáîòå îòûñêèâàþòñÿ íå ôîð-

ìà îáëàñòè èëè ìåñòîïîëîæåíèå îáúåêòà, à îïðåäåëÿþòñÿ âèä è ïàðàìåòðû çàêðåïëåíèÿ,
ñîõðàíÿþùèå áåçîïàñíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà. Ïðè÷åì íà âèä çàêðåïëåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùåãî äàííîìó äèàïàçîíó ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû, âëèÿþò òàêèå ïàðàìåòðû
ïðîòåêàþùåé æèäêîñòè, êàê ñêîðîñòü, ïëîòíîñòü, âíóòðåííåå äàâëåíèå.

Îòëè÷àåòñÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ â ðàáîòå çàäà÷à è îò îáðàòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáó-
åòñÿ âîññòàíîâèòü êîýôôèöèåíòû äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé è â

1Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Íåôòåêàìñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàðñòâåí-
íîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Íåôòåêàìñê; Sa�nagf@mail.ru
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êà÷åñòâå äàííûõ âîññòàíîâëåíèÿ êðàåâûõ óñëîâèé èñïîëüçóåòñÿ íå îäèí ñïåêòð (êàê â äàí-
íîé ðàáîòå), à íåñêîëüêî ñïåêòðîâ èëè æå äðóãèå äîïîëíèòåëüíûå ñïåêòðàëüíûå äàííûå
(íàïðèìåð, ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ôóíêöèÿ Âåéëÿ èëè òàê íàçûâàåìûå âåñîâûå ÷èñëà).
Ê òîìó æå îñíîâíîé öåëüþ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âîññòàíîâëåíèå êîýôôèöèåíòîâ â
óðàâíåíèè, à íå â êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

Öåëü æå íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â âîññòàíîâëåíèè êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è ñ èç-
âåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè â óðàâíåíèè ïî îäíîìó ñïåêòðó. Ïîäîáíûå îáðàòíûå çàäà÷è
àêóñòè÷åñêîé äèàãíîñòèêè (ïî èçâåñòíîìó ñïåêòðó ÷àñòîò êîëåáàíèé) çàêðåïëåíèé ñòðóí,
ìåìáðàí, ñòåðæíåé, ïëàñòèí, ïîëûõ òðóá, òðóá ñ æèäêîñòüþ, âàëîâ ðàññìàòðèâàëèñü âî
ìíîãèõ ðàáîòàõ àâòîðà ñòàòüè. Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé ðàáîò [2], [3], [4] â äàííîé
ðàáîòå èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà,
è ðåøåíà çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ áåçîïàñíûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ
æèäêîñòè.

2. Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáî-

ïðîâîäà

Çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ óçêîãî òðóáîïðîâîäà, çàïîëíåííîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòüþ ñâîäèòñÿ ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ [2]:

E I ∂4w
∂x4 + (m+ m̃) ∂2w

∂t2
+ 2 m̃ V0

∂2w
∂x∂t

+

+m̃
(

p0
ρ0

+ V 2
0

)
∂2w
∂x2 = 0.

(2.1)

Çäåñü

I =
π

4
(r4 − r41), m = π (r2 − r21 )ρ, m̃ = π r21 ρ0,

ãäå I � ìîìåíò èíåðöèè òðóá÷àòîãî ñå÷åíèÿ, EI � æåñòêîñòü òðóáû, p0 � êðèòè÷å-
ñêîå âíóòðåííåå äàâëåíèå, m è m̃ � ìàññû òðóáû è æèäêîñòè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó
äëèíû l òðóáû, r è r1 � ðàäèóñû âíåøíåãî è âíóòðåííåãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, V0 �
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ æèäêîñòè, ρ � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà òðóáû, ρ0 � ïëîòíîñòü æèäêî-
ñòè, x � êîîðäèíàòà âäîëü îñè òðóáû, t � âðåìÿ.

Âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì íà êîíöàõ òðóáêè â âèäå [4] w =
∂2w/∂x2 = 0 , ïðèíÿòî â ôîðìå

w =
∞∑
s=1

Ws sin
s π

l
x ei ω t.

Ðåøåíèå çàäà÷è íàéäåíî ïðèáëèæåííî ïî ìåòîäó Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.
Â ðàáîòå [3] íàìè ðàññìîòðåí äðóãîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ

áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ

x̃ = x/l, w̃ = w/r, t̃ = t/τ,

ãäå τ = l2
√

m+m̃
EJ

, óðàâíåíèå (1) ñâåäåíî ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

∂4w̃

∂x̃4
+ a

∂2w̃

∂x̃2
+ 2b

∂2w̃

∂x̃∂t̃
+

∂2w̃

∂t̃2
= 0. (2.2)
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Ðàññìàòðèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ïðîãèáà â âèäå w̃(x̃, t̃) = X(x̃) ei ω t̃, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå
ðàçäåëåíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ x̃ è t̃. Ïîëó÷åíî ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå

X(4) + aX ′′ + 2b i ωX ′ − ω2X = 0, (2.3)

ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè

Xj = Xj(x̃, ω) = eλj x̃, j = 1, 2, 3, 4,

ãäå λj = λj(ω) � ðàçëè÷íûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ω � áåçðàçìåðíàÿ
ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé. Â ðàáîòå [3] ðàññìîòðåíû êðàåâûå óñëîâèÿ, ó÷èòûâàþùèå
ëþáûå çàêðåïëåíèÿ òðóáû. Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âèäû óïðóãîãî çàêðåïëåíèÿ
è ïðèìåì êðàåâûå óñëîâèÿ ê óðàâíåíèþ (2.3) â âèäå:

U1(X) = X(0)− c1X
′′′(0) = 0,

U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(l) + c2 X

′′′(l) = 0,
U4(X) = X ′′(l) = 0.

(2.4)

Êîýôôèöèåíòû c1 è c2 ëèíåéíûõ ôîðì U1(X) , U3(X) õàðàêòåðèçóþò âåëè÷èíû îòíî-
ñèòåëüíîé æåñòêîñòè íà èçãèá ïðóæèí, ñ êîòîðûìè óïðóãî çàêðåïëåíû ñîîòâåòñòâåííî
ëåâûé è ïðàâûé êîíöû òðóáîïðîâîäà.

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.3) â êðàåâûå óñëîâèÿ (2.4), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé äåòåðìèíàíò êîòîðîé ïðèìåò âèä:

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1− c1λ

3
1 1− c1λ

3
2 1− c1λ

3
3 1− c1λ

3
4

λ2
1 λ2

2 λ2
3 λ2

4

eλ1(1 + c2λ
3
1) eλ2(1 + c2λ

3
2) eλ3(1 + c2λ

3
3) eλ4(1 + c2λ

3
4)

λ2
1e

λ1 λ2
2e

λ2 λ2
3e

λ3 λ2
4e

λ4

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ïðèðàâíèâàÿ îïðåäåëèòåëü ê íóëþ, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óðàâíåíèå

c1f1(λj)− c2f2(λj)− c1c2f3(λj) + f4(λj) = 0, (2.5)

ãäå ôóíêöèè fk(λj) (k = 1, 2, 3, 4) âûðàæàþòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèé, ñóìì è ðàçíîñòåé
λj = λj(ω) è ïîêàçàòåëüíûõ ôóíêöèé îò λj = λj(ω) . Èç óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ c1 , c2 êðàåâûõ óñëîâèé (2.4) îïðåäåëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà.

Èññëåäóåì âëèÿíèå íà çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà
ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè, òàêèõ, êàê âíóòðåííåå äàâëåíèå, ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü.

Ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò èçìåíåíèÿ âíóòðåí-
íåãî äàâëåíèÿ â òðóáîïðîâîäå ïðè óñëîâèè íå ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè (ò.å. ïðè V0 = 0 ). Â
ýòîì ñëó÷àå â äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (2.3) êîýôôèöèåíò b = 0 . Çàäàäèì ñëåäóþ-
ùèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü):

r1 = 0, 0095ì, r = 0, 01ì, l = 5ì,

ρ = 2, 7 · 103 êã/ì3, V0 = 0ì/ñ, ρ0 = 103 êã/ì3,

E = 6, 9 · 109H/ì2.

(2.6)

Çäåñü â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà òðóáû ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòàëëîïëàñòèê, à â êà÷åñòâå æèä-
êîñòè � âîäà. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ p0 , êîòîðîå ìîæåò
ïðèâåñòè ê ðàçðûâó òðóáû. Ýòî çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [5]:

pmax = σ (r − r1)/r. (2.7)
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Äëÿ ïðèíÿòûõ âûøå ïàðàìåòðîâ

r − r1 = 5 · 10−4 ì, σ = 1800 · 105H/ì2,

òîãäà çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî äàâëåíèÿ ðàâíî pmax = 90 · 105H/ì2 .
Ïîñòàâèì ê óðàâíåíèþ (2.3) êðàåâûå óñëîâèÿ â âèäå

U1(X) = X(0)−X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) +X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0.

(2.8)

Ýòè êðàåâûå óñëîâèÿ, êàê áûëî ñêàçàíî, îçíà÷àþò óïðóãèå çàêðåïëåíèÿ îáîèõ êîí-
öîâ òðóáû ïðóæèíàìè ñ îòíîñèòåëüíûìè æåñòêîñòÿìè íà èçãèá, ðàâíûìè åäèíèöå. Áóäåì
âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà, ìåíÿÿ äàâëåíèå p0 ,
êîòîðîå îêàçûâàåò æèäêîñòü íà ñòåíêè òðóáû, îñòàâëÿÿ îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñèñòåìû
íåèçìåííûìè. Êàê èçìåíÿòñÿ ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáî-
ïðîâîäà?

Ðåçóëüòàòû ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ∆(ωk) = 0 ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (2.6) è êðàåâûõ
óñëîâèÿõ (2.8) ðàññìîòðèì íà ãðàôèêàõ è òàáëèöàõ.

Íà ðèñóíêå 2.1 (à) äàíà çàâèñèìîñòü ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû îò
âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè. Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ, ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ
÷àñòîòà ω1 óìåíüøàåòñÿ. Íà ðèñóíêå 2.1 (á) ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ðàññìîòðåíà äëÿ âòîðîé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïåðâîé (à), âòîðîé (á) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé îò äàâëåíèÿ

æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.8) ïðè ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü)

Òàêîå èçìåíåíèå êàñàåòñÿ íå òîëüêî ïåðâûõ äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, íî è âñåõ ïî-
ñëåäóþùèõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà. Â òàáëèöå 2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ
ïÿòè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû, ñîîòâåòñòâóþùèå óâåëè÷èâàþùèìñÿ çíà÷åíè-
ÿì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè â òðóáå äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé âûøå çàäà÷è.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò âíóò-
ðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè ñïðàâåäëèâà ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä �
æèäêîñòü). Êðîìå òîãî, óâåëè÷åíèå âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ
÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû íå òîëüêî ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ òðóáû, íî è ïðè äðóãèõ âè-
äàõ çàêðåïëåíèé (ñâîáîäíûõ îïîðàõ, ïëàâàþùèõ çàäåëêàõ è ò. ï.). Íà ðèñóíêå 2.2 (à, á),
íàïðèìåð, ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ïåðâîé è âòîðîé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû
îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ æèäêîñòè ïðè øàðíèðíûõ îïîðàõ òðóáû

U1(X) = X(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0

(2.9)
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Òàáëèöà 2.1 � Çàâèñèìîñòü ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû îò äàâëåíèÿ æèäêîñòè äëÿ
çàäà÷è (2.3), (2.8) ïðè ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü)

ω1 ω2 ω3 ω4 ω5

p0 = 2, 9 · 105H/ì2 21,82 60,92 120,08 199,00 297,67

p0 = 5 · 105H/ì2 21,39 60,35 119,46 198,35 297,00

p0 = 10 · 105H/ì2 20,35 58,00 118,00 198,83 295,44

p0 = 20 · 105H/ì2 18,04 56,14 114,99 193,71 292,25

p0 = 31, 3·105H/ì2 15,03 52,78 111,53 190,18 288,66

è ïðè ïàðàìåòðàõ

r1 = 0, 01ì, r = 1, 08 r1, l = 1ì,

ρ = 7, 8 · 103 êã/ì3, V0 = 0ì/ñ, ρ0 = 103 êã/ì3,

E = 2 · 1011H/ì2
(2.10)

ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü). Ïàðàìåòðû (2.10) îïðåäåëÿþò â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà
òðóáû � ñòàëü, â êà÷åñòâå æèäêîñòè � âîäó. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ, êîòîðîå
ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðûâó òðóáû ðàâíî pmax = 422 · 105H/ì2 (ïðè r − r1 = 8 · 10−4 ì è
σ = 5700 · 105H/ì2 ).

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ïåðâîé (à), âòîðîé (á) ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îò äàâëåíèÿ æèäêîñòè äëÿ

çàäà÷è (2.3), (2.9) ïðè ïàðàìåòðàõ (2.10) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü)

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îáðàòíàÿ çàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé
òðóáû îò âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñïðàâåäëèâà è â ñëó÷àå ïðîòåêàíèÿ æèäêîñòè ïî òðóáî-
ïðîâîäó.

Èññëåäóåì òåïåðü çàâèñèìîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû îò òàêèõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè,
êàê ñêîðîñòü è ïëîòíîñòü ïîòîêà. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèåì (2.3) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè

U1(X) = X(0)− 3X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X(1) + 3X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0,

(2.11)

êîòîðûå îçíà÷àþò óïðóãèå çàêðåïëåíèÿ îáîèõ êîíöîâ òðóáû ïðóæèíàìè ñ îòíîñèòåëüíû-
ìè æåñòêîñòÿìè íà èçãèá, ðàâíûìè òðåì. Ïóñòü èìåþòñÿ ïàðàìåòðû (2.10) ñèñòåìû ïðè
äàâëåíèè æèäêîñòè p0 = 170·105H/ì2 . Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè íà
ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé òðóáû ïðè íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû.
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Èññëåäîâàíèÿ ïðÿìîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè V0

ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ωk ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëå-
áàíèé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè äëÿ êàêîé-ëèáî ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, ìíèìàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ,
è îäíîâðåìåííî äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ðàâíà íóëþ, òî ýòî îòâå÷àåò ïîðîãó äèâåðãåíöèè,
ò.å. íàëè÷èþ ñòàòè÷åñêîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè [4]. Èññëåäóÿ èçìåíåíèÿ äåéñòâèòåëüíîé
è ìíèìîé ÷àñòåé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ωk ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ïîðîã ôëàòòåðà äëÿ
äàííîé óïðóãîé ñèñòåìû.

Íà ðèñóíêå 2.3 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ Reωk è Imωk äëÿ ïåðâûõ òðåõ òîíîâ êîëå-
áàíèé ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.11) ïðè
ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (2.6) è âíóòðåííåì äàâëåíèè æèäêîñòè p0 = 0.5× ×103H/ì2 . Íà îñè
îðäèíàò ðèñóíêà 2.3 (à) îòëîæåíû çíà÷åíèÿ Re ωk ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü) ïðè
óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ (2.11) â îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ æèäêîñòè ω1 = 21, 203 , ω2 = 61, 502 ,
ω3 = 120, 729 .

Ð è ñ ó í î ê 2.3

×àñòîòíûå ãîäîãðàôû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.11) ïðè

ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü)

Îñòàíîâèìñÿ íà ÷àñòîòíûõ ãîäîãðàôàõ ðèñóíêà 2.3 ïîäðîáíåå. Âèäèì, ÷òî óâåëè÷åíèå
ñêîðîñòè V0 ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ïðè
äîñòèæåíèè çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè V0 = 9, 4ì/ñ íàõîäèì, ÷òî Reω1 = 0 (òî÷êà A ), êðîìå
òîãî ïî ðèñóíêó 2.3 (á) çíà÷åíèå Imω1 = 0 (òî÷êà A1 ).

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïîðîã äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé ω1 , (òî÷êè
A è A1 ). Ïðè äàëüíåéøåì âîçðàñòàíèè ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ìîæíî îòìåòèòü íà
îñè àáñöèññ òî÷êè, îòâå÷àþùèå ïîðîãó äèâåðãåíöèè äëÿ âòîðîé ôîðìû (òî÷êè B è B1 )
è òðåòüåé ôîðìû (C è C1 ) êîëåáàíèé òðóáû.

Äàëüíåéøåå æå óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà çà òî÷êîé B ïðèâîäèò ê ôëàòòåðó, îáú-
åäèíÿþùåìó ïåðâóþ è âòîðóþ ôîðìû êîëåáàíèé. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü ìû èìååì êëàññè-
÷åñêèé ôëàòòåð äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè.
Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωk ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ÷òî è îòðàæåíî íà ðè-
ñóíêå 2.3 (á).

Åñëè, êàê è â ðàáîòå [4], ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåðíóþ ñêîðîñòü U è ñ÷èòàòü âíóòðåí-
íåå äàâëåíèå p0 æèäêîñòè ðàâíûì íóëþ, òî äëÿ òðóáû ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè è íà
ñâîáîäíûõ îïîðàõ ïîëó÷àþòñÿ òå æå ðåçóëüòàòû, ÷òî è â óêàçàííîé ðàáîòå. À èìåííî, äëÿ
òðóáû ñ çàùåìëåííûìè êîíöàìè ïîðîã äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîãî òîíà êîëåáàíèé îòâå÷à-
åò çíà÷åíèþ U = 2π , à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå U , ÷óòü ìåíüøåé 3π .
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Ïðè÷åì ïðè îòñóòñòâèè òå÷åíèÿ æèäêîñòè èìååì

ω1 = 22, 373, ω2 = 61, 673, ω3 = 120, 903,

÷òî îòâå÷àåò êâàäðàòàì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è äëÿ áàëêè ñ çà-
ùåìëåííûìè êîíöàìè [6].

Äëÿ òðóáû æå, êàê áàëêè ñ øàðíèðíî îïåðòûìè êîíöàìè ïîðîã äèâåðãåíöèè îòâå÷àåò
çíà÷åíèÿì U = π k , ãäå k = 1, 2, 3 è ò.ä., à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóò âåëè÷èíå U ,
íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåé 2π .

Îáðàòíûå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ
ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ àíàëîãè÷íû ïîäîáíîé çàâèñèìîñòè ïðè çàùåìëåíÿõ è øàð-
íèðíûõ îïîðàõ óêàçàííîé âûøå ðàáîòû ñ ðàçíèöåé â çíà÷åíèÿõ ïîðîãîâ äèâåðãåíöèé è
ôëàòòåðà. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.11) ïðè ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû èìååì: ïîðîã
äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîé ôîðìû êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå U , ÷óòü áîëüøåé 2π ,
à ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò U , íåñêîëüêî ïðåâûøàþùåé 3π .

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â èññëåäîâàíèÿõ ñïåêòðà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáî-
ïðîâîäà ïðè óïðóãèõ çàêðåïëåíèÿõ òðóáû ïðóæèíàìè ñ äðóãèìè îòíîñèòåëüíûìè æåñò-
êîñòÿìè íà èçãèá.

Ïðîâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ âèäàõ
óïðóãèõ çàêðåïëåíèé ïîðîãè äèâåðãåíöèè îòâå÷àþò ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì U áåçðàçìåð-
íîé ñêîðîñòè: 2 π < < U < 3 π � ïîðîã äèâåðãåíöèè äëÿ ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû,
3π < U < 4 π � äëÿ âòîðîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû, 4 π < U < < 5 π � äëÿ òðå-
òüåé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû è ò.ä.; ïîðîã ôëàòòåðà ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ U , íåñêîëüêî
ïðåâûøàþùåé 3π .

Ïðîâåäåíû òàêæå èññëåäîâàíèÿ ïî âëèÿíèþ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè íà ÷àñòîòû
èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû ïðè òàêèõ çàêðåïëåíèÿõ, êàê ñâîáîäíûå îïîðû, çàäåëêè. Ïî-
ëó÷åíî, ÷òî è ïðè ýòèõ âèäàõ çàêðåïëåíèé óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè âåäåò ê
óìåíüøåíèþ çíà÷åíèé ôîðì êîëåáàíèé òðóáû. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå 2.4 (à, á) ïðèâåäåíû
÷àñòîòíûå ãîäîãðàôû äëÿ òðóáû ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè

U1(X) = X ′′′(0) = 0, U2(X) = X ′′(0) = 0,
U3(X) = X ′′′(1) = 0, U4(X) = X ′′(1) = 0

(2.12)

ïðè ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü).
Çäåñü òî÷êàìè A è A1, B è B1, C è C1 îòìå÷åíû ïîðîãè äèâåðãåíöèè ñîîòâåòñòâåííî

äëÿ ïåðâîé, âòîðîé, òðåòüåé ôîðì êîëåáàíèé. Ýòèì æå ïîðîãàì îòâå÷àþò ñîîòâåòñòâåííî
ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè V0 = 4, 1ì/ñ , V0 = 7, 5ì/ñ , V0 = 11, 3ì/ñ .
Ôëàòòåðó, îáúåäèíÿþùåìó ïåðâóþ è âòîðóþ ôîðìû êîëåáàíèé îòâå÷àåò ñêîðîñòü V0 =
7, 5ì/ñ .
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Ð è ñ ó í î ê 2.4

×àñòîòíûå ãîäîãðàôû â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.12) ïðè

ïàðàìåòðàõ (2.6) ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèäêîñòü)

Òàêèì îáðàçîì, óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè ïðè ëþáûõ çàêðåïëåíèÿõ êîí-
öîâ òðóáîïðîâîäà âåäåò ê óìåíüøåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò åãî èçãèáíûõ êîëåáàíèé.

Èññëåäóåì òåïåðü âëèÿíèå íà ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû ïëîòíîñòè æèäêîñòè. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó (2.3), (2.8) ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû

r1 = 0, 0095ì, r = 0, 01ì, ρ = 7, 8 · 103 êã/ì3,

V0 = 5ì/ñ, E = 2 · 1011H/ì2, l = 5ì,

p0 = 1, 78 · 105H/ì2.

(2.13)

Áóäåì âû÷èñëÿòü ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè æèä-
êîñòè è íåèçìåííûõ çíà÷åíèÿõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ïî ðåøåíèÿì ïðÿìûõ çàäà÷, ïðîäåìîíñòðèðóåì ñíîâà íà ãðàôèêàõ è òàáëèöàõ. Äëÿ óêà-
çàííîé âûøå çàäà÷è íà ðèñóíêå 2.5 (à) ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè çíà÷åíèé ïåðâîé
ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω1 êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà îò ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ρ0 ïëîòíîñòè
æèäêîñòè.

Ïî ãðàôèêó âèäíî, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ïëîòíîñòè æèäêîñòè ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòî-
òà êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà óìåíüøàåòñÿ. Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî óâåëè÷åíèå ïëîò-
íîñòè æèäêîñòè âåäåò ê óìåíüøåíèþ íå òîëüêî ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé
òðóáîïðîâîäà, íî è âñåõ çíà÷åíèé èç ñïåêòðà ÷àñòîò åãî êîëåáàíèé.

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Çàâèñèìîñòü ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû îò ïëîòíîñòè æèäêîñòè (à) è

èçìåíåíèå çíà÷åíèé ïåðâûõ òðåõ òîíîâ êîëåáàíèé òðóáû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïëîòíîñòè

æèäêîñòè (á)
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Íà ðèñóíêå 2.5 (á), íàïðèìåð, ðàññìîòðåí ãðàôèê èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ïåðâûõ òðåõ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû â çàâèñèìîñòè îò ïëîòíîñòè ïîòîêà æèäêîñòè. Çäåñü
ðÿäó 1 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðâûõ òðåõ ÷àñòîò ïðè ρ0 = 0, 71× 103 êã/ì3 , ðÿäó 2 �
ïðè ρ0 = 13, 6 · 103 êã/ì3 .

Åñëè æå óâåëè÷èâàòü îäíîâðåìåííî ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè è ïëîòíîñòü, òî òåìï
ïàäåíèÿ ÷àñòîò êîëåáàíèé áóäåò ðåç÷å. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.8) ïðè ïàðàìåò-
ðàõ ñèñòåìû (2.13) áóäåì óâåëè÷èâàòü íå òîëüêî ïëîòíîñòü æèäêîñòè, íî è åå ñêîðîñòü.
Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïðÿìûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 2.2.

Òàáëèöà 2.2 � Çàâèñèìîñòü ÷àñòîò êîëåáàíèé îò ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè ïîòîêà æèäêîñòè
äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.8) ïðè ïàðàìåòðàõ (2.13) ñèñòåìû

ω1 ω2 ω3

ρ0 = 0, 71 · 103êã/ì3, V0 = 1ì/ñ 20,92 59,94 119,05

ρ0 = 1, 59 · 103êã/ì3, V0 = 10ì/ñ 18,82 57,56 116,89

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, êàê íà çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðî-
âîäà ñ æèäêîñòüþ âëèÿþò ìåíÿþùèåñÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà æèäêîñòè. Ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé
ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.3), (2.9) ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä � æèä-
êîñòü) óñòàíîâëåíî, ÷òî íà çíà÷åíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ñ æèä-
êîñòüþ âëèÿþò ìåíÿþùèåñÿ ïàðàìåòðû ïîòîêà æèäêîñòè. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé ïîêà-
çûâàþò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè êàê ñêîðîñòè ïîòîêà æèäêîñòè, òàê è åå ïëîòíîñòè çíà÷åíèÿ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà óìåíüøàþòñÿ.

Ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå âàæíî äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ñîõðàíåíèÿ çàäàííîãî äèà-
ïàçîíà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè.

3. Çàäà÷à ñîõðàíåíèÿ çàäàííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé

Îáðàòíàÿ çàäà÷à äèàãíîñòèðîâàíèÿ çàêðåïëåíèé òðóáîïðîâîäà ïî ñïåêòðó ÷àñòîò åãî
êîëåáàíèé, âïåðâûå ïîñòàâëåíà è ðåøåíà â ðàáîòå [3]. Â íåé ðàññìîòðåí îáùèé ìåòîä
âîññòàíîâëåíèÿ ëþáûõ êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è ïî 9-òè çíà÷åíèÿì èç ñïåêòðà ÷àñòîò êî-
ëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ñ íåïðîòåêàþùåé æèäêîñòüþ. Â ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé ïî-
ñòàâèì ê ïðÿìîé çàäà÷å çàäà÷ó ñîõðàíåíèÿ ÷àñòîò: ïî èçâåñòíûì ïàðàìåòðàì ñèñòåìû
(òðóáîïðîâîä-æèäêîñòü) è ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì ñâîáîäíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáû
íàéòè ïàðàìåòðû åå óïðóãèõ çàêðåïëåíèé, ñîõðàíÿþùèå çàäàííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé. Â
òåðìèíàõ çàäà÷è (2.3), (2.4) èìååì: ïî èçâåñòíûì íåíóëåâûì ÷àñòîòàì ωj , à çíà÷èò çíà-
÷åíèÿì λj óðàâíåíèÿ (2.3), íàéòè íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû c1 , c2 êðàåâûõ óñëîâèé
(2.4), ñîõðàíÿþùèõ çàäàííûé äèàïàçîí ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà.

Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ω1 è ω2 ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.3),
(2.4) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ1

j è λ2
j . Òîãäà ðàâåíñòâà (2.5) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé

ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé îò äâóõ íåèçâåñòíûõ c1 , c2 :

c1f1(λ
1
j)− c2f2(λ

1
j)− c1c2f3(λ

1
j) + f4(λ

1
j) = 0,

c1f1(λ
2
j)− c2f2(λ

2
j)− c1c2f3(λ

2
j) + f4(λ

2
j) = 0,

(j = 1, 2, 3, 4).
(3.1)

Ïðåîáðàçóÿ ïîñëåäíþþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå àíàëèòè÷åñêèå ôîð-
ìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè íà èçãèá:
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c1 =
−N ±

√
N2 − 4MR

2M
, c2 =

f4(λ
1
j) + c1f1(λ

1
j)

f2(λ1
j) + c1f3(λ1

j)
, (3.2)

â êîòîðûõ

M = f1(λ
2
j)f3(λ

1
j)− f3(λ

2
j)f1(λ

1
j);

N = f1(λ
2
j)f2(λ

1
j)− f2(λ

2
j)f1(λ

1
j)− f3(λ

2
j)f4(λ

1
j) + f4(λ

2
j)f2(λ

1
j);

K = f4(λ
2
j)f2(λ

1
j)− f2(λ

2
j)f4(λ

1
j).

(3.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè èçâåñòíû äâå íåíóëåâûå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ω1 è ω2

çàäà÷è (2.3), (2.4), à çíà÷èò, ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ λ1
j è λ2

j , ðàíã ìàòðèöû
ñèñòåìû (3.1) ðàâåí äâóì, òî êîýôôèöèåíòû c1 , c2 êðàåâûõ óñëîâèé (2.4), ñîõðàíÿþùèå
çàäàííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû ïðè èçìåíåíèÿõ ïàðàìåòðîâ æèäêîñòè îïðåäåëÿ-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì (3.2), (3.3).

Èòàê, èçâåñòíû ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà. Íåîáõîäèìî, èçìåíèâ ïàðàìåòðû
æèäêîñòè, ñîõðàíèòü ïðåæíèå ÷àñòîòû åãî êîëåáàíèé. Ýòó çàäà÷ó ïðåäëàãàåì ðåøèòü
ñ ïîìîùüþ íåîáõîäèìûõ èçìåíåíèé â çàêðåïëåíèÿõ òðóáû ñ æèäêîñòüþ. Ðàññìîòðèì èñ-
ïîëüçîâàíèå íàéäåííîãî àëãîðèòìà íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Äàíà çàäà÷à (2.3), (2.4) ïðè
ïàðàìåòðàõ ïðè ïàðàìåòðàõ

r1 = 0, 068ì, r = 0, 07ì, l = 6ì,

ρ = 7, 8 · 103êã/ì3, V0 = 0ì/ñ,

ρ0 = 0, 68 · 103êã/ì3, E = 2 · 1011Í/ì2.

(3.4)

ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä-æèäêîñòü). Äëÿ ïðèíÿòûõ ïàðàìåòðîâ

r − r1 = 20 · 10−4 ì; σ = 5700 · 105H/ì2

è çíà÷åíèå ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîãî äàâëåíèÿ, âû÷èñëåííîãî ïî ôîðìóëå [12] p0 = σ(r−
r1)/r ðàâíî p0 = 163 · 105H/ì2 .

Â õîäå ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2.3), (2.4) ñ êîýôôèöèåíòàìè îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè
c1 = 9, 5 , c2 = 9, 5 è âíóòðåííåì äàâëåíèè p0 = 55, 268311·105H/ì2 ïîëó÷åíû ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû:

ω1 = 20, 33; ω2 = 58, 99; ω3 = 118 è ò.ä. (3.5)

Ïóñòü òðåáóåòñÿ óìåíüøèòü âíóòðåííåå äàâëåíèå â òðóáîïðîâîäå äî p0 = 55, 268271 ·
105H/ì2 . Òîãäà äëÿ ñîõðàíåíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò (3.5), íåîáõîäèìî ïî ôîðìóëàì (3.2),
(3.3), íàïðèìåð, óâåëè÷èòü æåñòêîñòü çàêðåïëåíèè íà ëåâîì êîíöå òðóáû ñ c1 = 9, 5 äî
c1 = 18, 82 , à íà ïðàâîì êîíöå òðóáû óìåíüøèòü æåñòêîñòü çàêðåïëåíèÿ ñ c2 = 9, 5
äî c2 = 6, 35 . Òàêîé æå ñïåêòð ÷àñòîò ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ æèäêîñòè ñîõðàíèòñÿ è
ïðè äðóãèõ æåñòêîñòÿõ íà èçãèá óïðóãèõ çàêðåïëåíèé òðóáû. Â òàáëèöå 3.1 ïîêàçàíû,
íàðèìåð, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óïðóãèõ çàêðåïëåíèé ïðè èçãèáíûõ
êîëåáàíèÿõ òðóáîïðîâîäà, îáåñïå÷èâàþùèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé òðóáû äëÿ ðàññìîòðåííîé
âûøå çàäà÷è.

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ
äëÿ ñîõðàíåíèÿ çàäàííîãî äèàïàçîíà ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû ñ æèäêîñòüþ, íåîáõîäèìî
óâåëè÷èòü æåñòêîñòü çàêðåïëåíèÿ íà ëåâîì êîíöå è óìåíüøèòü æåñòêîñòü çàêðåïëåíèÿ íà
ïðàâîì êîíöå òðóáû. Ôîðìóëû (3.2), (3.3) äëÿ êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè
óïðóãèõ çàêðåïëåíèé òðóáû ïîçâîëÿþò äèàãíîñòèðîâàòü òàêèå çàêðåïëåíèÿ òðóáîïðîâî-
äà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ñîõðàíÿòü ÷àñòîòû åãî êîëåáàíèé íåèçìåííûìè ïðè èçìåíåíèè
äàâëåíèÿ æèäêîñòè.
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Òàáëèöà 3.1 � Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ c1 , c2 , îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííûå ÷àñòîòû
êîëåáàíèé äëÿ çàäà÷è (2.3), (2.4) ïðè ïàðàìåòðàõ (3.4) ñèñòåìû (òðóáà-æèäêîñòü) ïðè

èçìåíåíèè âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñèñòåìû (òðóáîïðîâîä-æèäêîñòü)

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

B0 = 1, Bl = 1 1,5641 4,7488 7,8573 10,9971 14,1378
B0 = 1, Bl = 2 1,7501 4,7583 7,8594 10,9978 14,1379
B0 = 1, Bl = 5 2,1249 4,7869 7,8656 11,0001 14,1392
B0 = 1, Bl = 7 2,2908 4,8062 7,8698 11,0016 14,1400
B0 = 1, Bl = 10 2,4779 4,8355 7,8769 11,0039 14,1410
B0 = 1, Bl = 20 2,8661 4,9348 7,8975 11,0115 14,1446
B0 = 1, Bl = 30 3,0903 5,0347 7,9194 11,0192 14,1482

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïî ðåøåíèþ ïðÿìîé çàäà÷è èññëåäîâàíî âëèÿíèå íà ñïåêòð ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáû
äàâëåíèÿ æèäêîñòè, è ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå äàâëåíèÿ æèäêîñòè íà ñòåíêè òðóáû âåäåò
ê óìåíüøåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èçãèáíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà. Òàêèå èçìåíåíèÿ
êàñàþòñÿ êîëåáàíèé òðóáû ïðè ëþáûõ åå çàêðåïëåíèÿõ.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîõðàíåíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò ïîçâîëÿþò îáåñïå-
÷èâàòü çàäàííûé áåçîïàñíûé äèàïàçîí ÷àñòîò êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ïðè èçìåíåíèè
äàâëåíèÿ æèäêîñòè. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ îòíîñèòåëüíîé æåñòêîñòè ïðóæèí, ñ êîòîðûìè óïðóãî çàêðåïëåíû êðàÿ òðóáîïðîâîäà,
îáåñïå÷èâàþùèå çàäàííûé ñïåêòð ÷àñòîò åãî êîëåáàíèé.

Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîõðàíåíèÿ ñïåêòðà ÷àñòîò ïðè óïðóãèõ çà-
êðåïëåíèÿõ òðóáû ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ äèàãíîñòèêè íåäîñòóïíûõ äëÿ âèçóàëüíîãî
îñìîòðà çàêðåïëåíèé ýëåìåíòîâ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì è ñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé, ñî-
ñòàâëÿþùèìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òðóáîïðîâîäû ñ æèäêîñòüþ.
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Preservation of frequencies of �uctuations of the pipeline

at change of parameters of a liquid

c⃝ G F. Sa�na2

Abstract. In article in�uence of parameters of a liquid on its frequencies is investigated The
�exural. The method with which help it is possible to de�ne is o�ered the pipeline fastenings,
allowing to keep its set frequencies �uctuations.

Key Words: �uctuations, fastenings, the pipeline with a liquid, own frequencies, preservation of
frequencies.

2The senior lecturer of chair Mathematical modelling of Neftekamsk branch The Bashkir state university;
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Êðàòêèå ñîîáùåíèÿ

ÓÄÊ 517.929

Ïðåèìóùåñòâà ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà ïåðåä

äðóãèìè àíàëîãè÷íûìè ìåòîäàìè

c⃝ À. Â. Çóáîâ1, Î. À. Çóáîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ýòîé ñòàòüå ïîêàçàí îäèí èç ñïîñîáîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïî-
ðÿäêà â ñëó÷àå, êîãäà ïðè åãî ïðèìåíåíèè âñòðå÷àåòñÿ ìíîãî÷ëåí, ó êîòîðîãî êîýôôèöèåíò
ïðè ïåðâîé ñòåïåíè àðãóìåíòà ðàâåí íóëþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãî÷ëåí, îïåðàöèÿ ñäâèãà, ìíîæåñòâî, êîðåíü, ïîëóïëîñêîñòü.

1. Ââåäåíèå

Ìåòîä ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà (ÌÏÏ), ÿâëÿÿñü àíàëîãîì àëãîðèòìà Ðàóñà â âû÷èñëèòåëü-
íîì ïëàíå, áóäåò áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûì êðèòåðèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ÷åì
àíàëèòè÷åñêèå êðèòåðèè Ãóðâèöà è Ëüåíàðà-Øèïàðà, òðåáóþùèõ âû÷èñëåíèÿ (n2/2 â
ïåðâîì ñëó÷àå è n4/4 , âî âòîðîì) îïðåäåëèòåëåé ïîðÿäêà îò 2 äî n (ãëàâíûõ ìèíîðîâ
ìàòðèöû Ãóðâèöà) [1].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÌÏÏ ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ìíîãî÷ëåíàì F (z) , íå ÿâëÿþùèõñÿ
ìíîãî÷ëåíàìè Ãóðâèöà. Ïðèìåíåíèå ÌÏÏ ê òàêîìó ìíîãî÷ëåíó òðåáóåò, ÷òîáû ñâîáîäíûé
÷ëåí è êîýôôèöèåíò ïðè âòîðîì ñëàãàåìîì ýòîãî ìíîãî÷ëåíà áûëè íå ðàâíû íóëþ A0 ̸=
0 , A1 ̸= 0 [2]. Åñëè íà êàæäîì øàãó ÌÏÏ ýòè óñëîâèÿ âûïîëíÿþòñÿ, òî â êîíå÷íîì
èòîãå áóäåò ïîëó÷åí èëè ìíîãî÷ëåí ïåðâîãî ïîðÿäêà, èëè ìíîãî÷ëåí, èìåþùèé òîëüêî
êîñîñèììåòðè÷åñêèå êîðíè. Î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F (z) ,
ëåæàùèõ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ðàâíî ñóììå ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí αi , ïîëó÷àåìûõ
â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ÌÏÏ (αi = 2A1i/A0i > 0 ), è êîëè÷åñòâà êîðíåé,
ëåæàùèõ â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ó îñòàòêà - ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé ñòåïåíè èëè ìíîãî÷ëåíà,
èìåþùåãî òîëüêî êîñîñèììåòðè÷åñêèå êîðíè [3].

2. Àíàëîã àëãîðèòìà Ðàóñà

Ò å î ð å ì à 2.1. (àíàëîã àëãîðèòìà Ðàóñà). Äëÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîãî ìíîãî-
÷ëåíà F (z) (ìíîãî÷ëåíà Ãóðâèöà) ñòåïåíè n+ 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí
Ãóðâèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîñòðîåí çà n(n + 2) ýëåìåíòàðíûõ
àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

1Äîöåíò ôàêóëüòåòà ÏÌ-ÏÓ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ñàíêò-Ïåòåðáóðã;
a_v_zubov@mail.ru

2Ïðåïîäàâàòåëü ôàêóëüòåòà ÏÌ-ÏÓ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã; a_v_zubov@mail.ru
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü F (z) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, òîãäà â
ñèëó òåîðåìû Ñòîäîëû âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïîëîæèòåëüíû. Èñïîëüçóÿ ÌÏÏ çà 2n+ 1
àðèôìåòè÷åñêóþ îïåðàöèþ, ìîæíî ïîñòðîèòü ïîðîæäàþùèé åãî ìíîãî÷ëåí f(z) ñòåïåíè
n , êîòîðûé òàêæå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì Ãóðâèöà, ò. ê. îí ïîðîæäàåò ìíîãî÷ëåí
Ãóðâèöà è α = 2A1/A0 > 0 .

Äåéñòâóÿ è äàëåå òàêèì æå îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ ÌÏÏ (n
- ðàç) ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí Ãóðâèöà ïåðâîãî ïîðÿäêà çà ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé
ðàâíîå

∑n
k=1(2k + 1) = n(n+ 2) .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1. ÌÏÏ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûì êðèòåðèåì îöåí-
êè ÷èñëà êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, ëåæàùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè, ÷åì êðèòåðèé
Ìèõàéëîâà, ò.ê. îí íå òðåáóåò ëîêàëèçàöèè äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòüþ ãîäîãðàôà Ìèõàéëîâà, è ìîæåò ïðèìå-
íÿòüñÿ ê ìíîãî÷ëåíàì, èìåþùèì ÷èñòî ìíèìûå êîðíè.
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Advantage the method of low to order before another

analogies methods

c⃝ A. V. Zubov3, O. A. Zubova 4

Abstract. In this article is shows one from measures of using method of low to order in case, when
by this application is meeting polynom, by that coe�cient by �rst degree argument equivivalent
zero.
Key Words: polynom, operation to displacement, multitude, root, semi-plane.
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Íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà

c⃝ À. Ô. Çóáîâà1, Ì. Â. Ñòðåêîïûòîâà2

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò íàõîäèòü êîýôôèöèåíòû ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñåë â êîìïüþòåðå è ñâîáîäåí îò îøèáîê îêðóãëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà, ñòîëáåö, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí, âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ëèíåé-
íàÿ íåçàâèñèìîñòü, ýêâèâàëåíòíîñòü.

1. Ââåäåíèå

Çíàÿ êîýôôèöèåíòû ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ëåãêî ðåøèòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè
èëè íåóñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ðàóñà èëè
ìåòîäà ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

AX = B, (1.1)

ãäå ìàòðèöà A ðàçìåðà n×m (m ≤ n) è âåêòîð B ðàçìåðà n× 1 , ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåí-
íûìè è ïîñòîÿííûìè [6].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m , òî ìàòðèöà ATA ÿâëÿåòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé. Ýòî âûòåêàåò èç î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé:

∀X ̸= 0 AX = C ̸= 0→ CTC = XTATAX = ∥C∥2 > 0→ ATA > 0.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòî-
ÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå ìàòðèöà A ðàçìåðà n × m , n ≥ m èìååò ðàíã ðàâíûé
m ,

Ẋ = −ATAX + ATB. (1.2)

2. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ìàòðèöû ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñè-
ñòåìû (1.1) èëè åå ïñåâäîðåøåíèåì.

1Ïðîôåññîð ôàêóëüòåòà ÏÌ-ÏÓ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã; a_v_zubov@mail.ru

2Äîöåíò ôàêóëüòåòà ÏÌ-ÏÓ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã.Ñàíêò-Ïåòåðáóðã;
a_v_zubov@mail.ru
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ìàòðèöà - ATA - îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, òî
ëþáîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ýòîé
ñèñòåìû X = C , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ:

−ATAC + ATB = 0 èëè C = (ATA)−1ATB. (2.1)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè AC = B , òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ïîëó÷åíî [5].
Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî AC ̸= B . Ïðåäñòàâèì âåêòîð B â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ïîä-

ïðîñòðàíñòâàì, îäíî èç êîòîðûõ L1 , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé îáîëî÷êîé íàòÿíóòîé íà ñòîëáöû
ìàòðèöû A , à âòîðîå L2 , ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ïåðâîãî, ò.å. B = B1+B2 ,
B1 ∈ L1 , B2 ∈ L2 , L1 ⊥ L2 . Òîãäà óðàâíåíèå (2.1) ïðèìåò âèä:

−ATAC + AT (B1 +B2) = −ATAC + ATB1 = 0

èëè

C = (ATA)−1ATB1 = (ATA)−1ATB. (2.2)

Ïîêàæåì, ÷òî íàéäåííàÿ âåëè÷èíà C , ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1), ò.å.
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî [4]

∥AC −B∥ < ∥AX −B∥, X ̸= C,

ãäå ∥ ∥ - åâêëèäîâà íîðìà. Ýòî áóäåò è îçíà÷àòü, ÷òî êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ∥AX−B∥
ïðè X = C ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå [1].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

U = B − AC, V = AC − AX, U + V = B − AX,

òîãäà,

∥U + V ∥2 = UTV + V TU + ∥U∥2 + ∥V ∥2

V TU = UTV = (C −X)TAT (B − AC) = (C −X)T (ATB − ATAC) = 0.

Îòñþäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî:

∥B − AX∥2 = ∥B − AC∥2 + ∥A(X − C)∥2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè X = C âåëè÷èíà ∥B−AX∥ èìååò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, ò.å. âåêòîð
C = (ATA)−1ATB ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì.

Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû C = (ATA−1)ATB äîñòàòî÷íî íàé-
òè ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó óðàâíåíèÿ (1.1) ïðîèçâîëüíûì ÷èñëåííûì ìåòîäîì, ê ïðèìåðó,
ìåòîäîì Ýéëåðà

Xk+1 = (E − hATA)Xk + hATB, (2.3)

ãäå h < ∥ATA∥ . Ýòîò ìåòîä ïîèñêà ðåøåíèÿ (ïñåâäîðåøåíèÿ) óðàâíåíèÿ (1.1) ñâîáîäåí
îò îøèáîê îêðóãëåíèÿ è èìååò òî÷íîñòü â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ òî÷íîñòè
÷èñåë â êîìïüþòåðå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ ìîæíî ââåñòè îáîçíà÷åíèå α =
∥E − hATA∥ < 1 , òîãäà ñïðàâåäëèâû ñòàíäàðòíûå îöåíêè [3]

∥Xk − C∥ ≤ α

1− α
∥Xk+1 −Xk∥,
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∥Xk+1 −Xk∥ ≤ αk∥X1 −X0∥, k = 1, 2, . . .

Äëÿ ñèñòåì áîëüøîãî ïîðÿäêà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.3) áóäåò çàíèìàòü ìåíüøåå êî-
ëè÷åñòâî îïåðàöèé, ÷åì îáðàùåíèå ìàòðèöû ATA ìåòîäîì Ãàóññà è âû÷èñëåíèå âåëè÷èíû
(ATA)−1ATB .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî ìåòîä íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ (ïñåâäîðåøåíèÿ) óðàâíåíèÿ (1.1) ñ
ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1.2) íå äàåò îøè-
áîê îêðóãëåíèÿ, à ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ëåæèò â ïðåäåëàõ òî÷íîñòè êîìïüþòåðà. Èñïîëü-
çîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ áîëüøåãî ïîðÿäêà (Ðóíãå-Êóòòà è ò.ä.) íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, ò.ê. îíè èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèé (òðàåêòîðèé) äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå îøèáêè îêðóãëåíèÿ [2].
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The new method of building minimum polynom

c⃝ A. F. Zubova3, M. V. Strecopitova4

Abstract. In this article is proposes the new method of building minimum polynom with help
solving of systems linear algebraical equations, that is allows to �nd coe�cients minimum polynom
in limits accurate proposition numbers in computing and is frees from mistakes of roundedness.

Key Words: matrix, column, minimum polynom, material number, linear independent,
equivalence.
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Âîïðîñû ïðåïîäàâàíèÿ è ïðèëîæåíèÿ

ÓÄÊ 519.876.5

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ âîçìîæíîñòè

ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê 1, À. Â. Áàëàåâ2, Ä. Ç. Ãàëèí3

Àííîòàöèÿ. Äàííàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ñòàòüè ¾Àëãîðèòì ðàñ÷åòà âîçìîæíî-
ñòåé ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïðè çàäàííûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ¿ è ïðèâå-
äåí ïðèìåð ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïî ðàñ÷åòó òåðìîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû
õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýíòðîïèÿ, ýíòàëüïèÿ, óäåëüíàÿ ìîëüíàÿ òåïëîåìêîñòü, ýíåðãèÿ Ãèááñà,
êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, êîíâåðñèÿ, äîëÿ ïðîðåàãèðîâàâøåãî âåùåñòâà.

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî îïðåäåëåíèþ âîçìîæíî-
ñòåé ïðîòåêàíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé:

C2H4 + C6H6
−→←−C8H10

C2H4 + C8H10
−→←−C10H14

C2H4 + C10H14
−→←−C12H18 ( 1).

C8H10
−→←−C8H8 +H2

C8H10 +H2
−→←−C7H8 + CH4

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè êîíâåðñèè â çàäàííîì òåìïåðàòóðíîì èíòåðâàëå è ïðè
äàâëåíèÿõ 1 è 25 àò.

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, êîòîðûå ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå 1.

Òàáëèöà 1. êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè ïðè çàäàííûõ òåðìîáàðè÷åñêèõ
óñëîâèÿõ.

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò¿, ã. Óôà; S.Spivak@bashnet.ru.

2Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íåôòåõèìèè è êàòàëèçà
ÐÀÍ, abalaev@gmail.com.

3Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÃÓÎ ÂÏÎ ¾Áàøêèðñêèé Ãîñóäàðñòâåííûé Óíè-
âåðñèòåò¿ danilaq-complex@ya.ru
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Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=400 ◦C, P=5 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0 0 0 0 0 0 0
0,2770% 85,7539%13,9692%0 0 0 0 0 0
0,2394% 85,7862%13,9368%0,0377% 0 0 0 0 0
0,2388% 85,7867%13,9369%0,0371% 0,0006% 0 0 0 0
0,2388% 85,7869%13,9367%0,0371% 0,0006% 0,0002% 0,0002% 0 0
0,2388% 85,7871%13,9365%0,0370% 0,0006% 0,0002% 0 0,0002% 0,0002%
Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=400 ◦C, P=25 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0 0 0 0 0 0 0
0,0564% 85,7223%14,2212%0 0 0 0 0 0
0,0484% 85,7292%14,2144%0,008% 0 0 0 0 0
0,0483% 85,7293%14,2144%0,0079% 0 0 0 0 0
0,0483% 85,7294%14,2143%0,0079% 0,0001% 0,0001% 0,0001% 0 0
0,0483% 85,7295%14,2142%0,0078% 0,0001% 0,0001% 0 0,0001% 0,0001%
Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=440 ◦C, P=5 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,7064% 85,8152%13,4784%0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,6186% 85,8911%13,4018%0,0885% 0% 0% 0% 0% 0%
0,6172% 85,8923%13,4020%0,0871% 0,0014% 0% 0% 0% 0%
0,6172% 85,8928%13,4015%0,0871% 0,0014% 0,0006% 0,0006% 0% 0%
0,6172% 85,8933%13,4010%0,0871% 0,0013% 0,0006% 0% 0,0006% 0,0006%
Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=440 ◦C, P=25 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0,0000% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,1481% 85,7354%14,1165%0,0000% 0% 0% 0% 0% 0%
0,1275% 85,7531%14,0988%0,0206% 0% 0% 0% 0% 0%
0,1272% 85,7534%14,0988%0,0203% 0,0003% 0% 0% 0% 0%
0,1272% 85,7537%14,0985%0,0203% 0,0003% 0,0003% 0,0003% 0% 0%
0,1272% 85,7539%14,0982%0,0203% 0,0003% 0,0003% 0% 0,0003% 0,0003%
Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=460 ◦C, P=5 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
1,0688% 85,8670%13,0642%0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,9457% 85,9738%12,9561%0,1244% 0% 0% 0% 0% 0%
0,9439% 85,9754%12,9563%0,1226% 0,0018% 0% 0% 0% 0%
0,9439% 85,9762%12,9555%0,1226% 0,0018% 0,0009% 0,0009% 0% 0%
0,9439% 85,9770%12,9547%0,1226% 0,0018% 0,0009% 0% 0,0009% 0,0009%
Êîíöåíòðàöèÿ êîìïîíåíòîâ %, ìîëü. T=460 ◦C, P=25 àò.
Ý Á ÝÁ ÄÝÁ ÒÝÁ Ñò Âîäîðîä Òîëóîë Ìåòàí
12,5% 87,5% 0% 0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,2298% 85,7471%14,0231%0% 0% 0% 0% 0% 0%
0,1984% 85,7741%13,9961%0,0315% 0% 0% 0% 0% 0%
0,1979% 85,7745%13,9961%0,0310% 0,0005% 0% 0% 0% 0%
0,1979% 85,7749%13,9957%0,0310% 0,0005% 0,0005% 0,0005% 0% 0%
0,1979% 85,7753%13,9954%0,0310% 0,0005% 0,0005% 0% 0,0004% 0,0004%
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Äàííûå, ïðèâåäåííîé âûøå, òàáëèöû ïðè ïðîèçâîäñòâå ýòèëáåíçîëà ïðè çàäàííûõ òåð-
ìîáàðè÷åñêèõ óñëîâèÿõ, è ïðîöåíòíûõ ñîîòíîøåíèåì èñõîäíûõ âåùåñòâ (ýòèëåíà è áåí-
çîëà) îáðàçóþòñÿ âåùåñòâà ñî ñëåäóþùèìè êîíöåíòðàöèÿìè. Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ïðè
ðîñòå äàâëåíèÿ êîíå÷íàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýòèëáåíçîëà ðàñòåò. Ýòî âûçâàíî òåì, ÷òî ñ ðîñòîì
äàâëåíèÿ ïàäàåò êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ýòèëáåíçîëà â ñòèðîë è
âîäîðîä, ñëåäîâàòåëüíî, ïàäàåò êîíöåíòðàöèÿ âîäîðîäà â ñèñòåìå, äëÿ ïîñëåäíåé ðåàêöèè
â ñèñòåìå (1), íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî çíà÷åíèå êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, ïîñëåäíåå ðåàêöèè ñè-
ñòåìû, èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå, êîíöåíòðàöèè òîëóîëà è ìåòàíà áóäóò ìàëû, â âèäó òîãî
÷òî êîíöåíòðàöèè âîäîðîäà áëèçêà ê íóëþ.

Êàê ìîæíî óâèäåòü èç ïðèâåäåííîé âûøå òàáëèöû ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ïàäàåò êîí-
öåíòðàöèÿ ýòèëáåíçîëà. Âûçâàíî ýòî òåì, ÷òî çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ðàâíîâåñèÿ ðåàêöèé, ñ
ðîñòîì òåìïåðàòóðû òîæå ïàäàþò. Â òàáëèöàõ ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé ñèñòå-
ìû äëÿ íà÷àëüíîé êîíöåíòðàöèè Á:Ý=7:1. Îäíàêî ðàñòåò êîíöåíòðàöèÿ òîëóîëà è ìåòàíà
(ïðîäóêòû ïîñëåäíåé ðåàêöèè ñèñòåìû). Âûçâàíî ýòî ðîñòîì çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû ðàâíî-
âåñèÿ, ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, äëÿ ðåàêöèè ðàçëîæåíèÿ ýòèëáåíçîëà â ñòèðîë è âîäîðîä.
Ïîëó÷àåì ïîâûøåííóþ êîíöåíòðàöèþ âîäîðîäà, èñõîäíîãî êîìïîíåíòà ïîñëåäíåé ðåàê-

öèè ñèñòåìû, à çíà÷åíèå êîíñòàíòû ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðåàêöèè C8H10 +H2
−→←−C7H8 + CH4

î÷åíü âåëèêî, ñëåäîâàòåëüíî, âåñü âîäîðîä ïðîðåàãèðóåò ñ ýòèëáåíçîëîì â ðàâíîì êîëè-

÷åñòâå. ×åì áîëüøå âîäîðîäà îáðàçóåòñÿ â ðåàêöèè: C8H10
−→←−C8H8 +H2 òåì áîëüøå ìû

ïîëó÷èì òîëóîëà è ìåòàíà â ïîñëåäíåé ðåàêöèè (ïîáî÷íûõ ïðîäóêòîâ).
Äàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ïî ðå-

çóëüòàòàì êîòîðûõ ìîæíî ñäåëàòü âûâîäû íå òîëüêî î âîçìîæíîñòè èëè íå âîçìîæíîñòè,
íî è ðàññ÷èòàòü òåîðåòè÷åñêèå êîíöåíòðàöèè õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ â ñèñòåìå õèìè÷åñêèõ
ðåàêöèé.
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ÓÄÊ 517.9

Î ïðîãðàììå, êîððåêòèðóþùåé ñèñòåìó óðàâíåíèé

c⃝ Ñ. È. Ñïèâàê1, È. Ð. Ñàëàõîâ2, Î. Ã. Êàíòîð3

Àííîòàöèÿ. Ðàçðàáîòàíà ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ îñóùåñòâëÿòü òðåõýòàïíóþ ïðîöåäóðó
êîððåêòèðîâêè ñèñòåì óðàâíåíèé, ïðè óñëîâèè äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ
òî÷íîñòè. Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà îñóùåñòâëÿëàñü ïðèìåíèòåëüíî
ê ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû, ìåòîä Ñèìïñîíà,
ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè, îöåíêà ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋ1 = f1(t, x1, ..., xn),

· · · · · · · · · · · · · · · , (1.1)

ẋn = fn(t, x1, ..., xn)

ïðè óñëîâèÿõ

x0(0) = x0
1, ..., xn(0) = xn. (1.2)

Ðåøèòü ñèñòåìó (1.1) ïðè óñëîâèÿõ (1.2) îçíà÷àåò íàéòè çàâèñèìîñòè âèäà

x1 = x1(t), ..., xn = xn(t). (1.3)

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà çàâèñèìîñòè (1.1) èçâåñòíû òî÷íî, íàïðèìåð, íà îñíîâàíèè î÷å-
âèäíûõ ôèçè÷åñêèõ èëè õèìè÷åñêèõ çàêîíîâ [2], ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé (1.3) ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí ïîñðåäñòâîì îäíîãî èç ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ (íà-
ïðèìåð, ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû, ×àïëûãèíà è ïð.) [1]. Îäíàêî ïðè èññëåäîâàíèè ñîöèàëüíî-
ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì çàâèñèìîñòè (1.1) àïðèîðè íåèçâåñòíû, âñëåäñòâèå ÷åãî èõ âèä îïðå-
äåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì îáðàáîòêè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ â õîäå ïðîâåðêè òîé èëè èíîé
ãèïîòåçû î íåïîñðåäñòâåííîì âèäå ôóíêöèé fi, i = 1, n . Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ.
Òðàäèöèîííûé âûõîä èç ýòîé ñèòóàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â âîçâðàòå íà ýòàï îïðåäåëåíèÿ çàâè-
ñèìîñòåé. Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, ÷òî è íîâûå çàâèñèìîñòè ìîãóò íå îáåñïå÷èòü ïðèåìëåìîãî
ñîîòâåòñòâèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1) ôàêòè÷åñêèì äàííûì.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäà ¾êîððåêòèðîâêè¿ âèäà
ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé fi, i = 1, n , îáåñïå÷èâàþùåãî ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàâëåííîé öåëüþ â ñðåäå Delphi áûë ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé
ïðîäóêò, ðåàëèçóþùèé òðåõýòàïíóþ ïðîöåäóðó êîððåêòèðîâêè ôóíêöèé fi, i = 1, n , ïðè
óñëîâèè äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîãî çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ òî÷íîñòè, â êà÷åñòâå êîòîðîãî áûë
âûáðàí ïîêàçàòåëü ñðåäíåé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè A , çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íå äîëæíû ïðå-
âûøàòü 10%. Íà ïåðâîì ýòàïå ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû ñòðîèëîñü

1Çàâåäóþùèé êàôåäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; s.spivak@bashnet.ru.

2Àñïèðàíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ã. Óôà; salah-o�@mail.ru.

3Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÈÑÝÈ ÓÍÖ ÐÀÍ, ã. Óôà; o_kantor@mail.ru.
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ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1) ïðè óñëîâèè (1.2) [3]. Íà âòîðîì � äëÿ êîððåêòèðîâêè ïðîáëåìíûõ
çàâèñèìîñòåé ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä Ñèìïñîíà: îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ ïîëàãàëñÿ íåèçâåñò-
íûì, ïîñëå ÷åãî èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü çàìåíÿëàñü ïðèáëèæåííûì
âûðàæåíèåì, ðàññ÷èòàííûìè ïî ìåòîäó Ñèìïñîíà. Èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ îïðå-
äåëÿëñÿ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Íà òðåòüåì ýòàïå ïóòåì âàðèàöèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
ñèñòåìû (1.1) èññëåäîâàëèñü îêðåñòíîñòè êàæäîãî èç íèõ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âûÿâëÿëèñü
äèàïàçîíû çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþùèå íåîáõîäèìóþ òî÷íîñòü, è îïðåäåëÿëèñü
íàèáîëåå ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ êàæäîãî èç ïàðàìåòðîâ.

Àïðîáàöèÿ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî ïðîäóêòà îñóùåñòâëÿëàñü ïðèìåíèòåëüíî ê
ìîäåëè ñèñòåìíîé äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè íàñåëåíèÿ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 64, 01·N0,03S0,3 (1.4)

dD

dt
= 108, 17·D0,35 − 638, 87·I (1.5)

dI

dt
= 1, 23·I−0,5 − 0, 0933·S0,08 (1.6)

ïðè óñëîâèÿõ N0 = 147802133, D0 = 1010, 2, I0 = 1 .
Äëÿ ðåàëèçàöèè ïåðâîãî ýòàïà áûë ðàçðàáîòàí ìîäóëü, ïîçâîëÿþùèé ïîñðåäñòâîì àê-

òèâàöèè ðàçìåùåííîé íà ðàáî÷åì ïîëå ïðîãðàììû êíîïêè Calc, îñóùåñòâëÿòü âûçîâ ôóíê-
öèè Runge_Kutt, ðåàëèçóþùåé ìåòîä Ðóíãå-Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷å-
ñêè íåîãðàíè÷åííûõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, è îáåñïå÷èâà-
þùåé ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ è ñîîáùåíèé î âîçìîæíûõ îøèáîê [3].

Ôóíêöèÿ Runge_Kutt ðåøåíèÿ ÎÄÓ è ñèñòåì ÎÄÓ:

Function Runge_Kutt (FunArray: TFunArray; First: Extended; Last: Extended; Steps:
Integer; InitArray: TInitArray; var Res: TResArray):Word;

Çäåñü:

FunArray - âåêòîð ôóíêöèé (ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé ñèñòåìû);
First, Last - íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ òî÷êè ðàñ÷åòíîãî èíòåðâàëà;
Steps - ÷èñëî øàãîâ ïî ðàñ÷åòíîìó èíòåðâàëó;
InitArray - âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé;
var Res - ìàòðèöà ðåçóëüòàòîâ âêëþ÷àÿ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ.

Â ìîäóëå îïèñàíû òèïû:

TVarsArray = array of Extended; // âåêòîð ïåðåìåííûõ, âêëþ÷àÿ íåçàâèñèìóþ ïåðå-
ìåííóþ

TInitArray = array of Extended; // âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
TFunArray = array of function(VarsArray: TVarsArray ):Extended; // âåêòîð ôóíêöèé
TResArray = array of array of Extended; // ìàòðèöà ðåçóëüòàòîâ
TCoefsArray = array of Extended; // âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòû

Ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò êîäû îøèáîê:
0 � íåò îøèáîê;
100 - ÷èñëî óðàâíåíèé íå ðàâíî ÷èñëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
Ðåøåíèå óðàâíåíèé èëè ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåð-

æèòñÿ â ïåðåìåííîé-ìàòðèöå Res. Ïåðâûé èíäåêñ ìàòðèöû îòíîñèòñÿ ê ïåðåìåííîé (0 �
íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, 1 � ïåðâàÿ çàâèñèìàÿ è ò.ä.), âòîðîé � ê íîìåðó ðàñ÷åòíîé òî÷êè
(0 � íà÷àëüíàÿ òî÷êà).

Äëÿ óäîáñòâà ââîäà è ðåäàêòèðîâàíèÿ äàííûõ, à òàêæå àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ
ðàáî÷åå ïîëå ïðîãðàììû áûëî ïîäåëåíî íà îáëàñòü çàäàíèÿ ñèñòåìû, íà÷àëüíûõ äàííûõ
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è îáëàñòü îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàòîâ ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàííûõ
àëãîðèòìîâ.

Ð è ñ ó í î ê 1.1

Ïîëå ïðîãðàììû äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû è íà÷àëüíûõ äàííûõ.

Êàæäîå óðàâíåíèå îïèñàíî êàê îòäåëüíàÿ ôóíêöèÿ ïðîãðàììû, è ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ýëåìåíòàì âåêòîðà FunArray. Äëÿ óäîáñòâà êîððåêòèðîâêè ñèñòåìû â õîäå ðà-
áîòû ñ ïðîãðàììîé êîýôôèöèåíòû è ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé óðàâíåíèé áåðóòñÿ èç çíà÷åíèé
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé TEdit ðàáî÷åãî ïîëÿ. Äàííàÿ îïöèÿ äàåò âîçìîæíîñòü ïðîñëåäèòü
äèíàìèêó èçìåíåíèÿ ðàññ÷èòûâàåìîãî ðåøåíèÿ è åãî ñîîòâåòñòâèå ýêñïåðèìåíòàëüíûì
äàííûì ïðè èçìåíåíèè ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ.

Âåêòîð íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé çàäàåòñÿ â ïîëÿõ, îáîçíà÷åííûõ ¾N0¿, ¾D0¿, ¾I0¿, è òàê-
æå ìîæåò êîððåêòèðîâàòüñÿ, ÷òî îáåñïå÷èâàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîãðàììíîãî
ïðîäóêòà äëÿ ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé àíàëîãè÷íîé ñòðóêòóðû. ×èñëî øàãîâ ïî ðàñ÷åòíîìó èíòåðâàëó ñî-
ñòàâëÿëî 1200, íà÷àëî ðàñ÷åòíîãî èíòåðâàëà áûëî ïðèíÿòî çà 0, à êîíåö ñîîòâåòñòâóåò
êîëè÷åñòâó ïåðèîäîâ â èìåþùèõñÿ ôàêòè÷åñêèõ äàííûõ è ìîæåò çàäàâàòüñÿ èññëåäîâàòå-
ëåì â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîëå t.

Äëÿ îáëåã÷åíèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è áîëåå ïîëíîé îöåíêè ðàáîòû ìîäóëÿ ðåçóëüòàò
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëåí â âèäå ãðàôèêîâ, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîìïîíåíòû Delphi TChart. Ñâîéñòâà äàííîé êîìïîíåíòû ïðåäîñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü
îäíîâðåìåííî ïðîðèñîâûâàòü íà îäíîì ïîëå è ïîëó÷åííîå ðåøåíèå, è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå ïîêàçàòåëè óðàâíåíèé ñèñòåìû, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ íàãëÿäíî îòñëåæèâàòü
ðåçóëüòàòû â õîäå ïðîöåññà ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïàíåëü ¾Graph¿ ïîçâîëÿåò âûáðàòü ãðàôèê íåîáõîäèìîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ ôóíêöèè.
Âûáðàòü ñðàçó äâà ãðàôèêà íåëüçÿ, òàê êàê îáëàñòè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé ìî-
ãóò áûòü íåñîðàçìåðíûìè. Ìàðêåð ¾Ý.Ä.¿ ïîçâîëÿåò îòîáðàæàòü íà ãðàôèêå çàäàííûå
ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ âèçóàëüíîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
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Ð è ñ ó í î ê 1.2
Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïðîöåäóðû Runge_Kutt äëÿ ïåðåìåííîé I.

Ëåéáëû ¾En¿, ¾Ed¿, ¾Ei¿, îòîáðàæàþùèå çíà÷åíèÿ ñðåäíèõ îøèáîê àïïðîêñèìàöèè
äëÿ óðàâíåíèé (1.4), (1.5), (1.6) ñîîòâåòñòâåííî, áûëè âûâåäåíû íà ðàáî÷åå ïîëå òàêæå
äëÿ óäîáñòâà êîíòðîëÿ çà ïðîöåññîì ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ. Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2 íà ïåðâîì
ýòàïå íå óäàëîñü äîñòè÷ü ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè äëÿ ïåðåìåííîé I.

Ðåàëèçàöèÿ âòîðîãî ýòàïà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ êîððåêòèðîâêè ïðîáëåìíûõ çàâè-
ñèìîñòåé, îáåñïå÷èâàåòñÿ âûçîâîì ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà, ïîñðåäñòâîì àêòèâàöèåé
êíîïêè ¾Simpson¿. Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ
ìåòîäà Ñèìïñîíà óòî÷íÿåòñÿ îïðåäåëåííûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî îòîáðàæàåòñÿ â
ëåéáëàõ f1 � f6 ðàáî÷åãî ïîëÿ, áëàãîäàðÿ ÷åìó íîâîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1.4) - (1.6) áîëåå
òî÷íî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå.

Ð è ñ ó í î ê 1.3
Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîöåäóðû Simpson.
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Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ïîñëå çàïóñêà ïðîöåäóðû Simpson òî÷íîñòü ïîñòðîåííîé çàâèñè-
ìîñòè äëÿ ïåðåìåííîé I óëó÷øèëàñü, à äëÿ ïåðåìåííîé D � íàïðîòèâ, ñòàëà õóæå.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü, ÿâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì âûÿâèòü äèàïàçîíû èõ âàðèàöèè.
Äëÿ ýòîãî è áûë ðàçðàáîòàí òðåòèé ýòàï ïðîöåäóðû êîððåêòèðîâêè, âûçûâàåìûé àêòè-
âàöèåé êíîïêè ¾Progon¿. Ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îêðåñòíîñòü
ëþáîãî ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èëè êîýôôèöèåíòà íà ïîèñê áîëåå ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ, ïî-
øàãîâî ¾ïðîáåãàÿ¿ àíàëèçèðóåìûé èíòåðâàë.

Ð è ñ ó í î ê 1.4

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðîöåäóðû Progon.

Â ðåçóëüòàòå ðåàëèçàöèè òðåòüåãî ýòàïà áûëè äîñòèãíóòû ïðèåìëåìûå òî÷íîñòè ïî
âñåì òðåì çàâèñèìîñòÿì. Òàêèì îáðàçîì, îïèñàííàÿ âûøå òðåõýòàïíàÿ ïðîöåäóðà ïîçâî-
ëèëà ïîëó÷èòü òàêèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (1.4) - (1.6), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò àäåêâàòíîå
îïèñàíèå èñõîäíûõ äàííûõ ñ ïîçèöèé äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé ñðåäíèõ îøèáîê
àïïðîêñèìàöèè:

dN

dt
= 8, 139 · 10−22N0,05S2 − 66, 5·N0,03S0,3 (1.7)

dD

dt
= 103, 41·D0,35 − 638, 87·I (1.8)

dI

dt
= 1, 08·I−0,5 − 0, 0933·S0,08 (1.9)

Äàííûé ïðîãðàììíûé ïðîäóêò è ðàçðàáîòàííûé êîìïëåêñ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ è âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòåëþ îñóùåñòâëÿòü
ïîýòàïíûé ïðîöåññ êîððåêòèðîâêè ìîäåëè, äîáèâàÿñü íåîáõîäèìîé òî÷íîñòè. Îí ïðîñò
â ïðèìåíåíèè, à ïîëó÷àåìûé ðåçóëüòàò äàåò ÷åòêóþ êàðòèíó äèíàìèêè ïîâåäåíèÿ âñåé
ñèñòåìû, ïðè ýòîì êîíòðîëü ðåçóëüòàòîâ îñóùåñòâëÿåòñÿ êàê âèçóàëüíî, òàê è ÷èñëåííî,
ïîñðåäñòâîì íàáëþäåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ïîëó÷àåìîãî ðåøåíèÿ.
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About the program, correcting the system of equations
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Abstract. The program, which allows for a three-stage adjustment procedure for systems of
equations, subject to achieving an acceptable value of the criterion of accuracy. Testing of the
developed software product was carried out with respect to system dynamics models population
of the Russian Federation.
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ æèçíü

Âëàäèëåí Àëåêñàíäðîâè÷ Òðåíîãèí
(ê âîñüìèäåñÿòèëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ)

12 àâãóñòà 2011 ã. èñïîëíèëîñü 80 ëåò ñî äíÿ ðîæ-
äåíèÿ âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî-ìàòåìàòèêà è ïåäàãî-
ãà, Çàñëóæåííîãî äåÿòåëÿ íàóêè Ðîññèéñêîé ôåäåðà-
öèè, äîêòîðà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåñ-
ñîðà Â.À. Òðåíîãèíà. Îí ðîäèëñÿ 12 àâãóñòà 1931 ã.
â ã. Êûøòûì ×åëÿáèíñêîé îáëàñòè. Åãî ìàòü, Åâãå-
íèÿ ßêîâëåâíà, áûëà äî÷åðüþ ñâÿùåííèêà, ïðåäñå-
äàòåëÿ ïåðìñêîãî õîðîâîãî îáùåñòâà. Ïîñëå îêîí÷à-
íèÿ Ïåðìñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà ðàáîòàëà ïðåïîäà-
âàòåëåì, à ïîçäíåå äîöåíòîì èñòîðèè ÑÑÑÐ â âóçàõ,
áûëà ó÷àñòíèöåé è èíâàëèäîì Âåëèêîé îòå÷åñòâåí-
íîé âîéíû. Îòåö, Òðåíîãèí Àëåêñàíäð Ôåäîðîâè÷,
ïîòîìîê óðàëüñêèõ ìàñòåðîâ, áûë Óïîëíîìî÷åííûì
Öâåòìåòçîëîòà íà Óðàëå ïî îõðàíå îò õèùåíèé çî-
ëîòà è äðàãîöåííûõ ìåòàëëîâ, ïîçäíåå áûë ïðåäñå-
äàòåëåì Ñâåðäëîâñêîãî ãîðèñïîëêîìà. Ñ 1941 ã. îí
ó÷àñòâîâàë â Âåëèêîé îòå÷åñòâåííîé âîéíå è ïîãèá
ïîä Ñòàëèíãðàäîì â 1942 ãîäó.

Â 1950 ãîäó Â.À. Òðåíîãèí îêîí÷èë â ã. Óæãîðîäå
ñðåäíþþ øêîëó ñ çîëîòîé ìåäàëüþ è áûë íàãðàæ-
äåí ãðàìîòîé ÖÊ ÂËÊÑÌ, êàê ëó÷øèé ó÷åíèê øêîë
Óæãîðîäà â ïåðèîä 1945-1950 ãã. Â 1950 ãîäó îí ïî-
ñòóïèë íà ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà. Â òî âðåìÿ
íà ìåõìàòå ïðåïîäàâàëè âûäàþùèåñÿ ñîâåòñêèå ó÷åíûå-ìàòåìàòèêè Ï.Ñ. Àëåêñàíäðîâ,
À. Ã. Êóðîø, Ë.À. Ëþñòåðíèê, Í.Ê. Áàðè, Â.Â. Íåìûöêèé, È.Ì. Ãåëüôàíä, À.È. Ìàðêó-
øåâè÷, Í.Ã. ×åòàåâ, Å.Á. Äûíêèí, Ñ.À. ßíîâñêàÿ. Ñðåäè ñîêóðñíèêîâ þáèëÿðà ó÷èëèñü
áóäóùèå àêàäåìèêè è ÷ëåíêîðû ÀÍ ÑÑÑÐ Í.Ñ. Áàõâàëîâ, Ì.Ì. Ëàâðåíòüåâ, Ä.Ì. Êëè-
ìîâ, Î.Â. Áåñîâ, Î.Á. Ëóïàíîâ, Í.Â. Êàðäàøåâ, À.À. Êóëèêîâñêèé, Þ.À. Ïàðèéñêèé è
ìíîãèå äîêòîðà íàóê. ßâëÿÿñü ó÷àñòíèêîì ñåìèíàðà ïðîôåññîðà À.Ã. Êóðîøà, Âëàäèëåí
Àëåêñàíäðîâè÷ íà âòîðîì êóðñå âûïîëíèë êóðñîâóþ ðàáîòó, ïîñâÿùåííóþ ðàçëè÷íûì
ñïîñîáàì ââåäåíèÿ ìåòðèêè â ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äàâ âûñîêóþ îöåíêó ýòîé ðàáî-
òå, À. Ã. Êóðîø ëè÷íî ïðåäñòàâèë è ðåêîìåíäîâàë åãî ê ÷ëåíó-êîððåñïîíäåíòó ÀÍ ÑÑÑÐ
Ëàçàðþ Àðîíîâè÷ó Ëþñòåðíèêó, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî Âëàäèëåí Àëåêñàíäðîâè÷ âû-
ïîëíèë êóðñîâûå è äèïëîìíóþ ðàáîòó ¾Îá îäíîçíà÷íîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèè ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ¿, îïóáëèêîâàííóþ ÄÀÍ ÑÑÑÐ.

Çàêîí÷èâ ñ îòëè÷èåì â 1955 ãîäó ìåõìàò ÌÃÓ Â. À. Òðåíîãèí áûë ðàñïðåäåëåí íà
ðàáîòó íà êàôåäðó âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÔÒÈ â êîëëåêòèâå êîòîðîé ðàáîòàëè ìíîãèå
âûäàþùèåñÿ ó÷åíûå Ìàòåìàòè÷åñêîãî Èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà è Âû÷èñëèòåëüíî-
ãî Öåíòðà ÀÍ ÑÑÑÐ, â èõ ÷èñëå àêàäåìèêè Â.Ñ. Âëàäèìèðîâ, Ñ.Ì. Íèêîëüñêèé, Ë.Ä.
Êóäðÿâöåâ, Å.Ô. Ìèùåíêî, Ë.Â. Îâñÿííèêîâ, Â òå÷åíèå 17 ëåò ðàáîòû â ÌÔÒÈ, Â. À.
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Òðåíîãèí ïðîø¼ë ïóòü îò àññèñòåíòà äî ïðîôåññîðà, âåäóùåãî ëåêòîðà ïî êóðñàì ìà-
òåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè. Â 1960 ãîäó îí çàùèòèë êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ ¾Ðàçâåòâëåíèå ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ¿, à â 1967 ãîäó äîêòîðñêóþ äèññåð-
òàöèþ ¾Íåêîòîðûå âîïðîñû òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ è äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â
áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ¿.

Â 1972 ãîäó Â. À. Òðåíîãèí áûë íàïðàâëåí Ìèíèñòåðñòâîì â Ìîñêîâñêèé èíñòèòóò ñòà-
ëè è ñïëàâîâ (ÌÈÑèÑ) íà äîëæíîñòü çàâåäóþùåãî êàôåäðîé ìàòåìàòèêè. Â ýòîé äîëæ-
íîñòè îí ðàáîòàë äî 1993 ãîäà, ñ òåõ ïîð ÿâëÿåòñÿ ïðîôåññîðîì òîé æå êàôåäðû, à â 2010
ãîäó ïîëó÷èë áîëåå âûñîêèé ðàíã ïðîôåññîðà-èññëåäîâàòåëÿ. Ïîä åãî ðóêîâîäñòâîì ýòà
êàôåäðà ñòàëà îäíîé èç íàèáîëåå êâàëèôèöèðîâàííûõ êàôåäð ìàòåìàòèêè òåõíè÷åñêèõ
âóçîâ, áîëüøèíñòâî ñîòðóäíèêîâ êàôåäðû àêòèâíî çàíèìàëèñü íàóêîé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îáùåñòâåííîñòü ÑÑÑÐ, ÑÍÃ è çàïàäíûõ ãîñóäàðñòâ çíàêîìà ñ ìà-
òåìàòè÷åñêèì òâîð÷åñòâîì ïðîôåññîðà Â. À. Òðåíîãèíà åù¼ ñ 60-õ ãîäîâ. Â 1962 ãîäó
â Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê (òîì 17, �2) ïóáëèêóåòñÿ ðàáîòà Ì. Ì. Âàéíáåðãà è
Â. À. Òðåíîãèíà ¾Ìåòîäû Ëÿïóíîâà è Øìèäòà â òåîðèè íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ
äàëüíåéøåå ðàçâèòèå¿, ñîñòàâèâøàÿ îñíîâó èõ ìîíîãðàôèè ¾Òåîðèÿ âåòâëåíèÿ ðåøåíèé
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé¿ (Ì., Íàóêà, 1969), â îñíîâå êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ ¾ïðèíöèï êîíå÷-
íîìåðíîñòè¿ Â. À. Òðåíîãèíà èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ÿâëåíèé, ñî÷åòàíèÿ àëãåáðàè÷åñ-
êèõ, àñèìïòîòè÷åñêèõ, âàðèàöèîííûõ, òîïîëîãè÷åñêèõ, à â äàëüíåéøåì ïðèáëèæåííûõ è
òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ â ïðèìåíåíèè ê ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèÿì ðàçâåòâëåíèÿ è
îòðàæåíî ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè âåòâëåíèÿ è áèôóðêàöèé â åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ
äèñöèïëèíàõ. Ýòà ìîíîãðàôèÿ, íàïèñàííàÿ ïî òðóäàì Â.À. Òðåíîãèíà, ÿâëÿåòñÿ è â íàøè
äíè áàçîé ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèé ïî òåîðèè áèôóðêàöèé, îíà ïåðåâåäåíà íà íåìåö-
êèé (1973) è àíãëèéñêèé (1974) ÿçûêè. Ðåçóëüòàòû áîëåå ïîçäíèõ èññëåäîâàíèé â ýòîì
íàïðàâëåíèè îòðàæåíû â êîëëåêòèâíîé ìîíîãðàôèè ¾Íåëèíåéíûé àíàëèç è íåëèíåéíûå
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Ì., Ôèçìàòëèò, 2003), íàó÷íûì ðåäàêòîðîì è îäíèì èç
àâòîðîâ, êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ Â. À. Òðåíîãèí. Â 1970 ãîäó ïóáëèêóåòñÿ åãî ðàáîòà ¾Ðàçâèòèå
è ïðèìåíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà Ëþñòåðíèêà-Âèøèêà¿ (Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, òîì 25, �4), ñîäåðæàùàÿ ñîâðåìåííîå ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìàëîãî ïàðàìåòðà, à â 1971
ãîäó - ðàáîòà ¾Ïðèáëèæåíèÿ íà ñåìåéñòâàõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçðåøèìîñòü íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé¿ (ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 201, �6), ÿâëÿþùàÿñÿ îñíîâîé àáñòðàêòíîé òåîðèè ðàç-
íîñòíûõ ñõåì, îòðàæåííîé â ãëàâå VII åãî çàìå÷àòåëüíîé ìîíîãðàôèè ¾Ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç¿ (Ì., Íàóêà, 1980). Ýòà ìîíîãðàôèÿ 1991, 1993, 2002, 2005 â êîìïëåêòå ñ êíèãîé
¾Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó¿ (â ñîàâòîðñòâå ñ Á. Ì. Ïèñàðå-
âûì è Ò. Ñ. Ñîáîëåâîé, Ì., Íàóêà, 2002, 2005), ïîëó÷èâøàÿ ãðèô ÌèíÂÓÇà êàê ó÷åáíèêà
(ïåðåâåäåí íà ôðàíöóçñêèé ÿçûê) è ñîîòâåòñòâåííî êàê ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ (ïåðåâåäåíî íà
ôðàíöóçñêèé è èñïàíñêèé ÿçûêè) ÿâëÿåòñÿ ëó÷øèì ðóêîâîäñòâîì äëÿ àñïèðàíòîâ è ñïåöè-
àëèñòîâ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå, â êîòîðîé êðîìå òðàäèöèîííûõ ÷àñòåé, - èçëîæåííîé
íåñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì òåîðèè èíòåãðàëà è ñïåêòðàëüíîé òåîðèè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, -
ïðåäñòàâëåíû ìåòîäû ìàëîãî ïàðàìåòðà è ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïðèáëèæåííûå, â
÷àñòíîñòè ðàçíîñòíûå, ìåòîäû ðåøåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä Ãàëåðêèíà è
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ïðèáëèæåíèÿ ñïëàéíàìè), ýëåìåíòû âûïóêëîãî àíàëèçà è ìå-
òîä ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ. Çà ñîçäàíèå êóðñà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà äëÿ ñòóäåíòîâ
òåõíè÷åñêèõ âóçîâ íà îñíîâå ýòèõ êíèã èõ àâòîðû áûëè óäîñòîåíû â 1990 ãîäó ïåðâîé
ïðåìèè ÃÊ ÑÑÑÐ ïî íàðîäíîìó îáðàçîâàíèþ ¾Çà ëó÷øóþ ìåòîäè÷åñêóþ ðàáîòó¿. Äàëåå
ñëåäóþò ìîíîãðàôèè ¾Ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêèé ôèçèêè¿ (Ìîñêâà-Èæåâñê, 2002, èíñòè-
òóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé), íàïèñàííàÿ íà îñíîâå âûøåäøèõ ðàíåå â èçäàòåëüñòâå
ÌÈÑèÑ äâóõ ó÷åáíûõ ïîñîáèé è ¾Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ (Ì.,
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Ôèçìàòëèò, 2009, ãðèô ÍÌÑ êàê ó÷åáíèêà). Â êíèãå ¾Âîñïîìèíàíèÿ¿ â ÿðêîé íåñòàí-
äàðòíîé ôîðìå ñîäåðæàòñÿ íåïîñðåäñòâåííûå âïå÷àòëåíèÿ àâòîðà îò âñòðå÷ ñî ñâîèìè
ó÷èòåëÿìè, äðóçüÿìè è êîëëåãàìè.

Â 1972 ãîäó ïðîôåññîð Â. À. Òðåíîãèí áûë âêëþ÷åí â ñîñòàâ Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîãî
Ñîâåòà ïî ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ ïðèêàçîì ìèíèñòðà è ïî-
íûíå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì åãî Ïðåçèäèóìà. Â Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîì ñîâåòå îí ñðàçó æå âîç-
ãëàâèë êîìèññèþ ïî ïðèåìó â âóçû ÑÑÑÐ è ìíîãèå ãîäû ÿâëÿëñÿ àâòîðîì ïðîãðàììû ïî
ìàòåìàòèêå äëÿ ïîñòóïàþùèõ â âóçû. Ïî âîïðîñàì ïðèåìà â âóçû îí âûñòóïàë â ïåðèî-
äè÷åñêîé ïå÷àòè è ïî òåëåâèäåíèþ. Ñ íàçíà÷åíèåì ïðåäñåäàòåëåì ÍÌÑ àêàäåìèêà À.Í.
Òèõîíîâà ïðîôåññîð Â.À. Òðåíîãèí ñòàë ÷ëåíîì áþðî ïðåçèäèóìà ÍÌÑ â ñîñòàâå øåñòè
÷åëîâåê, çàìåñòèòåëåì ïðåäñåäàòåëÿ ñåêöèè ÍÌÑ òåõíè÷åñêèõ, ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûõ è
ýêîíîìè÷åñêèõ âóçîâ è âîçãëàâèë åùå êîìèññèþ ïî ðàáîòå ïîäãîòîâèòåëüíûõ îòäåëåíèé.
ÍÌÑ âåë îãðîìíóþ íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêóþ ðàáîòó â ðåãèîíàõ Ðîññèè è â ñîþçíûõ ðåñïóá-
ëèêàõ, ïðîâîäÿ ñîâåùàíèÿ-êîíôåðåíöèè ëåêòîðîâ è âåäóùèõ ïðåïîäàâàòåëåé. Â. À. Òðå-
íîãèí ðóêîâîäèë òàêèìè ñîâåùàíèÿìè âî Âëàäèâîñòîêå, â Èâàíîâî, â Áàòóìè, â Ñûê-
òûâêàðå, â Ëåíèíãðàäå è â Ïñêîâå. Åãî ðàáîòà â ÍÌÑ â ýòîò ïåðèîä îòðàæåíà â êíèãàõ:
¾Î ñîâåùàíèè-ñåìèíàðå ïðåïîäàâàòåëåé âóçîâ Ñåâåðî-Çàïàäíîãî ðåãèîíà ÑÑÑÐ¿, ñáîðíèê
íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêèõ ñòàòåé ïî ìàòåìàòèêå (Ñûêòûâêàð, 1988, ïîä ðåäàêöèåé Òðåíîãèíà
Â.À., ßãîëû À.Ã.), ¾Ïîìîùü ïîñòóïàþùèì â âóçû è íà÷èíàþùèì ñòóäåíòàì¿, ¾Ðåãóëÿð-
íàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿ ( Ìîñêâà-Èæåâñê 2005, ïîä ðåäàêöèåé è ïðè ñîàâòîðñòâå
Òðåíîãèíà Â.À.). Îí òàêæå áûë îäíèì èç àâòîðîâ ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå îáúåìîì
â 510 ÷àñîâ äëÿ òåõíè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé è àâòîðîì ïðîãðàììû ïî ìàòåìàòèêå äëÿ
ïîñòóïàþùèõ â âóçû ÑÑÑÐ.

Îò ñâîåãî ó÷èòåëÿ ïðîôåññîðà Ë. À. Ëþñòåðíèêà Â. À. Òðåíîãèí ïåðåíÿë ïîñòîÿííûé
èíòåðåñ ê ïðèêëàäíûì çàäà÷àì. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòü ñîâìåñòíóþ ñ Ã. À. Òèðñêèì ðà-
áîòó ïî îïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ îõëàæäàåìîé ëîïàòêè ãàçîâîé òóðáèíû (1959)
è àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è âÿçêîãî ãèïåðçâóêîâîãî óäàðíîãî ñëîÿ (1974), èçó÷åíèå ÿâëåíèÿ
âûïó÷èâàíèÿ ãèáêèõ ïëàñòèí, èññëåäîâàíèÿ ïî äëèííûì è óåäèíåííûì âîëíàì ñ ïðèëî-
æåíèÿìè â ãèäðîäèíàìèêå è ñàìîîðãàíèçàöèè (1964, 1967, 1986, 2006). Ïðîâåäåííàÿ íà
êàôåäðå ìàòåìàòèêè ÌÈÑèÑ ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. À. Òðåíîãèíà èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðà-
áîòà ïî óíèôèêàöèè è ñòàíäàðòèçàöèè ìàðîê ñòàëåé è ñïëàâîâ áûëà óäîñòîåíà òðåòüåé
ïðåìèè ìèíèñòåðñòâà ¾çà ëó÷øóþ íàó÷íóþ ðàáîòó¿.

Çà 55 ëåò íàó÷íîé è ïåäàãîãè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ïðîôåññîðîì Â. À. Òðåíîãèíûì
âíåñåí îãðîìíûé âêëàä â ïîäãîòîâêó èíæåíåðîâ, ó÷åíûõ è ïðèêëàäíèêîâ âûñøåé êëàñ-
ñèôèêàöèè. Â àñïèðàíòóðå ÌÔÒÈ è ÌÈÑèÑ îí ïîäãîòîâèë ðÿä ñïåöèàëèñòîâ â îáëà-
ñòè íåëèíåéíîãî àíàëèçà è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, óñïåøíî ðàáîòàþùèõ â Ðîññèè è
çà ðóáåæîì. Â 1968 ãîäó Â. À. Òðåíîãèí âûïîëíèë ñîâìåñòíî ñî ñòàðøèì íàó÷íûì ñî-
òðóäíèêîì Èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè èì. Â. È. Ðîìàíîâñêîãî ÀÍ ÑÑÑÐ Á. Â Ëîãèíîâûì
íåñêîëüêî ïåðñïåêòèâíûõ ðàáîò, ñîçäàâøèõ òåîðèþ âåòâëåíèÿ ðåøåíèé íåëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé â óñëîâèÿõ ãðóïïîâîé èíâàðèàíòíîñòè - íîâîå íàïðàâëåíèå â òåîðèè íåëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ñîñòàâèâøåå ïðåäìåò èõ äàëüíåéøèõ ñîâìåñòíûõ èññëåäîâàíèé (1971 - 1990) è
äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ Á. Â. Ëîãèíîâà (1982). Â 1972 ã. Â.À. Òðåíîãèí è Í.À. Ñèäîðîâ
(Èðêóòñêèé ãîñ. Óíèâåðñèòåò). äîêàçûâàþò ñàìóþ îáùóþ òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê
áèôóðêàöèè îò ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íå÷åòíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðàòíîñòè ëèíåàðèçàöèè,
à â äàëüíåéøåì, â òå÷åíèå 70-õ ãîäîâ, ðàçðàáàòûâàþò òåîðèþ ðåãóëÿðèçàöèè çàäà÷ òåîðèè
âåòâëåíèÿ, ïîñëóæèâøóþ îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ óñòîé÷èâûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòèõ çà-
äà÷ ñîñòàâèâøóþ îñíîâó äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Í. À. Ñèäîðîâà (1983). Ñîòðóäíè÷åñòâî
Â. À. Òðåíîãèíà ñ Í. À. Ñèäîðîâûì è Á. Â. Ëîãèíîâûì, ñîçäàâøèõ ñâîè ìàòåìàòè÷åñêèå
øêîëû â Èðêóòñêå, Òàøêåíòå è Óëüÿíîâñêå ïðîäîëæàåòñÿ äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè (1993,
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1996, 1997, 2003, 2007, 2010).
Èññëåäîâàíèÿ Â.À. Òðåíîãèíà â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, àñèìïòîòè÷åñêèõ è ïðèáëè-

æåííûõ ìåòîäàõ, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèÿõ è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå îòðàæåíû áî-
ëåå ÷åì â 250 íàó÷íûõ è ìåòîäè÷åñêèõ ðàáîòàõ â öåíòðàëüíûõ è çàðóáåæíûõ æóðíàëàõ,
ìîíîãðàôèÿõ ïåðåâåäåííûõ íà èíîñòðàííûå ÿçûêè. Ðàçâèâàåìûå èì íàó÷íûå íàïðàâëå-
íèÿ - òåîðèÿ âåòâëåíèÿ è áèôóðêàöèé, òåîðèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ â íåëèíåéíûõ óðàâíåíèÿõ
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìåòîäû ðåãóëÿðèçàöèè è ñèììåòðèéíûå (ãðóïïîâûå) ìåòîäû â
íåëèíåéíîì àíàëèçå, èññëåäîâàíèÿ ïî äëèííûì è óåäèíåííûì âîëíàì è òåîðèè ñàìîîðãà-
íèçàöèè (ïðåäïðèíÿòûå åùå â ïåðèîä íàïèñàíèÿ äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè) îêàçàëè çíà÷è-
òåëüíîå è ïëîäîòâîðíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè â ýòèõ íàïðàâëåíèÿõ; îíè áûëè
èñïîëüçîâàíû âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ ê ìåõàíèêå è ôèçèêå, âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòè-
êå. Â ïîñëåäíèå ãîäû Â.À. Òðåíîãèí ðàçðàáàòûâàåò àñïåêòû íåëèíåéíîãî àíàëèçà â ñëàáî
ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ, ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïðåäëàãàåò íîâîå îïðå-
äåëåíèå îïåðàòîðà ñîïðÿæåííîãî ê íåëèíåéíîìó, ðàññìàòðèâàåò âîïðîñû ëîêàëüíîé è ãëî-
áàëüíîé îáðàòèìîñòè íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, â ñîâìåñòíûõ ðàáîòàõ ñ Ê.À. Õàññåèíîâûì
(Êàçàõñòàí) èññëåäóåò ìíîãîòî÷å÷íûå çàäà÷è äëÿ ÎÄÓ, ïðåäëàãàåò òåîðèþ àáñòðàêòíûõ
ãðàíè÷íûõ çàäà÷ â ñâÿçè ñ èçó÷åíèåì íåëîêàëüíûõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è çàäà÷ äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, íå îñòàâëÿÿ ñâîèõ îñíîâíûõ íàïðàâëåíèé â ëèíåéíîì è
íåëèíåéíîì ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Íàïðàâëåíèÿ ðàáîò Â.À. Òðåíîãèíà ïîñëåäíèõ ÷å-
òûðåõ ëåò - òåîðåìû À.Ì. Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ëèíåéíîìó ïðèáëèæåíèþ êàê
ñëåäñòâèå òåîðåìû î íåÿâíûõ îïåðàòîðàõ. Î øèðîòå íàó÷íûõ èíòåðåñîâ þáèëÿðà ìîæíî
ñóäèòü ïî ðåäàêòèðîâàííîé èì êîëëåêòèâíîé ìîíîãðàôèè ¾Íåëèíåéíûé àíàëèç è íåëè-
íåéíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿ Ì. Ôèçìàòëèò, 2003.

Â.À. Òðåíîãèí - àêòèâíûé ó÷àñòíèê ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèé è ñèìïîçèóìîâ ðàç-
ëè÷íîãî ðàíãà. Áûë ÷ëåíîì äåëåãàöèè ÑÑÑÐ íà ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñèíãó-
ëÿðíûì âîçìóùåíèÿì è òóðáóëåíòíîñòè â Ëèîíå, Ôðàíöèÿ, 1979 (ïóáëèêàöèÿ â Lecture
Notes in Mathematics). Ñðåäè íèõ ñèìïîçèóìû GAMM (Ìåæäóíàðîäíîå îáùåñòâî ïðè-
êëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè) Ãàìáóðã 1993, 1995, Ôðåéáóðã -2000 (Ãåðìàíèÿ), Ïà-
äóÿ - 2003 (Èòàëèÿ), Öþðèõ - 2007(Øâåéöàðèÿ), Ãðàö 2011 (Àâñòðèÿ); ICIAM (Ìåæäóíà-
ðîäíûé êîíãðåññ ïðîìûøëåííîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè) - Ãàìáóðã 1995 (Ãåðìàíèÿ),
Ýäèíáóðã - 1999 (Âåëèêîáðèòàíèÿ), Öþðèõ - 2007 (Øâåéöàðèÿ), Âàíêóâåð 2011 (Êàíà-
äà); IÑM (Ìåæäóíàðîäíûé êîíãðåññ ìàòåìàòèêîâ) Ìîñêâà 1965, Âàðøàâà è Áåðëèí 1998;
EuroMech â Êîïåíãàãåíå â 2001, îí âûñòóïàë â êà÷åñòâå ïðèãëàøåííîãî ëåêòîðà íà êîí-
ôåðåíöèÿõ îðãàíèçîâàííûõ IFNA (Ìåæäóíàðîäíàÿ Ôåäåðàöèÿ íåëèíåéíûõ àíàëèòèêîâ)
â Ãðåöèè, Èòàëèè è Òóðöèè, áûë ïðèãëàøåííûì ïðîôåññîðîì â Ëåéïöèãñêîì óíèâåð-
ñèòåòå (ÃÄÐ 1973 è Àëæèðå Óíèâåðñèòåò Àííàáà 1979) ïðèíèìàë ó÷àñòèå â åæåãîäíûõ
êîíôåðåíöèÿõ CAIM (Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðèêëàäíîé è ïðîìûøëåííîé ìà-
òåìàòèêå) â Ðóìûíèè: Ïèòåøòè 2002, Ìèîâåíè 2006 è Îðàäåÿ 2007, êîíãðåññû ISAAC â
Êàíàäå 1999 ã., ßïîíèè 2002, Ñèöèëèè 2005 ã. è Ìîñêâå 2011 ã.) , êîíôåðåíöèè è øêîëû-
ñåìèíàðû â Ìîðäîâñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ñ 2004 ãîäà è ìíîãèõ äðóãèõ, ÷àñòî
ñ ãðàíòàìè îðãêîìèòåòîâ íà ó÷àñòèå. Îí ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì Ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî
îáùåñòâà, Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, ROMAI (Ðóìûíñêîãî ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îáùåñòâà), AMS (Àìåðèêàíñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà), GAMM è ISAAC,
âõîäèò â ðåäêîëëåãèè ìàòåìàòè÷åñêèõ æóðíàëîâ: ROMAI Journal, Æóðíàë Ñðåäíåâîëæ-
ñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, Èçâåñòèÿ Èðêóòñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà,
ñåðèÿ ¾Ìàòåìàòèêà¿.

Òâîð÷åñêàÿ àêòèâíîñòü è íàó÷íûå ñâÿçè ïðîôåññîðà Òðåíîãèíà Â.À. â ñòðàíàõ ÑÍÃ
(Óçáåêèñòàí, Êàçàõñòàí, Ãðóçèÿ) è äàëüíåãî çàðóáåæüÿ (Ðóìûíèÿ, Ïîëüøà, Ãåðìàíèÿ)
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õàðàêòåðèçóþò åãî êàê ïðîôåññîðà ìåæäóíàðîäíîãî óðîâíÿ.
Áèáëèîãðàôè÷åñêèå ñâåäåíèÿ î ïðîôåññîðå Â. À. Òðåíîãèíå ïðèâåäåíû â èçäàíèÿõ

¾Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ¿, ¾Ìåõàíèêà â ÑÑÑÐ¿, ¾Who's Who in the World¿ (1999-2001),
¾Çíàìåíèòûå ðóññêèå¿ (1999), ÓÌÍ (2001), Soviet Mathematical surveys 2001, ýëåêòðîí-
íûé ðåñóðñ: http://misis.ru/ru/5717.

Ïðîôåññîð Â. À. Òðåíîãèí èìååò ìíîãî÷èñëåííûå ïðàâèòåëüñòâåííûå, âåäîìñòâåííûå
è íàó÷íûå íàãðàäû, îí èíòåíñèâíî ïðîäîëæàåò ñâîþ íàó÷íóþ è ïåäàãîãè÷åñêóþ äåÿòåëü-
íîñòü, âåäåò áîëüøóþ íàó÷íî-îðãàíèçàöèîííóþ ðàáîòó â Íàó÷íî-ìåòîäè÷åñêîì ñîâåòå ïî
ìàòåìàòèêå Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ. Ïîæåëàåì åìó çäîðîâüÿ, ñ÷àñòüÿ è
íîâûõ òâîð÷åñêèõ ñâåðøåíèé.

Ñ. Í. Àëåêñååíêî, Å. Ì. Áðîíøòåéí, Ï. À. Âåëüìèñîâ, Â. Ê. Ãîðáóíîâ,

Â. Ç. Ãðèíåñ, Þ. Í. Äåðþãèí, À. Ï. Æàáêî, Å. Á. Êóçíåöîâ,

Á. Â. Ëîãèíîâ, Ò. Ô. Ìàìåäîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà, Â. È. Ñàôîíêèí,

Ñ. È. Ñïèâàê, Ë. À. Ñóõàðåâ, Â. Ô. Òèøêèí, È. È. ×ó÷àåâ,

Ï. À. Øàìàíàåâ, Ò. À. Øåìÿêèíà.

MVMS journal. 2011. V. 13, No. 4



98 Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñåé

äëÿ ïóáëèêàöèè â æóðíàëå ¾Æóðíàë ÑÂÌÎ¿

Îáðàùàåì Âàøå âíèìàíèå íà òî, ÷òî óêàçàííûå íèæå ïðàâèëà äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
àáñîëþòíî òî÷íî. Â ñëó÷àå, åñëè ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ ðóêîïèñè íå áóäóò âûïîëíåíû,
Âàøà ñòàòüÿ íå áóäåò îïóáëèêîâàíà.

Òåêñò äîêëàäà äîëæåí áûòü íàáðàí â èçäàòåëüñêîé ñèñòåìå TEX (èëè îäíîì èç åå
êëîíîâ). Äëÿ âåðñòêè ðóêîïèñè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåàìáóëó, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü
íà ñàéòå http://www.svmo.ru.

Îáúåì ñòàòüè íå äîëæåí ïðåâûøàòü 10 ñòðàíèö. Òåêñò ñòàòüè äîëæåí áûòü ïîìåùåí
â ôàéë ñ èìåíåì <ôàìèëèÿ àâòîðà>.tex (êîòîðûé âêëþ÷àåòñÿ êîìàíäîé \input â ïðåàì-
áóëå). Íàïðèìåð,

\input{voskresensky.tex}

Ñîäåðæàíèå ïðåàìáóëû èçìåíÿòü íåëüçÿ. Îïðåäåëåíèå íîâûõ êîìàíä àâòîðîì ñòàòüè
íå äîïóñêàåòñÿ äëÿ ïðåäóïðåæäåíèÿ êîíôëèêòîâ èìåí ñ êîìàíäàìè, êîòîðûå ìîãëè áû
áûòü îïðåäåëåíû â ñòàòüÿõ äðóãèõ àâòîðîâ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà ðóññêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäó
\headerRus. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerRus{ÓÄÊ}{íàçâàíèå ñòàòüè}{àâòîð(û)}{Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü,
ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãî-
ðîä; e-mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êî-
ìàíäó \headerEn. Ýòà êîìàíäà èìååò ñëåäóþùèå àðãóìåíòû:

\headerEn{íàçâàíèå ñòàòüè} {Àâòîð1\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáî-
òû, ãîðîä; e-mail.}, Àâòîð2\footnote{Äîëæíîñòü, ìåñòî ðàáîòû, ãîðîä; e-
mail.}}{Àííîòàöèÿ}{Êëþ÷åâûå ñëîâà}

Åñëè ñòàòüÿ íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, òî äëÿ îôîðìëåíèÿ çàãîëîâêà ñòàòüè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \headerFirstEn ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê äëÿ êîìàíäû
\headerRus.

Ñòàòüÿ ìîæåò ñîäåðæàòü ïîäçàãîëîâêè ëþáîé âëîæåííîñòè. Ïîäçàãîëîâêè ñàìîãî âåðõ-
íåãî óðîâíÿ ââîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè êîìàíäû \sect ñ îäíèì ïàðàìåòðîì:

\sect{Çàãîëîâîê}

Ïîäçàãîëîâêè áîëåå íèçêèõ óðîâíåé ââîäÿòñÿ êàê îáû÷íî êîìàíäàìè \subsection,
\subsubsection è \paragraph.

Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ âëîæåííîñòè ïîäçàãîëîâêîâ â
Âàøåé ñòàòüå, íóìåðàöèÿ îáúåêòîâ (ôîðìóë, òåîðåì, ëåìì è ò.ä.) âñåãäà áóäåò äâîéíîé è
áóäåò ïîä÷èíåíà ïîäçàãîëîâêàì ñàìîãî âåðõíåãî óðîâíÿ.

Äëÿ îôîðìëåíèÿ òåîðåì, ëåìì, ïðåäëîæåíèé, ñëåäñòâèé, îïðåäåëåíèé, çàìå÷àíèé è
ïðèìåðîâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî îêðóæåíèÿ Th, Lemm, Prop, Cor, De�n,
NB è Example. Åñëè â Âàøåé ñòàòüå ïðèâîäÿòñÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé, èõ ñëåäó-
åò îêðóæèòü êîìàíäàìè \proof è \proofend (äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðîê 'Äîêàçàòåëüñòâî.' è
'Äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.' ñîîòâåòñòâåííî).
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Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \R, \Rn, \C, \Z, \N è
ò.ä.

Äëÿ âñòàâîê áóêâ φ è ε íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \phi, \epsilon ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñèìâîëû ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ∂

∂xi
è ∂u

∂xi
âñòàâëÿþòñÿ êîìàíäàìè \px{i} è

\pxtog{u}{i}.
Äëÿ âñòàâîê áóêâ êèðèëëèöû â ôîðìóëû ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êîìàíäû \textrm,

\textit. Íàïðèìåð, äëÿ âñòàâîê ôîðìóë Ãi , Äi â òåêñò ñòàòüè íåîáõîäèìî íàáðàòü êî-
ìàíäû \textrm{Ã}_i, \textit{Ä}_i.

Äëÿ íóìåðîâàíèÿ ôîðìóë è ñîçäàíèÿ ïîñëåäóþùèõ ññûëîê íà ýòè ôîðìóëû íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü ñîîòâåòñòâåííî êîìàíäû \label{ìåòêà} è \eqref{ìåòêà}, ãäå â êà÷åñòâå
ìåòêè íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó ñëåäóþùåãî âèäà: 'Ôàìèëèÿ ÀâòîðàÍîìåð Ôîðìóëû'.
Íàïðèìåð, ôîðìóëó (14) â ñòàòüå Èâàíîâà íóæíî ïîìåòèòü \label{ivanov14}, òåîðåìó
5 èç ýòîé ñòàòüè � \label{ivanovt5} è ò.ï. (Äëÿ ññûëîê íà òåîðåìû, ëåììû è äðóãèå
îáúåêòû, îòëè÷íûå îò ôîðìóë, íóæíî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \ref{ìåòêà}).

Äëÿ âñòàâêè â òåêñò ñòàòüè ðèñóíêîâ íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèìè êîìàíäà-
ìè:

à) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà áåç ïîäïèñè è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicture{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ}

ãäå ñòåïåíü_ñæàòèÿ ÷èñëî îò 0 äî 1.

á) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ

\insertpicturewcap{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ïîäïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

â) âñòàâêà çàíóìåðîâàííîãî ðèñóíêà ñ ïîäïèñüþ è ñ óêàçàíèåì ñòåïåíè ñæàòîñòè

\insertpicturecapscale{ìåòêà}{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

ã) âñòàâêà ðèñóíêà áåç íîìåðà ïîä ðèñóíêîì, íî ñ ïîäïèñüþ èëè íåò

\insertpicturenonum{èìÿ_ôàéëà.eps}{ñòåïåíü_ñæàòèÿ} {ïîä-
ïèñü_ïîä_ðèñóíêîì}

Âñå âñòàâëÿåìûå êàðòèíêè äîëæíû íàõîäèòüñÿ â ôàéëàõ â ôîðìàòå EPS (Encapsulated
PostScript).

Âíèìàíèå! Íîâûå ïðàâèëà. Äëÿ îôîðìëåíèÿ ñïèñêà ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå
ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü îêðóæåíèå thebibliography.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà àíãëèéñêîì ÿçûêå îôîðìëÿòü íå íóæíî.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû íà ðóññêîì ÿçûêå îôîðìëÿåòñÿ â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîìàíä

\bibitem, èìåþùèõ îäèí ïàðàìåòð:

\bibitem{ìåòêà äëÿ ññûëêè íà èñòî÷íèê}

Äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ïðèìåðà â êà÷åñòâå ìåòêè äëÿ ïóíêòà 7 â ñïèñêå ëèòåðàòó-
ðû íóæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîêó 'ivanovb7'. Äëÿ ññûëîê íà ýëåìåíòû ñïèñêà ëèòåðàòóðû
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êîìàíäó \cite èëè \pgcite (ïàðàìåòðû ñì. â ïðåàìáóëå).

Ìåòêè âñåõ îáúåêòîâ ñòàòüè äîëæíû áûòü óíèêàëüíûìè.
Êîìïèëÿöèÿ æóðíàëà ïðîèçâîäèòñÿ ïðè ïîìîùè MiKTEX 2.9, äèñòðèáóòèâ êîòîðîãî

ìîæíî ïîëó÷èòü íà ñàéòå http://www.miktex.org.
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