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A Ñ. Ñìåéëà òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M3 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæå-ñòâî äè��åîìîð�èçìîâ ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàê-òîðîâ è ðåïåëëåðîâ. Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî M3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåìíàä îêðóæíîñòüþ ñî ñëîåì ãîìåîìîð�íûì äâóìåðíîìó òîðó.Êëþ÷åâûå ñëîâà: A-äè��åîìîð�èçì, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî, àòòðàêòîð, ðåïåëëåð,ðàññëîåíèå1. Ââåäåíèå è �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòàÎäíèì èç âàæíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âçàèìî-ñâÿçè ìåæäó ðàññìàòðèâàåìûì êëàññîì äè��åîìîð�èçìîâ è òîïîëîãèåé ìíîãîîáðàçèÿ,íà êîòîðîì îíè çàäàíû. Íàïðèìåð, Äæ. Ôðàíêñ [4℄ è Ø. Íüþõàóñ [5℄ ïîêàçàëè, ÷òî ëþáîéàíîñîâñêèé äè��åîìîð�èçì êîðàçìåðíîñòè 1 ñîïðÿæåí ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîð�èç-ìîì òîðà4. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîãîîáðàçèÿ äîïóñêàþùåå òàêèå äè��åîìîð�èçìû, ãî-ìåîìîð�íî òîðó Tn . Â.Ç. �ðèíåñ è Å.Â. Æóæîìà ïîêàçàëè â [3℄ (ðåçóëüòàò àíîíñèðîâàíâ [6℄), ÷òî åñëè çàìêíóòîå n -ìíîãîîáðàçèå Mn , n > 2 , äîïóñêàåò ñòðóêòóðíî óñòîé÷è-âûé äè��åîìîð�èçì f ñ îðèåíòèðóåìûì ðàñòÿãèâàþùèì àòòðàêòîðîì êîðàçìåðíîñòè 1,òîãäà ìíîãîîáðàçèå Mn ãîìîòîïíî ýêâèâàëåíòíî òîðó Tn è ãîìåîìîð�íî Tn äëÿ n 6= 4 .Íàïîìíèì, ÷òî ïîä A -äè��åîìîð�èçìîì òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ f : M3 → M3ïîíèìàåòñÿ äè��åîìîð�èçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àêñèîìå A , ââåäåííîé Ñ. Ñìåéëîì [7℄:1. ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê Ω(f) ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì;2. ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â Ω(f) .Ñîãëàñíî ñïåêòðàëüíîé òåîðåìå Ñ. Ñìåéëà [7℄ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω(f) A -äè��åîìîð�èçìà f ïpåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúeäèíåíèÿ ïîïàpíî íåïåpåñåêàþ-ùèõñÿ çàìêíóòûõ èíâàpèàíòíûõ ìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè, êàæäîåèç êîòîpûõ ñîäåpæèò âñþäó ïëîòíóþ òpàåêòîpèþ.Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñò-íîñòü U ìíîæåñòâà Λ òàêàÿ, ÷òî

f(U) ⊂ intU, Λ =
⋂

k≥0

fk(U).1Ïðî�åññîð, Í�ÑÕÀ, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines�yandex.ru.2Àñïèðàíò, Í�ÑÕÀ, Íèæíèé Íîâãîðîä; ULev4enko�gmail.om.3Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ÍÈÈ ÏÌÊ ïðè ÍÍ�Ó èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä;medvedev�unn.a.ru.4Ïóñòü ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå L : Rn → R
n çàäàåòñÿ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé ñ îïðåäå-ëèòåëåì +1 èëè −1 è íå èìåþùåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïî ìîäóëþ ðàâíûõ åäèíèöå. Òîãäà L çàäàåòîáðàòèìîå îòîáðàæåíèå FL òîðà Tn , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì àâòîìîð�èçìîì.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



8 Â. Ç. �ðèíåñ, Þ. À. Ëåâ÷åíêî, Â. Ñ. ÌåäâåäåâÁàçèñíîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ äè��åî-ìîð�èçìà f−1 .Ñëåäóÿ [1℄ áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ ⊂ Ω(f) äè��åîìîð�èçìà f : M3 → M3 íàçû-âàåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì, åñëè îíî ïðèíàäëåæèò îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîéïîâåðõíîñòè M2
Λ ðîäà g ≥ 0 òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé â ìíîãîîáðàçèå M3 , íàçûâàåìîeíîñèòåëåì äëÿ Λ .Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ A -äè��åîìîð�èçìîâ f : M3 → M3 ,íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâó-ìåðíûõ àòòðàêòîðîâ è ðåïåëëåðîâ.Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî äè��åîìîð-�èçìû èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà.Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f : M3 → M3 A -äè��åîìîð�èçì, íåáëóæäàþùåå ìíî-æåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îáúåäèíåíèÿ ñâÿçíûõ ïîâåðõíîñòíûõ äâóìåðíûõ àòòðàê-òîðîâ è ðåïåëëåðîâ. Òîãäà M3 ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî òðèâèàëüíûì ðàññëîåíèåì íàä îêðóæ-íîñòüþ ñî ñëîåì ãîìåîìîð�íûì äâóìåðíîìó òîðó.2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿÏóñòü Sg ñòàíäàðòíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 0 (âîçìîæíî ñêðàåì) è W � ãëàäêîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå (âîçìîæíî ñ êðàåì). Íàïîìíèì, ÷òîäâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü Sg ⊂ W íàçûâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé â W , åñëè ñóùå-ñòâóåò òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå (ãîìåîìîð�èçì íà îáðàç) h : Sg × [−1, 1] → W òàêîå,÷òî h(Sg × {0}) = Sg . Ïðè ýòîì öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ ïîâåðõíîñòü Sg íàçûâàåòñÿñîáñòâåííî âëîæåííîé, åñëè h(∂Sg × [−1, 1]) ⊂ ∂W .Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü Sg äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 1 öèëèí-äðè÷åñêè è ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ â 3 -ìíîãîîáðàçèå W . �îâîðÿò, ÷òî Sg ÿâëÿåòñÿíåñæèìàåìîé â W åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ëþáàÿ ïðîñòàÿ êðèâàÿ γ â

Sg , êîòîðàÿ îãðàíè÷èâàåò âëîæåííûé äèñê D ⊂ W , ÷üÿ âíóòðåííîñòü èìååò ïóñòîåïåðåñå÷åíèå ñ Sg , ÿâëÿåòñÿ ãîìîòîïíîé íóëþ êðèâîé íà Sg è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷è-âàåò íåêîòîðûé äèñê íà Sg .Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. ([8℄, ñëåäñòâèå 3.2) Ïóñòü F � íåñæèìàåìàÿ îðèåí-òèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðè÷åñêè è ñîáñòâåííî âëîæåííàÿ â Sg × [0, 1] , g ≥ 1 , òàê÷òî ∂F ⊂ Sg×{1} . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîâåðõíîñòü F1 ⊂ Sg×{1} , êîòîðàÿ ãîìåîìîð�íà
F è òàêàÿ, ÷òî ∂F = ∂F1 è F ∪ F1 îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü ∆ â Sg × [0, 1] , çàìûêàíèåêîòîðîé ãîìåîìîð�íî F × [0, 1] .Ïóñòü Sg ïîâåðõíîñòü áåç êðàÿ ðîäà g ≥ 1 . Ïîëîæèì Pg = Sg × [0; 1] , òîãäà ãðàíèöà
∂Pg ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè S

(0)
g and S

(1)
g , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ãîìåîìîð�íà

Sg . Ïóñòü F ⊂ int Pg öèëèíäðè÷åñêè âëîæåíà â int Pg . �îâîðÿò, ÷òî ïîâåðõíîñòü Fðàçäåëÿåò S
(0)
g è S

(1)
g åñëè S

(0)
g è S

(1)
g ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì ñâÿçíîñòè

Pg \ F .Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 3.1 èç [2℄.Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿïîâåðõíîñòü F ⊂ int Pg íå ðàçäåëÿåò S
(0)
g è S

(1)
g òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ÿâëÿ-åòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D ⊂ int Pg .Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Î ñòðóêòóðå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî A-äè��åîìîð�èçì ñ . . . 9Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü F çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥ 1íå îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü è öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ â intPg . Òîãäà F ÿâëÿåòñÿíåñæèìàåìîé ïîâåðõíîñòüþ â intPg .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿçàìêíóòàÿ êðèâàÿ C ⊂ F , íåãîìîòîïíàÿ íóëþ íà F è îãðàíè÷èâàþùàÿ öèëèíäðè÷åñêèâëîæåííûé äâóìåðíûé çàìêíóòûé äèñê D òàêîé, ÷òî intD ∩ (F ∪ ∂Pg) = ∅ . Âûáåðåìçàìêíóòóþ îêðåñòíîñòü U(D) ⊂ intPg äèñêà D , ïðèíàäëåæàùóþ îòêðûòîé îêðåñòíîñòè
V (D) ⊂ intPg òàêèì îáðàçîì, ÷òî ÷òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì h : V (D) → D× (−1, 1)òàêîé, ÷òî h(C) = D× {0} , h−1(∂D× (−1, 1) ⊂ F è h−1(D× [−0, 5, 0, 5]) = U(D) .Ïîëîæèì Q = (F \ h−1(∂D× (−1, 1)) ∪ h−1(D× {−1}) ∪ h−1(D× {1}) .Ìîãóò áûòü äâà ñëó÷àÿ:1) ïîâåðõíîñòü Q ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû;2) ïîâåðõíîñòü Q ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò Q1, Q2 .Ïîêàæåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç ïîëó÷åííûõ ïîâåðõíîñòåé íåîãðàíè÷èâàåò îáëàñòè â intPg .Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Â ïåðâîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç W0 îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþïîâåðõíîñòüþ Q .Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ ïîâåðõíîñòè Qi îáîçíà÷èì ÷åðåç Wi îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ
Qi , i ∈ {1, 2} .Äàëåå, ìîãóò áûòü äâå âîçìîæíîñòè.a) U(D) ∩Wi = ∅ äëÿ ëþáîãî i = 0, 1, 2 .b) ñóùåñòâóåò i ∈ {0, 1, 2} , äëÿ êîòîðîãî U(D) ∩Wi 6= ∅Â ñëó÷àå a) ïîâåðõíîñòü F îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü W0 ∪ (U(D) \ h−1(∂D × [−1, 1])) âñëó÷àå 1) è W1 ∪W2 ∪ (U(D) \ h−1(∂D× [−1, 1])) â ñëó÷àå 2). Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.�àññìîòðèì ñëó÷àé b).Åñëè U(D) ∩W0 6= ∅ , òî îáëàñòü W0 \ cl U(D) îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ F .Åñëè U(D) ∩ W1 6= ∅ , òî W 2 ⊂ W1 è ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòü W1 \ cl (W2 ∪ U(D))îãðàíè÷åíà ïîâåðõíîñòüþ F .Àíàëîãè÷íî, åñëè U(D) ∩W2 6= ∅ , òî îáëàñòü W2 \ cl (W1 ∪U(D)) îãðàíè÷åíà ïîâåðõ-íîñòüþ F .Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì î ïîâåðõíîñòè F .Îáîçíà÷èì ÷åðåç F1 ïîâåðõíîñòü, íå îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü â intPg . Ïî ïîñòðîå-íèþ åå ðîä g1 ìåíüøå g è â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1., îíà íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàåìîé. Ïîâòîðÿÿêàæäûé ðàç âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âíîâü ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè, ìû ïî-ëó÷èì íà ïîñëåäíåì øàãå äâóìåðíóþ ñ�åðó, íå îãðàíè÷èâàþùóþ îáëàñòü â intPg , ÷òîïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Pg .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.×àñòíûì ñëó÷àåì ïðåäëîæåíèÿ 2.1. è ëåììû 2.1. ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé �àêò, óñòàíîâ-ëåííûé òàêæå â [2℄, (òåîðåìà 3.3) äëÿ ãëàäêî âëîæåííûõ ïîâåðõíîñòåé.Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Ïóñòü F çàìêíóòàÿ îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g ≥
1 íå îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü è öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííàÿ â intPg . Òîãäà çàìûêàíèåêàæäîé êîìïîíåíòû Pg \ F ãîìåîìîð�íî Pg .Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 1, äîêàçàíîé â [1℄.Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.3. Ïóñòü f : M3 → M3 � A -äè��åîìîð�èçì, íåáëóæ-äàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîäåðæèò ïîâåðõíîñòíûé äâóìåðíûé ñâÿçíûé àòòðàêòîðÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



10 Â. Ç. �ðèíåñ, Þ. À. Ëåâ÷åíêî, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ
Λ ñ íîñèòåëåì M2

Λ . Òîãäà M2
Λ = Λ , M2

Λ ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé ïîâåðõíî-ñòüþ, ãîìåîìîð�íîé äâóìåðíîìó òîðó, è îãðàíè÷åíèå f íà M2
Λ ñîïðÿæåíî ñ ãèïåðáîëè-÷åñêèì àâòîìîð�èçìîì òîðà.3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.Äîêàæåì ñíà÷àëà äâå âñïîìîãàòåëüíûå ëåììû.Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M çàäàíû äâå îá-ëàñòè B è A , ïðè÷åì ãðàíèöà A ñîñòîèò èç äâóõ íå ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ai ,

i = 1, 2 , è ïóñòü a1 ⊂ B , a2 ∩ (B ∪ ∂B) = ∅ . Òîãäà åñëè a1 îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü
B1 ⊂ B , òî ∂B ⊂ A .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì îáëàñòü A1 = A ∪B1 ∪ a1 . Òàê êàê A1 ∩ B 6= ∅è ãðàíèöà a2 îáëàñòè A1 íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ çàìûêàíèåì B , òî B ∪ ∂B ⊂ A1 . Èçðàâåíñòâà ∂B ∩ (B1 ∪ a1) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ∂B ⊂ A . Ëåììà äîêàçàíà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Ë å ì ì à 3.2. Ïóñòü A1 è A2 , A1∩A2 6= ∅ òàêèå ìíîæåñòâà, ÷òî ñóùåñòâóåòãîìåîìîð�èçì h1 : A1 → B × [−1, 0] è h2 : A2 → B × [0, 1] è A1 ∩ A2 = h−1

1 (B × {0}) =
h−1
2 (B × {0}) , òîãäà ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì H : A1 ∪ A2 → B × [−1, 1] .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A1 ∩A2 = A . Îáîçíà÷èì ãîìåîìîð�èçì Ĥ : A→ A ,çàäàííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ A Ĥ(x) = h−1

2 (h1(x)) . Òàê êàê A2ãîìåîìîð�íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ, òî ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì g : A2 → A2 òàêîé,÷òî g |A= Ĥ .Ïîëîæèì
H =

{
h1(x), x ∈ A1

h2(g(x)), x ∈ A2Òîãäà îòîáðàæåíèå H ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîð�èçìîì ìíîæåñòâà A1 ∪ A2 íà ïðÿìîå ïðî-èçâåäåíèå B × [−1, 1] .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Äîêàæåì òåîðåìó 1.1..Îáîçíà÷èì TA íîñèòåëü äëÿ àòòðàêòîðà A è TR íîñèòåëü ðåïåëëåðà R . Ñîãëàñíîïðåäëîæåíèþ 2.3. äëÿ ëþáîãî àòòðàêòîðà (ðåïåëëåðà) ïîâåðõíîñòü TA (TR ) ÿâëÿåòñÿ öè-ëèíäðè÷åñêè âëîæåííîé. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U(TA) (U(TR)) èãîìåîìîð�èçì hA(hR) , òàêèå ÷òî: hA : U(TA) → T × [−1, 1] (hR : U(TR) → T × [−1, 1]) ,ïðè÷åì hA(TA) = T× {0} (hR(TR) = T× {0}) .Ïîâåðõíîñòü TA (TR ) äåëèò îêðåñòíîñòü U(TA) (U(TR) ) íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
U1
A = h−1

A (T× [−1, 0]) è U2
A = h−1

A (T× [0, 1]) , (àíàëîãè÷íî U1
R è U2

R ).�ðàíèöà ∂U(TA) ( ∂U(TR) ) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè T 1
A = h−1

A (T× {−1})è T 2
A = h−1

A (T× {1}) , (T 1
R = h−1

R (T× {−1}) è T 2
R = h−1

R (T× {1}) ).Ïóñòü A ïðîèçâîëüíûé àòòðàêòîð, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè TA . Òàê êàêíåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äè��åîìîð�èçìà f ñîñòîèò òîëüêî èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñò-íûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî n è ðåïåëëåðû R1 , R2 òàêèå ÷òî
f−n(T 1

A) ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè ðåïåëëåðà TR1 è f−n(T 2
A) ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòèðåïåëëåðà TR2 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè R1 = R2 = R , òî f−n(T 1

A) , f−n(T 2
A) ïðèíàäëåæàòðàçíûì êîìïîíåíòàì U1

TR
, U2

TR
ñîîòâåòñòâåííî. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæåì ñ÷èòàòü,÷òî f−n(T 1

A) ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå U1
R1
, à f−n(T 2

A) ïðèíàäëåæèò êîìïîíåíòå U2
R2
.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Î ñòðóêòóðå 3-ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàþùåãî A-äè��åîìîð�èçì ñ . . . 11Ïîêàæåì, ÷òî f−n(T 1
A) ðàçäåëÿåò TR1 è T 1

R1
â U1

R1
. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäàâ ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2., f−n(T 1

A) ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè D1
A ⊂ int U1

R1
.Òîãäà ïî ëåììå 3.1. èìååì U(TR1) ⊂ f−n(U1

A) è ñëåäîâàòåëüíî, TR1 ⊂ f−n(U1
A) . Òîãäà

fn(TR1) ⊂ U1
A . Òàê êàê ïîâåðõíîñòü TR1 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé, ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâî-ðå÷èå.Òàêèì îáðàçîì, U(TR1) \ f−n(T 1

A) ñîñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè òàêèõ, ÷òîçàìûêàíèå êàæäîé êîìïîíåíòû ãîìåîìîð�íî U(TR1) . Îòñþäà ïî ñëåäñòâèþ 2.1. ñëåäóåò,÷òî ïîâåðõíîñòè TR1 è f−n(T 1
A) îãðàíè÷èâàþò â M3 îáëàñòü ãîìåîìîð�íóþ T × (0, 1) .�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî f−n(T 2

A) ðàçäåëÿåò ïîâåðõíîñòè TR2 è T 2
R2

â U2
R2è ïîâåðõíîñòè TR2 è f−n(T 2

A) îãðàíè÷èâàþò â M3 îáëàñòü ãîìåîìîð�íóþ T× (0, 1) .Îáîçíà÷èì ÷åðåç B1 (B2) îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ïîâåðõíîñòÿìè TA è TR1 (TA è
TR2 ). Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 3.2. îáëàñòü B1 (B2) ãîìåîìîð�íà ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ
T× [0, 1] .�àññóæäàÿ àíàëîãè÷íî äëÿ âñåõ àòòðàêòîðîâ ïîëó÷àåì, ÷òî M3 ìîæåò áûòü ïîëó÷å-íî, êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì ãîìåîìîð�íûõ
T × [0, 1] è ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó ïîâåðõíîñòåé, ãîìåîìîð�íûõ äâó-ìåðíîìó òîðó. Òî åñòü ìíîãîîáðàçèå M3 äîïóñêàåò ñëîåíèå íà äâóìåðíûå ñëîè, êîòîðûåãîìåîìîð�íû äâóìåðíûì òîðàì. Îáîçíà÷èì M1 �àêòîð-ïðîñòðàíñòâî, òî÷êàìè êîòîðîãîÿâëÿþòñÿ òîðû. Òîãäà ïî ïîñòðîåíèþ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p :M3 →M1 ,ãäå M1 îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè m ∈ M1 ñóùåñòâóåòîêðåñòíîñòü U(m) òàêàÿ ÷òî p−1(U(m)) ãîìåîìîð�íî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ T×(−1, 1) .Òàê êàê íåïðåðûâíûé îáðàç êîìïàêòà åñòü êîìïàêò, òî ìíîãîîáðàçèå M1 ãîìåîìîð�íîîêðóæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1.1. ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.Àâòîðû áëàãîäàðÿò ãðàíò �ÔÔÈ �ÀÍ � 08-01-00547à çà ÷àñòè÷íóþ �èíàíñîâóþ ïîä-äåðæêó. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. �ðèíåñ Â.Ç, Ìåäâåäåâ Â.Ñ., Æóæîìà Å.Â. Î ïîâåðõíîñòíûõ àòòðàêòîðàõ è ðåïåë-ëåðàõ íà 3-ìíîãîîáðàçèÿõ. � Ìàò. çàìåòêè. 2005. Ò. 78, � 6. � Ñ. 813�826.2. �ðèíåñ Â.Ç., Æóæîìà Å.Â., Ìåäâåäåâ Â.Ñ. Íîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà ñ òðèâèàëüíî âëîæåííûìè îäíîìåðíûìè ñåïàðàòðèñàìè.� Ìàòåì. ñá. 2003.Ò. 194, � 7. � Ñ. 25�56.3. Grines V., Zhuzhoma E. On struturally stable di�eomorphisms with odimension oneexpanding attrators. � Trans. Amer. Math. So. 2005. V. 357, n. 2. � P. 617�667.4. Franks J. Anosov di�eomorphisms. � Global Analysis. Pro. of Symposia in Pure Math.AMS, Providene. 1970. 14. � P. 61�94.5. Newhouse S. On odimension one Anosov di�eomorphisms. � Amer. J. Math. 1970. V.92, n. 3. � P. 761�770.6. �ðèíåñ Â.Ç., Æóæîìà Å.Â. Î ãðóáûõ äè��åîìîð�èçìàõ ñ ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àò-òðàêòîðàìè è ñæèìàþùèìèñÿ ðåïåëëåðàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí. � Äîêëàäû �ÀÍ.2000. Ò. 374, � 6. � Ñ. 735�737.7. Smale S. Di�erentiable dynamial systems. � Bull. Amer. Math. So. 1967. V. 73, n. 1.� P. 741�817. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



12 8. F. Waldhausen, On irreduible 3-manifolds whih are su�iently large. � Annals of Math.1968. V. 87. � P. 56�88.
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13On struture of 3-manifold whih allow A-di�eomorphismwith two-dimensional surfae nonwandering set© V. Z. Grines5, U. A. Levhenko6, V. S. Medvedev7Abstrat. We onsider a lass of di�eomorphism satisfying to S.Smale Axiom A given on 3 -manifold M3 on suggestion that nonwandering set of di�eomorphisms onsists of onneted two-dimensional surfae attrator and repellors. We establish that M3 is a loally-trivial foliationunder the irle with leaves homeomorphi to the torus.Key Words: A-di�eomorphism, attrator, repeller, nonwandering setReferenes1. Grines V., Zhuzhoma E., Medvedev V. On surfae attrators and repellers on 3-manifolds. � Matem.zam. 2005. V. 78, n. 6. � P. 813�826.2. Grines V., Zhuzhoma E., Medvedev V. New relations for Morse-Smale systems with trivial embeddingone-dimensional separatrix. � Matem. sbá. 2003. V. 194, n. 7. � P. 25�56.3. Grines V., Zhuzhoma E. On struturally stable di�eomorphisms with odimension one expandingattrators. � Trans. Amer. Math. So. 2005. V. 357, n. 2. � P. 617�667.4. Franks J. Anosov di�eomorphisms. � Global Analysis. Pro. of Symposia in Pure Math. AMS, Providene.1970. 14. � P. 61�94.5. Newhouse S. On odimension one Anosov di�eomorphisms. � Amer. J. Math. 1970. V. 92, n. 3. � P.761�770.6. Grines V., Zhuzhoma E. În struturally stable di�eomorphisms with expanding attrators andontruting repellers odimension one. � Doklady RAN. 2000. V. 374, n. 6. � Ñ. 735�737.7. Smale S. Di�erentiable dynamial systems. � Bull. Amer. Math. So. 1967. V. 73, n. 1. � P. 741�817.8. F. Waldhausen, On irreduible 3-manifolds whih are su�iently large. � Annals of Math. 1968. V. 87.� P. 56�88.9. Williams R.F. One-dimensional non-wandering sets. � Topology. 1967. V. 6. � P. 473�487.5Professor, Nizhny Novgorod State Agriultural Aademy, Nizhny Novgorod; vgrines�yandex.ru.6Post-graduate student, Nizhny Novgorod State Agriultural Aademy, Nizhny Novgorod;ULev4enko�gmail.om.7Senior sta� sientist, Institute of Applied Mathematis, Nizhny Novgorod; medvedev�unn.a.ru.
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14 Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. ÔèëàòîâÓÄÊ 517.9Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó© Å. Á. Êóçíåöîâ1, Ï. À. Ôèëàòîâ2Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïîïàðàìåòðó. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî ïðèìåíåíèþ ýòîãî ìåòîäà â çàäà÷àõ ïàðàìåòðè÷åñêî-ãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñïëàéíàìè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé,êîòîðûå ïîäòâåðæäàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûáîðà íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâïðè ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòåé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàìåòðèçàöèÿ, íàèëó÷øèé ïàðàìåòð, ãëàâíûå êðèâèçíû, èíòåðïîëÿ-öèÿ, êóáè÷åñêèé ñïëàéí.1. ÂâåäåíèåÏðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåìû ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé, êîòîðàÿ âàæíîå çíà÷åíèåèìååò â àâèàöèè è êîñìîíàâòèêå ïðè ñîçäàíèè è ýêñïëóàòàöèè àýðîêîñìè÷åñêîé òåõíèêè,âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé àïïïðîêñèìàöèè ýòèõ ïîâåðõíîñòåé. Ïóñòüãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S â ïðîñòðàíñòâå R3 çàäàíà óðàâíåíèåì
F (x, y, z) = 0. (1.1)Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü åå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v). (1.2)Â ðàâåíñòâàõ (1.2) ïàðàìåòðû u , v ìîãóò áûòü âûáðàíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íîèìåííî îíè îïðåäåëÿþò óñïåõ ïàðàìåòðèçàöèè. Ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå ïàðàìåòðîâ íà ïðè-áëèæàåìîé ïîâåðõíîñòè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ îñöèëÿöèè è ïåòëè [1℄. Ïîýòîìó ìîæíî ïîñòàâèòüâîïðîñ î âûáîðå, â íåêîòîðîì ñìûñëå, íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè (1.1). Ýòîòâîïðîñ ìîæåò áûòü ðåøåí, åñëè ïàðàìåòðèçàöèþ ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàòü ñ ïîçèöèè ìå-òîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [2℄. Òîãäà íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû â êàæäîé òî÷êåïîâåðõíîñòè äîëæíû ëåæàòü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïîñòðîåííîé ê ïîâåðõíîñòè â äàí-íîé òî÷êå, è áûòü äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé [3℄.Ïðè÷åì ýòè íàïðàâëåíèÿ äîëæíû ñîâïàäàòü ñ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè [4℄.2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåéÏàðàìåòðèçàöèÿ (1.2) ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèåì (1.1), ìîæåò áûòü ïîëó÷å-íà ïðè ïîìîùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûåïàðàìåòðû u è v òàêèå, ÷òî ïåðåìåííûå x , y , z ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèðóåìûìè �óíê-öèÿìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Ïðåäñòàâèì äè��åðåíöèàëû ïàðàìåòðîâ â âèäå
du = α1dx+ α2dy + α3dz, dv = β1dx+ β2dy + β3dz. (2.1)1Ïðî�åññîð Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà, ã. Ìîñêâà; kuznetsov�mai.ru.2Àñïèðàíò Ìîñêîâñêîãî àâèàöèîííîãî èíñòèòóòà, ã. Ìîñêâà.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 15Çäåñü âåêòîðû α = (α1, α2, α3)
T è β = (β1, β2, β3)

T çàäàþò íàïðàâëåíèÿ, âäîëü êîòî-ðûõ îòñ÷èòûâàþòñÿ ïàðàìåòðû u è v . Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïðàâëåíèÿ áûëè ðàâíîïðàâíû,âåêòîðû α è β äîëæíû áûòü îäèíàêîâîé äëèíû. Ïóñòü îíè áóäóò åäèíè÷íûìè, òîãäà èõêîìïîíåíòû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì
α2
1 + α2

2 + α2
3 = 1, β2

1 + β2
2 + β2

3 = 1. (2.2)Âåêòîðû α è β íå äîëæíû áûòü êîëëèíåàðíûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñè ñèñòåìûêîîðäèíàò (u, v) áóäóò ïàðàëëåëüíû, à ïàðàìåòðû u , v - ëèíåéíîçàâèñèìûìè.Åñëè íàðÿäó ñ ðàâåíñòâàìè (2.1) çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ äè��åðåíöèàëà óðàâíåíèÿ(1.1), ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ


α1 α2 α3

β1 β2 β3
Fx Fy Fz





dx
dy
dz


 =



du
dv
0


 , (2.3)ãäå Fx = ∂F/∂x, Fy = ∂F/∂y, Fz = ∂F/∂z .Äëÿ òîãî ÷òîáû îñóùåñòâèòü ïðîöåññ ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ, íåîáõîäèìî ðàçðåøèòüýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî äè��åðåíöèàëîâ dx, dy, dz . Ïðîöåññ ðàçðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.3)îòíîñèòåëüíî äè��åðåíöèàëîâ áóäåò òåì ý��åêòèâíåå, ÷åì ëó÷øå îáóñëîâëåíà ìàòðèöàýòîé ñèñòåìû.Ìåðà îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ (2.3) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-íà â âèäå

|D| = |∆|/d, (2.4)ãäå d =√F 2
x + F 2

y + F 2
z - ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ íîðì ñòðîê ìàòðèöû ñèñòåìû (2.3)ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (2.2), à ∆ - îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (2.3).Èìååò ìåñòî òåîðåìà [5℄, îïðåäåëÿþùàÿ óñëîâèÿ íàèëó÷øåé îáóñëîâëåííîñòè ñèñòåìû(2.3).Ò å î ð å ì à 2.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðå-øåíèÿ (2.3) áûëà íàèëó÷øèì îáðàçîì îáóñëîâëåíà, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âëþáîé òî÷êå ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (1.1) ïà-ðàìåòðû ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ u è v âûáèðàëèñü â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýòîé ïî-âåðõíîñòè è ÿâëÿëèñü äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëå-íèé.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì âåëè÷èíó D =

∆/d êàê �óíêöèþ êîìïîíåíò âåêòîðîâ α è β ïðè óñëîâèÿõ (2.2). Èç ðàâåíñòâà (2.4)ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìóìû �óíêöèè D è îïðåäåëèòåëÿ ∆ ñèñòåìû (2.3) áóäóò äîñòèãàòüñÿîäíîâðåìåííî. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ íà ýêñòðåìóì �óíêöèè
∆ (α, β ) ïðè óñëîâèÿõ (2.2).Ñîñòàâèì �óíêöèþ Ëàãðàíæà

L = ∆+ γ1

(
1−

3∑

i=1

α2
i

)
+ γ2

(
1−

3∑

i=1

β2
i

)
. (2.5)Çäåñü γ1, γ2 - ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.�àçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ñèñòåìû (2.3) ïî ýëåìåíòàì 1-é è 2-é ñòðîêè, ïîëó÷èìâûðàæåíèÿ

∆ =

3∑

i=1

αiA1i =

3∑

i=1

βiA2i, (2.6)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



16 Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. Ôèëàòîâãäå A1i - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó αi , A2i - àëãåáðàè÷åñêîåäîïîëíåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýëåìåíòó βi , i = 1, 2, 3 .Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ýêñòðåìóìà �óíêöèè Ëàãðàíæà ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî íóëþ ÷àñò-íûõ ïðîèçâîäíûõ:
∂L/∂αi = A1i − 2γ1αi = 0, ∂L/∂βi = A2i − 2γ2βi = 0, i = 1, 2, 3. (2.7)Èç ðàâåíñòâ (2.7) è (2.2) ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ α è β :

αi = ± A1i

(A2
11 + A2

12 + A2
13)

1/2
, βi = ± A2i

(A2
21 + A2

22 + A2
23)

1/2
, i = 1, 2, 3, (2.8)äîñòàâëÿþùèõ ýêñòðåìóì �óíêöèè Ëàãðàíæà (2.5).Åñëè âûðàæåíèÿ (2.8) ïîäñòàâèòü â ðàâåíñòâà (2.6), òî ïîëó÷èì, ÷òî îïðåäåëèòåëüñèñòåìû äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü ðàâåíñòâàì

∆ = ±(A2
11 + A2

12 + A2
13)

1/2 = ±(A2
21 + A2

22 + A2
23)

1/2 (2.9)è ýêñòðåìóì �óíêöèè Ëàãðàíæà äîñòèãàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ
αi =

A1i

∆
, βi =

A2i

∆
, i = 1, 2, 3. (2.10)Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà ïîäòâåðæäàþò, ÷òî âûðàæåíèÿ (2.10) äîñòàâëÿþò�óíêöèè Ëàãðàíæà (2.5) ìàêñèìóì. Óñòàíîâèì ðàñïîëîæåíèå ïî îòíîøåíèþ ê ïîâåðõíî-ñòè S âåêòîðîâ α è β , êîìïîíåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.10).Âû÷èñëèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ (N, α ) è (N, β ), ãäå N = (Fx, Fy, Fz) - âåêòîðíîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå (x, y, z) :

Fxα1 + Fyα2 + Fzα3 = ±FxA11 + FyA12 + FzA13

∆
,

Fxβ1 + Fyβ2 + Fzβ3 = ±FxA21 + FyA22 + FzA23

∆
.

(2.11)Ñóììû â ÷èñëèòåëÿõ äðîáåé ïðàâûõ ÷àñòåé ðàâåíñòâ (2.11) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììûïðîèçâåäåíèé ýëåìåíòîâ 3-é ñòðîêè íà àëãåáðàè÷åñêèå äîïîëíåíèÿ ýëåìåíòîâ 1-é è 2-éñòðîê. Â ñèëó ñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé, âñå òàêèå ñóììû ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåê-òîðû α è β îðòîãîíàëüíû âåêòîðó íîðìàëè N = (Fx, Fy, Fz) ê ïîâåðõíîñòè S , ò.å. ëåæàòâ ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.Äîêàæåì îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ α è β . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ
α1β1 + α2β2 + α3β3 = ±A11β1 + A12β2 + A13β3

∆
(2.12)ðàâíî íóëþ, òàê êàê ÷èñëèòåëü äðîáè ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2.12) ðàâåí íóëþ â ñèëóñâîéñòâà îïðåäåëèòåëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîðû α è β , îïðåäåëÿþùèå â êàæäîé òî÷êåïîâåðõíîñòè íàïðàâëåíèå ëèíèé íàèëó÷øèõ ïàðàìåòðîâ v = onst è u = onst, ïðîõîäÿùèõ÷åðåç ýòó òî÷êó, îðòîãîíàëüíû.Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî íàèëó÷øèå ïàðàìåòðû u è v ÿâëÿþòñÿ äëèíàìè äóã ïàðàìåòðè-÷åñêèõ ëèíèé v = onst è u = onst ñîîòâåòñòâåííî.Ïðè v = onst äè��åðåíöèàë ïàðàìåòðà v ðàâåí íóëþ è ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðîäîë-æåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3) ïðèíèìàåò âèä



α1 α2 α3

β1 β2 β3
Fx Fy Fz





dx
dy
dz


 =



du
0
0


 . (2.13)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 17�àçäåëèâ âñå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2.13) íà du , ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ xu = dx/du, yu = dy/du, zu = dz/du :


α1 α2 α3

β1 β2 β3
Fx Fy Fz





xu
yu
zu


 =



1
0
0


 . (2.14)�åøåíèå ñèñòåìû (2.14), ïîëó÷åííîå ïî ïðàâèëó Êðàìåðà, ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

xu =
A11

∆
, yu =

A12

∆
, zu =

A13

∆
, i = 1, 2, 3. (2.15)Âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ xu, yu, zu èç (2.15) ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèÿìè äëÿ êîìïî-íåíò âåêòîðà α èç (2.10), äîñòàâëÿþùèõ íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìå óðàâíåíèéïðîäîëæåíèÿ (2.3). Ò.å. ïðè v = onst âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

α1 = xu, α2 = yu, α3 = zu. (2.16)Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (2.16) â ïåðâîå èç âûðàæåíèé (2.1) è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå ðàâåí-ñòâî íà du , ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
(du)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2. (2.17)Ò.å. ïàðàìåòð u ÿâëÿåòñÿ äëèíîé äóãè êðèâîé v = onst.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè u = onst âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
β1 = xv, β2 = yv, β3 = zv (2.18)è äè��åðåíöèàë ïàðàìåòðà v óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
(dv)2 = (dx)2 + (dy)2 + (dz)2. (2.19)Íåîáõîäèìîñòü äîêàçàíà.Äîñòàòî÷íîñòü. Âûáåðåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ u è v äëèíû äóã îðòîãîíàëüíûõïàðàìåòðè÷åñêèì ëèíèÿì v = onst è u = onst.Âåêòîðû ru = (xu, yu, zu)

T è rv = (xv, yv, zv)
T ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê ïàðàìåòðè÷å-ñêèì ëèíèÿì v = onst è u = onst. Ñìûñë åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ α è β ñîñòîèò â òîì,÷òî îíè îïðåäåëÿþò íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó îíè òîæå äîëæíû áûòüêàñàòåëüíûìè ê êðèâûì v = onst è u = onst. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð α êîëëèíåàðåíâåêòîðó ru , à âåêòîð β êîëëèíåàðåí âåêòîðó rv .Äè��åðåíöèàëû âûáðàííûõ ïàðàìåòðîâ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (2.17),(2.19).�àçäåëèâ ðàâåíñòâî (2.17) íà (du)2 , à ðàâåíñòâî (2.19) - íà (dv)2 , ïîëó÷èìñîîòíîøåíèÿ x2u + y2u + z2u = r2u = 1 , x2v + y2v + z2v = r2v = 1 . Ò.å. âåêòîðû ru è rv , òàê æåêàê è âåêòîðû α è β , ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè. Èç ðàâåíñòâ âåêòîðîâ α= ru è β= rvñëåäóþò ðàâåíñòâà èõ êîìïîíåíò (2.16), (2.18). Êðîìå òîãî, èç óñëîâèé α 2 = r

2
u = 1 ,

β 2 = r
2
v = 1 ñ ó÷åòîì (2.16), (2.18) ìîæíî çàïèñàòü ðàâåíñòâà

α r
T
u = 1, β r

T
v = 1. (2.20)Ïî óñëîâèþ òåîðåìû, ïàðàìåòðû îòñ÷èòûâàþòñÿ â îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèÿõ, ïî-ýòîìó âåêòîð α îðòîãîíàëåí âåêòîðó β , à çíà÷èò, è âåêòîð ru îðòîãîíàëåí âåêòîðó β ,à âåêòîð rv îðòîãîíàëåí âåêòîðó α . Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



18 Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. ÔèëàòîâÏîñêîëüêó ru è rv ëåæàò â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè S , îíè îðòîãîíàëü-íû âåêòîðó íîðìàëè N = (Fx, Fy, Fz) ê ýòîé ïîâåðõíîñòè.Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.20) è èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
(ru, β ) è (ru,N) ìîæíî ñîñòàâèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (2.14), ðåøåíèåì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿâûðàæåíèÿ (2.15). Èç âûðàæåíèé (2.15) è ðàâåíñòâ êîìïîíåíò (2.16) âûòåêàþò âûðàæå-íèÿ (2.10) äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà α , äîñòàâëÿþùèõ íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìåóðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3).Àíàëîãè÷íî, èñõîäÿ èç âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.20) è èç óñëîâèé ðàâåíñòâà íóëþ ñêà-ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé (rv, α ) è (rv,N) , ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè âûáðàííîì ïàðàìåòðå
v êîìïîíåíòû âåêòîðà β äîñòàâëÿþò íàèëó÷øóþ îáóñëîâëåííîñòü ñèñòåìå óðàâíåíèéïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ (2.3).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.3. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïîâåðõíîñòåéÂ ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîâåðõíîñòü îáû÷íî çàäàåòñÿ íå óðàâíåíèåì (1.1), àíàáîðîì òî÷åê

(xi, yi, zi), i = 1, 2, ... (3.1)ïî êîòîðûì íåîáõîäèìî âîññòàíîâèòü ýòó ïîâåðõíîñòü. Òàêîé àíàëîã äèñêðåòíî-òî÷å÷íîãîçàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ êàðêàñíûì. Â îáëàñòè Ω : [a, b] × [c, d] âåùåñòâåííûõïåðåìåííûõ u è v ðàññìàòðèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñåòêà
∆ : a = u1 < u2 < ... < uN = b; c = v1 < v2 < ... < vM = d. (3.2)Ñîâîêóïíîñòü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé íà ïîâåðõíîñòè, ïðîîáðàçàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ëè-íèè ñåòêè (3.2), îáðàçóåò êàðêàñ ïîâåðõíîñòè. Êóñêè ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðûå åå ðàçáèâàåòêàðêàñ, íàçûâàþòñÿ êëåòêàìè, à òî÷êè âçàèìîïåðåñå÷åíèé êàðêàñíûõ ëèíèé - óçëîâûìèòî÷êàìè èëè óçëàìè êàðêàñà.Â èíæåíåðíîé ãåîìåòðèè îäíèì èç ìåòîäîâ âîññòàíîâëåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïî óçëîâûìòî÷êàì ÿâëÿåòñÿ åå èíòåðïîëÿöèÿ ïî ýòèì òî÷êàì. Ïîä êóñî÷íî-íåïðåðûâíîé èíòåðïî-ëÿöèåé ïîâåðõíîñòè ïîíèìàåòñÿ ïðèáëèæåíèå åå íåêîòîðîé ïàðàìåòðèçàöèåé, çàäàâàåìîéâåêòîð-�óíêöèåé r = r(u, v) . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòåé ïðèáëèæàþùåé ñîñòàâíîé ïîâåðõíî-ñòè íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü åå êàðêàñ, ñîñòîÿùèé èç êîîðäèíàòíûõ ëèíèé, êîòîðûåçàäàþòñÿ âåêòîð-�óíêöèÿìè r = r(ui, v), i = 1, ..., N è r = r(u, vj), j = 1, ...,M . Ïðèýòîì âûáîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ui è vj è âûáîð ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõëèíèé íåîäíîçíà÷íû. Îäíà è òà æå ïîâåðõíîñòü ìîæåò èìåòü ðàçíûå ïàðàìåòðè÷åñêèåïðåäñòàâëåíèÿ, îò êîòîðûõ è áóäåò çàâèñåòü òî÷íîñòü åå ïðèáëèæåíèÿ.Ïîñêîëüêó ïîâåðõíîñòü çàäàåòñÿ â äèñêðåòíî-òî÷å÷íîé �îðìå çíà÷åíèÿìè rij, i =

1, ..., N ; j = 1, ...,M , òî åå ïàðàìåòðèçàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü â âèäå âåêòîðà-ñïëàéíà äâóõïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííîãî â îáëàñòè Ω : [a, b] × [c, d] âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ u è v ,êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
W(u, v) = X(u, v)e1 + Y (u, v)e2 + Z(u, v)e3, (3.3)ãäå X(u, v), Y (u, v), Z(u, v) - êóáè÷åñêèå ñïëàéí-�óíêöèè, çàäàííûå íà ïàðàìåòðè÷åñêîéñåòêå ∆ = ∆u × ∆v, ∆u : a = u1 < u2 < ... < uN = b, ∆v : c = v1 < v2 < ... < vM =

d; e1, e2, e3 - îðòû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòíûõ îñåé.�åøåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî, åñëè çàäàííûì òî÷êàì (3.1) ïîñòàâèòü â ñîîòâåò-ñòâèå çíà÷åíèÿ ui, vj èç îáëàñòè Ω . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ õîðäîâîé ïàðàìåòðèçàöèåéÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 19[5℄, ïðè êîòîðîé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âûáèðàåòñÿ äëèíà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé óçëîâûåòî÷êè. Äîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ õîðäîâàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ áëèçêà ê íàèëó÷øåé.Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü íà÷àëüíóþ òî÷êó, êîîðäèíàòû êîòîðîé áóäóò ñîîòâåò-ñòâîâàòü íóëåâûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ u è v . Çàòåì íàäî âûáðàòü äâå êàðêàñíûå ëèíèèñ íîìåðàìè i∗ è j∗ èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ, êîòîðûå áóäóò ïåðåñåêàòüñÿ â íà÷àëüíîé òî÷êå.Ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ u è v òåêóùóþ äëèíó âïèñàííîé ëîìàíîé ñ âåðøèíàìèâ çàäàííûõ òî÷êàõ, äëÿ ýòèõ ëèíèé ìîæíî ïîäñ÷èòàòü ïðèðàùåíèÿ ïàðàìåòðîâ △u è △v .Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åñêóþ ñåòêó ∆ = ∆u ×∆v , äëÿ êîòîðîé r(ui, vj) = rij .Òåïåðü ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîâåðõíîñòè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èíòåðïîëÿöèèýòîé ïîâåðõíîñòè âåêòîðîì-ñïëàéíîì, ïðèíèìàþùèì â óçëàõ ñåòêè (3.2) çàäàííûå çíà÷å-íèÿ
W(ui, vj) = rij, i = 1, ..., N, j = 1, ...,M, (3.4)ïðè÷åì ýëåìåíòû ýòîãî âåêòîðà-ñïëàéíà ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ êóáè÷åñêèå ïàðàìåòðè÷å-ñêèå ñïëàéíû. Ïðè ýòîì çàäà÷à èíòåðïîëÿöèè ïîâåðõíîñòè êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè ìîæåòáûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ýðìèòîâûìè êó-áè÷åñêèìè ñïëàéíàìè, åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì â óçëîâûõ òî÷êàõ çàìå-íèòü íà èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå àíàëîãè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòèñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî: íà ëèíèÿõ u = u2 è u = nN−1 íåïðåðûâíû âñå ïðîèçâîä-íûå äî ïîðÿäêà D3,2

W(u, v) , à íà ëèíèÿõ v = v2 è v = vM−1 - äî ïîðÿäêà D2,3
W(u, v) .Êðîìå òîãî, â îáëàñòÿõ [ur, ur+2]× [vk, vk+2], r = 1, ..., N − 2, k = 1, ...,M − 2 íåïðåðûâíûâñå ïðîèçâîäíûå, âêëþ÷àÿ D3,3

W(u, v) .Ïîñòðîåíèå ýëåìåíòîâ âåêòîðà-ñïëàéíà W(u, v) ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå êóáè÷åñêîãîñïëàéíà X(u, v) , êîòîðûé â óçëàõ ñåòêè ∆ = ∆u ×∆v ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ
X(ui, vj) = xi,j , i = 1, ..., N, j = 1, ...,M. (3.5)Ñïëàéí X(u, v) , ñîãëàñíî [6℄, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

X(u, v) = ϕT (t)Fmϕ(s), (3.6)ãäå
ϕT (t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), hiϕ3(t), hiϕ4(t)), (3.7)

Fm =




xi,j xi,j+1 m
(0,1)
i,j m

(0,1)
i,j+1

xi+1,j xi+1,j+1 m
(0,1)
i+1,j m

(0,1)
i+1,j+1

m
(1,0)
i,j m

(1,0)
i,j+1 m

(1,1)
i,j m

(1,1)
i,j+1

m
(1,0)
i+1,j m

(1,0)
i+1,j+1 m

(1,1)
i+1,j m

(1,1)
i+1,j+1




(3.8)
ϕ(s) =




ϕ1(s)

ϕ2(s)

ljϕ3(s)

ljϕ4(s)



. (3.9)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ hi = ui+1 − ui , lj = vj+1 − vj , t = (u−ui)

hi
, s =

(v−vj )

hj
,

ϕ1(t) = (1 − t)2(1 + 2t) , ϕ2(t) = t2(3 − 2t) , ϕ3(t) = t(1 − t)2 , ϕ4(t) = −t2(1 − t) ,
ϕ1(s) = (1 − s)2(1 + 2s) , ϕ2(s) = s2(3 − 2s) , ϕ3(s) = s(1 − s)2 , ϕ4(s) = −s2(1 − s) ,Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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m

(0,1)
i,j - ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà X(u, v) ïî ïåðåìåííîé v , m(1,0)

i,j - ÷àñòíàÿ ïðî-èçâîäíàÿ ñïëàéíà X(u, v) ïî ïåðåìåííîé u , m(1,1)
i,j - ñìåøàííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñïëàéíà

X(u, v) ïî ïåðåìåííûì u, v .Òåïåðü èíòåðïîëÿöèîííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èç óðàâíåíèé (3.5) è óñëîâèéíåïðåðûâíîñòè ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ íàéòè íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû m
(1,0)
i,j , m

(0,1)
i,j , m

(1,1)
i,j .Äëÿ ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì, ñîäåðæàùèé òðè øàãà ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà X(u, v) ,êîòîðûé îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïðè �èêñèðîâàííîì çíà÷åíèè îäíîé èç ïåðåìåííîé, íàïðèìåð

v = vj , ñïëàéí X(u, v) è åãî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî v ÿâëÿþòñÿ êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìèîò ïåðåìåííîé u .Øàã 1. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ X(u, vj) îò ïåðåìåííîé u âäîëü êîîðäèíàò-íûõ ëèíèé v = vj , j = 1, ...,M . Íà ýòîì øàãå ðåøàåòñÿ M îäíîìåðíûõ çàäà÷. Â ðåçóëü-òàòå áóäóò íàéäåíû âåëè÷èíû m
(1,0)
i,j = D1,0X(ui, vj), (ui, vj) ∈ ∆ .Øàã 2. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ X(ui, v) îò ïåðåìåííîé v âäîëü êîîðäè-íàòíûõ ëèíèé u = ui, i = 1, ..., N . Â ðåçóëüòàòå áóäóò íàéäåíû âåëè÷èíû m

(0,1)
i,j =

D0,1X(ui, vj), (ui, vj) ∈ ∆ . Ïðè÷åì íà ýòîì øàãå ðåøàåòñÿ óæå N îäíîìåðíûõ çàäà÷.Øàã 3. Ïîñòðîåíèå êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ X̃(ui, v) îò ïåðåìåííîé v , íî â êà÷åñòâå íà-÷àëüíûõ äàííûõ íåîáõîäèìî ïðèíÿòü çíà÷åíèÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â óçëîâûõ òî÷êàõ ïîïåðåìåííîé u , êîòîðûå áûëè íàéäåíû íà ïåðâîì øàãå äàííîãî àëãîðèòìà. Çíà÷åíèÿ ïðî-èçâîäíûõ ñïëàéíîâ D0,1X̃(ui, v) â óçëàõ ïàðàìåòðè÷åñêîé ñåòêè ∆ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîéñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå èñêîìîãî ñïëàéíà íà ñåòêå ∆ , ò.å. m(1,1)
i,j = D1,1X(ui, vj) . ×èñëîðåøàåìûõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ òàêîå æå êàê íà âòîðîì øàãå è ðàâíî N .Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå äâóìåðíîãî ñïëàéíà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ 2N+M îäíîìåð-íûõ çàäà÷, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé (äëÿñëó÷àÿ ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà îò ïåðåìåííîé u ):





(1 + γ1)m2,j + γ1m3,j = x̃
′

2,j + 2γ1x[u2, u3],

λimi−1,j + 2mi,j + µimi+1,j = 3x̃
′

i,j, i = 3, ..., N − 2,

γNmN−2,j + (1 + γN)mN−1,j = x̃
′

N−1,j + 2γNx[uN−2, uN−1].

(3.10)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ j = j∗ , γ1 = h1

h2
, γN = hN−1

N−2
, λi = hi

hi+hi−1
, µi = 1 − λi ,

x[ui, ui+1] =
x(ui+1,vj)−x(ui,vj)

uj+1−uj
- ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè, x̃′

i,j = λix[ui−1, ui] + µ1x[ui, ui+1] -�îðìóëà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíîé ïî òðåì òî÷êàì.Ñèñòåìà (3.10) îïðåäåëÿåò m2,j , m3,j , ..., mN−1,j , à m1,j, mN,j íàõîäÿò èç ñîîòíîøåíèé
m1,j + (1− γ21)m2,j − γ21m3,j = 2(x[u1, u2]− γ21x[u2, u3]), (3.11)

−γ2NmN−2,j + (1− γ2N)mN−1,j +mN,j = 2(x[uN−1, uN ]− γ2Nx[uN−2, uN−1]). (3.12)Îáùèé âèä ñèñòåìû óðàâíåíèé (3.10) Az = g . Ìàòðèöà òàêîé ñèñòåìû - ëåíòî÷íàÿ ñäèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì, ò.å., åñëè aij - ýëåìåíò i -îé ñòðîêè j -ãî ñòîëáöà, òî
ri = |aii| −

∑

i 6=j

|aij | > 0 (3.13)äëÿ âñåõ i . Â ñâÿçè ñ ýòèì ñèñòåìà âèäà (3.10) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðîãîíêè. Îïðåäåëèòå-ëè ìàòðèö ñ äèàãîíàëüíûì ïðåîáëàäàíèåì îòëè÷íû îò íóëÿ, è ñèñòåìû èìåþò ðåøåíèÿ,ïðèòîì åäèíñòâåííûå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðïîëÿöèîííûé êóáè÷åñêèé ñïëàéí, óäîâëåòâî-ðÿþùèé óñëîâèþ (3.5) è óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòè ñâîèõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ, ñóùåñòâóåòè åäèíñòâåíåí.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 21�àññìîòðèì ïðèìåðû ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé êóáè÷åñêèìèñïëàéíàìè.Ï ð è ì å ð 3.1. Êðóãîâîé öèëèíäð, äèàìåòð êîòîðîãî ðàâåí åãî âûñîòå, çàäàí âäèñêðåòíî-òî÷å÷íîé �îðìå (x2 + y2 = 1, z ∈ [0; 2] ). Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòèãëàâíûìè êðèâèçíàìè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòü ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû, ðàâ-íîé 1/R (R - ðàäèóñ öèëèíäðà), è îáðàçóþùàÿ ñ íóëåâûì çíà÷åíèåì êðèâèçíû. Èíòåð-ïîëÿöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïî 40 òî÷êàì, ïðè÷åì íåîäíîçíà÷íûé âûáîð óçëîâûõ òî÷åê ïîç-âîëÿåò èçìåíÿòü ðàñïîëîæåíèå êîîðäèíàòíûõ îñåé êàðêàñà ïîâåðõíîñòè.�àññìàòðèâàåòñÿ ïÿòü ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé:
• îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì;
• îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëîì â 30◦ ê ãëàâíûì êðèâèçíàì;
• îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëîì â 45◦ ê ãëàâíûì êðèâèçíàì;
• îäíà èç îñåé íàïðàâëåíà âäîëü ãëàâíîé êðèâèçíû, äðóãàÿ - ïîä óãëîì â 30◦ ;
• îäíà èç îñåé íàïðàâëåíà âäîëü ãëàâíîé êðèâèçíû, äðóãàÿ - ïîä óãëîì â 45◦ ;Âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïî îäíîé èç êîîðäèíàòíîé îñè áåðåòñÿ 5 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ïîäðóãîé - 9, ïðè÷åì ïåðâûé è ïîñëåäíèé óçëû ñîâïàäàþò.Î òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîçâîëÿåò ñóäèòü îøèáêà èíòåðïîëÿöèè, âû-÷èñëÿåìàÿ â ìåòðèêå Õàóñäîð�à è îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäóìíîæåñòâîì òî÷åê ïîëó÷åííîé ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ïîâåðõíîñòè è ìíî-æåñòâîì òî÷åê èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ïîä õàó-ñäîð�îâûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷å÷íûìè îãðàíè÷åííûìè ìíîæåñòâàìè E è

F ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà
△ = r(E, F ) = max[max

P∈E
min
Q∈F

ρ(P,Q),max
P∈F

min
Q∈E

ρ(P,Q)] (3.14)ãäå ρ(P,Q) - åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P è Q .Íà ðèñ.3.1 èçîáðàæåí êàðêàñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ñëó÷àå, êîãäà êîîðäèíàò-íûå îñè íàïðàâëåíû âäîëü ãëàâíûõ êðèâèçí. Íà ðèñóíêå âûäåëåíû òî÷êè ïî êîòîðûìïðîèçâîäèëàñü èíòåðïîëÿöèÿ, à ñòðåëêàìè ïîêàçàíû íàïðàâëåíèÿ ïàðàìåòðèçàöèè ïî-âåðõíîñòè. Îøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà △ = 0.011 .

� è ñ ó í î ê 3.1 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



22 Å. Á. Êóçíåöîâ, Ï. À. ÔèëàòîâÄëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà îñè íàïðàâëåíû ïîä óãëàìè â 30◦ è 45◦ ê ãëàâíûì êðèâèçíàìîøèáêà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ △ = 0.089 è △ = 0.267 ñîîò-âåòñòâåííî. Ïðè ýòîì êîîðäèíàòíûå ëèíèè êàðêàñà ïîâåðõíîñòè ïðåäñòàâëÿþò èç ñåáÿóæå íå îêðóæíîñòè è ïðÿìûå, à ýëëèïñû è ñïèðàëè.Íà ðèñ.3.2 ïîñòðîåí ãðà�èê çàâèñèìîñòè óãëà ïîâîðîòà êîîðäèíàòíûõ îñåéîòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè îò îøèá-êè èíòåðïîëÿöèè. Íà ãðà�èêå âèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå ê ãëàâíûì êðèâèç-íàì ðàñïîëîæåíû êîîðäèíàòíûå ëèíèè, òåì òî÷íåå ïðèáëèæåíèå öèëèíäðà.

� è ñ ó í î ê 3.2Òåïåðü ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñëó-÷àåâ, êîãäà êîîðäèíàòíûå îñè íå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Â äàííîé ñèòóàöèè èññëå-äóåòñÿ ïîâîðîò òîëüêî îäíîé êîîðäèíàòíîé ëèíèè, à èìåííî îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Ïðèïîâîðîòå íà óãîë â 30◦ îøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà △ = 0.086 , à íà óãîë â 45◦ -
△ = 0.09 .

� è ñ ó í î ê 3.3�ðà�èê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ.3.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè óãëà îòêëîíåíèÿêîîðäèíàòíîé ëèíèè îò îáðàçóþùåé öèëèíäðà îøèáêà èíòåðïîëÿöèè óâåëè÷èâàåòñÿ, àñâîåãî ìèíèìóìà îíà äîñòèãàåò ïðè âçàèìíîîðòîãîíàëüíîì ðàñïîëîæåíèè êîîðäèíàò-íûõ ëèíèé, êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèÿìè âäîëü ãëàâíûõ êðèâèçí.Ï ð è ì å ð 3.2. Çàäàí îäíîïîëîñòíûé êðóãîâîé ãèïåðáîëîèä â äèñêðåòíî-òî÷å÷íîé �îðìå (x2 + y2 − z2 = 1, z ∈ [−0.5; 0.5] ). Îêðóæíîñòè ïåðåìåííîãî ðàäèóñàè îáðàçóþùèå â âèäå ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè êðèâèçíàìè òàêîé ïîâåðõíîñòè.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîâåðõíîñòåé ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó 23Òàê æå êàê è â ïðèìåðå 3.1. èíòåðïîëÿöèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî 40 òî÷êàì, ïðè ýòîìðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî äâà ñëó÷àÿ ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ îñåé:
• îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì;
• îðòîãîíàëüíûå îñè íàïðàâëåíû íå ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî îäíîé êîîðäèíàòíîé îñè áåðåòñÿ 5 óçëîâ èíòåðïîëÿöèè, ïî äðó-ãîé - 9 óçëîâ, ïðè÷åì âî âòîðîì ñëó÷àå îò ãëàâíîãî íàïðàâëåíèÿ îòêëîíÿåòñÿ òîëüêîîáðàçóþùàÿ è, çà ñ÷åò êðèâèçíû ãèïåðáîëè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, óãîë îòêëîíåíèÿ ëåæèòâ äèàïàçîíå îò 65◦ äî 71◦ .Îöåíêà áëèçîñòè ìíîæåñòâ òî÷åê ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì ãè-ïåðáîëîèäà ê ìíîæåñòâó òî÷åê èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè, çàäàííîé àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíå-íèåì, òàêæå ðàññ÷èòûâàåòñÿ â ìåòðèêå Õàóñäîð�à.

� è ñ ó í î ê 3.4Íà ðèñ.3.4 èçîáðàæåí êàðêàñ îäíîïîëîñòíîãî ãèáåðáîëîèäà â ðåçóëüòàòå íàèëó÷-øåé ïàðàìåòðèçàöèè, íàïðàâëåííîé ïî ãëàâíûì êðèâèçíàì ïîâåðõíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àåîøèáêà èíòåðïîëÿöèè ñîñòàâèëà △ = 0.03 . Âî âòîðîì ñëó÷àå ïðè íàðóøåíèè óñëîâèéîðòîãîíàëüíîñòè è íàïðàâëåííîñòè ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì êîîðäèíàòíûõ îñåé îøèá-êà óâåëè÷èëàñü áîëåå ÷åì â äâà ðàçà è åå çíà÷åíèå ñîñòàâèëî △ = 0.078 .

� è ñ ó í î ê 3.5 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



24 Äèàãðàììà íà ðèñ.3.5 ïîêàçûâàåò ðàçíèöó â òî÷íîñòè ïðèáëèæåíèÿ îäíîïîëîñòíîãîãèïåðáîëîèäà, êîòîðàÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïîãðåøíîñòü èíòåðïîëÿöèè ïîâåðõíîñòè ìè-íèìàëüíà ïðè ñîáëþäåíèè âñåõ óñëîâèé íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ýòîé ïîâåðõíîñòè.4. ÂûâîäûÍàéäåííûå óñëîâèÿ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìî-ùè ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, ïîêàçûâàþò, ÷òî ïàðàìåòðèçàöèÿ, ïðèêîòîðîé ïàðàìåòðû âûáèðàþòñÿ â êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè ê ýòîé ïîâåðõíîñòè è ÿâëÿþò-ñÿ äëèíàìè äóã, âû÷èñëÿåìûõ âäîëü äâóõ îðòîãîíàëüíûõ íàïðàâëåíèé ñîâïàäàþùèìè ñãëàâíûìè êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè, ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øåé. Ïðè÷åì â çàäà÷àõ èíòåðïîëÿöèèïîâåðõíîñòåé â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåòñÿ äëèíà ëîìàíîé, ñîåäèíÿþùåé óçëîâûåòî÷êè. Â ðåçóëüòàòå èìååòñÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ, áëèçêàÿ ê íàèëó÷øåé. Íà ïðèìåðå êðóãîâî-ãî öèëèíäðà è îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïîäòâåðæäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûåóñëîâèÿ íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �îññèéñêîãî �îíäà �óíäàìåíòàëüíûõèññëåäîâàíèé (ïðîåêò �10-08-00013) è öåëåâîé ïðîãðàììû Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ èíàóêè �Ô (øè�ð ïðîåêòà 2.1.1/5267).Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ôîêñ À., Ïðàòò Ì. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ãåîìåòðèÿ. � Ì.:Ìèð, 1982.2. Øàëàøèëèí Â.È., Êóçíåöîâ Å.Á. Ìåòîä ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðó è íàè-ëó÷øàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ. � Ì.:Ýäèòîðèàë Ó�ÑÑ, 1999.3. Êóçíåöîâ Å.Á. Î íàèëó÷øåé ïàðàìåòðèçàöèè // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-òèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � 2008. � Ò. 48, � 12. � Ñ. 2129-2140.4. Êóçíåöîâ Å.Á. Ìíîãîìåðíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-òèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè. � 2010. � Ò. 50, � 2. � Ñ. 155-167.5. Êóçíåöîâ Å.Á., ßêèìîâè÷ À.Þ. Íàèëó÷øàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ â çàäà÷àõ ïðèáëèæåíèÿêðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé // Æóðíàë âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé�èçèêè. � 2005. � Ò. 45, � 5. � Ñ. 760-774.6. Çàâüÿëîâ Þ.Ñ., Ëåóñ Â.À., Ñêîðîñïåëîâ Â.À. Ñïëàéíû â èíæåíåðíîé ãåîìåòðèè. �Ì.:Ìàøèíîñòðîåíèå, 1985.
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25Parametrization of surfaes by a method of ontinuation ofsolution on parameter© E. B. Kuznetsov3, P. A. Filatov4Abstrat. In work theoretial aspets are onsidered of a method of ontinuation of solutionon parameter. The speial attention is given appliation of this method in tasks of parametrialapproah of surfaes splines. The shown results of omputational investigation on�rm requisiteand su�ient onditions to get the best parameters for surfaes parametrization.Key Words: parametrization, best parameter, main urvatures, interpolation, ubi spline.Referenes1. Faux A., Pratt M. Computational geometry. � M.:Mir, 1982.2. Shalashilin V.I., Kuznetsov E.B. Method of ontinuation of solution on parametre and the bestparametrization. � M.:Editorial URSS, 1999.3. Kuznetsov E.B. On the best parametrization. // Computational Mathematis and Mathematial Physis� 2008. � V. 48, � 12. � P. 2129-2140.4. Kuznetsov E.B. Multidimensional parametrization. // Computational Mathematis and MathematialPhysis. � 2010. � V. 50, � 2. � P. 155-167.5. Kuznetsov E.B., Yakimovih A.Yu. The best parametrization in problems of approah of urves andsurfaes. // Computational Mathematis and Mathematial Physis. � 2005. � V. 45, � 5. � P. 760-774.6. Zavyalov Yu.S., Leus V.A., Skorospelov V.A. Splines in engineering geometry. � M.: Mashinostroenie,1985.3Professor of the Mosow Aviation Institute, Mosow ity; kuznetsov�mai.ru4The post-graduate student of the Mosow Aviation Institute, Mosow ity.
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26 Ì. Â. Òèõîíîâà, È. Ì. �óáàéäóëëèí, Ñ. È. ÑïèâàêÓÄÊ 517.958:537.84, 519.62/.64×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷èìåòîäàìè �îçåíáðîêà è Ìèøåëüñåíà äëÿ æåñòêèõñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé© Ì. Â. Òèõîíîâà1, È. Ì. �óáàéäóëëèí2, Ñ. È. Ñïèâàê3Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïðîáëåìà æåñòêîñòè ñèñòåìû ÎÄÓ ïðè ïîñòðîåíèè êèíå-òè÷åñêîé ìîäåëè ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êà-òàëèçàòîðà Cp2ZrCl2 , ìåòîäû Ìèøåëüñåíà è �îçåíáðîêà äëÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîéçàäà÷è. Ïðîâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåæäó ðàñ÷åòíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.Ïîëó÷åíû ñêîðîñòè ñòàäèé ðåàêöèè äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòèâåùåñòâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, õèìè÷åñêàÿ êèíåòèêà, ïðÿìûå çàäà÷è,æåñòêèå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîíñòàíòû ñêîðîñòåé ýëå-ìåíòàðíûõ ðåàêöèé, ìåòîä �îçåíáðîêà, ìåòîä Ìèøåëüñåíà.1. ÂâåäåíèåÄëÿ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êèíåòèêó õèìè÷åñêèõ ðå-àêöèé, õàðàêòåðíî íàëè÷èå áûñòðî è ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ, òàê êàê ñòàäèèðåàêöèé ïðîòåêàþò ñ ðàçëè÷íûìè ñêîðîñòÿìè.Ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà êîí-ñòàíòû ñêîðîñòåé ðåàêöèè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ, îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà íà íåñêîëüêîïîðÿäêîâ. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïîíÿòèÿ "æåñòêîñòè"ñ òî÷êè çðåíèÿ õèìèè ([1℄), ìû ìî-æåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îíè ïîïàäàþò â îáëàñòü, â êîòîðîé ñèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþ, íà îòäåëüíûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè ïðîòåêàíèÿ ðåàê-öèè, îêàçûâàåòñÿ æåñòêîé.Â òåîðèè ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ äîêàçàíî, ÷òî ÷åì áîëåå âûðîæäåííûì ÿâëÿåòñÿ ÿêîáèàíñèñòåìû ÎÄÓ, òåì îíà áîëåå æåñòêàÿ. Òî åñòü ìàòðèöà ßêîáè ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîéìåðîé æåñòêîñòè, è ýòî åå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ íàèáîëåå îïòèìàëüíîéíàñòðîéêè ÷èñëåííîãî ìåòîäà. Êîãäà îïðåäåëèòåëü ÿêîáèàíà, âíå çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé�óíêöèé è ïåðåìåííîé, ðàâåí íóëþ, ñèñòåìà èìååò ïðåäåëüíî âûñîêóþ ñòåïåíü æåñòêîñòè.Ñòàíäàðòíûå ÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû çà÷àñòóþ íå ñïðàâëÿþòñÿ ñ èíòåãðèðîâàíèåìòàêèõ ñèñòåì, ïîñêîëüêó èõ ðåøåíèå òðåáóåò èñêëþ÷èòåëüíî ìàëîãî çíà÷åíèÿ øàãà ÷èñ-ëåííîãî ìåòîäà, è ïðèâîäÿò ê íàêîïëåíèþ îøèáêè, îñöèëëÿöèè ñêîðîñòåé ñòàäèé ðåàêöèè,íàðóøåíèþ áàëàíñà. Òàêèì îáðàçîì, âñòàåò çàäà÷à ðàññìîòðåíèÿ ìåòîäîâ, ñïîñîáíûõ ðå-øàòü æåñòêèå çàäà÷è.1Ìàãèñòðàíò êà�åäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,ã. Ó�à; tiny daisy�mail.ru.2Ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, äîöåíò, Èíñòèòóò íå�òåõèìèè èêàòàëèçà �ÀÍ, ã. Ó�à; irekmars�mail.ru.3Çàâåäóþùèé êà�åäðîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîéõèìèè, ïðî�åññîð, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, Èíñòèòóò íå�òåõèìèè è êàòàëèçà �ÀÍ,ã. Ó�à; s.spivak�bashnet.ru.
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×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäàìè �îçåíáðîêà è . . . 272. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ èíñòèòóòå íå�òåõèìèè è êàòàëèçà �ÀÍ èññëåäóåòñÿ ðåàêöèÿ öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿîëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êàòàëèçàòîðà Cp2ZrCl2 :
� è ñ ó í î ê 2.1Ñõåìà ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ â ïðèñóòñòâèè êàòàëèçàòîðà
Cp2ZrCl2Îäíîé èç âîçìîæíûõ ñõåì åå ìåõàíèçìà ÿâëÿåòñÿ:

A1 +
1
2
A2 ⇋

1
2
A3 +

1
2
A4

A1 + A3 = A4 + A12

A3+A4 = A1+
1
2
A13+

1
2
A6

A3 = A5 + A13

A5 + A1 = A8 + A13

A5 + A9 = A10

A1 + A10 = A3 + A11

A6 + 2A1 = 2A4 + A7

A7 = A3 + A5

w1 = k1x1x
0.5
2 − k10x

0.5
3 x0.54

w2 = k2x1x3
w3 = k3x3x4
w4 = k4x3
w5 = k5x1x5
w6 = k6x5x9
w7 = k7x1x10
w8 = k8x1x

0.5
6

w9 = k9x7 ,
(2.1)

ãäå wj - ñêîðîñòü j-é ñòàäèè, ìîëü÷ · ë ,
xi - êîíöåíòðàöèÿ i-ãî âåùåñòâà, ìîëüë (ñîîòâåòñòâóåò Ai ),
kj - êîíñòàíòà ñêîðîñòè j-é ðåàêöèè, 1÷ · ( ëìîëü)α−1 , ãäå
α - ñóììà ñòåïåíåé êîíöåíòðàöèé èñõîäíûõ âåùåñòâ ýëåìåíòàðíîé ñòàäèè.Â êà÷åñòâå Ai âûñòóïàþò âåùåñòâà:
A1 = Al(C2H5)3
A2 = (C5H5)2ZrCl2
A3 = (C5H5)2Zr(C2H5)Cl · Al(C2H5)3
A4 = ClAl(C2H5)2
A5 = (C5H5)2ZrCH2CH2Al(Cl)(C2H5)2
A6 = (Cl)(C5H5)2ZrCH2CH2Zr(C5H5)2(Cl) · 2[ClAl(C2H5)2]
A7 = (Cl)(C5H5)2ZrCH2CH2Zr(C5H5)2(Cl) · 2[Al(C2H5)3]
A8 = (C5H5)2Zr(Cl)CH2CH [Al(C2H5)2]2
A9 = CH2CHR
A10 = (C5H5)2Zr(Cl)CH2CHRCH2CH2Al(C2H5)2
A11 = (C2H5)Al(CH2)3CHR
A12 = (C5H5)2Zr(C2H5)2 · Al(C2H5)3
A13 = C2H6 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



28 Ì. Â. Òèõîíîâà, È. Ì. �óáàéäóëëèí, Ñ. È. ÑïèâàêÑèñòåìà îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿäàííóþ ðåàêöèþ, èìååò âèä:




dx1
dt

= −w1 − w2 + w3 − w5 − w7 − w8

dx2
dt

= −0.5w1

dx3
dt

= 0.5w1 − w2 − w3 − w4 + w7 + w9

dx4
dt

= 0.5w1 + w2 − w3 + w8

dx5
dt

= w4 − w5 − w6 + w9

dx6
dt

= 0.5w3 − 0.5w8

dx7
dt

= 0.5w8 − w9

dx8
dt

= w5

dx9
dt

= −w6

dx10
dt

= w6 − w7

dx11
dt

= w7

dx12
dt

= w2

dx13
dt

= 0.5w3 + w4 + w5

(2.2)

Â ëàáîðàòîðèÿõ èíñòèòóòà ïðîâåäåí ðÿä õèìè÷åñêèõ îïûòîâ äëÿ ðåàêöèè öèêëîàëþ-ìèíèðîâàíèÿ îëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ30 ◦Ñ, ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè x1 = 1.2 ìîëü/ë, x2 = 0.02 ìîëü/ë, x9 = 0.4 ìîëü/ë â ëà-áîðàòîðèè ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè è ðàáîòå ([3℄) áûëè îïðåäåëåíû ñëåäóþùèå êîíñòàíòûñêîðîñòè ðåàêöèè:
k1 = 263.9, k2 = 0.4980, k3 = 35.65, k4 = 26.85, k5 = 5.413,
k6 = 844.4, k7 = 362, k8 = 23.24, k9 = 9.714, k10 = 1.056Ïîðÿäîê êîíñòàíò ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ. Èìåííî ñòåïåíü ýòîãî ðàçëè÷èÿ ÷àùå âñåãî èîïðåäåëÿåò æåñòêîñòü ñèñòåìû ÎÄÓ.Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ÿêîáèàí ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2)äëÿ îïûòà ïðè 30 ◦Ñ âûðîæäàåòñÿ:

‖∂f
∂t

‖t=0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

−37.32 −1119.46 0 . . . 0
−18.66 −559.73 0 . . . 0
18.66 559.73 0 . . . 0
18.66 559.73 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0... ... ... . . . 0
0 0 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= 0 (2.3)
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×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäàìè �îçåíáðîêà è . . . 29Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìàÿ êèíåòè÷åñêàÿ çàäà÷à, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþ öèêëîàëþìèíè-ðîâàíèÿ îëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30 ◦Ñ, ÿâëÿåòñÿ æåñòêîé.Äëÿ èññëåäîâàíèÿ õèìè÷åñêîé ðåàêöèè, âûÿâëåíèÿ åå íàèáîëåå âåðîÿòíîãî ìåõàíèçìàè îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíîñòè ðåàãåíòîâ ýêñïåðèìåíòàòîðàì âàæíî çíàòü, êàêèåèç ñòàäèé âíîñÿò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ïðîòåêàíèå ðåàêöèè. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ èí�îð-ìàöèÿ î íåïðåðûâíûõ çàâèñèìîñòÿõ ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé îò êîíöåíòðàöèéðåàãåíòîâ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Â õîäå õèìè÷åñêîãî ïðîöåññà ñîñòàâû èçìåíÿþòñÿïëàâíî. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèÿ èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ðåàêöèè, à òàêæåêîíöåíòðàöèè ðåàãåíòà âî âðåìåíè íå äîëæíà èìåòü ðåçêèõ ñêà÷êîâ è ðàçðûâîâ ([2℄).Áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîëó÷èòü ïëàâíûå êðèâûå ñêîðîñòåé, ÷òîáû èìåòü âîçìîæ-íîñòü ñðàâíèâàòü áûñòðûå è ìåäëåííûå ðåàêöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàêöèîííîé ñïîñîáíî-ñòè âåùåñòâ, â ÷àñòíîñòè, îëå�èíîâûõ è àöåòèëåíîâûõ ñîåäèíåíèé.Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü â Èíñòèòóòå íå�òåõèìèè è êàòàëèçà �ÀÍ ðàçðàáîòàí ïàêåò ïðî-ãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. Ïðÿìàÿ çàäà÷à â íåì ðåøàåòñÿÿâíûì ìåòîäîì Êóòòû-Ìåðñåíà 5 ïîðÿäêà.Â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ýòèì ìåòîäîì áûëè ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè êîí-öåíòðàöèè ïðîäóêòà ðåàêöèè A11 è ñêîðîñòè 1-é ñòàäèè îò âðåìåíè (ðèñ. 2.2).

� è ñ ó í î ê 2.2Ìåòîä Êóòòû-Ìåðñåíà.�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al(CH2)3CHR èñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30 ◦ C.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ñêîðîñòü ïåðâîé ñòàäèè ðåàêöèè ñèëüíî îñöèëëèðóåò, ÷òî ãîâî-ðèò î íåóñòîé÷èâîñòè àëãîðèòìà. Â ðåçóëüòàòå ýòîãî ìåòîä äàåò áîëüøóþ ñðåäíåêâàäðà-òè÷íóþ ïîãðåøíîñòü:
σ =

√∑n
i=1 (xi

p − xie)2

n− 1
≈ 0.155,ãäå n - ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê, xip - ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà

A11 , xie - ýêñïåðèìåíòàëüíîå.
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30 Ì. Â. Òèõîíîâà, È. Ì. �óáàéäóëëèí, Ñ. È. Ñïèâàê3. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèéÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ïëàâíûõ êðèâûõ ñêîðîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ðåàêöèé áûëè ðàññìîòðåíûïîëóÿâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ æåñòêèõ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.3.1. Ìåòîä �îçåíáðîêà�àññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìåòîäà �îçåíáðîêà 4-ãî ïîðÿäêà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåìÎÄÓ ([4℄):
yn+1 = yn +

13

6
p1 +

1

6
p2 − 2p3 +

2

3
p4, (3.1)

p1 = h[E − hA(yn)]
−1f(yn), (3.2)

p2 = h[E − hA(yn)]
−1f(yn − p1), (3.3)

p3 = h[E − hA(yn)]
−1f(yn +

1

8
p1 +

3

8
p2), (3.4)

p4 = h[E − hA(yn)]
−1f(yn +

3

8
p1 +

19

24
p2 −

1

6
p3), (3.5)ãäå h - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,

A(yn) - ßêîáèàí ñèñòåìû (2.2), âû÷èñëåííûé â ìîìåíò âðåìåíè t = tn ,
f(yn) - âåêòîð-�óíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.2) â ìîìåíò âðåìåíè t = tn .Ìåòîä ðåàëèçîâàí ñ ïåðåìåííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ è äëÿ ðåàêöèè öèêëîàëþìè-íèðîâàíèÿ îëå�èíîâ è àöåòèëåíîâ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30 ◦Ñ äàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþïîãðåøíîñòü σ=0.073 (ðèñ. 3.1). Äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññûðàçëè÷íûõ àòîìîâ âûïîëíÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ:

|ATx− C| < 0.000001, (3.6)ãäå A - ìîëåêóëÿðíàÿ ìàòðèöà, x -âåêòîð-ñòîëáåö êîíöåíòðàöèé âåùåñòâ, C - âåêòîð-ñòîëáåö êîëè÷åñòâà àòîìîâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ.Òåì íå ìåíåå, â ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0.02; 0.05℄, ìåòîä äàåò íåáîëüøóþ îñöèëëÿöèþñêîðîñòè 1-é ñòàäèè.

� è ñ ó í î ê 3.1Ìåòîä �îçåíáðîêà.�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al(CH2)3CHR èñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30 ◦ C.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



×èñëåííîå ðåøåíèå ïðÿìîé êèíåòè÷åñêîé çàäà÷è ìåòîäàìè �îçåíáðîêà è . . . 313.2. Ìåòîä Ìèøåëüñåíà�àññìîòðèì ðàçíîñòíóþ ñõåìó ìåòîäà Ìèøåëüñåíà 3-ãî ïîðÿäêà äëÿ àâòîíîìíûõ ñèñòåìÎÄÓ ([5℄):
yn+1 = yn +R1p1 +R2p2 +R32p3, (3.7)
p1 = h[E − haA(yn)]

−1f(yn), (3.8)
p2 = h[E − haA(yn)]

−1f(yn + b2p1), (3.9)
p3 = h[E − haA(yn)]

−1f(b31p1 + b32p2), (3.10)ãäå a=0.435867, b2=0.75, R1 =
11
27

− b31,
b31 = − 1

6a
(8a2 − 2a+ 1), R2 =

16
27

− b32,
b32 =

2
9a
(6a2 − 6a + 1), R3 = 1,

h - øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, E - åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà,
A(yn) - ßêîáèàí ñèñòåìû (2.2), âû÷èñëåííûé â ìîìåíò âðåìåíè t = tn ,
f(yn) - âåêòîð-�óíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû (2.2) â ìîìåíò âðåìåíè t = tn .

� è ñ ó í î ê 3.2Ìåòîä Ìèøåëüñåíà.�ðà�èêè çàâèñèìîñòåé êîíöåíòðàöèè x11 âåùåñòâà (C2H5)Al(CH2)3CHR èñêîðîñòè 1-é ñòàäèè ðåàêöèè îò âðåìåíè ïðè t=30 ◦ C.Äëÿ èññëåäóåìîé ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ (2.1) ïðè òåìïåðàòóðå 30 ◦ Ñ ìåòîääàåò ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïîãðåøíîñòü σ=0.074 (ðèñ. 3.2) è äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âûïîë-íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
|ATx− C| < 0.0001Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà �îçåíáðîêà (3.1) áàëàíñíîå ñîîòíîøåíèå ðåàêöèè (3.6) âû-ïîëíÿåòñÿ ñ áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ, â òî âðåìÿ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Ìèøåëü-ñåíà (3.7) ïîëó÷àþòñÿ áîëåå ïëàâíûå ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñòàäèé. Ïðè ýòîì îáà ìåòîäàäàþò áîëåå òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.2), ÷åì ÿâíûé ìåòîäÊóòòû-Ìåðñåíà.Òàêèì îáðàçîì, â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñòåïåíè åå æåñòêîñòè, ñòåïåíèâûðîæäåííîñòè ÿêîáèàíà, ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, ïîäáè-ðàÿ èõ îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ íà÷àëüíûé, ìèíèìàëüíûé è ìàêñè-ìàëüíûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ, òî÷íîñòü âûïîëíåíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû ðàçëè÷íûõàòîìîâ è ïîãðåøíîñòü ìåòîäà. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



32 Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü ðÿä ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè òåìïå-ðàòóðàõ îò 0 äî 50 ◦C, ðàçíûõ êàòàëèçàòîðàõ, îëå�èíàõ, àöåòèëåíàõ è ñïèðòàõ ñ öåëüþîïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ óñëîâèé ïðîòåêàíèÿ ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ îëå�èíîâè àöåòèëåíîâ(2.1). Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Äæîíñîí Ê. ×èñëåííûå ìåòîäû â õèìèè: Ïåð. ñ àíãë. � Ì. Ìèð. � 1983. - Ñ.504ÎÍÒÈ, 1935. � 336 ñ.2. ßáëîíñêèé �.Ñ., Ñïèâàê Ñ.È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè õèìè÷åñêîé êèíåòèêè. � Ì.Çíàíèå. � 1977. � Ñ.5.3. Áàëàåâ À.Â., Ïàð�åíîâà Ë.Â., �óñàêîâ Ñ.Â., �óáàéäóëëèí È.Ì., Ñïèâàê Ñ.È., Õàëè-ëîâ Ë.Ì., Äæèìåëåâ Ó.Ì. Ìåõàíèçì ðåàêöèè öèêëîàëþìèíèðîâàíèÿ àëêåíîâ òðè-ýòèëàëþìèíèåì â àëþìàöèêëîïåíòàíû, êàòàëèçèðóåìîé Cp2ZrCl2.// ÄÀÍ, 2001, òîì381, �3.4. Ïîëàê Ë.Ñ., �îëüäåíáåðã Ì.ß., Ëåâèöêèé À.À. Âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â õèìè÷å-ñêîé êèíåòèêå. � Ì. Íàóêà. � 1984. � Ñ.135-136.5. �àðöìàí Ê.Í., ×åðêàøèí Â.Â., Ïàíêîâà �.À. �åøåíèå "æåñòêèõ"ñèñòåì îáûêíîâåí-íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ ïîëóíåÿâíîãî ìåòîäà Ìèøåëüñåíà.//ÂÍÒÈÖ Çàê. 1349 ò. 1000, 1978. � Ñ.1-3
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33The numerial solution of the diret hemial kinetispromplem by the Rosenbrok's and Mishelsen's methodsfor the sti� systems of di�erential equations.© M. V. Tikhonova4, I. M. Gubaydullin5, S. I. Spivak6Abstrat. In the work the problem of the sti� ODE system in the onstrution of the kinetimodel of the yloalumination reation of ole�ns and aetylenes in the presene of a atalyst
Cp2ZrCl2 is onsidered. the Rosenbrok's and Mishelsen's methods are onsidered for solving thediret kineti problem. The rates of the reation stages are obtained for further de�ne the reativityof substanes. The error between the alulated and experimental data in the work is estimated.Key Words: mathematial modeling, hemial kinetis, diret problem, sti� system of ordinarydi�erential equations, rate onstants of elementary reations, the Rosenbrok's method, Mishelsen'smethod. Referenes1. Johnson Ê. the Numerial Methods in hemistry. � M. Mir. � 1983. - p.504 Sienti� and TehnialInformation Department, 1935. � p. 336.2. Yablonsky G.S., Spivak S.I. The mathematial models of hemial kinetis. � M. Znanie. � 1977. � p.5.3. Balaev A.V., Parfenova L.V. Gubaidullin I.M., Rusakov S.V., Spivak S.I., Khalilov L.M., DzhemilevU.M. The Mehanism of Cp2ZrCl2-Catalyzed Alkene Cyloalumination with Triethylaluminum to GiveAlumaylopentanes.// J. Doklady Physial Chemistry, 2004, V. 381, �3.4. Polak L.S., Goldenberg M.Y., Levitsky A.A. Computational methods in hemial kinetis. � M. Nauka.� 1984. � p.135-136.5. Gartsman K.N., Cherkashin V.V., Pankov G.A. The solution of "sti�"systems of ordinary di�erentialequations using semi-impliit Mishelsen's method. //Russian Sienti� and Tehnial Information Center,lient. 1349 V. 1000, 1978. � p.1-34Master of the Mathematial modelling hair, the Bashkir state university, Ufa; tiny daisy�mail.ru.5Chief researher of the Mathematial hemistry lobarotory, andidate of physial and mathematial sienes,reader, the Institute of petrohemistry and atalysis, Russian aademy of sienes, Ufa; irekmars�mail.ru.6Head of the Mathematial modelling hair, head of the Mathematial hemistry lobarotory, phd of physialand mathematial sienes, professor, the Bashkir state university, the Institute of petrohemistry and atalysis,Russian aademy of sienes, Ufa; s.spivak�bashnet.ru.
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34 Î. À. Àíòîíîâà, Ñ. À. Ìóñòà�èíà, Ñ. È. Ñïèâàê
Â Ñðåäíåâîëæñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâåÓÄÊ 519.854Êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè âêèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íà ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîéîïòèìèçàöèè© Î. À. Àíòîíîâà1, Ñ. À. Ìóñòà�èíà2, Ñ. È. Ñïèâàê3Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èçó÷åí âîïðîñ î êà÷åñòâåííîé íåèçìåííîñòè â ñëó÷àå ïîèñêà îïòèìàëü-íûõ òåìïåðàòóðíûõ óñëîâèé ïðîâåäåíèÿ õèìè÷åñêèõ ðàâíîâåñíûõ ðåàêöèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êà÷åñòâåííàÿ íåèçìåííîñòü, íåîïðåäåëåííîñòü â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåò-ðàõ.1. ÂâåäåíèåÂ õîäå ýêñïåðèìåíòà õèìè÷åñêèå êîíñòàíòû (êîíñòàíòû ðåàêöèè ki è ýíåðãèè àêòè-âàöèé Ei ) îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íî ñ íåêîòîðûì èíòåðâàëîì, øèðèíà êîòîðîãî ïîêàçûâàåòñòåïåíü èõ ïðèãîäíîñòè äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ò.å. ýòè ïàðàìåòðû íàõîäÿòñÿ â óñëîâèÿõíåîïðåäåëåííîñòè:

(k0i )
cp−∆k0i ≤ ki ≤ (k0i )

cp+∆k0i , (1.1)
Ecp

i −∆Ei ≤ Ei ≤ Ecp
i +∆Ei. (1.2)�àññìîòðèì âëèÿíèå íåîïðåäåëåííîñòè â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ õèìè÷åñêèõ ðåàê-öèé íà ðàñ÷åò îïòèìàëüíîé òåìïåðàòóðû. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìîæåò âîçíèêíóòü ñè-òóàöèÿ, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òåìïåðàòóðà íàõîäèòñÿ âíóòðè çàäàííîãî îãðàíè÷åíèÿ (êà÷å-ñòâî 1), ëèáî íàõîäèòñÿ òîëüêî íà åãî ãðàíèöàõ (êà÷åñòâî 2). Åñëè ïðè ýòîì â óñëîâèÿõíåîïðåäåëåííîñòè êèíåòè÷åñêèõ äàííûõ êà÷åñòâî íå ìåíÿåòñÿ, òî òåìïåðàòóðà íàçûâàåòñÿêà÷åñòâåííî íåèçìåííîé. Ìåñòîïîëîæåíèå îïòèìàëüíîé òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåò ðàçíûåàïïàðàòíûå óñëîâèÿ âåäåíèÿ ïðîöåññà: èçîòåðìè÷åñêèå èëè íåèçîòåðìè÷åñêèå [1℄.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èËþáàÿ ñëîæíàÿ õèìè÷åñêàÿ ðåàêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñî÷åòàíèÿ ïðî-ñòûõ ðåàêöèé (îáðàòèìûõ, ïàðàëëåëüíûõ èëè ïîñëåäîâàòåëüíûõ). �àññìîòðèì îáðàòèìóþðåàêöèþ, ñîñòîÿùóþ èç n ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé:

A1 ⇄ A2 ⇄ . . .⇄ An. (2.1)1Àññèñòåíò êà�åäðû ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè, Ñòåðëèòàìàêñêèé �èëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàð-ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Antonova_ olga22�mail.ru2Çàâåäóþùèé êà�åäðîé ìàòåìàòèêè è èí�îðìàòèêè, Ñòåðëèòàìàêñêèé �èëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñóäàð-ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Musta�na_ SA�rambler.ru3Çàâåäóþùèé ëàáîðàòîðèåé ìàòåìàòè÷åñêîé õèìèè, Èíñòèòóò íå�òåõèìèè è êàòàëèçà �ÀÍ, ã. Ó�à;S.Spivak�bashnet.ruÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Êà÷åñòâåííàÿ îöåíêà âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â êèíåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ . . . 35�àçäåëåíèå äðóã îò äðóãà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñòàäèé ýòîé ðåàêöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïóòåìïîäáîðà òàêîé òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ òðåáîâàíèå ìàêñèìàëüíîãî âûõîäàïðîäóêòà i -îé ñòàäèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî òåõíîëîãè÷åñêèì óñëîâèÿì íà òåìïåðàòóðóíàêëàäûâàåòñÿ îãðàíè÷åíèå: Tmin ≤ T ≤ Tmax.Ïîñòðîèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äëÿ äàííîãî ðàâíîâåñíîãî ïðîöåññà [2℄. Èç êóðñàòåðìîäèíàìèêè èçâåñòíî, ÷òî:
kp1 =

x2
x1
, kp2 =

x3
x2
, . . . , kpn =

xn+1

xn
, (2.2)ãäå kpi − êîíñòàíòà ðàâíîâåñèÿ, xi − ðàâíîâåñíàÿ êîíöåíòðàöèÿ i -ãî ïðîäóêòà (i =

1, ..., n) . Ñîãëàñíî çàêîíó ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà:
x1 + x2 + . . .+ xn = 1. (2.3)Â ìàòðè÷íîì âèäå ìîäåëü (2.2)-(2.3) ïðèìåò âèä:




−kp1 1 . . . 00 −kp2 . . . 0. . . . . . . . . . . .1 1 . . . 1 
 ·




x1
x2. . .
xn


 =




00. . .1 
 (2.4)Äëÿ ýíåðãèé àêòèâàöèè E+

i , E
−
i ïðèìåì âî âíèìàíèå äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå:

Qi = E+
i − E−

i > 0 .�åøàÿ ñèñòåìó (2.2), ïîëó÷èì:
x2 = P1x1, x3 = P2x2, . . . , xn+1 = Pnxn, ãäåPi =

n∏

s=1

kps . (2.5)Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ðàâíîâåñíîé êîíöåíòðàöèè, çàâèñÿùåå òîëüêî îò òåìïåðàòóðû:
xs =

Ps
n∑

i=1

Pi

.Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ äëÿ xs(s = 1, ..., n) ïðèìåò âèä:
x

′

s =

PsP
′

s

(
n∑

i=1

Pi

Ps
−

n∑

i=1

P
′

i

P
′

s

)

( n∑

i=1

Pi

)2
.Çíàê x

′

s áóäåò çàâèñåòü îò çíàêà âûðàæåíèÿ â ÷èñëèòåëå [3℄:
(

n∑

i=1

Pi

Ps

−

n∑

i=1

P
′

i

P
′

s

)
. (2.6)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



36 Î. À. Àíòîíîâà, Ñ. À. Ìóñòà�èíà, Ñ. È. ÑïèâàêÓ÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (2.5), ïîëó÷èì:
Ps =

s∏

i=1

ki exp

(
−

s∑

i=1

Qi

RT

)èëè, ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ,
Ẽs =

s∑

i=1

Qi, k̃
0
s =

s∏

i=1

k0i ,ïîëó÷èì
Ps = k̃0s exp

(
− Ẽs

RT

)
.Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî êîý��èöèåíòîâ Es− ìîíîòîííîñòü:

i ≤ j ⇔ Ẽi ≤ Ẽj .Òîãäà âûðàæåíèå (2.6) ïðèìåò âèä:
n∑

i=1

k̃i

k̃s
exp

(
− Ẽi − Ẽs

RT

)
−

n∑

i=1

Ẽi

Ẽs

k̃0i

k̃0s
exp

(
− Ẽi − Ẽs

RT

)
=

=
n∑

i=1

k̃0i

k̃0s

(
1− Ẽi

Ẽs

)
exp

(
− Ẽi − Ẽs

RT

)
.Çàìåíà

ai =
k̃0i

k̃0s

(
1− Ẽi

Ẽs

)
, z = exp

(
− 1

RT

)
,

ri = Ẽs − Ẽi, i = 1, l, ri = Ẽi − Ẽs, i = l + 1, nïðèâîäèò ê �óíêöèîíàëó, ÿâëÿþùåìóñÿ ñóììîé ïîëèíîìà (åñëè Ẽi - öåëûå ÷èñëà, òî ñöåëî÷èñëåííûìè ñòåïåíÿìè) è íåêîòîðîé �óíêöèè îáðàòíûõ ñòåïåíåé:
Ps(z) =

s−1∑

i=1

ai z
−ri +

n∑

i=s+1

ai z
ri . (2.7)Ïðîàíàëèçèðóåì (2.7).1. ai > 0 ïðè i = 1, s− 1; as = 0; ai > 0 ïðè i = s+ 1, n . Â ñèëó ìîíîòîííîñòèîäèíàêîâîãî òèïà �óíêöèé −zri (n > 0) Ps(z)− åñòü ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ.2. Èññëåäóåì ïîâåäåíèå �óíêöèè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ: z = 0, z = +∞, s ∈ {2, ..., n − 1} ,ò.å. ñóùåñòâóþò êîý��èöèåíòû ðàçíûõ çíàêîâ:a) lim

z→+0
Ps(z) = +∞, ò.ê. ai, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì ñ îòðèöàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè,ïîëîæèòåëüíû;á) lim

z→+∞
Ps(z) = −∞, ò.ê. ai, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîíîìàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè,îòðèöàòåëüíû.

s = 1

Ps(z) =

n∑

s=2

ai z
ri < 0 (z ≥ 0),Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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s = n

Ps(z) =
n−1∑

s=1

ai z
−ri > 0 (z ≥ 0).3. Âûêëàäêè ïóíêòîâ 1 è 2 ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîäû:à ) s ∈ {2, ..., n − 1}, â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Ps(z) íà D(Ps) = [−∞; +∞] ñóùåñòâóåò

z∗ : Ps(z
∗) = 0,á ) s = 1, Ps(z) < 0, äëÿ ëþáîãî z > 0,â ) s = n, Ps(z) > 0, äëÿ ëþáîãî z > 0.4. Ò.ê. Ps(z)− ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, ñëåäîâàòåëüíî,à ) s ∈ {2, ..., n− 1}, èç òîãî, ÷òî Ps(z) > 0, äëÿ ëþáîãî z ≤ z∗ è Ps(z) < 0, äëÿ ëþáîãî

z ≥ z∗, ïîëó÷èì òî÷êó ìàêñèìóìà z∗.á ) s = 1, Ps(z) < 0, äëÿ ëþáîãî z > 0, èìååì xs(T )− óáûâàþùàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ìàêñè-ìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà ïîëó÷èì ïðè ìèíèìàëüíîé òåìïåðàòóðå.â ) s = n, Ps(z) > 0, äëÿ ëþáîãî z > 0, èìååì xs(T )− âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, ò.å. ìàê-ñèìàëüíûé âûõîä ïðîäóêòà ïîëó÷èì ïðè ìàêñèìàëüíîé òåìïåðàòóðå.Òàêèì îáðàçîì ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò êàê ïðîìåæóòî÷íàÿ òî÷êà îïòèìóìà, òàê èãðàíè÷íàÿ òî÷êà êàê òî÷êà ìàêñèìóìà. Èíûìè ñëîâàìè, Us = Z.3. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíòÈçó÷èì âîïðîñ âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ íà ðå-çóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî - òðåáîâàíèå ê òî÷íîñòèîïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî ïðîãíîçà óñëîâèé ïðîâåäå-íèÿ ðåàêöèè.Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ áûëè âûáðàíû ïàðàìåòðû ïàññèâàöèè íèêåëåâûõ êàòà-ëèçàòîðîâ (n = 6) :
E1 = 4, 1 Êêàë/ìîëü, E2 = 45, 7 Êêàë/ìîëü, E3 = 47, 9 Êêàë/ìîëü,
E4 = 48, 25 Êêàë/ìîëü, E5 = 48, 4 Êêàë/ìîëü, E6 = 48, 5 Êêàë/ìîëü.Óðîâåíü îøèáêè ñîñòàâëÿåò (∼ 10% îòíîñèò.):

Ei(1− α) < Ei < Ei(1 + α), i = 1, 6.Òåìïåðàòóðíûé èíòåðâàë T I = [293◦K, 473◦K]. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïîêàçàëè, ÷òî ïîäîá-íàÿ òî÷íîñòü äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü î íàëè÷èè âíóòðåííåãî ìàêñèìóìà è âûäåëåíèÿåãî ãðàíèöû Us = [293◦K, 313◦K].Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Àíòîíîâà Î.À., Ìóñòà�èíà Ñ.À. ×óâñòâèòåëüíîñòü îïòèìàëüíîãî òåìïåðàòóðíîãîðåæèìà äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàêöèè ê âàðèàöèÿì êèíåòè÷åñêèõ êîíñòàíò. // ÂåñòíèêÁàøêèðñêîãî óíèâåðñèòåòà. � 2008. � Ò.13, �3(I). � Ñ.847-848.2. Êðóãëîâ À.Â. Äâóõñòîðîííèå îöåíêè îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìî-äåëèðîâàíèè õèìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ: Äèññ. ... êàíä.�èç.-ìàò.íàóê./ Ó�à � 1990. � 159ñ. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



38 3. Ìóñòà�èíà Ñ.À. Îïòèìèçàöèÿ ðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòèïî êîíñòàíòàì ðàâíîâåñèÿ. // Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà.� 2006. � Ò. 8, � 1. � Ñ. 282-287.4. Áîðåñêîâ �.Ê. Êàòàëèç â ïðîèçâîäñòâå. � Ì.: �îñõèììçäàò, 1954. � 348 ñ.5. Øîêèí Þ.È. Èíòåðâàëüíûé àíàëèç. � Íîâîñèáèðñê: Íàóêà, 1981. � 112 ñ.
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39Qualitative valuation of unertainty in�uene in kinetiparameters on results of the theoretial optimization.© O. A. Antonova4, S. A. Musta�na5, S. I. Spivak6Abstrat. In the work the question of a qualitative invariane in the ase of searhing optimumtemperature onditions for arrying out hemial equilibrium reations is studied.Key Words: qualitative invariane, unertainty in kineti parameters.Referenes1. Antonova O.A., Musta�na S.A. Relation an optimum temperature mode for parallel reation to variationsof kineti onstants. // Bulletin Bashkir University. � 2008. � V.13, �3(I). � P.847-848.2. Kruglov A.V. Bilateral estimations of optimum deisions at mathematial modeling of hemial proesses:Diss.... kand.�z.-mat.nauk./ Ufa � 1990. � 159 p.3. Musta�na S.A. Optimization of equilibrium proesses in the onditions of unertainty on balaneonstants. // Trudy Srednevolzskogo Matematiheskogo Obshhestva. � 2006. � V. 8, � 1. � P. 282-287.4. Boreskov G.K. Catalysis in manufature. � Ì.: Goshimizdat, 1954. � 348 p.5. Shokin U.I. Letures on a mathematial stability theory. � Novosibirsk: Nauka, 1981. � 112 p.4Assistant of Mathematis and Computer siene Chair, Sterlitamaksky branh of the Bashkir StateUniversity, Sterlitamak; Antonova_ olga22�mail.ru5Head of Mathematis and Computer siene Chair, Sterlitamaksky branh of the Bashkir State University,Sterlitamak; Musta�na_ SA�rambler.ru6Head of Mathematial Chemistry Laboratory, Institute of Petrohemistry and Catalysis of RAS, Ufa;S.Spivak�bashnet.ru
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40 Ì. Â. Áóëàòîâ, Ì. Í. Ìà÷õèíàÓÄÊ 517.9Îá îäíîì êëàññå èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ© Ì. Â. Áóëàòîâ1,Ì. Í. Ìà÷õèíà2Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðå-ðûâíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èí-òåãðèðîâàíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïåðåìåííûå ïðåäåëû èíòåãðèðîâà-íèÿ.1. ÂâåäåíèåÂ äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè ïðå-äåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäå-ëåé ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêèõ óñòàíîâîê [3℄. Ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿåäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ äëÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è�àññìîòðèì ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
A(t)x(t) +

t∫

t−c

K(t, s)x(s)ds = f(t), t ∈ [0, T ], s ∈ [0, t], (2.1)ãäå A(t) è K(t, s) � (n × n) �ìàòðèöû, f(t)�n �ìåðíàÿ âåêòîð��óíêöèÿ, c� èçâåñòíàÿïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Äëÿ äàííîé çàäà÷è çàäàíî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
x(t) = x0(t), t ∈ [−c, 0). (2.2)Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèö A(t), K(t, s) è f(t) îáëàäàþò íåîáõîäèìîé ñòå-ïåíüþ ãëàäêîñòè è

detA(t) ≡ 0. (2.3)Ïîä ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì ïîíèìàòü íåïðåðûâíóþ âåêòîð��óíêöèþ x(t) îáðàùàþùóþ óðàâíåíèå (2.1) â òîæäåñòâî.Çàäà÷è (2.1), (2.2) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.3) áóäåì íàçûâàòü èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ê íàñòîÿùåìóâðåìåíè èçâåñòíû íåìíîãèå ðåçóëüòàòû îòíîñÿùèåñÿ ê êà÷åñòâåííîé òåîðèè è ÷èñëåííûììåòîäàì ðåøåíèÿ èíòåãðî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûì íèæíèì ïðåäåëîì èí-òåãðèðîâàíèÿ. Îáçîð ïî ýòîé òåìå ìîæíî íàéòè â [1℄, [2℄. Â äàííîé ðàáîòå ñ�îðìóëèðîâàíûäîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî íåïðåðûâíîãî ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîéçàäà÷è.1�ëàâíûé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò äèíàìèêè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÑÎ �ÀÍ, ã. Èðêóòñê;mvbul�i.ru2Ìàãèñòðàíò, Âîñòî÷íî�Ñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àêàäåìèÿ îáðàçîâàíèÿ, ã. Èðêóòñê;masha888888�mail.ruÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Îá îäíîì êëàññå èíòåãðî�àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïåðåìåííûìè . . . 413. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòèÊ íàñòîÿùåìó âðåìåíè àâòîðàìè íå îáíàðóæåíî êàêèõ�ëèáî ðåçóëüòàòîâ ïî èññëåäî-âàíèþ, à òåì áîëåå ïî ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ ïðåäñòàâëåííîé â ñòàòüå çàäà÷è. Îäíàêî âìîíîãðà�èè [3℄ áûëè ïðèâåäåíû ïðèìåðû òàêèõ óðàâíåíèé è ïîêàçàíà ïðèêëàäíàÿ çíà-÷èìîñòü çàäà÷ òàêîãî ðîäà. Ïåðåä �îðìóëèðîâêîé îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà, ïðèâåäåì îäíîîïðåäåëåíèåÎ ï ð å ä å ë å í è å 3.1. [4℄ Ìàòðèöà, îáîçíà÷àåìàÿ êàê A− , íàçûâàåòñÿ ïîëó-îáðàòíîé ê ìàòðèöå A , åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
AA−A = A.Ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåì â âèäå

WA = 0, W = E − AA−.Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è ýëåìåíòû A(t), K(t, s), f(t) ÿâëÿ-þòñÿ íåïðåðûâíî äè��åðåíöèðóåìûìè �óíêöèÿìè è âûïîëíåíû óñëîâèÿ:1) rankA(0) = rank

(
A(0)|f(0)−

0∫
−c

K(0, s)x0(s)ds

)
;2) rankA(t) = k = const ∀t ∈ [0, T ],

det(λA(t) +K(t, t)) = λka0(t) + λk−1a1(t) + ... + ak(t),
a0(t) 6= 0 ∀t ∈ [0, T ];3)Wf ′(0) =W [K(0, 0)x0(0)−K(0,−c)x0(−c) + A′(0)x0(0)] +W

0∫
−c

K ′
t(0, s)x

0(s)ds;4)A(0)x0(−0) = f(0)−
0∫

−c

K(0, s)x0(s)ds.Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðåðûâíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2).Ïðîêîììåíòèðóåì óñëîâèÿ òåîðåìû. Ïåðâîå óñëîâèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê òåî-ðåìó Êðîíåêåðà�Êàïåëëè, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè èñõîäíîé ñèñòåìû(2.1) â íà÷àëüíîé òî÷êå. Âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû ãîâîðèò î òîì, ÷òî íà îòðåçêå èíòåãðè-ðîâàíèÿ îòñóòñòâóþò ñèíãóëÿðíûå òî÷êè, ò.å. òî÷êè â êîòîðûõ ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò, èëè÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé, à òðåòüå óñëîâèå ãàðàíòèðóåò íåïðåðûâíîñòüðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.Â çàêëþ÷èòåëüíîì ïàðàãðà�å ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå äàííóþòåîðåìó.4. Èëëþñòðàòèâíûå ïðèìåðûÏ ð è ì å ð 4.1.
(

1 1
0 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

t∫

t−1

(
0 0
0 1

)(
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
et

)
, t ∈ [0, 1]

u(t) = u0(t) = 0, v(t) = v0(t) = 0 t ∈ [−1, 0).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



42 Ì. Â. Áóëàòîâ, Ì. Í. Ìà÷õèíàÈç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïîëó÷àåì, ÷òî
u(t) = −v(t).Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåû, ó÷èòûâàÿ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé,ïîëó÷àåì
t∫

0

v(s)ds = et.Ýòî óðàâíåíèå íåðàçðåøèìî â êëàññå íåïðåðûâíûõ �óíêöèé.Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû íà-ðóøåíî,òàê êàê
rankA(0) = 1,à ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

rank


A(0)|f(0)−

0∫

−1

K(0, s)x0(s)ds


 = rank

(
1 1
0 0

∣∣∣∣
0
1

)ðàâåí äâóì.Òàêèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû A(t) â íà÷àëüíîé òî÷êå íå ðàâåí ðàíãó ðàñøèðåííîéìàòðèöû â òîé æå òî÷êå.Ï ð è ì å ð 4.2.
(

1 0
0 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

t∫

t−1

(
0 1
1 t− s

)(
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
0

)
, t ∈ [0, 1]

u(t) = u0(t) = 0, v(t) = v0(t) = 0 t ∈ [−1, 0).Ó÷èòûâàÿ ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé, èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìûïîëó÷àåì
u(t) +

t∫

0

v(s)ds = 0,à âòîðîå óðàâíåíèå äàííîé ñèñòåìû ñâåäåòñÿ ê óðàâíåíèþ
t∫

0

[u(s) + (t− s)v(s)]ds = 0,ýêâèâàëåíòíîìó ïåðâîìó óðàâíåíèþ. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ïî-ñëåäíåå óðàâíååíèå ïî ïåðåìåííîé t. Äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
u(t) = −Ct

k+1

k + 1
, v(t) = Ctk k ≥ 0, ∀C, t ∈ [0, 1].Âõîäíûå äàííûå ýòîãî ïðèìåðà óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû. Ïðîâåðÿåìâòîðîå óñëîâèå
rankA(t) = 1 = const,Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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det(λA(t) +K(t, t)) = −1

deg(−1) = 0 = const.Âèäèì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû íàðóøåííî, òàê êàê, ðàíã ìàòðèöû A(t) è ñòåïåíüîïðåäåëèòåëÿ ïó÷êà ìàòðèö λA(t)+K(t, t) ÿâëÿþòñÿ ïîñòàÿííûìè âåëè÷èíàìè, íî îíèíå ñîâïàäàþò.Ï ð è ì å ð 4.3.
(

t
2

0
0 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

t∫

t−1

(
−1 0
0 1

)(
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
0

)
, t ∈ [0, 1]

u(t) = u0(t) = 0, v(t) = v0(t) = 0 t ∈ [−1, 0).Ïåðåéäåì ê ñèñòåìå âèäà 



t
2
u(t)−

t∫
0

u(s)ds = 0

t∫
0

v(s)ds = 0Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñðàçó èìååì v(t) = 0 , à ðåøåíèåì ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿêëàññ �óíêöèé u(t) = Ct , ãäå C� ëþáîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì äàííàÿ ñèñòåìà èìååòìíîæåñòâî ðåøåíèé
u(t) = Ct, v(t) = 0, t ∈ [0, 1].Â ýòîì ïðèìåðå âõîäíûå äàííûå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó óñëîâèþ òåîðåìû, íî âòîðîåóñëîâèå íàðóøåíî, òàê êàê

rankA(t) =

{
0 , t = 0
1 , t 6= 0.Ï ð è ì å ð 4.4.

(
t 1− t
0 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

t∫

t−1

(
−2 1
1 1

)(
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
0

)
, t ∈ [0, 1]

u(t) = u0(t) = 0, v(t) = v0(t) = 0 t ∈ [−1, 0).Ïåðâîå óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíåíî, íî âòîðîå íàðóøåíî, òàê êàê
rankA(t) = 1 = const,íî ñòåïåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïó÷êà ìàòðèö λA(t)+K(t, t) íåïîñòîÿííà.Â ñàìîì äåëå

det(λA(t) +K(t, t)) = λ(2t− 1)− 3,

deg det (λ(2t− 1)− 3) =

{
0 , t = 1

2

1 , t 6= 1
2
.Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà t = 1

2
ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíîé è, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷åðåçíåå ïðîõîäèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé

u(t) =

{
0 , t ∈ [0, 1

2
]

C
√
2t− 1 , t ∈ (1

2
, 1],

v(t) =

{
0 , t ∈ [0, 1

2
]

−C
√
2t− 1 , t ∈ (1

2
, 1],ãäå C � ëþáîå ÷èñëî. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



44 Ï ð è ì å ð 4.5.
(

1 −1
0 0

)(
u(t)
v(t)

)
+

t∫

t−1

(
0 0
0 1

)(
u(s)
v(s)

)
ds =

(
0
t

)
, t ∈ [1, 3]

u(t) = u0(t) = 1 v(t) = v0(t) = 1 t ∈ [0, 1).Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà âûïîëíåíû ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ òåîðåìû, íî íàðóøåííî òðå-òüå óñëîâèå. Äåéñòâèòåëüíî, âçÿâ â êà÷åñòâå W ìàòðèöó
W =

(
0 0
0 1

)
,äîëæíû ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî

(
0 0
0 1

)(
0
1

)
=

(
0 0
0 1

)[(
0 0
0 1

)(
1
1

)
−
(

0 0
0 1

)(
1
1

)
+

(
0 0
0 0

)(
1
1

)]
+

(
0
0

)
,êîòîðîå íåñïðàâåäëèâî.Èòàê, òðåòüå óñëîâèå òåîðåìû íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàéäåì ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è. Äëÿýòîãî îò èñõîäíîé ñèñòåìû ïåðåéäåì ê ñèñòåìå âèäà





u(t) = v(t)
1∫

t−1

v0(s)ds+
t∫
1

v(s)ds = t.Âîñïîëüçîâàâøèñü ìåòîäîì øàãîâ [5℄, ïîëó÷èì
t∫

1

v1(s)ds = t−
1∫

t−1

v0(s)ds = 2t− 2 ⇒ v1(t) = 2 t ∈ [1, 2).Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì ðàçðûâíîå ðåøåíèå âèäà
u(t) = v(t) =





2 , t ∈ [1, 2)
3 , t ∈ [2, 3)
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45On one lass of integral-algebrai equations with variablelimits of integration© M. V. Bulatov3,M. N. Mahkhina4Abstrat. In the paper su�ient onditions of existene of unique ontinuous solutions for thesystem of integro-di�erential equations with variable integration limits are given.Key Words: integral-algebrai equations, variable integration limits.Referenes1. Bulatov M. V. Methods of Solution of Di�erential-Algebrai and Singular Integral Equations.�Dr.S.Thesis, Irkutsk, 2002, pp.244.2. Chistykov V.F. Algebro-Di�erential Operators With Finite-Dimensional Core. Novosibirsk: Nayka. �1996, 278 p.3. Apartsyn A.S. Nonlassial Equation of Volterra of the �rst kind: Theory and Numerial Methods.�Novosibirsk: Nauka. Sibirskaja Izdatel'skaja Firma RAN.�1999, 193 p.4. Vaarmann O.Generalized Inverse Re�etion.� Tallinn: Valgus.�1988, 120 p.5. Myshkis A.D. Linear Di�erential Equations with Delay Argument. �M.-L.: Gostehizdat.�1951, 255 p.3hif reseaher, ISDCT SB RAS, Irkutsk; mvbul�i.ru.4Ph.D. student, Irkutsk State Pedagogial Aademy, Irkutsk; masha888888�mail.ru

MVMS journal. 2010. V. 12, No. 2



46 Ò. À. �óðèíà, È. À. Äîðî�ååâÓÄÊ 517.9�îìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé â ñèñòåìå òèïàËîðåíöà© Ò. À. �óðèíà1, È. À. Äîðî�ååâ2Àííîòàöèÿ. Â ñèñòåìå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà Ëîðåíöà, ÿâëÿþùåéñÿ ìîäåëüþóñòîé÷èâîñòè ñðåäíåé �èðìû, íàéäåí ïîëíûé äâîéíîé ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé,ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Ëîðåíöà, áè�óðêàöèÿ, îñîáàÿ òî÷êà, ïðåäåëüíûé öèêë, ãîìî-êëèíè÷åñêèé êîíòóð, ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé, ñòðàííûé àòòðàêòîð, ïåðåõîä êäèíàìè÷åñêîìó õàîñó.1. ÂâåäåíèåÑèñòåìà äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ëîðåíöà [1℄, îïèñûâàþùàÿ ðàçâèòèå òóðáó-ëåíòíîñòè â òå÷åíèè �åëåÿ-Áåíàðà, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèíàìè÷åñêîé ñè-ñòåìû, ïåðåõîäÿùåé ê õàîñó ÷åðåç äâîéíîé ãîìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé è ðîæ-äåíèå ñòðàííîãî àòòðàêòîðà ïðè èçìåíåíèè áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà r ∈ [0, 1700] è�èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ b = 0.5 , σ = 10 :




ẋ = −σx+ σy,

ẏ = rx− y − xz,

ż = −bz + xy.

(1.1)Â ñòàòüå Øàïîâàëîâà Â. È. è ñîàâòîðîâ [2℄ ïîñòðîåíà ñèíåðãåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñðåäíåé�èðìû, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ âåëè÷èí êðåäèòà x , êàïèòàëà y è ÷èñëåííîñòè ñîòðóäíè-êîâ z è îáëàäàþùàÿ âîçìîæíîñòüþ ñàìîðåãóëÿöèè ñ ïîìîùüþ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ
α, β, γ, δ, µ, σ > 0 , ÿâëÿþùèõñÿ áè�óðêàöèîííûìè. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìóäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïîõîæóþ íà ñèñòåìó Ëîðåíöà:





ẋ = −σx+ δy,

ẏ = µ(x+ y)− βxz,

ż = −γz + αxy.

(1.2)Óñòîé÷èâîé ðàáîòå �èðìû ñîîòâåòñòâóåò âûõîä �àçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû (1.2) íàóñòîé÷èâîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî � àòòðàêòîð (íåïîäâèæíóþ òî÷êó èëè ïðåäåëüíûéöèêë). Ïðîâåäåííûå àâòîðàìè [2℄, [4℄ ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè èçìå-íåíèè áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà γ ∈ [0; 10] è α = 5, β = 8, δ = 1, µ = 2.1, σ = 4.1â ñèñòåìå (1.2) ìîæåò âîçíèêíóòü õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð, íàïîìèíàþùèé àòòðàêòîð Ëî-ðåíöà. Åìó ïðåäøåñòâóåò êàñêàä áè�óðêàöèé óäâîåíèÿ. Äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ óñèñòåìû Øàïîâàëîâà (1.2) ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òèïà Ëîðåíöà íåîáõîäèìî óáåäèòüñÿ âíàëè÷èè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà áè�óðêàöèé.1Äîöåíò êà�åäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåðñè-òåò), ã. Ìîñêâà; gurina mai�mail.ru2Àññèñòåíò êà�åäðû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, Ìîñêîâñêèé àâèàöèîííûé èíñòèòóò (òåõíè÷åñêèé óíèâåð-ñèòåò), ã. Ìîñêâà; softat�mail.ruÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



�îìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé â ñèñòåìå òèïà Ëîðåíöà 47Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [1℄ Ïîëíûì (íåïîëíûì) ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñêàäîì áè-�óðêàöèé íàçûâàåòñÿ êàñêàä áè�óðêàöèé ðîæäåíèÿ óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ èçåäèíñòâåííîãî óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ïðè èçìåíåíèè çíà÷åíèé áè�óðêàöèîííîãîïàðàìåòðà âäîëü ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ÷åðåç òî÷êó (âáëèçèòî÷êè) ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà.Åñëè ïðÿìàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èçìåíåíèþ çíà÷åíèé áè�óðêàöèîííîãî ïàðàìåòðà,ïðîõîäèò â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ÷åðåç òî÷êó (âáëèçè òî÷êè) îäíîâðåìåííîãî ñóùå-ñòâîâàíèÿ äâóõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, òî îáðàçóþùèéñÿ êàñêàä áè�óðêàöèé óñòîé-÷èâûõ öèêëîâ íàçîâàåòñÿ ïîëíûì (íåïîëíûì) äâîéíûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñêàäîì.2. Èññëåäîâàíèå îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû Øàïîâàëîâà.Íàéäåì îñîáûå òî÷êè ñèñòåìû (1.2) èç óñëîâèé ẋ = ẏ = ż = 0 :




− σx+ δy = 0,

µ(x+ y)− βxz = 0,

− γz + αxy = 0.

(2.1)Ïðè ëþáûõ α, β, γ, δ, µ, σ > 0 ñóùåñòâóþò òðè îñîáûå òî÷êè:
O0(0, 0, 0), O1,2

(
±
√
γµ(δ + σ)

αβσ
, ±
√
γµσ(δ + σ)

αβδ2
,
µ(δ + σ)

βδ

) (2.2)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îñîáûõ òî÷åê íà óñòîé÷èâîñòü íàéäåì ÿêîáèåâó ìàòðèöó ñèñòåìû:
A =




−σ δ 0
µ− βz µ −βx
αy αx −γ


 (2.3)Â òî÷êå O0(0, 0, 0) ïîëó÷èì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû:

A0 =



−σ δ 0
µ µ 0
0 0 −γ


 (2.4)è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:

det (A0 − λE) =

∣∣∣∣∣∣

−σ − λ δ 0
µ µ− λ 0
0 0 −γ − λ

∣∣∣∣∣∣
= −(λ + γ)(λ2 − (µ− σ)λ− µ(σ + δ)) = 0.Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòà èìååì: λ1 + λ2 = µ− σ, λ1λ2 = −µ(σ + δ) .Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

λ1 =
µ− σ

2
−

√
(µ− σ)2

4
+ µ(δ + σ) =

µ− σ

2
−

√
(µ+ σ)2

4
+ µδ < 0,

λ2 =
µ− σ

2
+

√
(µ− σ)2

4
+ µ(δ + σ) =

µ− σ

2
+

√
(µ+ σ)2

4
+ µδ > 0,

λ3 = −γ < 0.

(2.5)
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48 Ò. À. �óðèíà, È. À. Äîðî�ååâÎòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà O0(0, 0, 0) � ñåäëî-óçåë ñ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì èíâàðè-àíòíûì ìíîãîîáðàçèåì W s è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì
W u . Â ñèììåòðè÷íûõ òî÷êàõ O1,2 èìååì ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè:

A1,2 =




−σ δ 0

−µσ
δ

µ ∓
√
βγµ(δ + σ)

ασ

±
√
αγµσ(δ + σ)

βδ2
±
√
αγµ(δ + σ)

βσ
−γ




(2.6)è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ:
det (A1,2 − λE) = −

(
λ3 + (γ + σ − µ)λ2 + γ

(δµ
σ

+ σ
)
λ+ 2γµ(δ + σ)

)
= 0.Íàéäåì ïîðîã óñòîé÷èâîñòè òî÷åê O1,2 , òî åñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ïîÿâ-ëÿåòñÿ ïàðà ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. ×èñòî ìíèìûå êîðíèó êóáè÷åñêîãî òðåõ÷ëåíà áóäóò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïðîèçâåäåíèå êîý��èöèåíòîâïðè λ è λ2 ðàâíî ñâîáîäíîìó ÷ëåíó:

(γ + σ − µ)
(γµ
σ

+ σ
)
= 2µ(δ + σ).Îòñþäà ìû ïîëó÷èì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà γ , ïðè êîòîðîì òî÷êè O1,2 îäíîâðåìåííî òå-ðÿþò óñòîé÷èâîñòü è ïîðîæäàþò ïðåäåëüíûå öèêëû, òî åñòü ïðîèñõîäèò áè�óðêàöèÿÀíäðîíîâà-Õîï�à:

γc =
2µσ(δ + σ)

δµ+ σ2
+ (µ− σ). (2.7)Çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γc íå âõîäÿò ïàðàìåòðû

α , β . Òàêèì îáðàçîì, ïðè âñåõ γ < γc òî÷êè O1,2 áóäóò íåóñòîé÷èâû. Íàéäåì çíà÷åíèÿñîáñòâåííûõ ÷èñåë ïðè γ = γc . Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä:
λ3 + (γ + σ − µ)λ2 + γ

(δµ
σ

+ σ
)
λ+ γ(γ + σ − µ)

(δµ
σ

+ σ
)
= 0.Òîãäà:

(λ+ γ + σ − µ)
(
λ2 + γ

(δµ
σ

+ σ
))

= 0, (2.8)
λ1,2 = ∓i

√
γ
(δµ
σ

+ σ
) � ìíèìûå êîðíè, λ3 = µ− γ −σ � çíàêîïåðåìåííûé äåéñòâèòåëü-íûé êîðåíü (λ3 > 0 , åñëè γ < µ− σ è λ3 < 0 , åñëè γ < µ− σ ).Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè γ < γc è γ > µ − σ òî÷êè O1,2 � ñåäëî-�îêóñû ñ îäíîìåðíûìóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì W s è äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíò-íûì ìíîãîîáðàçèåì W u .Èç ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå ñåäëî-óçëà è äâóõ ñåäëî-�îêóñîâ âûòåêàåò âîçìîæíîñòüîáðàçîâàíèÿ â íåé ðàçëè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ îñîáûõ òî÷åê è ñâÿçàííûõ ñíèìè êàñêàäîâ áè�óðêàöèé.3. Ïðèâåäåíèå ìàòðèöû ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê äèàãîíàëüíîé�îðìå.Çàïèøåì ñèñòåìó (1.2) â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé �îðìå:



ẋ
ẏ
ż


 = A0



x
y
z


+ x




0
−βz
αy


 , ãäå A0 =



−σ δ 0
µ µ 0
0 0 −γ


 . (3.1)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



�îìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé â ñèñòåìå òèïà Ëîðåíöà 49Ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.Ïîñêîëüêó ìàòðèöà A0 ëèíåàðèçàöèè â òî÷êå O0(0, 0, 0) èìååò, â îáùåì ñëó÷àå, ðàç-ëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà, òî îíà ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé �îðìå. Ïîàíàëîãèè ñ [1℄ ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê ãëàâíûì îñÿì çàìåíîé:
x = u+ v, δy − σx = λ1u+ λ2v, z = z, (3.2)îòñþäà: y =

λ1 + σ

δ
u+

λ2 + σ

δ
v .Âû÷èñëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà è îáðàòíóþ ê íåé:



x
y
z


 = B



u
v
z


 , B =




1 1 0
λ1 + σ

δ

λ2 + σ

δ
0

0 0 1


 , (3.3)



u
v
z


 = B−1



x
y
z


 , B−1 =

δ

λ2 − λ1




λ2 + σ

δ
−1 0

−λ1 + σ

δ
1 0

0 0
λ2 − λ1

δ



. (3.4)Ñèñòåìà ïðèìåò âèä:



u̇
v̇
ż


 = B−1A0B



u
v
z


 +B−1(u+ v)




0
−βz

α
(λ1 + σ

δ
u+

λ2 + σ

δ
v
)


 . (3.5)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.3), (3.4) â (3.5) è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:



u̇
v̇
ż


 =



λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 −γ





u
v
z


+




βδ(u+ v)z

λ2 − λ1

−βδ(u+ v)z

λ2 − λ1
α

δ
(u+ v)

(
(λ1 + σ)u+ (λ2 + σ)v

)



, (3.6)Çàïèñü óðàâíåíèé â ïåðåìåííûõ (u, v, z) âûãîäíî îòëè÷àåòñÿ îò çàïèñè â ïåðåìåííûõ

(z, y, z) âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s â òî÷êå O0(0, 0, 0) êàñàòåëüíî êîñè u , à íåóñòîé÷èâîå W u � êàñàòåëüíî ê îñè v . Â òàêîì âèäå óäîáíåå èçó÷àòü ãåîìåòðèþ�àçîâûõ êðèâûõ ñèñòåìû. Ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ α = 4, β = 8, δ = 1, µ =
2.1, σ = 4.1 ìîæíî íàáëþäàòü êàñêàä áè�óðêàöèé ïðè ñòðåìëåíèè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γêàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó ê òî÷êå γ∗ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñèñòåìå ãîìîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâñåäëî-�îêóñîâ.Îñîáûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìû èìåþò êîîðäèíàòû

O0(0, 0, 0), O1,2

(
± λ2

λ2 − λ1

√
γµ(δ + σ)

αβσ
, ∓ λ1

λ2 − λ1

√
γµσ(δ + σ)

αβσ
,
µ(δ + σ)

βδ

)
, (3.7)ïðè÷åì òî÷êè O1,2 íàõîäÿòñÿ â ïåðâîì è òðåòüåì îêòàíòàõ ïðîñòðàíñòâà. Ôàçîâàÿ òðà-åêòîðèÿ ïðè ïàðàìåòðå γ èç õàîòè÷åñêîé îáëàñòè ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè äâóõ äå�îð-ìèðîâàííûõ êîëåö ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1,2 . Êàæäîå êîëüöî èìååò âíåøíèé êîíòóðÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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z = zs(u, v) , zs min ≤ z ≤ zs max , íà êîòîðîì äîñòèãàþòñÿ ëîêàëüíûå ìèíèìóìû ïî zðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé ïðè èõ âðàùåíèè âîêðóã òî÷åê O1,2 . Âíóòðåííèé êîíòóð êîëüöàîïðåäåëÿåò ¾ãëàç¿ àòòðàêòîðà, âíóòðü êîòîðîãî òðàåêòîðèÿ íå çàõîäèò, à âíåøíèé êîí-òóð îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð àòòðàêòîðà, íà êîòîðîì òðàåêòîðèÿ ïåðåõîäèò îòâðàùåíèÿ âîêðóã òî÷êè O1(O2) ê âðàùåíèþ âîêðóã òî÷êè O2(O1) . Ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåò-ñÿ ïî äâóì ñèììåòðè÷íûì ÷àñòÿì äðóãîãî ìíîæåñòâà, ñîåäèíÿþùåãî êîëüöà, íà êîòîðîìòðàåêòîðèÿ òàêæå èìååò òî÷êè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ëåæàùèå íà êðèâîé z = zg(u, v) ,
zg min ≤ z ≤ zg max . Öèêëû, îõâàòûâàþùèå îáå òî÷êè O1,2 , èìåþò ëîêàëüíûå ìèíèìóìûíà êðèâîé z = zg(u, v) .4. Ïîèñê ñåäëîâûõ öèêëîâ.Âñå öèêëû èç áåñêîíå÷íîãî ñåìåéñòâà íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ, ïîðîæäàþùèõ õàîòè÷å-ñêèé àòòðàêòîð, èìåþò ïåðåñå÷åíèå ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì íåèíâàðèàíòíûì ìíîãî-îáðàçèåì V u òî÷êè O0(0, 0, 0) . Ïîñëå âûâîäà àíàëèòè÷åñêèõ �îðìóë äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ
V u çàäà÷à íàõîæäåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ íåóñòîé÷èâûõ öèêëîâ â ñèñòåìåñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îäíîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ âîçâðàùåíèÿ íàíåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå V u . Ýòèì ìåòîäîì ìîãóò áûòü íàéäåíû è ëþáûå óñòîé÷èâûåöèêëû, ó÷àñòâóþùèå â �îðìèðîâàíèè àòòðàêòîðà. Ñ ýòîé öåëüþ ñäåëàåì â ñèñòåìå (3.1)ïðåîáðàçîâàíèå, çàâèñÿùåå îò z :

x = ũ+ ṽ, δy − σx = λ1(z)ũ+ λ2(z)ṽ, z = z, (4.1)òîãäà: y =
λ1(z) + σ

δ
ũ+

λ2(z) + σ

δ
ṽ ,



x
y
z


 = B(z)



ũ
ṽ
z


 , B(z) =




1 1 0
λ1(z) + σ

δ

λ2(z) + σ

δ
0

0 0 1


 ,



ũ
ṽ
z


 = B−1(z)



x
y
z


 , B−1(z) =

δ

λ2(z)− λ1(z)




λ2(z) + σ

δ
−1 0

−λ1(z) + σ

δ
1 0

0 0
λ2(z)− λ1(z)

δ



, (4.2)



ẋ
ẏ
ż


 = Ḃ(z)



ũ
ṽ
z


+B(z)




˙̃u
˙̃v
ż


 , Ḃ(z) =




0 0 0

λ̇1(z)

δ

λ̇2(z)

δ
0

0 0 0


 .Òîãäà ñèñòåìà (3.1) ïðèìåò âèä:




˙̃u
˙̃v
ż


 = B−1(z)(A0B(z)− Ḃ(z))



ũ
ṽ
z


 +B−1(z)(ũ+ ṽ)




0
−βz

α
(λ1(z) + σ

δ
ũ+

λ2(z) + σ

δ
ṽ
)


 .Åñëè âåëè÷èíû λ1(z), λ2(z) ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ:

λ2(z)− (µ− σ)λ(z)− (µσ + δ(µ− βz)) = 0,Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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λ1(z) =

µ− σ

2
−

√
(µ+ σ)2

4
+ δ(µ− βz) < 0, λ2(z) =

µ− σ

2
+

√
(µ+ σ)2

4
+ δ(µ− βz) > 0.Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì:




˙̃u
˙̃v
ż


 =



λ1(z) 0 0
0 λ2(z) 0
0 0 −γ





ũ
ṽ
z


+




βδ(ũ− ṽ)ż

(λ2(z)− λ1(z))2

− βδ(ũ− ṽ)ż

(λ2(z)− λ1(z))2

ασ

δ
(ũ+ ṽ)2 +

α

δ
(ũ+ ṽ)(λ1(z)ũ+ λ2(z)ṽ)




(4.3)
Ìíîãîîáðàçèå V u ìîæíî íàéòè â ÿâíîì âèäå èç ñèñòåìû (4.3). Ïîëîæèì â (4.3) ż = 0,
˙̃u = 0 , òîãäà âåêòîðíîå ïîëå íà V u ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì ṽ .Îòñþäà íàéäåì, ÷òî:

ũ = 0, ṽ = ±
√

γδz

α(σ + λ2(z))
. (4.4)Òàê êàê: 


x
y
z


 = B



u
v
z


 = B(z)



ũ
ṽ
z


 ,òî: 


u
v
z


 = B−1B(z)



ũ
ṽ
z


 =

1

λ2 − λ1



λ2 − λ1(z) λ2 − λ2(z) 0
λ1(z)− λ1 λ2(z)− λ1 0

0 0 1





ũ
ṽ
z


 .Ñ äðóãîé ñòîðîíû:



ũ
ṽ
z


 = B−1(z)B



u
v
z


 =

1

λ2(z)− λ1(z)



λ2(z)− λ1 λ2 − λ2(z) 0
λ1 − λ1(z) λ2 − λ1(z) 0

0 0 1





u
v
z


 .Òî÷êå (0, ṽ(z), z) ïðîñòðàíñòâà (ũ, ṽ, z) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà (u(z), v(z), z) ïðîñòðàíñòâà

(u, v, z) , ëåæàùàÿ íà V u òî÷êè O0(0, 0, 0) :
u(z) =

λ2 − λ2(z)

λ2 − λ1
ṽ(z), v(z) =

λ2(z)− λ1

λ2 − λ1
ṽ(z). (4.5)Êðèâàÿ (4.5) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îñè v , òàê êàê ïðè z → 0 :

v(z)

u(z)
=
λ2(z)− λ1

λ2 − λ2(z)
=

√
(σ + µ)2 + 4δ(µ− βz) +

√
(σ + µ)2 + 4δµ√

(σ + µ)2 + 4µδ −
√
(σ + µ)2 + 4δ(µ− βz)

→ ∞,Íà ýòîé êðèâîé ż = 0 , è îíà ÿâëÿåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì V u èëè êðèâîé z = zg(u(z), v(z)) .Îòîáðàæåíèå z = f1(z0) ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ íà ïëîñêîñòü ũ(t) = 0 ìîæíî íàéòè èçóðàâíåíèÿ:
ũ(t) =

λ2(z)− λ1

λ2(z)− λ1(z)
u(t) +

λ2(z)− λ2

λ2(z)− λ1(z)
v(t) = 0. (4.6)

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



52 Ò. À. �óðèíà, È. À. Äîðî�ååâ5. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-óçëà.Íàéäåì äâå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñåäëî-óçëà O0(0, 0, 0) (ãîìîêëèíè÷åñêóþáàáî÷êó), ðàçðóøåíèå êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé áè�óðêàöèåé ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñ-êàäà. Àíàëîãè÷íî [3℄, ïðèìåíèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1.2) ïðåîáðàçîâàíèå w = −σx + δy .Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 



ẋ = w,

ẇ = (µ− σ)w + (µ(δ + σ)− βδz)x,

ż = ασx2/δ + αwx/δ − γz.

(5.1)Äàëåå, çàìåíîé w = ux ïðèâîäèì ñèñòåìó ê âèäó:




ẋ = xu,

u̇ = −(u2 + (σ − µ)u− µ(δ + σ))− βδz,

ż = αx2(σ + u)/δ − γz.

(5.2)È, íàêîíåö, ïîñëå ïîñëåäíåé çàìåíû x2 = v ïîëó÷èì ñèñòåìó:




ẋ = 2vu,

u̇ = −(u− u1)(u− u2)− βδz,

ż = αv(σ + u)/δ − γz,

(5.3)ãäå u1 è u2 � êîðíè óðàâíåíèÿ u2 + (σ − µ)u− µ(δ + σ) = 0 :
u1,2 =

µ− σ ±
√

(σ + µ)2 + 4δµ

2
, (5.4)ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.5) â îêðåñòíîñòè òî÷êè

O0(0, 0, 0) . Äàëåå, ïåðåõîäèì ê ñèñòåìå äâóõ óðàâíåíèé, èñêëþ÷àÿ âðåìÿ:




dv

du
=

2vu

−(u− u1)(u− u2)− βδz
,

dz

du
=

αv(σ + u)/δ − γz

−(u− u1)(u− u2)− βδz
.

(5.5)Âû÷èñëÿÿ ïðåäåëû ïðàâûõ ÷àñòåé ïîñëåäíåé ñèñòåìû ïðè u→ u2 , ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàç-ëîæåíèé â ðÿä Òåéëîðà ÷èñëèòåëÿ è â çíàìåíàòåëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè u = u2 , íàéä¼ì,÷òî â òî÷êå P (u2, 0, 0)

v′(u2) =
2v′(u2)u2

u1 − u2 − βδz′(u2)
, z′(u2) =

αv′(u2)(u2 + σ)/δ − γz

u1 − u2 − βδz′(u2)
.Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïðè v′(u2) 6= 0 ïîëó÷àåì, ÷òî

u1 − u2 − βδz′(u2) = 2u2,è, ñëåäîâàòåëüíî,
z′(u2) =

u1 − 3u2

βδ
, v′(u2) =

δ(2u2 + γ)z′(u2)

α(u2 + σ)
=

(2u2 + γ)(u1 − 3u2)

αβ(u2 + σ)
.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



�îìîêëèíè÷åñêèé êàñêàä áè�óðêàöèé â ñèñòåìå òèïà Ëîðåíöà 53Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 ÷èñëåííî ðåøàåì ñèñòåìó (5.5) â ïðÿìîì âðåìåíèñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
u(0) = u2 − ε, v(0) = −v′(u2)ε, z(0) = −z′(u2)ε. (5.6)À òåïåðü âû÷èñëèì ïðåäåëû ïðè u→ u1 , èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñò-íîñòè òî÷êè u = u1 , è ïîëó÷èì â òî÷êå P1(u1, 0, 0)

v′(u1) =
2v′(u1)u1

u2 − u1 − βδz′(u1)
, z′(u1) =

αv′(u1)(u1 + σ)/δ − γz′(u1)

u2 − u1 − βδz′(u1)
.Â òî÷êå P1(u1, 0, 0) v′(u1) = 0 , ïîýòîìó u2 − u1 − βδz′(u1) = −γ, è, ñëåäîâàòåëüíî,

z′(u1) =
u2 − u1 + γ

βδ
.Àíàëîãè÷íî, ÷èñëåííî ðåøèì â îáðàòíîì âðåìåíè ñèñòåìó (5.5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

u(0) = u1 + ε, v(0) = (kε)−2u1/γ , z(0) = z′(u1)ε. (5.7)Åñëè ïðè ÷èñëåííîì èíòåãðèðîâàíèè ñèñòåìû (5.5) ñ �èêñèðîâàííûìè ïàðàìåòðàìè èíà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: v(u2 − ε) = −v′(u2)ε, z(u2 − ε) = −z′(u2)ε çíà÷åíèÿ v(0+) è
z(0+) îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé v(0−) è z(0−) ðåøåíèé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
v(u1 + ε) = (kε)−2u1/γ , z(u1 + ε) = z′(u1)ε íà âåëè÷èíû ïîðÿäêà O(ε) äëÿ ëþáîãî äîñòà-òî÷íî ìàëîãî ε è ïîäîáðàííîé êîíñòàíòû k ∈ (0, 1) , òî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîéòðàåêòîðèè ñåäëî-óçëà O0(0, 0, 0) ñèñòåìû (1.2) äîêàçàíî.�àñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â ñèñòåìå Maple 12 ìåòîäîì �óíãå-Êóòòû 7-8 ïîðÿäêà.Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ε = 10−5 è k = 0.694209 óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîéòðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿþòñÿ ïðè ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû:

α = 4, β = 8, γ = 2.3345, δ = 1, µ = 2.1, σ = 4.1.Ñëåäîâàòåëüíî, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ áàáî÷êà ñåäëî-óçëà O0(0, 0, 0) ñóùåñòâóåò.6. Ïîèñê ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-�îêóñà.Íàéäåì ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ñåäëî-�îêóñîâ O1 è O2 , ðàçðóøåíèå êîòîðûõÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé áè�óðêàöèåé ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñêàäà.Ïðèìåíèì ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1.2) ïðåîáðàçîâàíèå w = −σx+ δy :




ẋ = w,

ẇ = (µ− σ)w + (µ(δ + σ)− βδz)x,

ż = ασx2/δ + αwx/δ − γz.

(6.1)Îñîáûå òî÷êè â êîîðäèíàòàõ (x, w, z) èìåþò âèä:
O0(0, 0, 0), O1,2

(
±
√
γµ(δ + σ)

αβσ
, 0,

µ(δ + σ)

βδ

)
. (6.2)Íàéäåì ÿêîáèåâó ìàòðèöó ñèñòåìû (6.1):

A =




0 1 0
µ(δ + σ)− βδz µ− σ −βδx
2ασx

δ
+
αw

δ

αx

δ
−γ


 . (6.3)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



54Â òî÷êå O1 ïîëó÷èì ìàòðèöó ëèíåàðèçàöèè ñèñòåìû:
A1 =




0 1 0

0 µ− σ −δ
√
βγµ(δ + σ)

ασ
2

δ

√
αγµσ(δ + σ)

β

1

δ

√
αγµ(δ + σ)

βσ
−γ




(6.4)è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå:
det(A1 − λE) = −(λ3 + (γ − µ+ σ)λ2 + γ

(
σ +

δµ

σ

)
λ+ 2γµ(σ + δ)) = 0èìååò äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ λ1,2 = a± ib ñ ïîëîæèòåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé÷àñòüþ a > 0 è äåéñòâèòåëüíûé îòðèöàòåëüíûé êîðåíü λ3 .Ïðèâåäåì ìàòðèöó ëèíåéíîé ÷àñòè ñèñòåìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

B =



a −b 0
b a 0
0 0 λ3


 . (6.5)Âû÷èñëèì ìàòðèöó ïåðåõîäà C èç óñëîâèÿ B = C−1A1C èëè CB = A1C .



x
w
z


 = C



û
v̂
ŵ


 .Âûáåðåì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â âèäå:

û0 = ε cosϕ, v̂0 = ε sinϕ, ŵ0 = 0.�åøàÿ ñèñòåìó (6.1) â ïðÿìîì âðåìåíè, ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ êñåïàðàòðèñå, âûõîäÿùåé èç ñåäëî-�îêóñà O1 . �åøàÿ ñèñòåìó (6.1) â îáðàòíîì âðåìåíè,ïîëó÷èì òðàåêòîðèþ ñêîëü óãîäíî áëèçêóþ ê ñåïàðàòðèñå, âõîäÿùåé â ñåäëî-�îêóñ O1 .Ñøèâêó îñóùåñòâëÿåì ïðè w = 0 .Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ìàãíèöêèé Í.À., Ñèäîðîâ Ñ.Â. Íîâûå ìåòîäû õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè. - Ì.: Ó�ÑÑ,2004. - 320 ñ.2. Øàïîâàëîâ Â.È., Êàáëîâ Â.Ô., Áàøìàêîâ Â.À., Àâàêóìîâ Â.Å. Ñèíåðãåòè÷åñêàÿ ìî-äåëü óñòîé÷èâîñòè ñðåäíåé �èðìû. Â êíèãå ¾Ñèíåðãåòèêà è ïðîáëåìû òåîðèè óïðàâ-ëåíèÿ¿, ðåä. Êîëåñíèêîâ À.À. - Ì.: ÔÈÇÌÀÒËÈÒ, 2004. - C.454-464.3. Êàëîøèí Ä.À. Î ïîñòðîåíèè áè�óðêàöèîíííîé ïîâåðõíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé áàáî÷-êè â ñèñòåìå Ëîðåíöà//Äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 2003.- Ò.39.- �11.- C.1564-1565.4. Ëèòîâ÷åíêî Â.À. Èññëåäîâàíèå ïåðåõîäà ê õàîñó è ñòàáèëèçàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì. Äèïëîìíàÿ ðàáîòà. - ÌÀÈ, 2010.- 95 ñ.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



55Homolini asade of bifurationsin the system of Lorenz's type.© T. A. Gurina1, I. A. Dorofeev2Abstrat. In system of the di�erential equations of the Lorenz's type, being model of stability ofthe average �rm, it is found full double homolini asade of the bifurations, leading to formationof the strange attrator.KeyWords: Lorenz system, bifuration, ritial point, limit yle, homolini ontour, homoliniasade of bifurations, strange attrator, transition to a dynamial haos.Referenes1. Magnitskii N.A, Sidorow S.V. New methods of the Chaoti Dynamis. Ì.: URSS, 2004.- 320 p.2. Shapovalov V.I., Kablov V.F., Bashmakov V.À., Avakumov V.Å. Sinergeti model of the stability of theaverage �rm. In the book ¾Sinergy and problems of the ontrol theory¿, editor Kolesnikov À.À.- Ì.:PHISMATLIT, 2004.- C.454-464.3. Kaloshin D.À. About onstrution of the bifurational surfae of the homolini butter�y in the Lorenzsystem//Di�erential equations, 2003.-V.39.- �11.- P.1564-1565.4. Litovhenko V.À. Researh of the transition to a dynamial haos and stabilization deterministi haosof the eonomi systems. Graduate work. - ÌÀI, 2010.- 95 p.1Doent of Probability Theory Chair, Mosow Aviation Institute (State University of AerospaeTehnologies), Mosow; gurina mai�mail.ru2Assistant of Probability Theory Chair, Mosow Aviation Institute (State University of AerospaeTehnologies); softat�mail.ru
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56 Ä. Ê. ÅãîðîâàÓÄÊ 517.9Îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ© Ä. Ê. Åãîðîâà1Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàìì-íîãî äâèæåíèÿ ïðè íàëè÷èè ìàæîðàíòû è àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûõ ðåøåíèé.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãðàììíîå äâèæåíèå, àáñîëþòíî ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííûå ðåøåíèÿ,ìàæîðàíòà.Ïóñòü çàäà÷à îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ x = 0 èìååò âèä:
a) óðàâíåíèå äâèæåíèÿ

dx

dt
= G(t, x, u), (1.1)ãäå �óíêöèÿ

G : [T,+∞)× Rn × Rm → Rnïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u ∈ K óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì òåîðåìû ñó-ùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ Êàðàòåîäîðè ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ
(t0, x0), T ≤ t0 < +∞, x0 ∈ Rn; K � êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, u : [T,+∞)×Rn → Rm� �óíêöèè òèïà Êàðàòåîäîðè è u(t, 0) ≡ 0,

b) �óíêöèîíàë êà÷åñòâà I ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ (1.1) è
I =

+∞∫

T

G0(t, x(t), u(t, x))dt, (1.2)
G0 : [T,+∞)× Rn × Rm → [0,+∞)� òèïà Êàðàòåîäîðè, x(t) = x(t : t0, x0, u) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûìè äàííû-ìè (t0, x0) ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè u ∈ K, ‖x0‖ ≤ δ; ðåøåíèå x = 0 àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî t0 , òî åñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ = δ(ε) òàêîå, ÷òî

‖x(t : t0, x0, u)‖ < εïðè âñåõ x0, ‖x0‖ ≤ δ è âñåõ T ≤ t, t0 < +∞ . Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîå äîïóñòèìîå óïðàâëå-íèå u0 ∈ K , êîòîðîå äîñòàâëÿåò ìèíèìóì �óíêöèîíàëó (1.2) â êëàññå K ïðè �èêñèðî-âàííîì δ .Ê òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðè ïîäõîäÿùåé çàìåíå ïåðåìåííûõ ñâîäèòñÿ çàäà÷à îáîïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîèçâîëüíîãî ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ x = ϕ(t) [1℄. Ïîýòîìóèìåííî â ñ�îðìóëèðîâàííîé ïîñòàíîâêå, êîãäà ïðîãðàììíîå äâèæåíèå åñòü x = 0 , áóäåìðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó. Îäíàêî, ñ�îðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à òðåáóåò áîëåå òî÷íîé ìàòåìàòè-÷åñêîé �îðìóëèðîâêè, êîòîðàÿ ïðèäàñò ÷åòêèé ñìûñë ïîíÿòèþ ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà(1.2). Äëÿ ýòîãî ìû ïîòðåáóåì ãëîáàëüíóþ âûïðÿìëÿåìîñòü ïîëÿ íàïðàâëåíèé, îïðåäåëÿ-åìîãî óðàâíåíèåì (1.1), â êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.Â ýòîì ñëó÷àå àáñîëþòíî ðàâíîìåðíàÿ óñòîé÷èâîñòü x = 0 îçíà÷àåò: äëÿ ëþáîãî ε > 0ñóùåñòâóåò δ(ε, x0) > 0 òàêîå, ÷òî êàê òîëüêî ‖x0‖ < δ, òî
‖x(t : +∞, x0, u)‖ < ε1Äîöåíò êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíèÍ. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; dar-ego�rambler.ruÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Îá îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ 57ïðè âñåõ T ≤ t ≤ +∞.Òîãäà â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è �óíêöèîíàë êà÷åñòâà (1.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
I =

+∞∫

T

G0(t, x(t)− x0, u(t, x(t)− x0))dt,ãäå x(t) = x(t : +∞, x0, u) , ‖x0‖ ≤ δ.Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì �óíêöèîíàëà I îïðåäåëÿåòñÿ òàê: ñóùåñòâóåò óïðàâëåíèå
u0(t, x) òàêîå, ÷òî

+∞∫

T

G0(t, x(t)− x0, u0(t, x(t)− x0))dt ≤
+∞∫

T

G0(t, x(t)− x0, u(t, x(t)− x0))dt,ïðè âñåõ u ∈ K, x(t) = x(t : +∞, x0, u), ‖x0‖ ≤ δ.Òîãäà u0 = u0(t, x) îïòèìàëüíî ñòàáèëèçèðóåò ðåøåíèå x = 0 â êëàññå äîïóñòèìûõóïðàâëåíèé K .Òåïåðü ïîñòàíîâêà îñíîâíîé çàäà÷è èìååò ÷åòêóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ �îðìóëèðîâêó. Âîáùåì ñëó÷àå ýòî îïðåäåëåíèå êàæäûé ðàç â êîíêðåòíîé çàäà÷å òðåáóåò óòî÷íåíèÿ. Çàìå-òèì, ÷òî çäåñü àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ x = 0 íåò, è ïîýòîìó, ïîòðåáîâà-ëîñü íîâîå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîé ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíîãî äâèæåíèÿ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü âñå òðåáîâàíèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è, â ÷àñòíîñòè, ìîæíîïîòðåáîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ìàæîðàíòû è íàëè÷èå óðàâíåíèÿ ñðàâíåíèÿ âèäà
dz

dt
= λ(t, z, v), z ≥ 0, v = ‖u‖. (1.3)äëÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ

dx

dt
= f(t, x, u), (1.4)ãäå u ∈ K , x ∈ R

n , K � êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, u(t) ∈ V , f ∈ Cp,q([T,+∞) ×
Rn × Rm,Rn)(p, q ≥ 0), f(t, 0, u) ≡ 0 .Ïðè íåêîòîðûõ îãðàíè÷åíèÿõ [2℄ ìîæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíèìîñòü âñåõ óñëîâèé, ïðèêîòîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ îñíîâíàÿ çàäà÷à. Äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáóåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìà-æîðàíòû è äëÿ �óíêöèè G0(t, x, u), ‖G0(t, x, u)‖ ≤ λ0(t, ‖x‖, ‖u‖), λ0 ∈ C([T,+∞)×R1

+×
R1

+,R
1
+), λ0(t, α1, ‖u‖) ≤ λ0(t, α2, ‖u‖), α1 ≤ α2.Íàëè÷èå ìàæîðàíòû îáóñëîâëåíî ñêîðåå, ïðàêòè÷åñêèìè çàäà÷àìè, ÷åì òåîðåòè÷åñêîéïîòðåáíîñòüþ ìàòåìàòèêè. Ìàæîðàíòà ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëüíèöåé �óíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ,êîòîðûìè îáëàäàþò �óíêöèè èç �îðìóëèðîâêè çàäà÷è. Äåéñòâèòåëüíî, èìåííî â ïðàê-òè÷åñêèõ çàäà÷àõ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå çàäàíèÿ íåèçâåñòíû, à èõ ìàæîðàíòû çàäàþòñÿêàê ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.Óòî÷íèì êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé K . Â �îðìóëèðîâêå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþò-ñÿ ëèøü òîëüêî óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ, áîëåå îáùèå êëàññû òðåáóþò óòî÷íåíèÿ�îðìóëèðîâêè. Åùå ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî

‖u(t, x)‖ ≤ µ‖x‖,ãäå µ � ìèíèìàëüíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, îáåñïå÷èâàþùåå ýòî íåðàâåíñòâî äëÿ äàí-íîãî óïðàâëåíèÿ ïðè ëþáîì T ≤ t < +∞.Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ îñíîâíàÿ çàäà÷à èìååò ðåøåíèå?Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



58 Ä. Ê. ÅãîðîâàÏóñòü λ0(t, z, µ) ≤ λ0(t, z, µ0) , 0 ≤ µ, µ 6= µ0 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî x0, ||x0|| ≤ δ0 , ||x(t :
+∞, x0, u)− x0|| ≤M(δ0, µ0) è ïðè µ = µ0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

I ≤
+∞∫

T

λ0(t,M(δ0, µ), µ)dt,ñóùåñòâîâàíèå �óíêöèè M âûòåêàåò èç àáñîëþòíî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (1.1).Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèå u ∈ K óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà: ||u(t1, x1) −
u(t2, x2)|| ≤ L1|t1 − t2|+ L2||x1 − x2||; L1, L2 − const. Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî

S(t) = {(x(t : +∞, x0, u), u) : ||x0|| ≤ δ0, u ∈ K, T ≤ t < +∞}ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî [3℄. Ïîýòîìó íåïðåðûâíûé �óíêöè-îíàë Ir íà Sr(t) = S(t), T ≤ t ≤ r

Ir =

r∫

T

G0(s, x(s : +∞, x0, u)− x0, u(s, x(s : +∞, x0, u)− x0))dsïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè ëþáîì r ≥ T . Ïóñòü îí äîñòèãàåòñÿâ òî÷êå (x0(t : +∞, x0, u0), u0(t, x0(t : +∞, x0, u0))), T ≤ t ≤ r. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0ñóùåñòâóåò ïàðà
(x(t : +∞, x0, u), u(t, x(t : +∞, x0, u))), T ≤ t ≤ r òàêàÿ, ÷òî

G0(t, x(t : +∞, x0, u)− x0, u(t, x(t : +∞, x0, u)− x0)) <

< G0(t, x0(t : +∞, x0, u0)− x0, u(t, x(t : +∞, x0, u0)− x0)) + ε, T ≤ t ≤ r.Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn(t : +∞, x0, un), un(t, xn(t : +∞, x0, un))), (1.5)ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ïðè n→ +∞ íà ñåãìåíòå T ≤ t ≤ r ê ïàðå

(x0(t : +∞, x0, u0), u0(t, x0(t : +∞, x0, u0))), T ≤ t ≤ r. (1.6)�àññìàòðèâàÿ âëîæåííóþ ñèñòåìó ñåãìåíòîâ [T, r] ⊂ [T, r1] ⊂ ... ⊂ [T, rn] ⊂ ..., rn >
rn−1, r0 = r, ïîëó÷èì: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1.5) ïðè n → +∞ íà ïîëóîñè T ≤ t < +∞ñõîäèòñÿ ê ïàðå (1.6) ðàâíîìåðíî íà ëþáîì ñåãìåíòå èç [T,+∞) . Ïîýòîìó ñóùåñòâóåòìèíèìóì �óíêöèîíàëà I :

+∞∫

T

G0(s, x0(s : +∞, x0, u0)− x0, u0(s, x0(s : +∞, x0, u0)− x0))ds ≤

≤
+∞∫

T

G0(s, x(s : +∞, x0, u)− x0, u(s, x(s : +∞, x0, u)− x0))dsïðè âñåõ u ∈ K. Òîãäà (1.6) ìîæíî íàéòè ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà ìàêñèìóìà [4℄.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



59Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Âîñêðåñåíñêèé Å.Â. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. � Ñàðàíñê: Èç�âî ÑÂÌÎ, 2001.� 300 ñ.2. Åãîðîâà Ä.Ê., Ñóõàðåâ Ë.À. Îïòèìàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ ïðîãðàììíûõ äâèæåíèéè ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ óïðàâëÿå-ìûõ ïðîöåññîâ // Òðóäû Ñðåäíåâîëæñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà. � 2005.� Ò. 7,� 1. � C. 263�273.3. Âîñêðåñåíñêèé Å.Â. Î ïîëèíîìèàëüíûõ àòòðàêòîðàõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü-íûõ óðàâíåíèé. Ïðåïðèíò � 11. Ñàðàíñê: Èç�âî ÑÂÌÎ, 1998. � 22 ñ.4. Àëåêñååâ Â.Ì., Òèõîìèðîâ Â.Ì., Ôîìèí Ñ.Â. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå. � Ì.: Íàóêà,1979. � 384 .

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



60About optimal stabilization of programming motion.© D. K. Egorova2Abstrat. The optimal stabilization of programming motion with majorant and absolutelyuniformly bounded of solutions is onsidered in this work.Key Words: the programming motion, absolutely uniformly bounded of solutions, majorant.Referenes1. Voskresensky E.V. Asymptoti methods: the theory and appendies. � Saransk: SVMO, 2001.� 300 p.2. Egorova D.Ê., Suharev L.À. Optimum stabilization of motions programs and mathematial modellingdynamis statistial results operated proesses // SVMO. � 2005.� Ò. 7, � 1. � P. 263�273.3. Voskresensky E.V. About polynomials attrator ordinary di�erential equations. Preprint � 11. Saransk:SVMO, 1998. � 22 p.4. Alekseev V.M., Tihomirov V.M., Fomin S.V. Optimal ontrol. � Ì.: Siene, 1979. � 384 p.2Assoiate professor of applied mathematis har, Mordovian State University after N. P. Ogarev, Saransk;dar-ego�rambler.ru.

MVMS journal. 2010. V. 12, No. 2



Î ïîñòðîåíèè êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû äàííûõ 61ÓÄÊ 517.9Î ïîñòðîåíèè êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçûäàííûõ© Î. Å. Êàëåäèí1, Ë. À. Ñóõàðåâ2Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå îïðåäåëÿåòñÿ êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû äàííûõ; ïîêàçàíîêàê åãî ïîñòðîèòü íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå ìåòîäîì ëîìàíûõ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå, áàçû äàííûõ.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿÂ ðàáîòå [1℄ Å. Â. Âîñêðåñåíñêîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ áàçû äàííûõ, êîòîðûå ïîðîæäà-þòñÿ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûìè âåêòîð-�óíêöèÿìè x : I0 → R
n , x ∈ Q , Q ⊂ AC(I0)� êëàññ àáñîëþòíî-íåïðåðûâíûõ âåêòîð-�óíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà I0 = [T0, T1] . Ïàðà

(I0, Q) ïîðîæäàåò äè��åðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå
dx

dt
∈ F (t, x), T0 6 t 6 T1, ‖x‖ < R0. (1.1)äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ x(t : t0, x0) Çàðåìáû [2℄.Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Êîìïàêò I0 = [T0, T1] íàçûâàåòñÿ íåóïðàâëÿåìûì ïðî-ìåæóòêîì äëÿ (1.1).Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé íà íåóïðàâëÿåìîì ïðîìåæóòêå ðàññìîò-ðèì ñåòêó

St = {ti : T0 = t0 < t1 < . . . < ti < . . . < tm = T1},ãäå ti � óçëû. Ïóñòü x : I0 → Rn � àáñîëþòíî-íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, òàêàÿ ÷òî
x(ti)

def
= xi . XT0,T1 = {xi : i = 0, m} � áàçà äàííûõ.Òàêèì îáðàçîì âåêòîð-�óíêöèÿ x(k) ∈ Q , k = 0, l ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùèå áàçûäàííûõ íà ñåòêå St.Â îáëàñòè P{(t, x) : T0 6 t 6 T1, x ∈ Rn, ‖x‖ < R0} ïî÷òè âñþäó èìåþò ìåñòîíåðàâåíñòâà

µ(t, x) 6
dx

dt
6 λ(t, x), (1.2)ãäå λ è µ íåïðåðûâíûå âåêòîð-�óíêöèè, êâàçèìîíîòîííî íåóáûâàþùèå ïî ïåðåìåííîé

x . Çäåñü dx

dt
� ïðîèçâîäíàÿ âåêòîð-�óíêöèè x ∈ Q , ðåàëèçóþùåé áàçó äàííûõ XT0,T1 .Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî µ, λ ∈ C(P ) è óðàâíåíèÿ

dy

dt
= λ(t, y) , (1.3)

dz

dt
= µ(t, z) (1.4)1Ïðîãðàììèñò êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíèÍ. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; kaledinoe�gmail.om.2Çàâåäóþùèé êà�åäðîé àëãåáðû è ãåîìåòðèè, Ìîðäîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíèÍ. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê; suharev_la�mail.ru. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



62 Î. Å. Êàëåäèí, Ë. À. Ñóõàðåâîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ñâîè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì äàííûì (t0, y0) , (t0, z0) : y(t : t0, y0) ,
z(t : t0, z0) , ãäå t0 6 t 6 T1 . Ïóñòü Rn ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åíî: x > y , åñëè xi > yi ,
x = colon(x1, . . . , xn) , y = colon(y1, . . . , yn) .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Óðàâíåíèÿ (1.3) è (1.4) áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿìèñðàâíåíèÿ äëÿ áàçû äàííûõ XT0,T1 .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïóñòü Comp Rn � ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïóñòûõêîìïàêòîâ èç Rn , íàäåëåííîå ìåòðèêîé Õàóñäîð�à, T0 6 t 6 T1 , F : P → Comp Rn èåñëè y ∈ F (t, x) , òî µ(t, x) 6 y 6 λ(t, x) . Òîãäà F � ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ è âêëþ÷åíèå

dx

dt
∈ F (t, x) (1.5)áóäåì íàçûâàòü äè��åðåíöèàëüíûì âêëþ÷åíèåì áàçû XT0,T1 , x ∈ AC(I0) .Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ (t0, x0) ∈ P ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãîâêëþ÷åíèÿ (1.5) x(t) = x(t; t0, x0) , x ∈ AC(I0) . Åñëè îáëàñòü P çàìêíóòà è îãðàíè÷åíàè (t0, x0) � âíóòðåííÿÿ òî÷êà, òî ðåøåíèå x(t) ìîæíî ïðîäîëæèòü âëåâî è âïðàâî äîâûõîäà íà ãðàíèöó P [2℄.Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Ìíîæåñòâî K = {x(t) : z(t : T0, z0) 6 x(t) 6 y(t :

T0, y0), T0 ≤ t ≤ T1}, ãäå z0 = min x(T0), y0 = maxx(T0). íàçûâàåòñÿ êîíóñîì âîçìîæíûõòðàåêòîðèé íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå.

� è ñ ó í î ê 1.1Êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèéÂåðõíåé ãðàíèöåé êîíóñà áóäåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ dy

dt
= λ(t, y) ñ íà÷àëüíûìè äàí-íûìè (T0, y0 = maxx(t), t = T0, à íèæíåé � dz

dt
= µ(t, z) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè

(T0, z0 = min x(t), t = T0.Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå êîíóñà âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ( êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøå-íèé) íà íåóïðàâëÿåìîì ó÷àñòêå ñîäåðæèò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ z0 è y0 ïðè t = T0, êîòîðûåâ îáùåì ñëó÷àå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà x0 óäîâëå-òâîðÿåò óñëîâèþ z0 ≤ x0 ≤ y0, òåì ñàìûì îáðàçóÿ ñå÷åíèå èíòåãðàëüíîé âîðîíêè ïðè
t = T0 [2℄.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Î ïîñòðîåíèè êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ áàçû äàííûõ 632. ÏðèìåðûÄëÿ áàçû äàííûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå äè��åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ, êîòîðîå ñîâïà-äàåò ñ âåðõíåé èëè íèæíåé ãðàíèöåé.Ï ð è ì å ð 2.1. Ïóñòü áàçà äàííûõ XT0,T1 çàäàíà íà ñåãìåíòå [T0, T1] .t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 2 5 6 6 7 6 6.1 5.3 5 62 2 5 5 4.5 4 3 3 2 1 23 2 1.9 2 2 3 2 2 1 0 14 2 5 4 3.8 3 2 2 1 0.7 05 2 5 5.1 5 5 4 4 3 2 3Òàáëèöà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 3 1 0 1 -1 0.1 -0.8 -0.3 1 0.62 3 0 -0.5 -0.5 -1 0 -1 -1 1 0.23 -0.1 0.1 0 1 -1 0 -1 -1 -1 0.14 3 -1 -0.2 -0.8 -1 0 -1 -0.3 -0.7 05 3 0.1 -0.1 0 -1 0 -1 -1 1 0.3Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ðàçáèåíèÿ ñåò-êè çàïèñàíû â òàáëèöå:t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10max 3 1 0 1 -1 0.1 -0.8 -0.3 1min -0.1 -1 -0.5 -0.8 -1 0 -1 -1 -1Çíà÷åíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé â óçëàõ ñåòêè çàïèñàíû â òàáëèöå:t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10max 2 5 6 6 7 6 6.1 5.3 5 6min 2 1.9 0.9 0.4 -0.4 -1.4 -1.4 -2.4 -3.4 -4.1Íà ðèñóíêå 2.1 èçîáðàæåí êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé, ïðè÷åì ïåðâàÿ ñòðîêà èç áàçûäàííûõ â óçëàõ ðàçáèåíèÿ ñîâïàäàåò ñ âåðõíåé ãðàíèöåé êîíóñà. Êðîìå òîãî, â äàííîìñëó÷àå z0 = y0 è âåõðíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû âûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè.

Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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� è ñ ó í î ê 2.1Ï ð è ì å ð 2.2. Áàçà äàííûõ XT0,T1 çàäàíà íà ñåãìåíòå [T0, T1] ñëåäóþùåé òàá-ëèöåé: t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 2 1.5 1 0.5 0.5 1 0 1 1 02 2 4 4.5 4.5 4.5 5 4 5 6 53 5 5 4.5 4 5 5.5 4,5 5,5 6 54 2 4 4.5 4.5 4.5 5 4 5 6 55 2 3 4.5 4.5 4.5 5 4 6 6 5Òàáëèöà ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé:t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 -0,5 -0.5 -0.5 0 0.5 -1 1 0 -1 02 2 0.5 0 0 0.5 -1 1 1 -1 0.53 0 -0.5 -0.5 1 0.5 -1 1 0.5 -1 0.54 2 0.5 0 0 0.5 -1 1 1 -1 0.55 1 1.5 0 0 0.5 -1 2 0 -1 0.5Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà ðàçáèåíèÿ ñåòêèçàïèñàíû â òàáëèöå: t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10max 2 1.5 0 1 0.5 -1 2 1 -1min -0.5 -0.5 -0.5 0 0.5 -1 1 0 -1Áàçà äàííûõ ñîäåðæàùàÿ çíà÷åíèÿ êîíóñà âîçìîæíûõ ðåøåíèé â óçëàõ ñåòêè âûãëÿäèòñëåäóþùèì îáðàçîì: t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10max 5 7 8.5 8.5 9.5 10 9 11 12 11min 2 1.5 1 0.5 0.5 1 0 1 1 0Íà ðèñóíêå 2.2 èçîáðàæåí êîíóñ âîçìîæíûõ ðåøåíèé äëÿ ýòîé áàçû äàííûõ. Â äàííîìïðèìåðå âåêòîð-�óíêöèÿ x(t) çàäàííàÿ ïåðâîé ñòðîêîé áàçû äàííûõ ñîâïàäàåò ñ íèæíåéãðàíèöå êîíóñà.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ . . . 67ÓÄÊ 519.6..517.977.58Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè ñóïðàâëåíèÿìè â êîý��èöèåíòå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà èïðàâîé ÷àñòè© Ô. Â. Ëóáûøåâ1, À. �. Ìàíàïîâà2Àííîòàöèÿ. Èçëàãàåòñÿ ìåòîä ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè è ðåãóëÿðèçàöèè íåëèíåéíîé çà-äà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ãðà-íè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè Ω ⊂ R2 .Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, íåñàìîñîïðÿæåí-íûé îïåðàòîð, ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, ðåãóëÿðèçàöèÿ, âûïóêëàÿ îáëàñòü, �óíêöèîíàë,ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.1. ÂâåäåíèåÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.Óïðàâëÿåìûå ïðîöåññû îïèñûâàþòñÿ ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãîóðàâíåíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà â ïðîèçâîëüíîé âûïóêëîé îáëàñòè. Óïðàâëåíèÿ ñîäåðæàò-ñÿ â êîý��èöèåíòå íåëèíåéíîãî ÷ëåíà è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Ïîñòðîåíûè èññëåäîâàíû ðàçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, óñòàíîâëåíûîöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî ñîñòîÿíèþ è �óíêöèîíàëó, ñëàáàÿ ñõîäè-ìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. Ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ àïïðîêñèìàöèé.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è èõ êîððåêòíîñòüÏóñòü Ω ⊂ R
2 � âûïóêëàÿ îáëàñòü ïðîèçâîëüíîé �îðìû ñ ãðàíèöåé Γ , ïðèíàäëåæà-ùåé êëàññó C2 . Ïóñòü óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ íåñàìîñî-ïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè Ω :

Lu = −
2∑

α=1

∂

∂ξα

(
kα(ξ)

∂u

∂ξα

)
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
+ d(ξ)q(u) = f(ξ), ξ ∈ Ω,

u(ξ) = 0, ξ ∈ Γ.

(2.1)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî kα, bα, q , α = 1, 2 � çàäàííûå �óíêöèè; g = (g1, g2) = (f, d) ∈
B = L2(Ω)× L∞(Ω) - óïðàâëåíèå. Îòíîñèòåëüíî çàäàííûõ �óíêöèé áóäåì ïðåäïîëàãàòü:
kα ∈ W 1

∞(Ω) è kα(ξ) ≥ ν > 0 , α = 1, 2 , ξ ∈ Ω , bα ∈ L∞(Ω) : ζα ≤ bα(ξ) ≤ ζα ï.â. íà Ω ,
α = 1, 2 ; q îïðåäåëåíà íà R ñî çíà÷åíèÿìè â R , q(0) = 0 , 0 ≤ q0 ≤

[
q(s1)− q(s2)

]
/(s1 −

s2) ≤ Lq <∞, äëÿ âñåõ s1, s2 ∈ R, s1 6= s2 .1Ïðî�åññîð êà�åäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ó�à;v.lubyshev�mail.ru.2Äîöåíò êà�åäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè, Áàøêèðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Ó�à;aygulrm�mail.ru. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



68 Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. �. ÌàíàïîâàÏîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (2.1) , îòâå÷àþùèõ âñåâîçìîæíûìäîïóñòèìûì óïðàâëåíèÿì
g ∈

2∏

k=1

Uk = U ⊂ B = L2(Ω)× L∞(Ω), U1 =
{
f ∈ L2(Ω) : ζ3 ≤ f(ξ) ≤ ζ3 ï.â. íà Ω

}(2.2)èëè
U1 =

{
f ∈ L2(Ω) : ‖f‖ ≤ R

}
, (2.3)

U2 =
{
d ∈ L∞(Ω) : ζ4 ≤ d(ξ) ≤ ζ4 ï.â. íà Ω

}
,ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë

J(g) =

∫

Ω

|u(ξ, g)− u0(ξ)|2 dΩ. (2.4)Çäåñü u0 ∈ W 1
2 (Ω) - çàäàííàÿ �óíêöèÿ, à R, ν , ζk, ζk , k = 1, 4 - çàäàííûå ÷èñëà, R > 0 ;ï.â. - ïî÷òè âñþäó.Ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
−m ≤ ζ1 ≤ ζ1 ≤ m, −q ≤ ζ2 ≤ ζ2 ≤ q, m, q = onst > 0;

ζk ≤ ζk, ζk, ζk = onst, k = 3, 4;

δ0 = max
ε1, ε2 > 0
ε1 + ε2 ≤ ν

{
ν − (ε1 + ε2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ε1
− p2

4ε2

}
> 0; D = diam Ω. (2.5)Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1) ïðè �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈ U ïîíèìàåòñÿ �óíê-öèÿ u ≡ u(g) ∈

◦

W 1
2 (Ω) ≡ V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ∀η ∈ V òîæäåñòâó

A(u, η) =

∫

Ω

{ 2∑

α=1

kα(ξ)
∂u

∂ξα

∂η

∂ξα
+

2∑

α=1

bα(ξ)
∂u

∂ξα
η + d(ξ)q(u)η

}
dΩ =

∫

Ω

f(ξ)ηdΩ = l(η). (2.6)Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (2.1) îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìà â ◦

W 1
2 (Ω) ïðè êàæ-äîì �èêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè g ∈ U (ñì. [1] ). Èç ðåçóëüòàòîâ â [1] ñëåäóåò, ÷òî îáîá-ùåííîå (èç ◦

W 1
2 (Ω) ) ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ïðèíàäëåæèò òàêæå ïðîñòðàíñòâó W 2

2,0(Ω) èäëÿ ëþáîãî g ∈ U ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà
‖u(g)‖W 2

2 (Ω) ≤ C‖f‖L2(Ω). (2.7)×åðåç C çäåñü è â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, íå çàâèñÿ-ùèå îò óïðàâëåíèÿ g , øàãîâ ââîäèìûõ äàëåå ñåòîê è îò ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ Φh ∈ Uh ;
W 2

2,0(Ω) = W 2
2 (Ω)∩

◦

W 1
2 (Ω) .Îòìåòèì, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.5) ãàðàíòèðóåò êîýðöèòèâíîñòü áèëèíåéíîé �îð-ìû A(u, η) íà ◦

W 1
2 (Ω) (ñì. òàêæå [1] , [2] ).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ . . . 69Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è îïòè-ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1) - (2.4) . Òîãäà ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî îïòèìàëü-íîå óïðàâëåíèå g∗ ∈ U çàäà÷è (2.1) - (2.4) , ò.å. J∗ = inf
{
J(g) : g ∈ U

}
> −∞ ,

U∗ =
{
g∗ ∈ U : J(g∗) = J∗

}
6= ∅ , ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà U∗ �óíêöèîíàëà öå-ëè J(g) ñëàáî êîìïàêòíî â H = L2 (Ω) . Ëþáàÿ ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü{

g(n)
}∞
n=1

⊂ U ñëàáî â H ñõîäèòñÿ êî ìíîæåñòâó U∗ òî÷åê ìèíèìóìà �óíêöèîíàëà
J(g) .Îòìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû 2.1. ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) - (2.4) , íîðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííûì.3. �àçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ. ÊîððåêòíîñòüàïïðîêñèìàöèéÂ ñâÿçè ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìîòðèì âîïðîñ îáàïïðîêñèìàöèè áåñêîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷ (2.1) - (2.4) ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè êîíå÷íîìåð-íûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Â îáëàñòè Ω ïîñòðîèì ñåòêó ω . Äëÿ ýòîãî ïðîâåäåìïîñòðîåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿì â [3]−[6] . Ââåäåì íîâîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íàìíîæåñòâå ñåòî÷íûõ �óíêöèé H ′

∗h , îïðåäåëåííûõ â ïîòîêîâûõ óçëàõ x′ = x(±0.5α) ∈ ω′
α ,

α = 1, 2 (ñì. òàì æå)
(v, η)′ =

2∑

α=1

∑

x∈ω′
α

v(x′)z(x′)h(+0.5)
α h3−αè îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå ◦

H∗h ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà L2 (ω) è ◦

W 1
2 (ω) ñåòî÷íûõ�óíêöèé ñ íîðìàìè

‖y‖L2(ω) =
√
(y, y)0 =

(∑

x∈ω

y2(x)mes e(x)

)1/2

, ‖y‖∗,ω =
√

(y, y)∗,

‖y‖2W 1
2 (ω)

= ‖∇hy‖2L2(ω′) + ‖y‖2L2(ω),ãäå ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ v = ∇hy ∈ H ′
∗h òàêàÿ, ÷òî v(x′) = ∇hy(x

′) = y
(+0.5α)
xα ïðè x′ =

x(±0.5α) ∈ ω′
α , α = 1, 2 è ‖∇hy‖2L(ω′) = (∇hy,∇hy)

′ ; òàê ÷òî
‖y‖2W 1

2 (ω)
=

2∑

α=1

∑

x′∈ω′
α

[
y(+0.5α)
xα

]2
h(+0.5)
α h3−α +

∑

x∈ω

y2(x)mes e(x).×åðåç C(ω) îáîçíà÷èì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñåòî÷íûõ �óíêöèé y(x) , çàäàííûõ íà ñåòêå
ω ñ íîðìîé

‖y‖C(ω) = max
ω

|y(x)|.Çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (2.1) - (2.4) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ñëåäóþùóþ ðàç-íîñòíóþ àïïðîêñèìàöèþ: ìèíèìèçèðîâàòü �óíêöèîíàë
Jh(Φh) =

∑

x∈ω

∣∣y(x; Φh)− uh0(x)
∣∣2mes e(x), (3.1)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



70 Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. �. Ìàíàïîâàïðè óñëîâèÿõ, ÷òî ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ y(x) = y(x; Φh) ∈
◦

W 1
2 (ω) , íàçûâàåìàÿ ðåøåíèåìðàçíîñòíîé êðàåâîé çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿåò äëÿ ëþáîé ñåòî÷íîé �óíêöèè v(x) ∈

◦

W 1
2 (ω)ñóììàòîðíîìó òîæäåñòâó

Ah(y, v) =

2∑

α=1

∑

x′∈ω′
α

a(+0.5α)
α (x) y

(+0.5α)
xα

v
(+0.5α)
xα

h(+0.5)
α h3−α+

+

2∑

α=1

∑

ω

bhα(x)y◦
xα
v mes e(x) +

∑

ω

dh(x) q(y) vmes e(x) =
∑

ω

Φh(x) v mes e(x) = lh(v),(3.2)à ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φh(x) òàêîâî, ÷òî
Φh(x) ∈

2∏

k=1

Ukh = Uh ⊂ Bh = L2(ω)× L∞(ω), U1h =
{
Φ1h(x) ∈ L2(ω) : ζ3 ≤ Φh(x) ≤ ζ3

}
,(3.3)èëè

U1h =
{
Φ1h(x) ∈ L2(ω) :

∥∥Φh

∥∥
L2(ω)

≤ R
}
. (3.4)

U2h =
{
Φ2h(x) ∈ L∞(ω) : ζ4 ≤ Φh(x) ≤ ζ4

}Çäåñü α(±0.5α)(x) , α = 1, 2 - ñåòî÷íûå àïïðîêñèìàöèè �óíêöèé kα(ξ) , α = 1, 2 , ξ ∈ Ω âïîòîêîâûõ òî÷êàõ x′ = x(±0.5α) ∈ ω′
α , α = 1, 2 , îïðåäåëÿåìûå ïî �îðìóëàì:

a(±0.5α)
α (x) =

1

l
(±0.5α)
α

∫

l
(±0.5α)
α

kα(ξ) dl äëÿ l(±.5α)
α 6= 0,

a(±0.5α)
α (x) =

1

∆l

∫

∆l

kα(ξ) dl äëÿ l(±0.5α)
α = 0,

(3.5)à uh0(x) - ñåòî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ äëÿ u0(ξ) , âû÷èñëÿåìàÿ ïî �îðìóëå
uh0(x) =

1

mes e(x)

∫

mes e(x)

u0(ξ) dξ, x ∈ ω. (3.6)Ôóíêöèè α(±0.5α)(x) âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ ïåðâîãî ðîäàâäîëü l
(±0.5α)
α è ∆l , öåëèêîì ëåæàùèõ â Ω .Íèæå âñþäó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

δ0 = max
ε1, ε2 > 0
ε1 + ε2 ≤ σ

{
ν − β(ε1 + ε2)

D2
+ ζ3 −

m2

4ε1
− p2

4ε2

}
> 0, (3.7)

σ = v/β , β = h1/h
∗
1 + h2/h

∗
2 , h∗α = min

x∈ω
h(±0.5α)
α , α = 1, 2 , èç êîòîðîãî ñëåäóåò ñïðàâåäëè-âîñòü óñëîâèÿ (2.5) .Ò å î ð å ì à 3.1. Çàäà÷à î íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.2) ïðè �èê-ñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh ýêâèâàëåíòíà ðåøåíèþ îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ Ahy =

Fh , ãäå îïåðàòîð Ah è ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ Fh îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè
(
Ahy, v

)
W 1

2 (ω)
= Ah(y, v),

(
Fh, v

)
W 1

2 (ω)
= lh(v), ∀v ∈

◦

W 1
2 (ω); (3.8)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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W 1
2 (ω) ïðè êàæäîì Φh ∈ Uh è èìååò ìåñòîàïðèîðíàÿ îöåíêà

‖y(Φh)‖W 1
2 (ω)

≤ C‖Φh‖L2(ω). (3.9)4. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ, ïîãðåøíîñòè ñå-òî÷íîãî �óíêöèîíàëà, ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèé ïî�óíêöèîíàëó, ñõîäèìîñòü ïî óïðàâëåíèþ. �åãóëÿðèçàöèÿ àï-ïðîêñèìàöèéÏîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ψh ñõåìû (3.2) ïðè �èê-ñèðîâàííîì óïðàâëåíèè Φh ∈ Uh , à òàêæå óñòàíîâèì àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè
z = y − u äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé Φh ∈ Uh è g ∈ U íà ðåøåíèÿõ u(ξ) ∈ W 2

2,0(Ω) .Ïóñòü u(ξ) ∈ W 2
2,0(Ω) - ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) , îòâå÷àþùåå óïðàâëåíèþ g ∈ U , à

y(x) ∈
◦

W 1
2 (ω) - ðåøåíèå ñåòî÷íîé çàäà÷è (3.2) , îòâå÷àþùåå ñåòî÷íîìó óïðàâëåíèþ Φh ∈

Uh .Îáîçíà÷èì ÷åðåç z(x) = y(x)−u(x) - ïîãðåøíîñòü ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ. Äëÿ �óíêöèè
z(x) ïîëó÷èì çàäà÷ó: Ahz = ψh , x ∈ ω , ãäå îïåðàòîð Ah îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì (3.8) ,à ψh = Fh − Ahu - ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè ðàçíîñòíîé ñõåìû (3.2) ïî ñîñòîÿíèþîïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

(
ψh, v

)
W 1

2 (ω)
= lh(v)−Ah(u, v), ∀v ∈

◦

W 1
2 (ω). (4.1)Ë å ì ì à 4.1. Ïóñòü u(ξ) ∈ W 2

2,0(Ω) è y(x) ∈
◦

W 1
2 (ω) - ñîîòâåòñòâåííî ðåøåíèÿçàäà÷ (2.1) è (3.2) ïðè �èêñèðîâàííûõ óïðàâëåíèÿõ g ∈ U è Φh ∈ Uh . Òîãäà ïîãðåø-íîñòü àïïðîêñèìàöèè ñõåìû (3.2) ïî ñîñòîÿíèþ ïðåäñòàâèìà â âèäå

(ψh, v)W 1
2 (ω)

= −(η,∇v)′ − 1

2

2∑

α=1

[(
B(+0.5α)

α , v
)
0
+
(
B(−0.5α)

α , v
)
0

]
+
(
Qh, v

)
0
+
(
Dh, v

)
0
,(4.2)ãäå

η(±0.5α) = η(±0.5α)(x) =
(
aαuxα

)(±0.5α) −W (±0.5α)
α , åñëè l(±0.5α)

α = h3−α;

η(±0.5α) =
(
aαuxα

)(±0.5α)−W (±0.5α)
α +

(
1− l

(±0.5α)
α

h3−α

)(
W (±0.5α)

α −W̃α

)
, åñëè 0 < l(±0.5α)

α < h3−α;

η(±0.5α) =
(
aαuxα

)(±0.5α) − W̃α, åñëè l(±0.5α)
α = 0;

W̃α =
1

∆l

∫

∆l

kα(ξ)
∂u(ξ)

∂ξα
dl; W (±0.5α)

α =
1

l
(±0.5α)
α

∫

l
(±0.5α)
α

kα(ξ)
∂u(ξ)

∂ξα
dl; (4.3)

B
(±0.5α)
h (x) = bhα(x) u

(±0.5α)
xα

− 1

mes e(x)

∫

e(x)

bα(ξ)
∂u(ξ)

∂ξα
dξ, α = 1, 2;

Qh(x) = Φ2h(x)q(u)−
1

mes e(x)

∫

e(x)

g2(ξ)q(u)dξ;

Dh(Φh, g, x) = Φ1h(x)−
1

mes e(x)

∫

e(x)

g1(ξ)dξ.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



72 Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. �. ÌàíàïîâàË å ì ì à 4.2. Ïóñòü u(ξ) ∈ W 2
2 (Ω) . Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè

‖u(±0.5α)
xα

‖L2(ω) ≤ C
[
|h| |u(ξ)|W 2

2 (Ω) + |u(ξ)|W 1
2 (Ω)

]
, α = 1, 2,

‖u‖L2(ω) ≤ C
[
|h|2 |u(ξ)|W 2

2 (Ω) + |h| |u(ξ)|W 1
2 (Ω) + ‖u(ξ)‖L2(Ω)

]
,

(4.4)ãäå ÷åðåç | · |W k
2 (Ω) îáîçíà÷åíû ïîëóíîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ W k

2 , k = 1, 2 .Ïóñòü Rh
ω gk , k = 1, 2 - äèñêðåòèçàöèè íà ñåòêå ω óïðàâëåíèé gk , k = 1, 2 ïî �îðìó-ëàì

Rh
ω gk(x) =

1

mes e(x)

∫

e(x)

gk(t)dt1 dt2, k = 1, 2. (4.5)ßñíî, ÷òî åñëè gk ∈ Uk , ãäå ìíîæåñòâà Uk èìåþò âèä (2.2) , òî Rh
ω gk ∈ Ukh , ãäåìíîæåñòâà Ukh èìåþò âèä (3.3) .Ë å ì ì à 4.3. Ïóñòü kα(ξ), bα(ξ), gα(ξ) ∈ L∞(Ω) , α = 1, 2 , ðåøåíèå çàäà÷è (3.2)ïðèíàäëåæèò êëàññó W 2

2,0(Ω) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
‖η(x′)‖L2(ω′) ≤ |h|‖kα(ξ)‖L∞(Ω)‖u(g)‖W 2

2 (Ω), α = 1, 2,

‖B±0.5α(x)
h ‖L2(ω) ≤ C|h|‖bα(ξ)‖L∞(Ω)‖u(g)‖W 2

2 (Ω), α = 1, 2, (4.6)
‖Qh(x)‖L2(ω) ≤ C

[
|h| ‖g2‖L∞(Ω) +

∥∥Φ2h −Rh
ω g2

∥∥
C(ω)

]
‖u(g)‖W 2

2 (Ω).Àïðèîðíóþ îöåíêó ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ óñòàíàâëèâàåòÒ å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü u(ξ) = u(ξ, g) è y(x) = y(x,Φh) - ðåøåíèÿ çàäà÷ (2.1) -(2.4) è (3.2) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ óïðàâëåíèé g ∈ U è Φh ∈ Uh ñïðàâåäëèâàîöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ïî ñîñòîÿíèþ
‖y(Φh)− u(g)‖W 1

2 (ω)
≤ C

{[
|h|
(

2∑

α=1

‖kα‖L∞(Ω)
+ ‖g2‖L∞(Ω)

+

+

2∑

α=1

‖bα‖L∞(Ω)

)
+
∥∥Φ2h − Rh

ω g2
∥∥
C(ω)

]
‖u(g)‖W 2

2 (Ω) + ‖Φ1h −Rh
ω g1‖L2(ω)

}
.

(4.7)Èñïîëüçóÿ äîêàçàííûå âûøå óòâåðæäåíèÿ ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñõîäèìîñòè àïïðîê-ñèìàöèé ïî �óíêöèîíàëó è àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ). Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáÿòñÿíåêîòîðûå îöåíêè. Ïóñòü v(x) ñåòî÷íàÿ �óíêöèÿ, çàäàííàÿ íà ñåòêå ω . Ââåäåì â ðàñ-ñìîòðåíèå îáëàñòü Ω0 =
⋃

x∈ω

e(x) ⊂ Ω , îáðàçîâàííóþ îáúåäèíåíèåì ïëîùàäîê e(x) ⊂ Ωè ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå v(x) �óíêöèè v(x) , x ∈ ω íà Ω0 , ïîëàãàÿ
v(t) = v(x), t ∈ e(x), x ∈ ω .Ë å ì ì à 4.4. Ïóñòü u0(t) ∈ L2(Ω) , u(t) ∈ W 2

2 (Ω) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
∥∥uh0
∥∥
L2(ω)

≤ ‖u0‖L2(Ω),
∥∥uh0
∥∥
L2(Ω)

≤ ‖u0‖L2(Ω),

∥∥u
∥∥
L2(Ω0)

=
∥∥u
∥∥
L2(ω)

≤ C‖u)‖W 2
2 (Ω),

∥∥u(t)− u(t)‖L2(Ω0) ≤ C|h|‖u‖W 2
2 (Ω). (4.8)Åñëè u0(t) ∈ W 1

2 (Ω) , òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà
∥∥u0(t)− uh0(t)‖L2(Ω0) ≤ C|h|‖u0(t)‖W 1

2 (Ω).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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|J(g)− Jh(Φh)| ≤ C

{
|h|+

∥∥Rh
ω g1(x)− Φ1h(x)

∥∥
L2(ω)

+
∥∥Φ2h − Rh

ω g2
∥∥
C(ω)

}
, (4.9)ãäå C = const > 0 , íå çàâèñÿùàÿ îò h , y , u , Φh , g .Îïðåäåëèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ PhΦαh(t) ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé Φαh , x ∈ ω ,

α = 1, 2 íà Ω (ñì. [4], [5] ). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ðàñøèðåííóþ îáëàñòü Ωh - îáúåäèíåíèåÿ÷ååê e0(x) =
{
ξ = (ξ1, ξ2) : xα − 0.5hα < ξα < xα + 0.5hα, α = 1, 2

} , x ∈ R2
h , èìåþùèõíåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå ñ Ω ; î÷åâèäíî Ω ⊂ Ωh . Óçëû îñíîâíîé ðåøåòêè R2

h , ïðèíàäëåæàùèåîáëàñòè Ωh∗ = Ω \ Ωh áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x∗ , à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ óçëîâ ÷åðåç
ω∗ . Ïóñòü x∗ ∈ ω∗ . Äîîïðåäåëèì ñåòî÷íóþ �óíêöèþ Φαh(x) , çàäàííóþ íà ω â óçëàõ
x∗ ∈ ω∗ , ïîëàãàÿ Φαh(x

∗) = Φαh(x) , ãäå x , íàïðèìåð, áëèæàéøèé ê x∗ óçåë ñåòêè ω .Çàòåì ïîñòðîèì êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå ïðîäîëæåíèå PhΦαh(t) ñåòî÷íîé �óíêöèè Φh(x) íà
Ωh , ïîëàãàÿ

PhΦαh(t) = Φαh(x), t ∈ e0(x), e0(x) ∈ Ωh. (4.10)Ñóæåíèå íà Ω ïîñòðîåííîãî ïðîäîëæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûì ïðîäîë-æåíèåì ñåòî÷íîãî óïðàâëåíèÿ Φαh , x ∈ ω íà Ω , çà êîòîðûì ñîõðàíèì òî æå îáîçíà÷åíèå.ßñíî, ÷òî åñëè Uαh èìåþò âèä (3.3) , (3.4) , òî PhΦαh(x) ∈ Uα , ãäå Uα èìåþò âèä (2.2) ,(2.3) .Ë å ì ì à 4.5. Ïóñòü PhΦαh(t) - êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå âîñïîëíåíèÿ íà Ω ñåòî÷íûõóïðàâëåíèé Φαh(x) ∈ Uαh , îïðåäåëÿåìûå ïî �îðìóëå (4.10) , ãäå Uαh èìåþò âèä (3.3) ,(3.4) . Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
∥∥PhΦαh(t)

∥∥2
L2(Ω)

≤
∥∥Φαh(x)

∥∥2
L2(ω)

+ γh, α = 1, 2, (4.11)ãäå γh = O(|h|) ïðè |h| → 0 .Ë å ì ì à 4.6. Ïóñòü P1hΦ1h(t) - êóñî÷íî-ïîñòîÿííîå âîñïîëíåíèå íà Ω ñåòî÷íîãîóïðàâëåíèÿ Φ1h(x) ∈ U1h , îïðåäåëÿåìîå ïî �îðìóëå
P1hΦ1h(t) =




Φ1h(x), åñëè t ∈ e(x), x ∈ ω ⊂ Ω,

0, åñëè t ∈ Ω\Ω0, Ω0 =
⋃

x∈ω

e(x). (4.12)à Rh
ωgα(x) , α = 1, 2 - äèñêðåòèçàöèè íà ñåòêå ω óïðàâëåíèé gα(t) ïî �îðìóëå (4.5) .Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè
∥∥P1hΦ1h(t)

∥∥
L2(Ω)

=
∥∥Φ1h(x)

∥∥
L2(ω)

,
∥∥Rh

ωgα(x)
∥∥
L2(ω)

≤
∥∥gα(t)

∥∥
L2(Ω)

, α = 1, 2. (4.13)Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) ïî �óíê-öèîíàëó è óïðàâëåíèþ ðàññìîòðèì ïðè |h| → 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìè-íèìèçàöèè (3.1)− (3.6) . Áóäåì äîïóñêàòü, ÷òî âû÷èñëåíèÿ �óíêöèîíàëîâ Jh(Φh) âåäóòñÿïðèáëèæåííî è ïðèáëèæåííûé �óíêöèîíàë Jh δh(Φh) ñâÿçàí ñ Jh(Φh) ñîîòíîøåíèÿìè
Jh δh(Φh) = Jh(Φh) + Θδh(Φh),

∣∣Θδh(Φh)
∣∣ ≤ δh, ∀Φh ∈ Uh;

δ → +0 ïðè |h| → 0.
(4.14)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



74 Ô. Â. Ëóáûøåâ, À. �. ÌàíàïîâàÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ïðè êàæäîì h è ñîîòâåòñòâóþùåé ñåòêè ω = ωh ñ ïîìîùüþêàêîãî-ëèáî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå Jhδh∗ + εh íèæíåéãðàíè Jhδh∗ �óíêöèîíàëà Jh(Φh) íà Uh ïðè óñëîâèÿõ (3.2) − (3.6) è íàéäåíî ñåòî÷íîåóïðàâëåíèå Φ̂h(x) = Φh δh εh , òàêîå ÷òî
Jhδh∗ ≤ Jhδh(Φ̂h) ≤ Jhδh∗ + εh, Φ̂h ∈ Uh, (4.15)ãäå εh ≥ 0 è εh → 0 ïðè |h| → 0 .Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèÿ R̃h

ω : B → Bh è P̃ h : Bh → B ïî ïðàâèëó: R̃h
ω g =

Φh , ãäå g = (g1, g2) , Φh =
(
Rh

ω g1, R
h
ω g1

) ; P̃ hΦh = g , ãäå Φh = (Φ1h,Φ2h) , g =
(P∗hΦ1h(t), P∗hΦ2h(t)) , ïðè÷åì P∗h = P1h , åñëè áåðóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2.3) è (3.4) è
P∗h = Ph , åñëè áåðóòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (2.2) è (3.3) . Îòîáðàæåíèÿ Ph , P1h , Rh

ω îïðåäå-ëåíû �îðìóëàìè (4.10) , (4.12) , (4.5) . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè g ∈ U , Φh ∈ Uh -ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ, òî R̃h
ωg ∈ Uh , P̃hΦh ∈ U .Ë å ì ì à 4.7. Ïóñòü g ∈ U , Φh ∈ Uh - ïðîèçâîëüíûå óïðàâëåíèÿ. Òîãäà ñïðàâåä-ëèâû îöåíêè ∣∣J(g)− Jh(R̃

h
ωg)
∣∣ ≤ C|h|,

∣∣J(P̃hΦh)− Jh(Φh)
∣∣ ≤ C|h|.Ò å î ð å ì à 4.3. Ñåìåéñòâî ðàçíîñòíûõ çàäà÷ ìèíèìèçàöèè (4.14) , (3.1)− (3.6)ïðè |h| → 0 àïïðîêñèìèðóåò ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó (2.1) - (2.4) ïî �óíêöèîíàëó, ò.å.

lim Jh δh∗ = J∗ ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì ñïðàâåäëèâû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
∣∣Jh δh∗ − J∗

∣∣ ≤
∣∣Jh∗ − J∗

∣∣+ δh ≤ C|h|+ δh;åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φ̂h

}
∈ Uh îïðåäåëåíà èç óñëîâèé (4.15) ,òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {P̃hΦ̂h

} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé äëÿçàäà÷è (2.1) - (2.4) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
0 ≤ J(P̃hΦ̂h)− J∗ ≤ C

(
|h|+ εh + δh

)
;ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P̃hΦ̂h

} ñëàáî â H = L2(Ω) ñõîäèòñÿ ê ìíîæåñòâó U∗ 6= ∅ îïòè-ìàëüíûõ óïðàâëåíèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) .�àññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè â H ïî àðãóìåíòó (óïðàâëåíèþ).Èç òåîðåìû 4.3. ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìèíèìèçèðóþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèñõîäíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å (2.1) - (2.4) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êîíå÷íîìåðíóþ çàäà÷óìèíèìèçàöèè (3.1) − (3.6) . Â ñèëó æå òåîðåìû 2.1. ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à (2.1) - (2.4)êîððåêòíî ïîñòàâëåíà â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, îíàÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè ïî À.Í. Òèõîíîâó â ñèëüíîéòîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H . Ñëåäîâàòåëüíî, íåò îñíîâàíèÿ îæèäàòü, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìè-çèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (â òîì ÷èñëå è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òåîðåìû 4.3. ) äëÿ
J(g) íà U áóäåò ñõîäÿùåéñÿ ïî íîðìå H êî ìíîæåñòâó U∗ . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõî-äÿùåéñÿ ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâåäåì ðåãóëÿðèçàöèþ êîíå÷íîìåðíûõçàäà÷ (3.1)− (3.6) ïî ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà (ñì. [7] , [8] ).Ââåäåì íà U ñòàáèëèçàòîð Ω(g) = ‖g‖2H , g ∈ U è åãî ñåòî÷íûé àíàëîã Ωh(Φh) =
‖Φh‖2Hh

, Φh ∈ Uh . Ïðè êàæäîì h ðàññìîòðèì íà Uh ñåòî÷íûé �óíêöèîíàë Òèõîíîâàçàäà÷è (4.14) , (3.1)− (3.6) :
Thδhαh

(Φh) = Jhδh(Φh) + αhΩ(Φh), Φh ∈ Uh, (4.16)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



75ãäå {αh} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, ñõîäÿùàÿñÿ ê íó-ëþ ïðè |h| → 0 . Ïðè êàæäîì h îïðåäåëèì ñåòî÷íîå óïðàâëåíèå Φ̂h = Φhδhαhνh ∈ Uh ,óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
Thδhαh∗ = inf Thδhαh

(Φh) ≤ Thδhαh∗ + νh, Φ̂h ∈ Uh, (4.17)ãäå νh ≥ 0 è νh → 0 ïðè |h| → 0 . Ïóñòü U∗∗ = {g∗∗ ∈ U∗ : Ω(g∗∗) = inf Ω(g∗) : g∗ ∈ U∗} �ìíîæåñòâî Ω -íîðìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è (2.1) - (2.4) . Òàê êàê �óíêöèîíàë Ω(g) ÿâëÿ-åòñÿ ñëàáûì ñòàáèëèçàòîðîì â H çàäà÷è (2.1) - (2.4) è �óíêöèîíàëû J(g) , Ω(g) - ñëàáîïîëóíåïðåðûâíû ñíèçó íà U â ñëàáîé òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà H , òî U∗∗ 6= (ñì. [7] ).Ò å î ð å ì à 4.4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåòî÷íûõ óïðàâëåíèé {Φ̂h

} îïðåäå-ëåíà èç óñëîâèé (4.16) , (4.17) . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P̃hΦ̂h

} ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçè-ðóþùåé äëÿ çàäà÷è (2.1) - (2.4) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè:
0 ≤ J(P̃hΦ̂h)− J∗ ≤ C

(
|h|+ δh + νh + αh

)
;åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αh

} , {δh} , {νh} óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì αh , δh , νh > 0 ,
αh, δh, νh → 0 ïðè |h| → 0 , ïðè÷åì {

αh

} ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñîãëàñîâàíî ñ âåëè÷èíàìè
|h| , δh , νh òàê, ÷òî (|h|+νh+ δh)/αh → 0 ïðè |h| → 0 , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {P̃hΦ̂h

}ñèëüíî â H ñõîäÿòñÿ ê ìíîæåñòâó U∗∗ è limΩ
(
P̃hΦ̂h

)
= Ω∗ ïðè |h| → 0 .Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ðàçíîñòíûõ çàäà÷ìèíèìèçàöèè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Ëàäûæåíñêàÿ Î.À. Êðàåâûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé �èçèêè, Ì.: Íàóêà,1973.2. Îãàíåñÿí Ë.À., �óõîâåö Ë.À. Âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ýëëèïòè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé. Åðåâàí: Èçä-âî Àðì. ÑÑ�, 1979.3. Ñàìàðñêèé À.À., Ëàçàðîâ �.Ä., Ìàêàðîâ Â.Ë. �àçíîñòíûå ñõåìû äëÿ äè��åðåíöè-àëüíûõ óðàâíåíèé ñ îáîáùåííûìè ðåøåíèÿìè, Ì.: Âûñøàÿ øêîëà, 1987.4. Ëóáûøåâ Ô.Â. Àïïðîêñèìàöèÿ è ðåãóëÿðèçàöèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿäëÿ íåñàìîñîïðÿæåííîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè êîý��èöèåíòà-ìè // Æóðíàë âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èçèêè. 1991. Ò. 31. �1. Ñ. 17-30.5. Ëóáûøåâ Ô.Â. �àçíîñòíûå àïïðîêñèìàöèè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòå-ìàìè, îïèñûâàåìûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.Ó�à: Á�Ó, 1999.6. Ëóáûøåâ Ô.Â., Ìàíàïîâà À.�. Î ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãîóïðàâëåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè // Ò. ÑÂÌÎ,2009, Ò.11, �1. Ñ. 133-144.7. Âàñèëüåâ Ô.Ï. Ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Ì.: Ôàêòîðèàë Ïðåññ, 2002.8. Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà, 1986.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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Äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé . . . 77ÓÄÊ 517.9Äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè© Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà1, Î. Â. Ïî÷èíêà2, À. Å. Øèøåíêîâà3Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ, çàäàííûõ íàîðèåíòèðóåìûõ ïîâåðõíîñòÿõ è èìåþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåí-íîñòè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîïðÿæåííîñòü, ìîäóëè òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè,îðáèòû ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ, îäíîñòîðîííåå êàñàíèå.1. Êëàññ Φ äè��åîìîð�èçìîâ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé òîïî-ëîãè÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòèÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà äè��åîìîð�èçìîâ äàäèì íåîáõîäèìûå îïðå-äåëåíèÿ.Ïóñòü M2 � ãëàäêîå äâóìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå è f : M2 →
M2 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ äè��åîìîð�èçì.Òî÷êà x ∈ M2 íàçûâàåòñÿ íåáëóæäàþùåé äëÿ äè��åîìîð�èçìà f , åñëè äëÿ ëþáîéîêðåñòíîñòè Ux òî÷êè x ñóùåñòâóåò n ∈ N òàêîå, ÷òî fn(Ux) ∩ Ux 6= ∅ . Â ïðîòèâíîìñëó÷àå, òî÷êà íàçûâàåòñÿ áëóæäàþùåé. ×àñòíûì ñëó÷àåì íåáëóæäàþùåé òî÷êè ÿâëÿåòñÿíåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Òî÷êà x ∈ M2 íàçûâàåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé äè��åîìîð�èçìà
f , åñëè f(x) = x .Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äè��åîìîð�èçìà f ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè âñå åå ñîá-ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþ îòëè÷íû îò åäèíèöû. Ïðè ýòîì, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæ-íàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñòîêîì (èñòî÷íèêîì), åñëè âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïî ìîäóëþìåíüøå (áîëüøå) åäèíèöû; ñåäëîì � åñëè îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå µp ïî ìîäóëþ áîëü-øå, à äðóãîå λp ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû. �èïåðáîëè÷åñêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p ∈ Ωfèìååò èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ:óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

p = {x ∈ M2 : lim
n→+∞

d(fn(x), p) = 0},íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u
p = {x ∈M2 : lim

n→+∞
d(f−n(x), p) = 0} ,ãäå d � ìåòðèêà íà M2 . Ïðè ýòîì dim W s

p ( dim W u
p ) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñîá-ñòâåííûõ çíà÷åíèé òî÷êè p , ïî ìîäóëþ ìåíüøèõ (áîëüøèõ) åäèíèöû, W s

p = gs(Rdim W s
p )(W u

p = gu(Rdim Wu
p ) ), ãäå gs : Rdim W s

p → M2 ( gu : Rdim Wu
p → M2 ) � èíúåêòèâíàÿ èì-ìåðñèÿ, òî åñòü èíúåêòèâíîå Cr -îòîáðàæåíèå, ðàíã ìàòðèöû ßêîáè êîòîðîãî â êàæäîéòî÷êå ðàâåí dim W s

p (dim W u
p ). Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TpW

s
p è TpW

u
pèìåþò äîïîëíèòåëüíûå ðàçìåðíîñòè è êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TpM

2 ê ìíîãîîáðàçèþ
M2 â òî÷êå p íàòÿãèâàåòñÿ íà êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ê W s

p è ê W u
p , òî åñòü èìååòìåñòî ðàâåíñòâî TpW

s
p ⊕TpW

u
p = TpM

2 . Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíæåñòâà W u
p \ p (W s

p \ p )íàçûâàåòñÿ ñåïàðàòðèñîé. Áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç ℓup ( ℓsp ). Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
P ⊂ Ωf áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W u

P (W s
P ) îáúåäèíåíèå íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ìíî-ãîîáðàçèé âñåõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà P .1Àññèñòåíò, ÍÍ�Ó èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; tatiana.mitryakova�yandex.ru.2Äîöåíò, ÍÍ�Ó èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî, Íèæíèé Íîâãîðîä; olga-pohinka�yandex.ru.3Äîöåíò, Í�ÑÕÀ, Íèæíèé Íîâãîðîä; math�agri.si-nnov.ru. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



78 Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà, À. Å. ØèøåíêîâàÏóñòü p, q � ãèïåðáîëè÷åñêèå ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè äè��åîìîð�èçìà f òà-êèå, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s
p ∩ W u

q íåïóñòî. Òî÷êa x ∈ W s
p ∩ W u

q , îòëè÷íàÿ îò p è îò qíàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé äè��åîìîð�èçìà f , åñëè p 6= q è íàçûâàåò-ñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êîé äè��åîìîð�èçìà f , åñëè p = q . Îðáèòà ãåòåðîêëèíè÷å-ñêîé (ãîìîêëèíè÷åñêîé) òî÷êè íàçûâàåòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîé (ãîìîêëèíè÷åñêîé) îðáè-òîé. �åòåðîêëèíè÷åñêàÿ (ãîìîêëèíè÷åñêàÿ) òî÷êà ìîæåò áûòü òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãîèëè íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå.Äâà ãëàäêèõ ïîäìíîãîîáðàçèÿ N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ M2 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëü-íî â òî÷êå x ∈ (N1 ∩N2) , åñëè TxN1 + TxN2 = TxM
2 . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïåðåñå÷åíèå âòî÷êå x íàçûâàåòñÿ íåòðàíñâåðñàëüíûì ïåðåñå÷åíèåì (êàñàíèåì).Òî÷êà êàñàíèÿ x äâóõ ãëàäêèõ îäíîìåðíûõ ïîäìíîãîîáðàçèé N1 , N2 ìíîãîîáðàçèÿ

M2 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé îäíîñòîðîííåãî êàñàíèÿ, åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Vx òî÷êè
x òàêàÿ, ÷òî N2 ïåðåñåêàåòÿ íå áîëåå, ÷åì ñ îäíîé êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà
Vx \N1 .Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ Φ ñîõðàíÿþùèõ îðèåíòàöèþ äè��åîìîð�èçìîâ f ∈
Diff r(M2), r ≥ 2 , çàäàííûõ íà ãëàäêîì äâóìåðíîì çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì ìíîãîîá-ðàçèè M2 è óäîâëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷å-ñêèõ òî÷åê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λp, µp ëþáîé ñåäëîâîé òî÷êè p ∈ Ωf óäîâëåòâî-ðÿþò óñëîâèÿì 0 < λp < 1 < µp ;2) åñëè (W s

p \ p) ∩ (W u
q \ q) 6= ∅ äëÿ ñåäëîâûõ òî÷åê p, q ∈ Ωf , òî p 6= q è äëÿ ëþáîãîñåäëà r ∈ Ωf (âêëþ÷àÿ p è q ) (W s

r \ r) ∩ (W u
p \ p) = ∅ è (W s

q \ q) ∩ (W u
r \ r) = ∅ ;3) áëóæäàþùåå ìíîæåñòâî f ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî îðáèò ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êàñà-íèÿ.

� è ñ ó í î ê 1.1Ïðèìåðû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äè��åîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåéÍà ðèñóíêå 1.1 èçîáðàæåíû ïðèìåðû �àçîâûõ ïîðòðåòîâ äè��åîìîð�èçìîâ ñ�åðû S
2è òîðà T2 . Äè��åîìîð�èçìû íà ðèñóíêàõ 1.1 (a), 1.1 (b) ïðèíàäëåæàò êëàññó Φ , à íàðèñóíêå 1.1 () � íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Φ , ïîñêîëüêó íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 2). Ñîãëàñíîðàáîòàì [3℄, [4℄, äè��åîìîð�èçìû êëàññà Φ èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ìîäóëåé òîïîëîãè-÷åñêîé ñîïðÿæåííîñòè, òî åñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè äè��åîìîð�èçìà f ìíîæåñòâîêëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè âîçìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ (ìè-íèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òàêèõ ïàðàìåòðîâ è íàçûâàþò ÷èñëîì ìîäóëåé òîïîëîãè÷åñêîéñîïðÿæåííîñòè (ìîäàëüíîñòüþ) äè��åîìîð�èçìà f ).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé . . . 79Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Òàê êàê f ∈ Ψ ÿâëÿåòñÿ C2 -äè��åîìîð�èçìîì 2 -ìíîãîîáðàçèÿ M2 , òî èç òåîðåìû Áåëèöêîãî (ñì. [1℄ èëè [7℄, òåîðåìà 3.20) ñëåäóåò, ÷òîâ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè p äè��åîìîð�èçì f ãëàäêî ñîïðÿæåíïîñðåäñòâîì C1 -äè��åîìîð�èçìà ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè.2. Äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ êëàññà ΦÏ ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äè��åîìîð�èçì f ∈ Φ íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõòî÷åê.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: f èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþòî÷êó x . Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà Φ , íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî÷èñëà íåïîäâèæíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ òî÷åê. Ïî îïðåäåëåíèþ ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè, xíå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êîé, â ÷àñòíîñòè, îíà íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ íåáëóæäàþùåé. Ïîëó÷èëèïðîòèâîðå÷èå îïðåäåëåíèþ êëàññà äè��åîìîð�èçìîâ Φ .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü σ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿòî÷êà äè��åîìîð�èçìà f :M2 →M2 , r ∈ (W s
σ \σ) è Ur ⊂W s

σ � îêðåñòíîñòü òî÷êè r .Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {rn} ⊂ (M2 \Ur) , ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå r , ñó-ùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {rnj
} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞ èòî÷êà q ∈ (W u

σ \σ) òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fkj(rnj
)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

q . Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü a : R2 → R2 � ëèíåéíûé äè��åîìîð�èçì,çàäàííûé �îðìóëîé a(x, y) = (2x, 1
2
y) . Òîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò O ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîéãèïåðáîëè÷åñêîé ñåäëîâîé òî÷êîé  íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì W u

O = Ox è óñòîé÷èâûììíîãîîáðàçèåì W s
O = Oy äëÿ äè��åîìîð�èçìà a .Ñîãëàñíî òåîðåìå 5.5 [5℄ ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Vσ ⊂ M2 , VO ⊂ R2 òî÷åê σ , O ,ñîîòâåòñòâåííî, è ãîìåîìîð�èçì ψ : Vσ → VO òàêîé, ÷òî ψ(f(x)) = a(ψ(x)) äëÿ ëþáîãî

x ∈ (Vσ ∩ f(Vσ)) . Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {rn} ⊂ (Vσ ∩ f(Vσ)) è
{(x, y) : (x2 + y2) ≤ 4} ⊂ (VO ∩ a(V (O)) .Ïîëîæèì ψ(rn) = ((rn)x, (rn)y) . Òîãäà äëÿ ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîåöåëîå ÷èñëî mn òàêîå, ÷òî 1 ≤ 4mn

(
(rn)

2
x + (rn)

2
y

)
< 4 . Ïîëîæèì qn = amn(rn) . Ïîñêîëüêó

lim
n→∞

rn = r ∈ (W s
O \ {O}) , òî lim

n→∞
(rn)x = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, lim

n→∞
mn = +∞ . Êðîìå òîãî,ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(rn)y} îãðàíè÷åíà è, ñëåäîâàòåëüíî, (qn)y =
(
1
2

)mn
(rn)y → 0 ïðè

n → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòû òî÷åê qn óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì 1 ≤
(qn)x < 4 è (qn)y → 0 , òî åñòü òî÷êè qn ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà.Òàê êàê äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {mnj

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{mn} è òî÷êà q ∈ (W u

O \ O) òàêèå, ÷òî lim
j→∞

qnj
= q . Ïîëîæèì {mnj

} = {kj} . Òîãäà
rnj

= ψ−1(a−kj(qnj
)) � èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà:1) M2 =

⋃
p∈Ωf

W u
p (∗) ; Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



80 Ò. Ì. Ìèòðÿêîâà, Î. Â. Ïî÷èíêà, À. Å. Øèøåíêîâà2) W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ M2 äëÿ êàæäîé òî÷êè

p ∈ Ωf è f |Wu
p
ñîïðÿæåíî ñ ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ëèíåéíûì ðàñòÿæåíèåì;3) åñëè x ∈ (cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p)) , òî x ∈ W u

r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r ∈ Ωf òàêîé, ÷òî
ℓup ∩W s

r 6= ∅ äëÿ ëþáîé òî÷êè p ∈ Ωf , â ÷àñòíîñòè, åñëè ℓup íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷å-ñêèõ ïåðåñå÷åíèé äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè p , òî cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) = {ω} , ãäå ω � ñòîêîâàÿïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.1) Òàê êàê íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äè��åîìîð�èçìà f ∈ Φ êîíå÷íî è ãèïåðáîëè÷-íî, òî ñîîòíîøåíèå (*) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.3 ðàáîòû [6℄.2) Ïóñòü p ∈ Ωf . Äîêàæåì, ÷òî W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ

M2 .Åñëè òî÷êà p ∈ Ωf � èñòî÷íèê, òî dimW u
p = dimM2 = 2 è W u

p � îòêðûòî. Ñëåäîâà-òåëüíî, W u
p � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå.Åñëè òî÷êà p ∈ Ωf � ñòîê, òî dimW u

p = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, W u
p � ãëàäêîå ïîäìíîãî-îáðàçèå.Ïóñòü p ∈ Ωf � ñåäëîâàÿ òî÷êà äè��åîìîð�èçìà f ∈ Φ . Ïîêàæåì, ÷òî W u

p ÿâëÿåòñÿãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì M2 , äè��åîìîð�íûì R
1 . Ïóñòü x ∈ W u

p è Nx ⊂ W u
p �êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå x . Òîãäà, ñóùåñòâóåò êàðòà ψ : Ux → R2 ìíîãîîáðà-çèÿ M2 òàêàÿ, ÷òî ψ(Ux ∩Nx) = R1 . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: W u

p íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèìïîäìíîãîîáðàçèåì M2 . Òîãäà (Ux \Nx) ∩W u
p 6= ∅ äëÿ ëþáîé êàðòû ψ : Ux → R2 ìíîãî-îáðàçèÿ M2 òàêîé, ÷òî ψ(Ux ∩Nx) = R1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn} ⊂ (W u
p \ Nx) òàêàÿ, ÷òî xn → x ïðè n → +∞ . Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òîñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnj

} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kj → +∞ èòî÷êà y ∈ W s
p òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {yj = f−kj(xnj

)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå
y . Òàê êàê M2 =

⋃
q∈Ωf

W u
q , òî y ∈ W u

q äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè q ∈ Ωf . �àññìîòðèì òðèâîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (a) q � èñòî÷íèê, (b) q � ñòîê, () q � ñåäëî.(a) Åñëè q � èñòî÷íèê, òî yj ∈ W u
q äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

p = q . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (a) íåâîçìîæåí.(b) Åñëè q � ñòîê, òî W u
q = q , y = q . Ñëåäîâàòåëüíî q ∈ W s

p . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (b) íåâîçìîæåí.() Åñëè q � ñåäëî, òî òî÷êà q íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé p , òàê êàê ñîãëàñíî ïðåä-ëîæåíèþ 2.1. äè��åîìîð�èçì f ∈ Φ íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî,èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yji} , ïîñëåäîâàòåëü-íîñòü öåëûõ ÷èñåë mi → +∞ è òî÷êà z ∈ W s
q òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê

{fmi(yji)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì,÷òî W s
q è W u

q ñîäåðæàò ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òî÷êè. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì 2)îïðåäåëåíèÿ êëàññà Φ , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé () íåâîçìîæåí.Òàêèì îáðàçîì, W u
p � ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìíîãîîáðàçèÿ M2 äëÿ êàæäîé òî÷êè

p ∈ Ωf .3) Äîêàæåì, ÷òî åñëè x ∈ (cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p)) , òî x ∈ W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r ∈ Ωfòàêîé, ÷òî ℓup ∩W s

r 6= ∅ .Ïóñòü x ∈ (cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p)) . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ⊂ ℓup òàêàÿ,÷òî d(xk, x) → 0 ïðè k → +∞ . Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (*), x ∈ W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

r ∈ Ωf . �àññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (a) r � èñòî÷íèê, (b) r � ñòîê, () r �ñåäëî.(a) Åñëè r � èñòî÷íèê, òî xk ∈ W u
r äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Îòêóäà p =

r , ℓup ∪ p = W u
r è èç óñëîâèÿ x ∈ (cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p)) ñëåäóåò, ÷òî x /∈ W u

r . Ïîëó÷èëèïðîòèâîðå÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (a) íåâîçìîæåí.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Äèíàìèêà äè��åîìîð�èçìîâ ïîâåðõíîñòåé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ìîäóëåé . . . 81(b) Åñëè r � ñòîê, òî W u
r = r , x = r è xk ∈ W s

r äëÿ âñåõ k , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî.Ñëåäîâàòåëüíî ℓup ∩W s
r 6= ∅ , òî åñòü èìïëèêàöèÿ âåðíà.() Åñëè r � ñåäëî, òî, ñîãëàñíî ïóíêòó 2) íàñòîÿùåé òåîðåìû, r 6= p . Òîãäà, ñîãëàñ-íî ïðåäëîæåíèþ 2.2., ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xkj , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ÷èñåë mj → +∞ è òî÷êà z ∈ W s

r òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê zj = f−mj (xkj )ñõîäèòñÿ ê òî÷êå z . Òàê êàê, ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (*), M2 =
⋃

q∈Ωf

W u
q , òî z ∈ W u

q äëÿíåêîòîðîé òî÷êè q ∈ Ωf . �àññìîòðèì òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ: (1) q � èñòî÷íèê, (2) q �ñòîê, (3) q � ñåäëî.(1) Åñëè q � èñòî÷íèê, òî zj ∈ W u
q äëÿ âñåõ j , íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâàòåëüíî,

q = p è p � èñòî÷íèê. Ïîëó÷èëè, ÷òî ℓup ∩W s
r 6= ∅ , òî åñòü èìïëèêàöèÿ âåðíà.(2) Åñëè q � ñòîê, òî W u

q = q , z = q . Ñëåäîâàòåëüíî, q ∈ W s
r . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå-÷èå, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñëó÷àé (2) íåâîçìîæåí.(3) Åñëè q � ñåäëî, òî òî÷êà q íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ òî÷êîé r , òàê êàê, ñîãëàñíî ïðåä-ëîæåíèþ 2.1., äè��åîìîð�èçì f ∈ Φ íå èìååò ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, è q 6= p â ñèëóïóíêòà 2) íàñòîÿùåé òåîðåìû. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-òåëüíîñòü {zji} , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë mi → +∞ è òî÷êà y ∈ W s

q òàêèå, ÷òîïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fmi(zji)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå y è y ∈ W u
t äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè

t ∈ Ωf . Ïîâòîðÿÿ âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî òî÷êà t � ñåäëî, ÷òîïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 2) îïðåäåëåíèÿ êëàññà Φ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé (3) äëÿ òî÷êè tíåâîçìîæåí.Â ÷àñòíîñòè, åñëè ℓup íå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè p ,òî cl(ℓup)\ (ℓup ∪p) ⊂
⋃

r∈Ωf :ℓur∩W
s
r 6=∅

W u
r . Ïè ýòîì òî÷êà r íå ìîæåò áûòü ñåäëîâîé, òàê êàê ℓupíå èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé è íå ìîæåò áûòü èñòî÷íèêîâîé, òàê êàê â ýòîìñëó÷àå W s

r = r . Òàêèì îáðàçîì, ℓup ⊂ ⋃
ω∈∆s

f

W s
ω , ãäå ∆s

f � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ωf ,ñîñòîÿùåå èç ñòîêîâ. Ïîñêîëüêó ñåïàðàòðèñà ℓup ñâÿçíà, òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ñòîê
ω òàêîé, ÷òî ℓup ⊂W s

ω è, ñëåäîâàòåëüíî, cl(ℓup) = ℓup ∪ {p, ω} .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆u
f (∆s

f ) � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ωf , ñîñòîÿùåå èç èñòî÷íèêîâ(ñòîêîâ). Ïîëîæèì ∆f = ∆u
f ∪ ∆s

f . Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σf ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ωf ,ñîñòîÿùåå èç âñåõ ñåäëîâûõ òî÷åê; ÷åðåç Σs
f � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Σf , ñîñòîÿùåå èçñåäëîâûõ òî÷åê, óñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òî÷êè.Çàìåòèì, ÷òî åñëè Σf = ∅ , òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äè��åîìîð�èçìà f ñîñòîèòèç îäíîãî ñòîêà è îäíîãî èñòî÷íèêà, îáúåìëþùåå ìíîãîîáðàçèå M2 ãîìåîìîð�íî ñ�åðå

S
2 , è âñå äè��åîìîð�èçìû �èñòî÷íèê-ñòîê� ñîïðÿæåíû ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó â äàëü-íåéøåì ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Σf íå ïóñòî. Ïîëîæèì Σu

f = Σf \ Σs
f . Òàê êàê,ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1., M2 =

⋃
p∈Ωf

W s
p =

⋃
p∈Ωf

W u
p , òî, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî ∆u

f (∆s
f )íåïóñòî. Ïîëîæèì

Mf =M2 \ (W u
Σs

f
∪W s

Σu
f
∪∆f).Äëÿ äè��åîìîð�èçìà f ãðóïïà F = {fn, n ∈ Z} ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîéãðóïïîé. Äåéñòâèå ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ F íà ìíîæåñòâå Mf íàçûâàåòñÿ ñâîáîä-íûì, åñëè fn(x) 6= x äëÿ ëþáîãî x ∈ Mf è ëþáîãî n ∈ Z \ {0} .Äåéñòâèå ãðóïïû äè��åîìîð�èçìîâ F íà ìíîæåñòâå Mf íàçûâàåòñÿ ðàçðûâíûì,åñëè äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊂ Mf ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ fn ∈ Fòàêèõ, ÷òî fn(K) ∩K 6= ∅ � êîíå÷íî.Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Λ ⊂Mn íàçûâàåòñÿ àòòðàêòîðîì äè��åîìîð�èçìà f :Mn →

Mn , åñëè Λ èìååò êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü U 6= Mn òàêóþ, ÷òî f(U) ⊂ int U èÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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Λ =

⋂
k≥0

fk(U) . Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ðåïåëëåðîì äè��åîìîð�èçìà f , åñëè îíî ÿâëÿ-åòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ f−1 .Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.2. íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåõíè÷åñêàÿ ëåììà.Ë å ì ì à 2.1. Ïóñòü ω � ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòîê äè��åîìîð�èçìà f : M2 → M2è Lω � ìíîæåñòâî íåóñòîé÷èâûõ îäíîìåðíûõ ñåïàðàòðèñ ℓ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñåäëîâûõòî÷åê σ äè��åîìîð�èçìà f òàêèõ, ÷òî cl(ℓ) = ℓ ∪ σ ∪ ω . Òîãäà ñóùåñòâóåò ãëàäêèé2-äèñê Dω ⊂ W s
ω , ñîäåðæàùèé ω è òàêîé, ÷òî ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà ℓ ∈ Lω ïåðåñåêàåò

∂Dω â åäèíñòâåííîé òî÷êå.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü B0 � ãëàäêèé 2-äèñê òàêîé, ÷òî ω ∈ B0 ⊂ W s
ω . Âñèëó òåîðåìû î òðàíñâåðñàëüíîñòè, äèñê B0 ìîæíî âûáðàòü òðàíñâåðñàëüíûì ïó÷êó ñå-ïàðàòðèñ Lω . Îáîçíà÷èì ÷åðåç CB0 ñîâîêóïíîñòü âñåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ÿâëÿþùèõñÿãëàäêèìè äóãàìè) ìíîæåñòâà Lω ∩B0 . Ïðåäñòàâèì CB0 â âèäå îáúåäèíåíèÿ äâóõ íåïåðå-ñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ C1

B0
, C2

B0
, òàêèõ, ÷òî ïåðåñå÷åíèå êàæäîé äóãè èç C1

B0
( C2

B0
) ñîêðóæíîñòüþ ∂B0 ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé òî÷êè (äâóõ òî÷åê).Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà C1

B0
ðàâíî ÷èñëó ñåïàðàòðèñ èç ìíîæåñòâà

Lω . Åñëè C2
B0

= ∅ , òî Dω = B0 � èñêîìûé äèñê. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðîíóìåðóåì äóãèìíîæåñòâà C2
B0

: c1, . . . , ck è ïîñòðîèì ãëàäêèå 2-äèñêè B1, . . . , Bk òàêèå, ÷òî C1
Bi

= C1
B0

è
C2
Bi

= C2
B0

\ {c1, . . . , ci} äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , k} . Òîãäà Dω = Bk áóäåò èñêîìûì äèñêîì.Ïîñòðîèì 2-äèñê B1 ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü A1
1 è A1

2 êîíöåâûå òî÷êè äóãè
c1 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç c̃1 çàìêíóòóþ äóãó îêðóæíîñòè ∂B0 ñ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè A1

1 è
A1

2 òàêóþ, ÷òî êðèâàÿ c1 ∪ c̃1 îãðàíè÷èâàåò íà W s
ω 2-äèñê d1 , íå ñîäåðæàùèé òî÷êè ω(òàê êàê ìíîãîîáðàçèå W s

ω äè��åîìîð�íî R2 è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Ø¼í�ëèñàëþáàÿ îêðóæíîñòü, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
ω , îãðàíè÷èâàåò 2-äèñê). Òîãäà èñêîìûé äèñê B1ïîëó÷àåòñÿ ñãëàæèâàíèåì óãëîâ è ìàëûì øåâåëåíèåì äèñêà B0 \ int d1 . Ïðåäïîëàãàÿ ñó-ùåñòâîâàíèå 2-äèñêà Bi−1 , àíàëîãè÷íî âûøåñêàçàííîìó óñòàíàâëèâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèåäèñêà Bi äëÿ ëþáîãî i ∈ {2, . . . , k} .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Ò å î ð å ì à 2.2. Äëÿ ëþáîãî äè��åîìîð�èçìà f ∈ Φ1) Ìíîæåñòâà Rf = ∆u

f ∪W s
Σu

f
è Af = ∆s

f ∪W u
Σs

f
ÿâëÿþòñÿ ðåïåëëåðîì è àòòðàêòî-ðîì, ñîîòâåòñòâåííî.2) Ïðîñòðàíñòâî Mf = M2 \ (Rf ∪ Af ) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà kf êîìïîíåíòñâÿçíîñòè M0

f , . . . ,M
kf−1
f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ f -èíâàðèàíòíîé è ãðóïïà F =

{fn, n ∈ Z} äåéñòâóåò ñâîáîäíî è ðàçðûâíî íà Mi
f äëÿ êàæäîãî i ∈ Zkf .3) Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mi

f , i ∈ Zkf ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì νi : Mi
f →

R2\O , ñîïðÿãàþùèé äè��åîìîð�èçì f |Mi
f
 ãîìîòåòèåé � îòîáðàæåíèåì b : R2 → R2 ,çàäàííûì �îðìóëîé b(x, y) = (x

2
, y
2
) .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1) Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Af ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîìè èìååò ãëàäêóþ êîìïàêòíóþ îêðåñòíîñòü UAf

6= M2 òàêóþ, ÷òî f(UAf
) ⊂ int UAf

èêàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà f(UAf
) \ int UAf

äè��åîìîð�íà äâóìåðíîìóêîëüöó.Ïóñòü σ ∈ Σf . Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1.1. ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè Uσ ⊂ M2 , UO ⊂ R2òî÷åê σ , O , ñîîòâåòñòâåííî, è ãîìåîìîð�èçì ψ : Uσ → UO òàêèå, ÷òî â îêðåñòíîñòè
Uσ äè��åîìîð�èçì f ãëàäêî ñîïðÿæåí ñâîåé ëèíåéíîé ÷àñòè. Ïóñòü H = {(x, y) ∈
UO : y2 − x2 ≤ 1} , Γ = {(x, y) ∈ UO : y2 − x2 = 1} , Hσ = ψ−1

σ (H) è Γσ = ψ−1
σ (Γ) .Ïîëîæèì HΣs

f
=
⋃

σ∈Σs
f

Hσ è ΓΣs
f
=
⋃

σ∈Σs
f

Γσ .Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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f . Â ñèëó ñîïðÿæåííîñòè f |W s

ω
ñ Dfω äëÿ êàæäîãî ω (ñì., çàìå÷à-íèå 1.1.), ñóùåñòâóåò ãëàäêèé 2-äèñê Dω ⊂ W s

ω òàêîé, ÷òî f(Dω) ⊂ int Dω . Ïîëîæèì
D∆s

f
=

⋃
ω∈∆s

f

Dω . Ñîãëàñíî ëåììå 2.1. D∆s
f
ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî ëþáàÿ ñåïàðàòðèñà èçìíîæåñòâà W u

Σs
f
ïåðåñåêàåò ∂D∆s

f
â åäèíñòâåííîé òî÷êå è D∆s

f
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîä-ìíîãîîáðàçèåì. Â ñèëó λ -ëåììû ñóùåñòâóåò ÷èñëî n ∈ N òàêîå, ÷òî f−n(∂D∆s

f
) òðàíñ-âåðñàëüíî ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî ΓΣs

f
. Ïîëîæèì UAf

= HΣs
f
∪ f−n(D∆s

f
) . Ïî ïîñòðîåíèþ

UAf
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíîé îêðåñòíîñòüþ Af ãîìåîìîð�íîé äèñêó ñ äûðàìè òàêîé, ÷òî

Af ⊂ f(UAf
) ⊂ int UAf

è Af =
⋂
k∈N

fk(UAf
) . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Af ÿâëÿåòñÿàòòðàêòîðîì. Ïî ïîñòðîåíèþ URf

= M2 \ int UAf
� çàõâàòûâàþùàÿ îêðåñòíîñòü URf

è,ñëåäîâàòåëüíî, Rf � ðåïåëëåð.2) Òàê êàê ìíîæåñòâî W u
Σs

f
∪W s

Σu
f
ñîäåðæèò ðîâíî ïî îäíîìó èíâàðèàíòíîìó ìíîãî-îáðàçèþ êàæäîé ñåäëîâîé òî÷êè ìíîæåñòâà Σf è íå ñîäåðæèò ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê,òî, ïî ïîñòðîåíèþ, ìíîæåñòâà Rf è Af ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñå-êàþùèõñÿ äóã è êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M2 \ (Rf ∪ Af )ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì è ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç M0

f , . . . ,M
kf−1
f . Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Mi

f , i ∈ Zkf ÿâëÿåò-ñÿ f -èíâàðèàíòíîé. Çàìåòèì, ÷òî Mi
f ∩Ωf = ∅ è, ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà F = {fn, n ∈ Z}äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà Mi

f . Ïîêàæåì, ÷òî F äåéñòâóåò ðàçðûâíî íà Mi
f .Ïî ïîñòðîåíèþ Mf = W s

Af∩Ωf
\ Af = W u

Rf∩Ωf
\ Rf . Òîãäà, â ñèëó ïóíêòà 1), äëÿëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ Mf ñóùåñòâóåò ÷èñëî N ∈ N òàêîå, ÷òî K ⊂

M2 \ (fN (UAf
) ∪ f−N (URf

)) . Òîãäà K ∩ fn(K) = ∅ äëÿ ëþáîãî n : |n| > 2N .3) Ïîñòðîåííàÿ â ïóíêòå 1) îêðåñòíîñòü UAf
àòòðàêòîðà Af ãîìîòîïè÷åñêè ýêâè-âàëåíòíà ýòîìó àòòðàêòîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà

UAf
\ int f(UAf

) ãîìåîìîð�íà äâóìåðíîìó êîëüöó. Êðîìå òîãî, UAf
\ int f(UAf

) � �óíäà-ìåíòàëüíàÿ îáëàñòü äè��åîìîð�èçìà f |Mf
è êàæäàÿ å¼ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ki ÿâëÿ-åòñÿ �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ äè��åîìîð�èçìà f |Mi

f
è äè��åîìîð�íà äâóìåðíîìóêîëüöó. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1,i è S2,i = f(S1,i) ãðàíè÷íûå îêðóæíîñòè Ki . Ôóíäàìåíòàëü-íîé îáëàñòüþ äè��åîìîð�èçìà b|R2\O ÿâëÿåòñÿ êîëüöî K = {(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤

4} è S1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 4} , S2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1} = b(S1) � åãî ãðà-íè÷íûå îêðóæíîñòè. Ïóñòü ν̂1,i : S1,i → S1 � ñîõðàíÿþùèé îðèåíòàöèþ ãîìåîìîð�èçì.Ïîëîæèì ν̂2,i(t) = b−1(ν̂1,i(f(t))) äëÿ ëþáîãî t ∈ S2,i . Òîãäà, ñóùåñòâóåò ãîìåîìîð�èçì
ν̂i : Ki → K òàêîé, ÷òî ν̂i|S1,i

= ν̂1,i è ν̂i|S2,i
= ν̂2,i (ñì., íàïðèìåð, [2℄, ãëàâà 5, òåîðåìà 3.2).Òîãäà èñêîìûé ãîìåîìîð�èçì îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé νi(t) = b−m(ν̂i(f

m(t))) , ãäå t ∈ Mi
fè fm(t) ∈ Ki .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Â.Ç. �ðèíåñà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ðóêîâîäñòâî,ãðàíò �ÔÔÈ íîìåð 08-01-00547 çà �èíàíñîâóþ ïîääåðæêó.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Áåëèöêèé �.�. Íîðìàëüíûå �îðìû, èíâàðèàíòû è ëîêàëüíûå îòîáðàæåíèÿ. � Êèåâ.Íàóêîâà äóìêà. 1979. � 174 ñ.2. Êåëäûø Ë. Â. Òîïîëîãè÷åñêèå âëîæåíèÿ â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî. � Òðóäû ìàòå-ìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â. À. Ñòåêëîâà. 1966. 81. � 183 .3. Melo W. Moduli of stability of two-dimensional di�eomorphisms. � Topology. 1980. 19.� P. 9�21. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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86 Ñ. Â. ÏàâëèêîâÓÄÊ 531.929Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûìçàïàçäûâàíèåì© Ñ. Â. Ïàâëèêîâ1Àííîòàöèÿ. Èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñáåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì íà îñíîâå ìåòîäà ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì çíà-êîïîñòîÿííîãî �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà. Ïîñòðîåíèå ïðåäåëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâîäèòñÿ â ñïå-öèàëüíîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-íûõ äâèæåíèé ýðåäèòàðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäû-âàíèåì, çíàêîïîñòîÿííûé �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà, ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿ.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ. Ïðåäåëüíûå óðàâíåíèÿÔàçîâîå ïðîñòðàíñòâî �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûìçàïàçäûâàíèåì îïðåäåëèì íà îñíîâå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà, ðàçðàáîòàííîãî â [1℄.Ïóñòü B åñòü äåéñòâèòåëüíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ëèáî:1) íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (−∞, 0] â Rn , è äëÿ ϕ, ψ ∈ B ñ÷èòàåì
ϕ = ψ , åñëè ϕ(s) = ψ(s) äëÿ âñåõ s ∈ (−∞, 0] , ëèáî2) èçìåðèìûõ �óíêöèé, îòîáðàæàþùèõ (−∞, 0] â Rn , è äëÿ ϕ, ψ ∈ B ñ÷èòàåì ϕ = ψ ,åñëè ϕ(s) = ψ(s) äëÿ ïî÷òè âñåõ s ∈ (−∞, 0] è ϕ(0) = ψ(0) .Â ïðîñòðàíñòâå Rn îáîçíà÷èì íîðìó ÷åðåç |.| . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Bîïðåäåëåíà íîðìà ‖.‖B , òàêàÿ, ÷òî ïðîñòðàíñòâî (B, ‖.‖B) ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì.Äëÿ �óíêöèè x : (−∞, A) → R

n , 0 < A ≤ +∞ , îïðåäåëèì �óíêöèþ xt : (−∞, 0] → R
n�îðìóëîé xt(s) = x(t + s) , s ≤ 0 , äëÿ êàæäîãî t ∈ [0, A) .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. [2℄. Ïðîñòðàíñòâî B íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëèñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå K > 0 , J > 0 è íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ M : [0,∞) → [0,∞) ,òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ. Ïóñòü 0 ≤ a < A ≤ ∞ . Åñëè x :

(−∞, A) → Rn íåïðåðûâíà íà [a, A) è xa ∈ B , òî äëÿ âñåõ t ∈ [a, A) ñïðàâåäëèâî:B1) xt ∈ B è xt íåïðåðûâíî ïî t îòíîñèòåëüíî ‖.‖B ;B2) ‖xt‖B ≤ Kmaxa≤s≤t |x(s)|+M(t− a)‖xa‖B ;B3) |ϕ(0)| ≤ J‖ϕ‖B äëÿ âñåõ ϕ ∈ B ;B4) M(t) → 0 ïðè t→ ∞ .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè ϕ îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà (−∞, 0] , òî ϕ ∈ B è âñå�óíêöèè ϕ−t , t ≥ 0 , îãðàíè÷åíû ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà B : ‖ϕ−t‖B ≤ L , äëÿ íåêîòîðîãî
L > 0 (çäåñü ϕ−t(s) = ϕ(−t+ s) , s ∈ (−∞, 0] ).Ï ð è ì å ð 1.1. Ïðîñòåéøèì ñëó÷àåì äîïóñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòðàíñòâî C[−h,0] íåïðåðûâíûõ íà [−h, 0] ( h = const > 0 ) �óíêöèé ñ íîðìîé ‖ϕ‖ =
sup (|ϕ(s)|,−h ≤ s ≤ 0) .1Ïðî�åññîð êà�åäðû èí�îðìàöèîííîé áåçîïàñíîñòè è òåîðèè óïðàâëåíèÿ, Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåí-íûé óíèâåðñèòåò, ã. Óëüÿíîâñê; spavlikov�mail.ru.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì 87Ï ð è ì å ð 1.2. [2℄. Ïóñòü g : (−∞, 0] → [1,∞) åñòü íåïðåðûâíàÿ íåâîçðàñòàþ-ùàÿ �óíêöèÿ, òàêàÿ, ÷òî:
g(0) = 1,

g(s+ u)

g(s)
→ 1ðàâíîìåðíî íà (−∞, 0] ïðè u → 0− ;

lim
T→+∞

sup
s≤0

g(s)

g(s− T )
= 0.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Cg ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé ϕ , îòîáðàæàþùèõ

(−∞, 0] â Rn , òàêèõ, ÷òî:
sup
s≤0

|ϕ(s)|
g(s)

<∞.Òîãäà ïðîñòðàíñòâî Cg ñ íîðìîé:
‖ϕ‖g = ‖ϕ‖Cg

= sup
s≤0

|ϕ(s)|
g(s)åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.�àññìîòðèì ñëåäóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî â Cg :

UCg = {ϕ ∈ Cg :
ϕ
g
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà (−∞, 0]} .Òîãäà UCg åñòü äîïóñòèìîå ïðîñòðàíñòâî.×àñòíûì ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà Cg ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Cγ ñ g(s) = e−γs äëÿ

γ > 0 . Ïðîñòðàíñòâî Cγ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Bh = {ϕ ∈ B : ‖ϕ‖B < h} , B̄h = {ϕ ∈
B : ‖ϕ‖B ≤ h} .�àññìîòðèì ñèñòåìó �óíêöèîíàëüíî-äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

ẋ(t) = f(t, xt). (1.1)Çäåñü f åñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå íà ìíîæåñòâå R+ × BH → Rnäëÿ íåêîòîðîãî 0 < H ≤ +∞ , f(t, 0) ≡ 0 .Äëÿ çàäàííûõ α ∈ R+, ϕ ∈ BH íàçîâåì x(t, α, ϕ) ðåøåíèåì (1.1), íà÷èíàþùååñÿ âòî÷êå (α, ϕ) , åñëè ñóùåñòâóåò β > α , òàêîå, ÷òî x(t, α, ϕ) óäîâëåòâîðÿåò (1.1) íà [α, β) è
xα(α, ϕ) = ϕ .Åñëè f(t, ϕ) îãðàíè÷åííî íà êàæäîì ìíîæåñòâå R+ × B̄h , |f(t, ϕ)| ≤ m(h) äëÿ âñåõ
(t, ϕ) ∈ R

+ × B̄h, 0 < h < H , òîãäà äëÿ êàæäîé íà÷àëüíîé òî÷êè (α, ϕ) ∈ R
+ × BHñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå x(t, α, ϕ) óðàâíåíèÿ (1.1), îïðåäåëåííîå äëÿ [−∞, β)äëÿ íåêîòîðîãî β > α [2℄.Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ϕ íà êàæ-äîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K ⊂ BH , ò. å. ñóùåñòâóåò l = l(K) , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ

ϕ1, ϕ2 ∈ K âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
|f(t, ϕ2)− f(t, ϕ1)| ≤ l‖ϕ2 − ϕ1‖B.Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåò åäèíñòâåííûì äëÿ êàæäîé òî÷êè (α, ϕ) ∈ R

+ ×
BH .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. [3℄. Ôóíêöèÿ f(t, ϕ) , îïðåäåëåííàÿ íà R × B , èìååòêîìïàêòíóþ îáîëî÷êó, åñëè äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ R×B ñóùåñòâóåòÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



88 Ñ. Â. Ïàâëèêîâïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn} , tn ≥ 0 , ñîäåðæàùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tm} , òàêóþ,÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(t+ tm, ϕ)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè (t, ϕ) ∈ K .Îáîëî÷êîé H+(f) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïàð (f ∗,Ω) , Ω ⊂ R+ × BH , òàêèõ, ÷òîñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, tn → +∞, n → ∞ , äëÿ êîòîðîé {f(t + tn, ϕ)}ñõîäèòñÿ ê f ∗(t, ϕ) , (t, ϕ) ∈ Ω , ïðè ýòîì �óíêöèÿ f ∗ : R+ × BH → Rn íàçûâàåòñÿïðåäåëüíîé ê f .Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ BH �óíêöèÿ f = f(t, ϕ)ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî (t, ϕ) ∈ R+ ×K , ò. å. äëÿ ëþáîãî K ⊂ BH äëÿ ïðîèçâîëüíîãîìàëîãî ε > 0 íàéäåòñÿ δ = δ(ε,K) > 0 , òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ (t1, ϕ1) , (t2, ϕ2) ∈ R
+ ×K :

|t2 − t1| < δ , ϕ1 , ϕ2 ∈ K : ‖ϕ2 − ϕ1‖B < δ , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
|f(t2, ϕ2)− f(t1, ϕ1)| < ε.Ïðè óñëîâèè îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè f è âûïîëíåíèÿ âûøåóêàçàííîé ðàâíîìåðíîéíåïðåðûâíîñòè îáîëî÷êà H+(f) áóäåò êîìïàêòíîé [3℄.Äëÿ êàæäîé ïàðû (f ∗,Ω) ∈ H+(f) îïðåäåëèì ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå

ẋ(t) = f ∗(t, xt). (1.2)Â ñèëó òîãî, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.2) áóäåòåäèíñòâåííûì äëÿ êàæäîé òî÷êè (α, ϕ) ∈ Ω .Ïðè îïðåäåëåíèè âçàèìîñâÿçè ðåøåíèé óðàâíåíèé (1.1) è (1.2) áóäåì ïîëüçîâàòüñÿñëåäóþùåé ëåììîé.Ë å ì ì à 1.1. [4℄. Ïóñòü tn → +∞ , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn} ∈ BH , ϕn → ϕ ∈
BH ïðè n→ ∞ è x(t, tn+α, ϕn) åñòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.1). Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xnt = xt+tn(tn+α, ϕn)} ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì êîìïàêòå K ⊂ BH , è åñëè �óíêöèîíàë
f ∗(t, ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì ê f(t, ϕ) îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tn → +∞ ,
x∗(t, α, ϕ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.1), îïðåäåëåííîå íà (−∞, β) , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn(t)} = x(t + tn, tn + α, ϕn) ñõîäèòñÿ ê x∗(t, α, ϕ) , à xnt → x∗t ðàâíîìåðíî ïî t ∈ [α, γ]äëÿ êàæäîãî γ ∈ (α, β) .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ïóñòü x = x(t, α, ϕ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1),îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t ≥ α . Ïîëîæèòåëüíîå ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî Ω+(xt(α, ϕ)) âïðîñòðàíñòâå BH åñòü ìíîæåñòâî Ω+ = {ϕ∗ ∈ BH : ∃tn → +∞, n → ∞, xtn(α, ϕ)
→ ϕ∗ â äîïóñòèìîì ïðîñòðàíñòâå B ïðè n→ ∞} .2. Òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòèÈññëåäóåì çàäà÷ó îá óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ x = 0 ñèñòåìû (1.1) íà îñíîâåçíàêîïîñòîÿííîãî �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà.Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. �åøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷è-âûì â Rn (â B ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R+, ε > 0 èìååòñÿ δ = δ(ε, α) > 0 , òàêîå,÷òî èç íåðàâåíñòâà ‖ϕ‖B ≤ δ ñëåäóåò, ÷òî |x(t, α, ϕ)| < ε ( ‖xt(α, ϕ)‖B < ε ) äëÿ âñåõ
t ≥ α .Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Òî÷êà x = 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèòÿæåíèÿ ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (1.1) â R

n (â B ), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α ∈ R
+ íàéäåòñÿ η = η(α) > 0 ,òàêîå, ÷òî èç íåðàâåíñòâà ‖ϕ‖B ≤ η ñëåäóåò, ÷òî x(t, α, ϕ) → 0 ( ‖xt(α, ϕ)‖B → 0 )ïðè t→ +∞ .Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì 89Î ï ð å ä å ë å í è å 2.3. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) x = 0 àñèìïòîòè÷åñêèóñòîé÷èâî, åñëè îíî óñòîé÷èâî è ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïðèòÿæåíèÿ (â Rn èëè â B ).Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îãðàíè÷åííîì çàïàçäûâàíèè îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøå-íèÿì ê íîðìàì â R
n è â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíû.Ë å ì ì à 2.1. [5℄. Äëÿ äîïóñòèìîãî ïðîñòðàíñòâà B îïðåäåëåíèÿ 2.1�2.3 óñòîé-÷èâîñòè â Rn è â B ýêâèâàëåíòíû.Ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà íàçîâåì ñêàëÿðíóþ íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ V : R+ × BH →

R . Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω(u) íåïðåðûâíóþ, ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ �óíêöèþ ω :
R+ → R+, ω(0) = 0 .Ïóñòü x = x(t, α, ϕ) � íåêîòîðîå ðåøåíèå (1.1), îïðåäåëåííîå äëÿ âñåõ t ≥ α . Âäîëüýòîãî ðåøåíèÿ �óíêöèîíàë V ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ âðåìåíè V (t) =
V (t, xt(α, ϕ)) . Äëÿ ýòîé �óíêöèè îïðåäåëèì âåðõíþþ ïðàâîñòîðîííþþ ïðîèçâîäíóþ:

dV

dt
= lim△t→0+

V (t+△t)− V (t)

△t .Åñëè V (t, ϕ) ≥ 0, ∀(t, ϕ) ∈ R
+ × B̄H0 , V (t, 0) ≡ 0 , òî �óíêöèîíàë V íàçûâàåòñÿïîñòîÿííî-ïîëîæèòåëüíûì.Ââåäåì ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.Î ï ð å ä å ë å í è å 2.4. Äëÿ íåïðåðûâíîãî �óíêöèîíàëà V (t, ϕ) è íåêîòîðîãî÷èñëà c ∈ R îïðåäåëèì V −1(∞, c) = {ϕ ∈ BH : ∃ϕn ∈ BH , tn → +∞ : ϕn →

ϕ, V (tn, ϕn) → c} .Î ï ð å ä å ë å í è å 2.5. �åøåíèå x = 0 óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
Λ ⊂ BH ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} , åñëè äëÿ ëþáîé (f ∗,Ω) ∈ H+(f) , äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ìîæíî óêàçàòü δ = δ(ε) > 0 , òàêîå, ÷òî èç ϕ ∈ Λ

⋂{‖ϕ‖B < δ} ñëåäóåò
‖x∗t (0, ϕ)‖B < ε äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ x∗(t, 0, ϕ) ëþáîãî óðàâíåíèÿ ẋ(t) = f ∗(t, xt) ïðèâñåõ t ≥ 0 .Î ï ð å ä å ë å í è å 2.6. �åøåíèå x = 0 íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-÷èâûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ ⊂ BH ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} , åñëè îíîóñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî Λ ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} è ñóùåñòâóåò △ , òàêîå,÷òî èç ϕ ∈ Λ

⋂{‖ϕ‖B < △} ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå x∗(t, 0, ϕ) êàæäîãî óðàâíåíèÿ (1.2)ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè t→ ∞ .Ââåäåííûå îïðåäåëåíèÿ ïîçâîëÿþò âûâåñòè äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íà îñ-íîâå çíàêîïîñòîÿííîãî �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà.Ò å î ð å ì à 2.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë V : R+ × BH → R
+ , òàêîé, ÷òî:

V (t, ϕ) ≥ 0, V (t, 0) ≡ 0, V̇ (t, ϕ) ≤ 0, (t, ϕ) ∈ R
+ × BH ;2) ðåøåíèå x = 0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà Λ0 =

V −1(∞, 0) ðàâíîìåðíî ïî {ẋ(t) = f ∗(t, xt)} .Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.
Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



90 Ñ. Â. ÏàâëèêîâÄ î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 óðàâíåíèÿ(1.1) íåóñòîé÷èâî. Òîãäà ïðè íåêîòîðîì ε0 : 0 < ε0 < H íàéäåòñÿ ìîìåíò α > 0 ïîñëåäî-âàòåëüíîñòü {ϕn : ‖ϕn‖B → 0, n → ∞} , òàêèå, ÷òî äëÿ ðåøåíèé (1.1) xn(t) = x(t, α, ϕn)âåðíî:
‖xntn(α, ϕn)‖B = ε0 (2.1)ïðè íåêîòîðûõ t = tn .Èç åäèíñòâåííîñòè x = 0 ñëåäóåò, ÷òî tn → +∞ . Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ‖xnt ‖B < ε0 äëÿ

t ∈ [α, tn) .Èç óñëîâèÿ V (t, 0) ≡ 0 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ÷èñëà △n → 0 , òàêèå, ÷òî V (α, ϕn) ≤
△n . Â ñèëó V̇ (t, ϕ) ≤ 0 ïîëó÷àåì:

V (t, xnt (α, ϕn)) ≤ △n, t > α. (2.2)Îïðåäåëèì δ0 = δ( ε0
2
) èç óñëîâèÿ 2) òåîðåìû. Ïîëîæèì δ1 = δ0

2
. Â ñèëó (2.1), ñóùå-ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü tδ1n → +∞, n → ∞ , òàêàÿ, ÷òî ‖xn

t
δ1
n

‖B = δ1 è ïðè tδ1n ≤ t ≤ tnâûïîëíÿåòñÿ:
δ1 ≤ ‖xnt ‖B ≤ ε0. (2.3)Èç óñëîâèé, íàëîæåííûõ íà �óíêöèþ f(t, ϕ) , ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn(t, α, ϕn) : t ∈ [α, γ]} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîãî
γ > α . Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ‖ϕn‖B → 0 , ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ñåìåé-ñòâî �óíêöèé {xn

t
δ1
n

(α, ϕn)} ïðåäêîìïàêòíî â Bδ0 , ò. å. ñåìåéñòâî �óíêöèé {xn
t
δ1
n

(α, ϕn)}ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó êîìïàêòó K ⊂ Bδ0 .Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðè-ìåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ tδ1n ) è �óíêöèÿ ϕδ1 , òàêèå, ÷òî xn
t
δ1
n

→ ϕδ1 , ãäå ‖ϕδ1‖B = δ1 .Ïðè ýòîì, â ñèëó (2.2) è óñëîâèÿ äëÿ ïðîèçâîäíîé V èìååì: V (tδ1n , xntδ1n (α, ϕn)) → 0 ïðè
n→ ∞ è çíà÷èò ϕδ1 ∈ V −1(∞, 0).Ñóùåñòâóåò (f ∗, K) ∈ H+(f) , ò. å. ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòèïðèìåì, ÷òî îíà ñîâïàäàåò ñ tδ1n ), òàêàÿ, ÷òî f(t + tδ1n , ϕ) → f ∗

δ1
(t, ϕ) , ϕ ∈ K . Ïî ëåììå1.1 ïîëó÷àåì, ÷òî xn(t+ tδ1n , α, ϕn) → x∗(t, 0, ϕδ1) , ãäå x∗(t, 0, ϕδ1) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ẋ(t) = f ∗
δ1
(t, xt) .Íî òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ ÷èñëà δ1 èìååì, ÷òî ‖x∗t (0, ϕδ1)‖B ≤ ε0

2
, t ≥ 0 è

‖x∗t (0, ϕδ1)‖B → 0, t → +∞ . Îáîçíà÷èì: Tn = tn − tδ1n . �àññìîòðèì x∗ = x∗(Tn, 0, ϕδ1) .Åñëè Tn ≤ T < +∞ äëÿ ëþáîãî n = 1, 2... , òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò T0 , òà-êîå, ÷òî x∗T0
= ϕε0 . Åñëè Tn → +∞ , òîãäà â ñèëó (2.3) äëÿ êàæäîãî T = const > 0

‖x∗T (0, ϕδ1)‖B ≥ δ1 > 0 . È òî è äðóãîå ñâîéñòâî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó δ1 . Òàêèì îáðàçîìïîëó÷àåì óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.1).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.Ââåäåì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.Î ï ð å ä å ë å í è å 2.7. Ïóñòü tn → +∞ åñòü íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.Äëÿ êàæäîãî t ∈ R è c ∈ R îïðåäåëèì ìíîæåñòâî V −1
∞ (t, c) ⊂ BH ñëåäóþùèì îáðàçîì:òî÷êà ϕ ∈ V −1

∞ (t, c) , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕn ∈ BH , ϕn → ϕ} , òàêàÿ,÷òî:
lim

n→+∞
V (t + tn, ϕn) = c.Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîäíîé V̇ èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà:

V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, ∀(t, ϕ) ∈ R× BH .Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Îá óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèé ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íûì çàïàçäûâàíèåì 91Äîïóñòèì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ W = W (t, ϕ) îãðàíè÷åíà íà êàæäîì ìíîæåñòâå
R+ × B̄h è äëÿ êàæäîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà K ⊂ BH ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî
(t, ϕ) ∈ R+×K . Êàê è â ñëó÷àå f(t, ϕ) , ïðè òàêîì óñëîâèè ìîæíî îïðåäåëèòü êîìïàêòíóþîáîëî÷êó äëÿ W = W (t, ϕ) è ïðåäåëüíóþ �óíêöèþ W ∗ , ïðè ýòîì ìíîæåñòâî V −1

∞ (t, c) ,îïðåäåëÿåìîå òîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ tn → +∞ , îïðåäåëèì êàê ñîîòâåòñòâóþùåå
W ∗ .Îáîëî÷êîé H+(f,W ) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (f ∗,W ∗,Ω) , Ω ⊂ R+ × BH , òàêèõ, ÷òî ñó-ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {tn}, tn → +∞, n→ ∞ , äëÿ êîòîðîé {f(t+ tn, ϕ)} ñõîäèòñÿê f ∗(t, ϕ) , {W (t+ tn, ϕ)} ñõîäèòñÿ ê W ∗(t, ϕ) ïðè (t, ϕ) ∈ Ω .Äîêàçàíû ñëåäóþùèå òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè ïîëîæèòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâàðåøåíèé (1.1) [6℄ è îá àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè íóëåâîãî ðåøåíèÿ (1.1) ñ èñïîëüçî-âàíèåì �óíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà ñî çíàêîïîñòîÿííîé ïðîèçâîäíîé [7℄.Ò å î ð å ì à 2.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:1) V (t, ϕ) : R

+ × BH → R åñòü íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë, îãðàíè÷åííûé ñíèçó íàêàæäîì êîìïàêòå K ⊂ BH :
V (t, ϕ) ≥ m(K) ∀(t, ϕ) ∈ R

+ ×K,åãî ïðîèçâîäíàÿ
dV

dt
≤ −W (t, ϕ) ≤ 0 ∀(t, ϕ) ∈ R

+ × BH ;2) x = x(t, α, ϕ) � ðåøåíèå (1.1), òàêîå, ÷òî |x(t, α, ϕ)| ≤ τ < H , äëÿ âñåõ t ≥ α .Òîãäà èìååòñÿ c = c0 ≥ m , ïðè êîòîðîì äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé òî÷êè ϕ∗ ∈
Ω+(xt(α, ϕ)) ñóùåñòâóþò ïðåäåëüíàÿ ñîâîêóïíîñòü (f ∗,W ∗) ∈ H+(f,W ) ñ V −1

∞ (t, c) èðåøåíèå x∗(t, 0, ϕ∗) óðàâíåíèÿ ẋ = f ∗(t, xt) òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî {x∗t (0, ϕ∗) : t ∈ R+} ⊂
Ω+(xt(α, ϕ)) è {x∗t (0, ϕ∗) : t ∈ R+} ⊂ {V −1

∞ (t, c) : c = c0 = const}⋂{W ∗(t, ϕ) = 0} .Ò å î ð å ì à 2.3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:1) ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé �óíêöèîíàë V : R+ × BH → R
+ , òàêîé, ÷òî:

ω(|ϕ(0)|) ≤ V (t, ϕ), V (t, 0) ≡ 0,

V̇ (t, ϕ) ≤ −W (t, ϕ) ≤ 0, (t, ϕ) ∈ R
+ × BH ;2) äëÿ êàæäîé ïðåäåëüíîé ñîâîêóïíîñòè (f ∗,W ∗) ∈ H+(f,W ) è êàæäîãî c0 ≥ 0 ìíî-æåñòâî {V −1

∞ (t, c) : c = c0}
⋂{W ∗(t, ϕ) = 0} íå ñîäåðæèò ðåøåíèé ïðåäåëüíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = f ∗(t, xt) , êðîìå íóëåâîãî x = 0 .Òîãäà ðåøåíèå x = 0 óðàâíåíèÿ (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.3. Óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé�àññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ãîëîíîìíûìè ñòàöèîíàðíûìè ñâÿçÿìè, îïðåäå-ëÿåìóþ îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè q1, q2, . . . , qn, ïðè÷åì ïåðâûå m êîîðäèíàò ñèñòåìû,
(q1, . . . , qm)

′ = q1 (m < n) ïîçèöèîííûå, îñòàëüíûå (n−m) êîîðäèíàò (qm+1, . . . , qn)
′ = q2� öèêëè÷åñêèå è îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè

d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −∂Π

∂q
+

t∫

0

Φ(t− s)q(s)ds+Q, (3.1)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



92 Ñ. Â. Ïàâëèêîâãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, Π = Π(q) � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ∂T/∂q2 =
∂Π/∂q2 = 0, ïðè ýòîì Φ ∈ Rm×m � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, m < n , Φ′ = Φ ≥ 0,( ∫∞

0
Φ(s)ds ñõîäèòñÿ) âûðàæàþùàÿ ñâîéñòâî ýðåäèòàðíîñòè èëè âëèÿíèÿ ïðåäûñòîðèèñèñòåìû [8℄ (íàïðèìåð, åå âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà), Q = Q(q, q̇) � îáîáùåííûå ãèðîñêîïè-÷åñêèå è äèññèïàòèâíûå ñèëû, Q(q, 0) ≡ 0, Q = (Q1, 0)′, (q̇1)′Q1 ≤ 0, ( (·)′ � îïåðàöèÿòðàíñïîíèðîâàíèÿ). Ïîëàãàåì q(t) = 0, t < 0 . Ñèñòåìà áóäåò èìåòü öèêëè÷åñêèå èíòå-ãðàëû ∂T/∂q̇2 = c, è äëÿ íåå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðèâåäåííóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþñèñòåìû W =W (q1, c) .Ïóñòü ∂W/∂q1 = 0 ïðè q1 = 0 è c = c0, òàê ÷òî ñèñòåìà èìååò ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå

q̇1 = 0, q1 = 0, q̇2 = q̇20 = const, q2(t) = q20 + q̇20(t− t0) (3.2)îòâå÷àþùåå çíà÷åíèþ c = c0 öèêëè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.Ò å î ð å ì à 3.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî:1) èçìåíåííàÿ ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ýðåäèòàðíîñòè ïðèâåäåííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåð-ãèÿ ñèñòåìû
S(q1, c) = W (q1, c)− 1

2
(q1)′




∞∫

0

Φ(s)ds


 q1èìååò èçîëèðîâàííûé ìèíèìóì â òî÷êå q1 = 0 ïðè c = c0 è S(q1, c) ≥ ω(|q1|) ;2) ìàòðè÷íàÿ �óíêöèÿ Φ òàêîâà, ÷òî Φ̇(s) ≤ 0 .Òîãäà ñòàöèîíàðíîå äâèæåíèå (3.2) óñòîé÷èâî ïî (q̇1, q1, q̇2) è ÿâëÿåòñÿ ïðèòÿãè-âàþùèì äëÿ âîçìóùåííûõ äâèæåíèé ñ öèêëè÷åñêèìè ïîñòîÿííûìè c = c0, à òàêæåêàæäîå âîçìóùåííîå äâèæåíèå èç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè (3.2) íåîãðàíè÷åííî ïðèáëè-æàåòñÿ ïðè tn → +∞ ê îäíîìó èç ïðåäåëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ äâèæåíèé, îòâå÷àþùåìóçíà÷åíèþ c = c1 = c0 + δc.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.Ïîëîæèì U = |c− c0| . Âîçüìåì �óíêöèîíàë Ëÿïóíîâà â âèäå:

V (q1, q̇1) = S(q1, c0) + T + 1
2

∫∞

0
(q1(t− s)− q1(t))′Φ(s)(q1(t− s)− q1(t))ds.Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèîíàëà â ñèëó ñèñòåìû (3.1) áóäåò èìåòü îöåíêó:

dV

dt
≤ 1

2

∫ +∞

0

(q1(t− s)− q1(t))′Φ̇(s)(q1(t− s)− q1(t))ds ≤ 0.Ïðåäåëüíàÿ ê (3.1) ñèñòåìà èìååò âèä:
d

dt

(
∂T

∂q̇

)
− ∂T

∂q
= −∂Π

∂q
+

∞∫

0

Φ(s)q(t− s)ds+Q, (3.3)Ïîëàãàåì W (q1) = 1
2

∫ +∞

0
(q1(t− s)− q1(t))′Φ̇(s)(q1(t− s)− q1(t))ds .Ìíîæåñòâî {W ∗(q1) = 0} = {q1(t) ≡ const, ∀t ∈ R} .Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîé const ≥ 0 ìíîæåñòâî {V = const)}⋂{W ∗(q1) = 0} íåñîäåðæèò ðåøåíèé (3.3), êðîìå {q1 = 0} .Ïî òåîðåìå 2.3 ïîëó÷àåì, ÷òî äâèæåíèå, îòâå÷àþùåå c = c0 àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.Ôóíêöèîíàë U ≥ 0 , U = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c = c0 . Ïî òåîðåìå 2.1 ïîëó÷àåìäîêàçàòåëüñòâî ïåðâîé ÷àñòè òåîðåìû.�àññìîòðèì òåïåðü �óíêöèîíàë V ñ S çàâèñÿùåé îò c1 . Òîãäà èç òåîðåìû 2.2 ïîëó-÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ïðåçèäåíòà �Ô (ÌÄ-7549.2010.1).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îïðèìàëüíîãî . . . 95ÓÄÊ 517.977Ìåòîä îïåðàòîðîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿîïðèìàëüíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿËàïëàñà â øàðå© Þ. À. Ïàð�¼íîâà 1Àííîòàöèÿ. �àññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿâ òðåòüåé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â N- ìåðíîì øàðå. Ìåòîäîì îïåðàòîðîâïðåîáðàçîâàíèÿ íàéäåíî àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: �ðàíè÷íîå óïðàâëåíèå, îïåðàòîð ïðåîáðàçîâàíèÿ, òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à.1. Îïåðàòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ âåêòîð-�óíêöèé, ãàðìîíè÷å-ñêèõ â øàðå.�àññìîòðèì âåêòîðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó â åäèíè÷íîì øàðå Ω èç Rn :
∆

(
y
p

)
= 0, x ∈ Ω (1.1)

Γ

(
y
p

)
+

∂

∂va

(
y
p

)
=

(
g
−zg

)
, x ∈ Γ. (1.2)ãäå Γ - ìàòðèöà ðàçìåðà 2 × 2 , âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ïîëîæèòåëüíûå, zg -èçâåñòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ, ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë êîòîðîé áóäåò óêàçàí íèæå.Ââåäåì îïåðàòîð [1℄ LΓ = Γ + r d

dr
, òîãäà ãðàíè÷íîå óñëîâèå (1.2) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

LΓ

(
u
p

)
=

(
v1
v2

)
, x ∈ Ωïðè ýòîì âåêòîð-�óíêöèÿ ( v1

v2

) - ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω .Â ðàáîòå [1℄ íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ îïåðàòîðà, îáðàòíîãî ê LΓ :
(
u
p

)
=

1∫

0

εΓ−E

(
v1 (εx)
v2 (εx)

)
dε.Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî

εΓ−E =

(
εh−1 cos (β ln ε) βεh−1 sin (β ln ε)
1
β
εh−1 sin (β ln ε) εh−1 cos (β ln ε)

)
.Îáîçíà÷èì 1

a0
= β , â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê ðåøåíèþ òðåòüåé âåêòîðíîé êðàåâîéçàäà÷è (1.1)-(1.2):

(
u
p

)
=




1∫
0

εh−1 cos (β ln ε) v1 (εx) dε+
1∫
0

βεh−1 sin (β ln ε) v2 (εx) dε

1∫
0

1
β
εh−1 sin (β ln ε) v1 (εx) dε+

1∫
0

εh−1 cos (β ln ε) v2 (εx) dε


 . (1.3)1Àññèñòåíò êà�åäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïåäàãîãè÷åñêèé óíèâåð-ñèòåò èì. Â. �. Áåëèíñêîãî, ã. Ïåíçà;julia5507�mail.ru. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



96 Þ. À. Ïàð�¼íîâà2. Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì ãðàíè÷íîì óïðàâëåíèè.Ïóñòü â åäèíè÷íîì øàðå Ω ∈ Rn îïðåäåëåíî óðàâíåíèå Ëàïëàñà:
n∑

i=1

∂2y

∂x2i
= 0, (2.1)Íà ãðàíèöå Γ = ∂Ω çàäàíî òðåòüå êðàåâîå óñëîâèå:

hy +
∂y

∂vA
≡ hy + r

∂y

∂r
= g,ãäå n - îðò âíåøíåé íîðìàëè ê Γ , g ∈ L2 (Γ) , h > 0 .Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî óïðàâëåíèÿ u ∈ L2 (Γ) ñîñòîÿíèå y = y (u) êàê îáîáùåííîåðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è, çàäàííîé óðàâíåíèåì (2.1) è êðàåâûì óñëîâèåì

hy +
∂y

∂vA
= g + u, (2.2)Ïîñêîëüêó îáîáùåííîå ðåøåíèå y (u) ∈ V =
{
v|Ωi

∈ W 1
2 (Ωi) : i = 1, 2

} êðàåâîé çàäà÷è(2.1)-(2.2) ñóùåñòâóåò, òî îíî íà ãðàíèöå Γ îáëàñòè Ω̄ èìååò ñìûñë è ‖y (u)‖L2(Γ)
<∞ .Íàáëþäåíèå çàäàäèì â âèäå

Z (u) = y (u) , x ∈ Γ.Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó óïðàâëåíèþ u ∈ L2 (Γ) çíà÷åíèå �óíêöèè ñòîèìîñòè:
J (u) =

∫

Γ

(y (u)− zg)
2dΓ + a0 (u, u) , (2.3)ãäå zg - èçâåñòíûé ýëåìåíò èç L2 (Γ) , 0 < a0 ,

(ϕ, ψ) =

∫

Γ

ϕψdΓ.Ñëåäóÿ [2℄, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîìó óïðàâëåíèþ u ∈ L2 (Γ) ñîîòâåòñòâóåòåäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå y (u) ∈ V . Ôóíêöèÿ y îïðåäåëåíà íà îáëàñòè Ω , ìèíèìèçèðóåòíà V �óíêöèîíàë ýíåðãèè
Φ (v) = limintΩ

n∑

i,j=1

∂v

∂xj
· ∂v
∂xi

dx− 2

∫

Γ

gvdΓ− 2

∫

Γ

uvdΓ (2.4)è ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì â V ðåøåíèåì çàäà÷è â ñëàáîé ïîñòàíîâêå: íàéòè ýëåìåíò y ∈
V , óäîâëåòâîðÿþùèé ∀v ∈ V óðàâíåíèþ

∫

Ω

n∑

i,j=1

∂v

∂xj
· ∂v
∂xi

dx =

∫

Γ

gvdΓ +

∫

Γ

uvdΓ. (2.5)Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî y (u1) 6= y (u2) ïðè u1 = u2 .Èç (2.3) ïîëó÷àåì
J (u) = ‖(y (u)− y (0) + (y (0)− zg))‖2 + a0 (u, u) =Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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= π (u, u)− 2L (u) + ‖zg − y (0)‖2 ,ãäå áèëèíåéíàÿ �îðìà π (·, ·) è ëèíåéíûé �óíêöèîíàë L (·) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

π (u, v) = (y (u)− y (0) , y (v)− y (0)) + (āu, u) ,

L (v) = (zg − y (0) , y (v)− y (0)) , (2.6)
(ϕ, ψ) =

∫

Γ

ϕψdΓ.Ëèíåéíîñòü �óíêöèîíàëà L (v) ëåãêî âèäåòü, ïîñêîëüêó ðàçíîñòü y (v) − y (0) åñòüåäèíñòâåííîå ðåøåíèå ỹ (v) îäíîé èç ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ (2.4), (2.5), ó êîòîðûõ íåîá-õîäèìî ïîëîæèòü f ≡ 0 , g ≡ 0 , à â çàäà÷å (2.5) äîïîëíèòåëüíî çàìåíèòü ïðîèçâîëüíóþ�óíêöèþ v ïðîèçâîëüíûì ýëåìåíòîì z ∈ V . Òîãäà èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî âèäà
ỹ (α1u1 + α2u2) = α1ỹ (u1) + α2ỹ (u2) ∀α1, α2 ∈ R1, ∀u1, u2 ∈ L2.Íà îñíîâàíèè ïîñëåäíåãî óñòàíàâëèâàåì ëèíåéíîñòü �óíêöèîíàëà L (v) è áèëèíåé-íîñòü �îðìû π (u, v) . Ôîðìà π (·, ·) êîýðöèòèâíà íà L2 (Γ) , ò.å.

π (u, u) ≥ a0 (u, u) .Ïóñòü ỹ′ = ỹ (u′) , ỹ′′ = ỹ (u′′) - ðåøåíèÿ ìíîæåñòâà V çàäà÷è (2.5) ïðè f = 0 , g = 0è �óíêöèè u = u (x) , ðàâíîé ñîîòâåòñòâåííî u′, u′′ . Òîãäà
‖ỹ′ − ỹ′′‖2V ≤ µa (ỹ′ − ỹ′′, ỹ′ − ỹ′′) ≤ µ ‖u′ − u′′‖L2(Γ)

‖ỹ′ − ỹ′′‖L2(Γ)
, (2.7)ãäå ‖v‖V =

{
2∑

i=1

‖v‖2W 1
2 (Ωi)

}1/2 , à áèëèíåéíàÿ �îðìà a (·, ·) îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì
a (ϕ, ψ) =

∫

Ω

n∑

i,j=1

∂ϕ

∂xj

∂ψ

∂xi
dx.Ïîñêîëüêó ∀v ∈ V ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà [2℄

‖v‖L2(∂Ωi)
≤ ci ‖v‖W 1

2 (∂Ωi)
, ci > 0, i = 1, 2,òî

‖v‖L2(Γ)
≤ c3 ‖v‖V , c3 = max ci

∫

i=1,2

. (2.8)Ñ ó÷åòîì (2.8) èç (2.7) ñëåäóåò
‖ỹ′ − ỹ′′‖L2(Γ)

≤ c4 ‖u′ − u′′‖L2(Γ)
, (2.9)ò.å. �óíêöèÿ ỹ (u) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò u .Íåðàâåíñòâî (2.9) îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî �óíêöèîíàëà L (·) è áèëè-íåéíîé �îðìû π (·, ·) íà ℑ . Òàêèì îáðàçîì ñïðàâåäëèâàÒ å î ð å ì à 2.1. Åñëè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå ýêâèâà-ëåíòíûõ çàäà÷ (2.4), (2.5), òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u ∈ L2 (Γ) , äëÿ êî-òîðîãî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå âèäà J (u) = inf J (v)

v∈L2(Γ)

.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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π (u, v − u) ≥ L (v − u) ∀v ∈ L2 (Γ) . (2.10)Íà îñíîâàíèè (2.6) ëåãêî óâèäåòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

π (u, v − u)− L (v − u) =

= (y (u)− zg, y (v − u)− y (0)) + a0 (u, v − u) . (2.11)Ñ ó÷åòîì ëèíåéíîñòè çàäà÷è (2.5) èç (2.11) ñëåäóåò
π (u, v − u)− L (v − u) = (y (u)− zg, y (v)− y (u)) + a0 (u, v − u) .Òîãäà íåðàâåíñòâî (2.10) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(y (u)− zg, y (v)− y (u)) + a0 (u, v − u) ≥ 0 ∀v ∈ ℑ∂. (2.12)Ñîãëàøåíèå (2.12) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû u ∈
L2 (Γ) áûëî îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ y ∈ V ýêâèâàëåíòíûõ çàäà÷ (2.4),(2.5) (ïðè ïðîèçâîëüíûõ �èêñèðîâàííûõ f ∈ L2 (Ω) , g ∈ L2 (Ω)) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð
A : V → L2 (Γ) , êîòîðûé íà ðåøåíèÿõ y ( y|Ωi

∈ C1
(
Ω̄l

)
∩C2

(
Ω̄l

) , l = 1, 2) îïðåäåëÿåòñÿñîîòíîøåíèåì (2.1), (2.2). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèé yìîæíî åäèíñòâåííûì îáðàçîìîïðåäåëèòü ∂y/∂vA íà ∂Ωl è ∂y/∂vA ∈ W−1/2 (∂Ωl) .Äëÿ óïðàâëåíèÿ v ∈ L2 (Γ) ñîïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå p (v) ∈ V ∗ îïðåäåëèì ñëåäóþùèìèñîîòíîøåíèÿìè:
A∗p (v) = 0, x ∈ Ω,

hp+
∂p

∂vA∗

= y (v)− zg, x ∈ Γ,ãäå V ∗ - ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî ê V , V ∗ = V ,
A∗p = −

n∑

i,j=1

∂2v

∂x2i
,

∂p

∂vA∗

= r
∂p

∂r
.Àíàëîãè÷íî [2℄ èñïîëüçóåì äàëåå �îðìóëó �ðèíà. Èìååì

0 = (A∗p (u) , y (v)− y (u)) = −
∫

∂Ωl

∂p

∂vA∗

(y (v)− y (u))d∂Ω+

+

∫

Ω

n∑

i,j=1

∂p

∂xj

∂ (y (v)− y (u))

∂xi
dx =

= a (p, y (v)− y (u))−
∫

Γ

(y (u)− zg, y (v)− y (u)) dΓ =

= −
∫

Γ

(y (u)− zg, y (v)− y (u)) dΓ +

∫

Γ

p
∂ (y (v)− y (u))

∂vA
dΓ−Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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− (p, A (y (v)− y (u))) =

= −
∫

Γ

(y (u)− zg, y (v)− y (u)) dΓ +

∫

Γ

p (v − u)dΓ.Ñëåäîâàòåëüíî,
(y (u)− zg, y (v)− y (u))L2(Γ)

= (p, v − u)L2(Γ)
. (2.13)Ó÷èòûâàÿ (2.11), (2.13), èç (2.10) ïîëó÷àåì

(p (u) + āu, v − u)L2(Γ)
≥ 0. (2.14)Òàêèì îáðàçîì, èç (2.14) ñëåäóåò

p (u) + āu = 0, x ∈ Γ.Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ u (x) èìååì òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿñèñòåìû óðàâíåíèé Ëàïëàñà:
n∑

i=1

∂2y

∂x2i
= 0, x ∈ Ω,

n∑

i,j=1

∂2p

∂x2i
= 0, x ∈ Ω,

hy +
∂y

∂vA
= g − p

ā
, x ∈ Γ,

hy +
∂p

∂vA
= y − zg, x ∈ Γ.Åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïî �îðìóëå

u = −p/ā, x ∈ Γ. (2.15)Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (1.3), íàõîäèì îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå p :
p =

1

β

1∫

0

εh−1 sin (β ln ε) v1 (εx) dε+

1∫

0

εh−1 cos (β ln ε) v2 (εx) dε,ãäå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:
v1 (x) =

∫

Γ

1− |x|2

(1− 2x cosψ + x2)
n
2

g (ξ) dΓξ,

v2 (x) =

∫

Γ

1− |x|2

(1− 2x cosψ + x2)
n
2

zg (ξ)dΓξ, cosψ =
(x, ξ)

‖x‖ .Èç �îðìóëû (2.15) íàõîäèì èòîãîâóþ �îðìóëó äëÿ íåèçâåñòíîãî óïðàâëåíèÿ:
u = β

1∫

0

εh−1 sin (β ln ε) v1 (εx) dε+ β2

1∫

0

εh−1 cos (β ln ε) v2 (εx) dε.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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102 Ä. Â. ÏàøóòêèíÓÄÊ 517.9Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà íåëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.© Ä. Â. ÏàøóòêèíÀííîòàöèÿ. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿïðèâîäèìû ê ëèíåéíîìó àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîé ìàòðèöåé (òåîðåìà Ôëîêå-Ëÿïóíîâà). �àññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå ïåðèîäè÷åñêèå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ èñòðîèòñÿ ïðèìåð äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íåïðèâîäèìîãî ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþâ ñïåöèàëüíîé ãðóïïå íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëÿïóíîâà, ñîäåðæàùåé ëèíåéíûå ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ,ïðèâîäèìîñòü,ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâà.1. Ââåäåíèå�àññìîòðèì ìíîæåñòâî Ξ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà
dx

dt
= f(t, x), (1.1)ãäå f ∈ C(0,1)([T,+∞) × Rn, Rn) , ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè x(t : t0, x0) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-âèÿìè (t0, x0) ñóùåñòâóþò ïðè âñåõ t ∈ [T,+∞) .Íà ìíîæåñòâå Ξ ðàññìîòðèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé LG2 òàêèõ, ÷òî:1) ϕ ∈ C(1,2)([T,+∞) × Rn, Rn) , ‖ϕ(t, x)‖ ≤ C‖x‖ , ãäå C - ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò

ϕ ; 2) ϕ−1 ñóùåñòâóåò è ïðèíàäëåæèò LG2 .Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ èãðàþò òó æå ðîëü, ÷òî è ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëÿïóíîâàíà ìíîæåñòâå ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [1℄.Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f ïåðèîäè÷íà ïî t , f(t, x) ≡ f(t+ ω, x) , ω > 0 .Åñëè f(t, x) = A(t)x , ãäå A(t) - íåïðåðûâíàÿ ω -ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà, òî ïî òåî-ðåìå Ôëîêå-Ëÿïóíîâà óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèìî ê ëèíåéíîìó óðàâíåíèþ ñ ïîñòîÿííîéìàòðèöåé ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî ïî t ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ(t, x) = L(t)x ,
ϕ ∈ LG2 .Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé: âñåãäà ëè ñóùåñòâóåòïðåîáðàçîâàíèå ϕ ∈ LG2 , ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå (1.1) â àâòîíîìíîå óðàâíåíèå? Îêàçûâà-åòñÿ, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, äàæå ïðè åñòåñòâåííîì äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèèíà ïðàâóþ ÷àñòü ‖f(t, x)‖ ≤ C‖x‖ , ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.2. ÊîíòðïðèìåðÄëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

d

dt

[
u1
u2

]
=

[
0 − 1

t2 ln2 t

1 ln t+1
t ln t

] [
u1
u2

]
, t ≥ 2. (2.1)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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u(t, u01, u02) =

[
u1(t, u01, u02)
u2(t, u01, u02)

]
=

[
cos(ln( ln t

ln 4
)) − 1

4 ln 4
sin(ln( ln t

ln 4
))

t ln t sin(ln( ln t
ln 4

)) t ln t
4 ln 4

cos(ln( ln t
ln 4

))

] [
u01
u02

]ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè äëÿ (2.1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(4, u01, u02) =
(u01, u02)

T . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (u01, u02) 6= (0, 0) ñóùåñòâóåò ïîñëå-äîâàòåëüíîñòü tk → +∞ , k → ∞ òàêàÿ, ÷òî ‖u(tk, u01, u02)‖ ≥ Ctk ln tk .Äàëåå ðàññìîòðèì �óíêöèþ a : R ×R× R → R2

a(t, u1, u2) =

[
a1(t, u1, u2)
a2(t, u1, u2)

]
= α(u1)





[
0 − 1

t2 ln2 t

1 ln t+1
t ln t

] [
u1
u2

]
, t ≥ 2

[
0 − 1

22 ln2 2

1 ln 2+1
2 ln 2

] [
u1
u2

]
, t < 2

,�óíêöèÿ α ∈ C1(R,R) òàêàÿ, ÷òî
α(p) =

{
1 , p ∈ [−1, 1]
0 , p /∈ (−2, 2)Ïðè u201 + u202 < 1 , t ≥ 4 �óíêöèÿ u(t) = u(t, u01, u02) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

d

dt

[
u1
u2

]
= a(t, u1, u2), (2.2)òàê êàê ïðè u201 + u202 < 1 çíà÷åíèÿ �óíêöèè u(t, u01, u02) íå ïîêèäàþò ïîëîñû |u1| < 1 ,à íà ýòîé ïîëîñå ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (2.2) è (2.1) ïðè t ≥ 4 ñîâïàäàþò.Îïðåäåëèì �óíêöèþ b : R×R×R→ R2 ñëåäóþùèì îáðàçîì: b(t, u1, u2) = a(t+4n, u1−

4n, u2) ïðè t ∈ R, u1 ∈ [4n− 2, 4n+ 2], n ∈ Z, u2 ∈ R . À �óíêöèþ c : R×R×R → R2 êàê
c(t, u1, u2) = b(t, u1 − t, u2) . Ôóíêöèÿ c 4-ïåðèîäè÷íà ïî t . Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ t ,
u1 , u2 âûáåðåì n ∈ Z òàêîå, ÷òî u1 − t ∈ [4n− 2, 4n + 2] . Òîãäà u1 − t− 4 ∈ [4(n− 1)−
2, 4(n− 1) + 2] è
c(t+ 4, u1, u2) = b(t + 4, u1 − t− 4, u2) = a(t+ 4 + 4(n− 1), u1 − t− 4− 4(n− 1), x2) =

= a(t + 4n, u1 − t− 4n, u2) = b(t, u1 − t, u2) = c(t, u1, u2).Íàêîíåö îïðåäåëèì �óíêöèþ d : R ×R× R → R2 :
d(t, x1, x2) = β(x1 − 1)c(t, x1 − 4, x2),ãäå β ∈ C1(R) , ïðè÷åì

β(p) =

{
1 p ≥ 1
0 p ≤ 0Î÷åâèäíî, ÷òî d ÿâëÿåòñÿ 4-ïåðèîäè÷åñêîé ïî t , d(t, 0, 0) = 0 , ‖d(t, x1, x2)‖ ≤

C‖(x1, x2)T‖ , à óðàâíåíèå
d

dt

[
x1
x2

]
= d(t, x1, x2) (2.3)ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Ξ .Òàê êàê u(t) = u(t, u01, u02) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì è äëÿ óðàâíåíèÿ

d

dt

[
u1
u2

]
= b(t, u1, u2) (2.4)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



104ïðè u201 + u202 < 1 , t ≥ 4 (ïðàâûå ÷àñòè (2.2) è (2.4) ñîâïàäàþò íà ïîëîñå |u1| < 1 ïðè
t ≥ 4 ), òî

x(t) =

[
x1(t, x01, x02)
x2(t, x01, x02)

]
=

[
u1(t, x01 − 8, x02) + 4 + t
u2(t, x01, x02)

]ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.3) ïðè (x01 − 8)2 + x202 < 1 , t ≥ 4 .Ïóñòü óðàâíåíèå (2.3) ïðèâîäèìî ê àâòîíîìíîìó óðàâíåíèþ
d

dt

[
y1
y2

]
= h(y1, y2) (2.5)êëàññà Ξ .Ñîãëàñíî êðèòåðèþ ïðèâîäèìîñòè [2℄, ñóùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ϕ ∈ LG2 òàêîå, ÷òî�óíêöèÿ y(t, y01, y02) = ϕ(t, x(t, y01, y02)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.5) ïðè (y01 −

8)2 + y202 < 1 , t ≥ 4 . Îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî tC1 ≤ ‖y(t, 8, 0)‖ ≤ tC2 , ãäå C1, C2 > 0 . Ïóñòü
ε > 0 . Òîãäà y(t + ε, y01, y02) òàêæå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.5). Åñëè ε äîñòàòî÷íî ìàëî,òî y(t + ε, y01, y02) = y(t, ỹ01, ỹ02) , ãäå (ỹ01 − 8)2 + ỹ202 < 1 , (ỹ01, ỹ02) 6= (8, 0) . Ñóùåñòâóåòïîñëåäîâàòåëüíîñòü tk → +∞ , k → ∞ òàêàÿ, ÷òî ‖x(tk, ỹ01, ỹ02)‖ ≥ Ctk ln tk . Îòêóäàïîëó÷àåì öåïî÷êó íåðàâåñòâ:

C3tk ln tk ≤ ‖ϕ(tk, x(t, ỹ01, ỹ02)‖ = ‖y(tk + ε, ỹ01, ỹ02)‖ ≤ C4(tk + ε).Ïðîòèâîðå÷èå. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû1. Âîñêðåñåíñêèé Å.Â. Ëÿïóíîâñêèå ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé //Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà.� 1994. � N7. � Ñ.13-19.2. Âîñêðåñåíñêèé Å.Â. Î ïðèâîäèìîñòè íåëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé //Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1998. � N9. � Ñ. 33-37.
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105Liapunov transformations of nonlinear periodi di�erentialeqautions.© D. PashutkinAbstrat. It's a well known fat that linear di�erential equations are reduible to linearautonomous de�ntial equation with a onstant matrix (Floquet-Liapunov theorem). We onsidernonlinear periodi di�erential equation and onstrut the example of nonreduible di�erentialequation to autonomous equation in the speial Liapunov group of nonlinear transformationsontaining linear Liapunov transformationsKey Words: di�erential equations,reduibility,Liapunov trasformation.Referenes1. Voskresensky E.V. Lyapounov transformation groups // Izv. vuzov. Mathematis. � 1994. � � 7. �P. 13-19.2. Voskresensky E.V. On the reduibility of nonlinear di�erential equations // Izv. vuzov. Mathematis. �1998. � � 9. � P. 33-37.
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106 Ä. �. �àõèìîâÓÄÊ 517.948.35Î âû÷èñëåíèè êðàòíûõ �ðåäãîëüìîâûõ òî÷åêäèñêðåòíîãî ñïåêòðà ëèíåéíûõ îïåðàòîð-�óíêöèéìåòîäîì ëîæíûõ âîçìóùåíèé© Ä. �. �àõèìîâ1Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íàõîæäåíèå �ðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåê-òðà ëèíåéíûõ îïåðàòîð-�óíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, äëÿ óïðîùå-íèÿ âû÷èñëåíèé, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî èñõîäíîå êðàòíîåñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îêàæåòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì. Ïðåäëàãàåòñÿ òàêæå áîëååóïðîùåííûé âàðèàíò íàõîæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.Êëþ÷åâûå ñëîâà: Äèñêðåòíûé ñïåêòð, ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé, ìåòîä Ñòå��åíñåíà,îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ.1. ÂâåäåíèåÂ ðàáîòàõ [2℄ - [3℄ ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåííî çàäàííûõ êðàò-íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ëèíåéíûõ îïåðàòîð-�óíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà ìåòîäîì ëîæíûõ âîçìóùåíèé ñ ïîñëåäóþùèì ïðèìå-íåíèåì ìåòîäà Ñòå��åíñåíà äëÿ êðàòíûõ êîðíåé. Çäåñü äëÿ ýòîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ âîçìó-ùåííûé îïåðàòîð, äëÿ êîòîðîãî èñêîìîå êðàòíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îêàçûâàåòñÿ ïðî-ñòûì. Ïðåäëîæåí òàêæå óïðîùåííûé âàðèàíò îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ. Òåì ñàìûì äàíî ðàçâèòèå ìåòîäà ëîæíûõ âîçìóùåíèé [1℄.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÂ 1961 ãîäó Ì.Ê.�àâóðèí ïðåäëîæèë ìåòîä óòî÷íåíèÿ ïðèáëèæåííî çàäàííûõ ñîá-ñòâåííûõ ÷èñåë è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîìïðîñòðàíñòâå îñíîâàííûé íà ââåäåíèè îïåðàòîðà ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ (ËÂ), òàêîãî, ÷òîïðèáëèæåíèÿ ê ñîáñòâåííûì ÷èñëàì è ýëåìåíòàì ñòàíîâèëèñü òî÷íûìè äëÿ âîçìóùåí-íîãî îïåðàòîðà. Â äàëüíåéøåì ËÂ ìåòîä ïîëó÷èë ðàçâèòèå äëÿ îïåðàòîðîâ è îïåðàòîð-�óíêöèé ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [8℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé ñâåñòè çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ êðàò-íîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ è îòâå÷àþùèõ åìó ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ ê ñëó÷àþ ïðîñòîãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ. Èñïîëüçîâàíû òåðìèíàëîãèè è îáîçíà÷åíèÿ [6℄,[8℄.Ïóñòü λ - èçîëèðîâàííàÿ �ðåäãîëüìîâñêàÿ òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà äîñòàòî÷-íî ãëàäêîé ïî t â íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊂ C îïåðàòîð-�óíêöèè T (t) ∈ L(E1, E2)
E1, E2 - íåêîòîðûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà; N(T (λ)) = span{ϕ1, . . . , ϕn}, N(T ∗(λ)) =
span{ψ1, . . . , ψn}, ïðè÷åì k = det‖ 〈T ′(λ)ϕi, ψj〉 ‖ 6= 0. Ïóñòü èçâåñòíû äîñòàòî÷íî õîðîøèåïðèáëèæåíèÿ ϕi0, ψi0 è Λ ê ñîáñòâåííûì ýëåìåíòàì ϕi, ψi, i = 1, 2, . . . , n è ñîáñòâåííîìó÷èñëó λ , ñîîòâåòñòâåííî:

‖ϕj − ϕj0‖ ≤ ε, ‖ψj − ψj0‖ ≤ ε, | λ− Λ |≤ ε.1Âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè è èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé Àêàäåìèè íàóê�åñïóáëèêè Óçáåêèñòàí, ã. Òàøêåíò; Davranaka�yandex.ru.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



Î âû÷èñëåíèè êðàòíûõ �ðåäãîëüìîâûõ òî÷åê äèñêðåòíîãî ñïåêòðà . . . 107Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ λ0 âûáèðàåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå îäíîãî èç ðåøåíèéóðàâíåíèÿ
F 0(t− Λ) ≡ f 0(t) ≡ det‖〈T (t)ϕi0, ψj0〉‖ = 0, (2.1)èìåþùåãî â îêðåñòíîñòè Λ n áëèçêèõ ïî ìîäóëþ êîðíåé.Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ �óíêöèé Φ

(0)
ij ≡ 〈T (t)(ϕio−ϕi), ψj0〉−〈T (t)ϕi, ψj−ψj0〉 ñïðàâåäëèâàîöåíêà | Φ

(0)
ij (t) |≤ (‖ ψj0 ‖‖ T (t) ‖ + ‖ T (t)ϕi ‖)ε. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî Àäàìàðà,îïðåäåëÿåì ïîñòîÿííóþ C , òàêóþ, ÷òî íà íåêîòîðîì êîíòóðå Γ , ñîäåðæàùåì âíóòðèñåáÿ òî÷êè λ è Λ , ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε

| Φ(0)(t) |= det‖Φ(0)
ij (t)‖ =| f (0)(t)− g(t) |≤ εC < µ = inf

Γ
| g(t) |≤| g(t) |,ãäå g(t) = det ‖ 〈T (t)ϕi, ψj〉 ‖ . Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå �óøå [5℄ óðàâíåíèå (2.1) âíóòðè Γ,èìååò ñòîëüêî æå êîðíåé, ñêîëüêî �óíêöèÿ g(t), äëÿ êîòîðîé ïî óñëîâèþ

g(i)(λ) = 0, i = 0, 1, . . . , n− 1, g(n)(λ) = k 6= 0.Â ñèëó ìàëîñòè ε
k0 = det‖〈T ′(λ0)ϕi0, ψj0〉‖ 6= 0. (2.2)Ïîýòîìó áèîðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû ýëåìåíòîâ ê {ϕi0}n1 è {ψi0}n1 ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäó-þùèì îáðàçîì:

γj0 =
1

k0

n∑

i=1

K0
ijT

∗′(λ0)ψi0, zj0 =
1

k0

n∑

s=1

K0
sjT

′

(λ0)ϕs0,ãäå K0
is - àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà k0is = 〈T ′(λ0)ϕs0, ψi0〉 . Òàê êàê k 6= 0,íàéäåòñÿ íîìåð i0 , òàêîé ÷òî k0i01 = 〈T ′(λ0)ϕ10, ψi00〉 6= 0.Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñâåäåíèå çàäà÷è ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ äëÿ êðàòíîãî ñîáñòâåí-íîãî çíà÷åíèÿ ê ñëó÷àþ ïðîñòîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.3. Ñâåäåíèå ê îäíîìåðíîìó ñëó÷àþÂâåäåì îïåðàòîð-�óíêöèþ T (t) = T (t) +

n∑
s=2

〈·, γs0〉zs0.Ò å î ð å ì à 3.1. Òî÷íîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ îïåðàòîðà T (t) ÿâëÿåòñÿ ïðî-ñòîé èçîëèðîâàííîé �ðåäãîëüìîâîé òî÷êîé äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà T (t), ïðè÷åìñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé âåêòîð è äå�åêòíûé �óíêöèîíàë èìåþò âèä
ϕ̃ = ϕ1 +

n∑

s=2

csϕs, ψ̃ = ψi00 +
∑

s 6=i0

dsψs. (3.1)Ïðè ýòîì ýëåìåíòû ϕ10, ψi00 îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íî õîðîøèìè ïðèáëèæåíèÿìè ýëå-ìåíòîâ ϕ̃ è ψ̃.Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôðåäãîëüìîâîñòü îïåðàòîðà T (λ) ñëåäóåò èç òåîðåìû Ñ.Ì.Íèêîëüñêîãî [6℄. Èç åãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî N(T (λ)) ⊂ N(T (λ)) è íóëè îïåðàòîðà
T (λ) ìîæíî èñêàòü â âèäå (3.1).Òîãäà

T (λ) ϕ̃ =

n∑

s=2

〈ϕ1, γs0〉zs0 +

n∑

s=2

n∑

k=2

ck〈ϕk, γs0〉zs0 = 0,Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



108 Ä. �. �àõèìîâîòêóäà â ñèëó ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ñèñòåìû âåêòîðîâ {zi0}n1 âîçíèêàåò ñèñòåìà
n∑

k=2

ck〈ϕk, γs0〉 = −〈ϕ1, γs0〉, s = 2, n, (3.2)ðåøåíèÿ êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì Êðàìåðà. Äâîéñòâåííûì îáðàçîì óñòàíàâ-ëèâàåòñÿ, ÷òî äå�åêòíûé �óíêöèîíàë T (λ) èìååò âèä (3.1), ãäå êîý��èöèåíòû dkîïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû âèäà (3.2) ïî Êðàìåðó. Ïîñêîëüêó ïðè j 6= i |〈ϕj, γi0〉| =
|〈ϕj − ϕj0, γi0〉| ≤ ε ‖γi0‖ è ñîîòâåòñòâåííî |〈zi0, ψj〉| ≤ ε ‖zi0‖ ,òî èç âèäà ðåøåíèéñèñòåìû (3.2) ñëåäóåò, ÷òî |ck| , |dk| ≤ Kε, k = 2, n. Ýëåìåíòû ϕ10, ψi00 ÿâëÿþòñÿ ïðè-áëèæåíèÿìè ϕ̃ ∈ N(T (λ)) è ψ̃ ∈ N(T ∗(λ)), òàê êàê ‖ϕ10 − ϕ̃‖ ≤ (1 + (n− 1)K) ε,∥∥∥ψi00 − ψ̃

∥∥∥ ≤ (1 + (n− 1)K) ε .Â ñèëó ìàëîñòè êîý��èöèåíòîâ ck, dk, k = 2, n, k̃ = 〈T ′(λ)ϕ̃, ψ̃〉 6= 0.Äëÿ óòî÷íåíèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ ïðèìåíèì ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé â îä-íîìåðíîì âàðèàíòå ê çàäà÷å
T (t)x = 0. (3.3)ñ ïîñëåäóþùèì èñïîëüçîâàíèåì èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà Ýéòêåíà-Ñòå��åíñåíà [7℄ ê óðàâ-íåíèþ f(t) ≡ 〈T (t)ϕ10, ψi00〉 = 0 :

λ(m+1) = λ(m) −
[
f(λ(m), Φ(λ(m))

](−1)
f(λ(m)), m = 0, 1, 2, . . . , λ(0) = Λ. (3.4)ãäå Φ(t) = t− f(t), f(t′, t′′) = (f(t′)− f(t′′))/ (t′ − t′′).Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøè, òî íàéäóò-ñÿ ÷èñëà C, C1, L1 è K òàêèå, ÷òî ïðè h = Cε ( |ki00| − C1ε)

−1 (1 + L1)K < 1 óðàâíå-íèå f(t) = 0 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ñ ïîìîùüþ �îðìóëû(3.4).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî (
T (t)

)′
= T ′(t),

(
T (t)

)′′
= T ′′(t).

a)f(Λ) = 〈T (Λ)ϕ10, ψi00〉 = 〈T (Λ)ϕ10 − T (λ)ϕ̃, ψi00〉 =

= 〈T (Λ)(ϕ10 − ϕ̃) + (T (Λ)−T (λ))ϕ̃, ψi00〉, |f(Λ)| ≤ ε
∥∥∥T (Λ)

∥∥∥+ ε sup
θ∈[0;1]

T ′ (Λ + θ(λ− Λ)) = Cε.

b)f(t′, t′′) = f ′(t′′) + f ′′ (t′′ + θ(t′ − t′′)) (t′ − t′′) = f ′(λ)+

+f ′′ (λ+ θ1(t
′′ − λ)) (t′′ − λ) + f ′′ (t′′ + θ(t′ − t′′)) (t′ − t′′),ãäå f ′′ = (ψi00, T

′′(t)ϕ10) ,

|f(t′, t′′)| ≥ |ki00| − |f ′′ (λ + θ1(t
′′ − λ))| |t′′ − λ| −

− |f ′′ (t′′ + θ(t′ − t′′))| |t′ − t′′| ≥ |ki00| − 3C1ε,ãäå C1 = sup
t∈G0

T ′′(t);) Φ(t) = t− f(t), Φ(t′, t′′) = 1− f(t′, t′′), |Φ(t′, t′′)| ≤ 1 + |f(t′, t′′)| ≤ 1 + L1;

d) |Φ(t′, t′′)− Φ(t′′, t′′′)| = |f(t′, t′′)− f(t′′, t′′′)| ≤ L2 (| t′ − t′′ | + | t′′ − t′′′ |) = K | t′ − t′′′ | .Òåïåðü, åñëè h = Cε (|ki00| − 3C1ε)
−1 (1 + L1)K < 1, òî óðàâíåíèå f(t) = 0 èìååò åäèí-ñòâåííûé êîðåíü, êîòîðûé ìîæíî íàéòè ìåòîäîì Ýéòêåíà-Ñòå��åíñåíà (3.4) ( ñì.[7℄ ).Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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γ̃0 = 1/ki01T

′∗(λ0)ψi00 ∈ E∗, z̃0 = 1/ki01T
′(λ0)ϕ10 ∈ Fáèîðòîãîíàëüíûå ê ϕ10 è ψi00 ñîîòâåòñòâåííî.Ïîñòðîèì îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ â âèäå

D0x = 〈x, γ̃0〉T (λ0)ϕ10 + 〈x, T ∗(λ0)ψi00〉z̃0.Òîãäà Ker(T (λ0)−D0) = {ϕ10}, Ker(T ∗(λ0)−D∗
0) = {ψi00}.Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øìèäòà [6℄ ñâîäèì (3.3) ê ñèñòåìå




x = ξ

[
I + Γ0

(
D0 + T (t)− T (λ0)

)]−1

ϕ10,

ξ = 〈x, γ̃0〉.
(3.5)Çäåñü Γ0 =

[
T (λ0)−D0 + 〈·, γ̃0〉z̃0

]−1

.Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (3.5) âî âòîðîå, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ðàçâåòâëåíèÿ, ïðî-ñòûì êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ èñõîäíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ :
F (t− λ0) ≡ 〈(D0 + T (t)− T (λ0))

[
I + Γ0(D0 + T (t)− T (λ0))

]−1

ϕ10, ψi00〉 = 0. (3.6)Ò å î ð å ì à 3.3. Åñëè íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøè, òî ê óðàâ-íåíèþ (3.6) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä Ýéòêåíà-Ñòå��åíñåíà (3.4).Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîâåðèì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà Ñòå��åíñåíà:
a)f(λ0) = 〈D0[I + Γ0D0]

−1ϕ0, ψ0〉), |f(λ0)| ≤ ‖D0‖2 ‖Γ0‖ [1− ‖Γ0‖ ‖D0‖]−1 = C1(‖D0‖);

b) |f(t′, t′′)| ≥| k0 | −C2 (‖D0‖ , ε) ,
C2 (‖D0‖ , ε) = L1 ‖Γ0‖ ‖D0‖ [1− ‖Γ0‖ ‖D0‖]−1 {1 + [1− ‖Γ0‖ ‖D0‖]−1}+

+
ε

2

{
2
(
L2 + 2L2

1 ‖Γ0‖ [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−1) [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]

−1+

+εL3 + 6L1L2 ‖Γ0‖ [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−1+

+6L3
1 ‖Γ0‖2 [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]

−2 [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−2} ;

L1 = sup
t∈G

∥∥T (i)(t)
∥∥ , i = 1, 2, 3;

c)Φ(t) = t− g(t), |Φ(t′, t′′)| ≤ C3, C3 = L1 [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−2 ;

d) |Φ(t′, t′′)− Φ(t′′, t′′′)| = |f ′′ (t′′ + θ(t′ − t′′)) (t′ − t′′)−
−f ′′ (t′′ + θ1(t

′′′ − t′′)) (t′′′ − t′′)| ≤ C4(‖D0‖ , ε) (|t′ − t′′|+ |t′′ − t′′′|) ≤
≤ K |t′ − t′′′| , t′, t′′, t′′′ ∈ G0,

C4(‖D0‖ , ε) = [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−2 {L2 + 2L2

1 ‖Γ0‖ [1− ‖Γ0‖ (‖D0‖+ εL1)]
−1} .Òåïåðü, åñëè h = C1C3K (| k0 | −C2)

−1 < 1, òî λ ìîæíî âû÷èñëèòü èç óðàâíåíèÿ (3.6)ìåòîäîì Ñòå��åíñåíà (3.4), äëÿ ðåàëèçàöèè êîòîðîãî òðåáóåòñÿ ðåøèòü äâà ëèíåéíûõóðàâíåíèÿ [T (λ(m)) + 〈·, γ̃0〉z̃0
]
x = z̃0,

[
T (Φ(λ(m))) + 〈·, γ̃0〉z̃0

]
y = z̃0.Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



110 Ä. �. �àõèìîâÒ å î ð å ì à 3.4. Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ϕi, ψi, i = 1, 2, . . . , n ñîîòâåòñòâóþùèåñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ îïåðàòîðà T (λ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé
[
T (λ) +

n∑

i=1

〈·, γi0〉zi0
]
x = zj0,

[
T ∗(λ) +

n∑

i=1

〈zi0, ·〉γi0
]
y = γj0, j = 1, n. (3.7)Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ê èñõîäíîé çàäà÷å T (λ)x = 0 ïðèìåíÿåì ìåòîä ëîæíûõâîçìóùåíèé, äëÿ ÷åãî ââîäèì îïåðàòîð ëîæíîãî âîçìóùåíèÿ:

D0 = −
n∑

i=1

〈·, γi0〉T (λ)ϕi0.Òîãäà ïðèáëèæåíèÿ ϕi0, i = 1, 2, . . . , n îêàæóòñÿ íóëÿìè îïåðàòîðà T (λ) +D0.Çàïèøåì óðàâíåíèå T (λ)x = 0 â âèäå
[
T (λ) + D0 +

n∑

i=1

〈·, γi0〉zi0
]
x = D0x +

n∑

i=1

〈x, γi0〉zi0èëè 


x =

n∑
i=1

ξi [I − Γ0D0]
−1 ϕi0,

ξi = 〈x, γi0〉, i = 1, n,ãäå Γ0 = [T (λ) + D0 +
∑n

i=1〈·, γi0〉zi0]
−1
. Ïîäñòàâëÿÿ ïåðâîå âî âòîðîå ïîëó÷èì

n∑

i=1

ξiaij ≡
n∑

i=1

ξi〈Γ0D0 [I − Γ0D0]
−1 ϕi0, γj0〉 = 0, j = 1, n.Ïî óñëîâèþ ýòà ñèñòåìà èìååò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ò.å. ðàíã ìàòðèöû ñîñòàâ-ëåííîé èç êîý��èöèåíòîâ, ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ðàçðåøèìà äëÿ ëþáûõ ξi,è ϕi ìîæíî âûáðàòü â âèäå

ϕi = [I − Γ0D0]
−1 ϕi0, i = 1, 2, . . . , n,êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (3.7).4. Ñëó÷àé êðàòíîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ñ ÎÆÍ.Ïóñòü λ - èçîëèðîâàííàÿ �ðåäãîëüìîâñêàÿ òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîð-�óíêöèè T (t) ∈ L(E1, E2)− àíàëèòè÷åñêîé ïî t â íåêîòîðîé îáëàñòè G ⊂ C, KerT (λ) =

{ϕi}n1 , KerT ∗(λ) = {ψi}n1 , {
ϕ
(j)
i

}j=2,pi

i=1,n
,
{
ψ

(j)
i

}j=2,pi

i=1,n
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðèñîåäèíåí-íûå ýëåìåíòû. ×åðåç {γi}n1 è {zj}n1 îáîçíà÷èì ñèñòåìû âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûå ê

{ϕi}n1 è {ψi}n1 ñîîòâåòñòâåííî.Ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî õîðîøèå ïðèáëèæåíèÿ: Λ, ϕ
(s)
i0 ,

ψ
(s)
i0 : | λ− Λ |≤ ε, ‖ ϕ(s)

i − ϕ
(s)
i0 ‖≤ ε, ‖ ϕ(s)

i − ψ
(s)
i0 ‖≤ ε.Êàê è âûøå ââåäåì îïåðàòîð

T (t) = T (t) +

n∑

i=2

〈·, γi0〉zi0, (4.1)Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



111çäåñü ÷åðåç {γi0}n1 îáîçíà÷åíà ñèñòåìà âåêòîðîâ, áèîðòîãîíàëüíûõ ê {ϕi0}n1 , à ÷åðåç {zi0}n1- áèîðòîãîíàëüíûõ {ψi0}n1 .Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî p1 = max
1≤i≤n

pi. Òîãäà îïåðàòîð
T (λ) èìååò îäèí ñîáñòâåííûé âåêòîð âèäà

ϕ̃ = ϕ1 + d2ϕ2 + . . . dnϕn. (4.2)è p1 ïðèñîåäèíåííûõ ýëåìåíòîâ âèäà ϕ̃(j) = ϕ
(j)
1 +

n∑
i=2

diϕ
(j)
i . Äîêàçàòåëüñòâî ïðîäåëûâàåò-ñÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1. Ââèäó ìàëîñòè êîý��èöèåíòîâ di, i = 1, n, â êà-÷åñòâå ïðèáëèæåíèé ê ϕ̃ è ϕ̃(j), j = 2, pi, ìîæíî áðàòü ïðèáëèæåíèÿ ϕ10 è ϕ

(j)
10 , j = 2, pi,ñîîòâåòñòâåííî.Ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ çàäà÷è, ðàññìîòðåííîé â ðàáîòå [8℄, äëÿ îïåðàòîðà T (λ).Êàê è â [8℄ ïðèìåíÿÿ ê îïåðàòîðó T (λ) ïðîöåññ ëèíåàðèçàöèè, çàäà÷ó ñâîäèì ê ëèíåéíîéçàäà÷å, ðàññìîòðåííîé òàì æå. Èñïîëüçóÿ äàëüøå ìåòîä ëîæíûõ âîçìóùåíèé ê ëèíåàðèçî-âàííîé çàäà÷å íàõîäèì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûé ýëåìåíò

ϕ̃ è ïðèñîåäèíåííûå ê íåìó ýëåìåíòû ϕ̃(j), j = 2, pi.Îïðåäåëèâ λ ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû ϕi, i = 1, n, íàõîäèì êàê ðåøå-íèÿ óðàâíåíèé: [
T (λ) +

n∑

i=1

(γi0, ·)zi0
]
x = zj0, j = 1, 2, . . . , n.Ïðèñîåäèíåííûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåêêóðåíòíîé ñèñòåìû:

[
T (λ) +

n∑

i=1

(γi0, ·)zi0
]
xs =

s∑

j=1

Tjxs+1−j , s = 2, pi, x1 = ϕi, xs+1 = ϕ
(s)
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Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèÿõ . . . 113ÓÄÊ 519.71Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîéñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ© Â. È. Ñà�îíêèí1Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàå-ìûå íà ïàðàìåòðû ñèñòåìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, ãàðàíòèðóþùèå ïåðåõîä ðåøåíèé èçîáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè �óíêöèé óïðàâëåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü ïåðåêëþ÷åíèÿ è èõ ïðàâàÿ åäèí-ñòâåííîñòü.Êëþ÷åâûå ñëîâà: äîîïðåäåëåíèå, åäèíñòâåííîñòü, âêëþ÷åíèå, ïåðåìåííàÿ ñòðóêòóðà, ìî-äåëü.1. ÂâåäåíèåÊàê èçâåñòíî, ê êëàññó ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé îòíîñÿòñÿ ñèñòåìûðåãóëèðîâàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ äè��åðåíöèàëüíûå óðàâ-íåíèÿ âèäà
dx

dt
= f(t, x, u(t, x)) (1.1)ãäå x ∈ Rn , f(t, x, u) - íåïðåðûâíàÿ ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ �óíêöèÿ, óïðàâëÿþùàÿ�óíêöèÿ u(t, x), u ∈ ℜm ïðåòåðïåâàåò ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà íà íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè Sâ ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ t, x1, x2, ..., xn , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì s(t, x1, ..., xn) = 0 èïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ìíîæåñòâî M ìåðû íóëü, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ãðàíèö îáëàñòåé

s(x) > 0 è s(x) < 0 . Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ f(t, x, u(t, x)) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé âïëîòüäî îáùåé ãðàíèöû óêàçàííûõ îáëàñòåé.Îáëàñòè s(t, x) > 0 , s(t, x) < 0 áóäåì íàçûâàòü îáëàñòÿìè îäíîçíà÷íîñòè. Â íèõ,ñîîòâåòñòâåííî, u(t, x) = u(1)(t, x) ïðè s(x) > 0 è u(t, x) = u(2)(t, x)ïðè s(x) < 0 . �äå�óíêöèè u(1)(t, x) è u(2)(t, x) ∈ C([t0,+∞))×ℜn .Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: u+(t, x) è u−(t, x) - ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè u(t, x) ñ îáåèõñòîðîí ïîâåðõíîñòè S ; f+(t, x, u) è f−(t, x, u) - çíà÷åíèÿ �óíêöèè f(t, x, u) â ïðåäåëüíûõçíà÷åíèÿõ �óíêöèè u(t, x) ; f+
N è f−

N - ïðîåêöèè âåêòîðîâ f+(t, x, u) è f−(t, x.u) íàíîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè S â òî÷êå x ∈ S , íàïðàâëåííóþ èç îáëàñòè S < 0 â îáëàñòü
S > 0 .Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êàê f(t, x, u) , òàê è ∂f/∂xi , i = 1, 2, ..., níåïðåðûâíû â îáëàñòÿõ îäíîçíà÷íîñòè �óíêöèè f(t, x, u) âïëîòü äî ãðàíèöû ïîâåðõíîñòè
s(x) = 0 .Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. �åøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1) áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåíèå äè�-�åðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ1Äîöåíò êà�åäðû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêÌîðäîâñêèé ãîñóíèâåðñèòåò èì. Í. Ï. Îãàðåâà, ã. Ñàðàíñê;appmath�svmo.ru. Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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dx

dt
∈ f(t, x, U(t, x)) (1.2)ò.å. àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ x(t) , îïðåäåëåííóþ íà íåêîòîðîì îòðåçêå çíà-÷åíèé t , äëÿ êîòîðîé ïî÷òè âñþäó íà ýòîì îòðåçêå èìååò ìåñòî

dx(t)

dt
∈ f(t, x(t), U(t, x(t))). (1.3)Ìíîæåñòâî U(t, x) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìíîæåñòâî f(t, x, U(t, x)) ïîëó÷åíû îäíèì èçìåòîäîâ äîîïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1) íà ìíîæåñòâå S (ñì. òàêæå [2℄).Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåí-íîñòü â îáëàñòèD , åñëè äëÿ ∀(t0, x0) êàæäûå äâà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ

x(t0) = x0 ñîâïàäàþò íà êàæäîì îòðåçêå t0 ≤ t ≤ t1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíè îáàñóùåñòâóþò è ïðîõîäÿò â ýòîé îáëàñòè.Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Ìíîãîçíà÷íóþ �óíêöèþ F (p) áóäåì íàçûâàòü íåïðå-ðûâíîé â òî÷êå p , åñëè α(F (p′), F (p)) → 0 ïðè p′ → p , ãäå α(A,B) =
max(sup ρ(a, B), sup ρ(b, A)), a ∈ A, b ∈ B , A è B - ìíîæåñòâà.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÄëÿ ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé îêàçûâàåòñÿ âàæíûì ñî-çäàíèå òàêîãî ðåæèìà åå ïîâåäåíèÿ, ïðè êîòîðîì òðàåêòîðèÿ èç îáëàñòåé îäíîçíà÷íîñòè�óíêöèè f(t, x, u) ïîïàäàåò íà ìíîãîîáðàçèå S , ãäå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ íà íåìâ òå÷åíèå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè. �åøåíèå òàêèõ çàäà÷ îáû÷íî ïðîâîäÿòñÿ â äâàýòàïà: íà ïåðâîì ïîêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òðàåêòîðèè èç îáëàñòåé îäíîçíà÷-íîñòè ïîïàäàþò â íåêîòîðóþ δ - îêðåñòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ S ( Sδ ); íà âòîðîì � ïåðåõîäèçîáðàæàþùåé òî÷êè èç δ - îêðåñòíîñòè Sδ íà ñàìî ìíîãîîáðàçèå S è ñîõðàíåíèå äâè-æåíèÿ íà íåì ïðè t > t0 .Â ðàáîòå [5℄ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîäõîäà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåøåíèé â îáëàñòÿõîäíîçíà÷íîñòè è ðåøåíèé íà ìíîãîîáðàçèè s(x) = 0 , îïðåäåëåííûõ ïóòåì ïðèìåíåíèÿìåòîäà ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîïà-äàíèÿ òðàåêòîðèé èç ëþáîé òî÷êè (t0, x0) ∈ S â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ îêðåñòíîñòü Sδ .Çäåñü æå ñòàâèòñÿ çàäà÷à: îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíî-æåñòâî F (t, x, u) , à, ñëåäîâàòåëüíî, è �óíêöèþ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1), ïðè âû-ïîëíåíèè êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ âûïîëíåííûì âòîðîé ýòàï. Î÷åâèäíî, ïðè ýòîì äîëæíûáûòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ íà ïîâåðõíîñòè s(x) = 0 è åãî ïðàâàÿåäèíñòâåííîñòü.
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Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé íà ìíîãîîáðàçèÿõ . . . 1153. �åøåíèå çàäà÷èÂ äàëüíåéøåì: coA - íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ìíîæåñòâî A ;
Sδ - çàìêíóòàÿ δ - îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà S ; Sδ

⋃
S - îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ.Çà îáëàñòü D ∈ Rn , ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1), áóäåì ïðèíèìàòüîáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ S - ìíîæåñòâî ìåðû íóëü è ìíîæåñòâà Sδ .Äîîïðåäåëÿÿ óðàâíåíèå (1.1) ìåòîäîì Ôèëèïïîâà (ñì. [3℄, îíî ïðèâîäèòñÿ ê äè��å-ðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ âèäà

dx

dt
= coF (t, x), (3.1)ãäå F (t, x) = f(t, x, U(t, x) - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû â òî÷êàõ ðàçðû-âà u(t, x) íà ïîâåðõíîñòè S . Â ýòîé îáëàñòè F (t, x) - çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à âîêðåñòíîñòè Sδ - åñòü òî÷êà. Ïðè ëèíåéíîì âõîæäåíèè u(t, x) â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ(1.1) F (t, x) - åñòü îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè u+(t, x) è u−(t, x) .Äîïîëíèâ ìíîæåñòâî U(t, x) òî÷êîé u(t′, x′) ∈ Sδ è ïðèíÿâ óñëîâèå dist((t′, x′), S) → 0ïðè x′ → x ∈ S , óðàâíåíèå (1.1) ïðèâîäèòñÿ ê äè��åðåíöèàëüíîìó âêëþ÷åíèþ

dx

dt
∈ F1(t, x), (3.2)ãäå F1(t, x) - ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.1), ïîëó÷åííîå íà ìíî-æåñòâå u(t, x)⋃U(t, x) .Ñîãëàñíî ñ�îðìóëèðîâàííîé çàäà÷è è ïðèíÿòûõ ðàíåå ñîãëàøåíèé îêàçûâàåòñÿ ñïðà-âåäëèâûì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.Ò å î ð å ì à 3.1. Åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p è p′ ìíîæåñòâà S

⋃
Sδ îáëàñòè

D èìååò ìåñòî
α(F1(t, p

′), F1(t, p)) ≤ l(t) |p′ − p| , (3.3)ãäå l(t) - ñóììèðóåìàÿ �óíêöèÿ, òî äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1) ïðè ñäåëàííûõ âûøåïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü â îáëàñòè D .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ F1(t, x) íåïðåðûâíà ïî îáåèì ïåðåìåííûì( ýòî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ �óíêöèè), òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê p′ ∈ Sδ è p ∈ S óñëîâèå(3.3) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå
f(t, p′, u(t, p′))− f(t, p, u(t, p)) ≤ l(t) |p′ − p| ,ãäå (t, p′) ∈ Sδ, (t, p) ∈ S, Sδ ∈ D,S ∈ D.(3.4)Î÷åâèäíî ñîîòíîøåíèå (3.4) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ âêëþ÷åíèÿ ( ). Óìíîæàÿíåðàâåíñòâî (3.4) ñëåâà è ñïðàâà íà âåëè÷èíó |p′ − p| , îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè óñëî-âèÿ òåîðåìû 2 [3℄ î ñóùåñòâîâàíèè íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1.1), ò.å. èìååòìåñòî ïðàâàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèé, êàê â îêðåñòíîñòè Sδ , òàê è íà ïîâåðõíîñòè S .Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2



116 Â. È. Ñà�îíêèíÏðåæäå, ÷åì ñ�îðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå î òîì,÷òî ñèñòåìà (1.1) äîîïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2℄, êîòîðûé ïðèâî-äèò ê óðàâíåíèþ ∇s(x) · f(t, x, ueq(t)) = 0 (∇s(x)− ãðàäèåíò �óíêöèè s(x)) , èç êîòîðîãîè äîëæíà áûòü â ïîñëåäóþùåì îïðåäåëåíà �óíêöèÿ ueq(t, x) , ýêâèâàëåíòíàÿ �óíêöèè
u(t, x) , óêàçàííîé â óðàâíåíèè (1.1). Ñàì ìåòîä äîîïðåäåëåíèÿ ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè âèñòî÷íèêàõ [2℄,[4℄.Ò å î ð å ì à 3.2. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1., à �óíêöèÿ
ueq(t, x) îïðåäåëåíà îäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, îäèí èç âåêòîðîâ f−

N èëè f+
N íàïðàâ-ëåí â ñòîðîíó ìíîæåñòâà S , à äðóãîé ðàâåí íóëþ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ïîïàâ èçîáëàñòè D ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè x(t0) = x0 íà ìíîæåñòâî S , îñòàåòñÿ òàì äëÿâñåõ t > t0 .Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé f−

N = 0 , f+
N < 0 . Ïðè ñäåëàííîìïðåäïîëîæåíèè ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ �óíêöèè F1(t, x) â ïðåäïîëîæåíèè t0 → t, x0 → x, ãäå

x ∈ S , èìååò ìåñòî u(t, x) ∈ [u∗(t, x), u+(t, x)] , çäåñü u∗ - ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèè
u(t, x) , êîãäà (t0, x0) ïðèíàäëåæèò δ - îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà S . Âàæíî çàìåòèòü òî,÷òî ìíîæåñòâî F1(t, x) ïðè âûøå ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîäåðæèò îäíîâðåìåííîâåêòîðû ïðàâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé äîîïðåäåëåííûõ êàê ìåòîäîì Ôèëèïïîâà [3℄, òàê èìåòîäîì ýêâèâàëåíòíîãî óïðàâëåíèÿ [2℄. Òî åñòü f0(t, x) ∈ F1 è f(t, x, ueq(t, x)) ∈ F1 .Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ fs(t, x) , îïðåäåëèâ åå çíà÷åíèå ðàâåíñòâîì fs(t, x) =
(feq(t, x)− f+(t, x))/(ueq(t, x)− u+(t, x)) , êîòîðîå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

fs =

∫ 1

0

∂f(t, x, u)

∂u
dσ, (3.5)ãäå u(t, x) ∈ [ueq(t, x), f

+(t, x)] , à �óíêöèÿ feq(t, x) - åñòü �óíêöèÿ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ(1.1) â òî÷êå (t, x, ueq(t, x)) .Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âåêòîð feq(t, x) ðàñïîëîæåí ìåæäó âåêòîðàìè f(t, x, u∗(t, x))è f0(t, x) , ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ, óñòðåìëÿÿ δ ê íóëþ, òî ïðè x0 → x ∈ S ñ ó÷å-òîì íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F1(t, x, u(t, x)) èìååò ìåñòî |f ∗ − f0| = r(t, x) → 0 . Îòêóäàñëåäóåò, âåêòîð feq(t, x) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê âåêòîðó f0(t, x) , íàõîäÿùåìóñÿ íà êàñàòåëü-íîé ïëîñêîñòè ê ïîâåðõíîñòè S . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ðåøåíèå, ïðèøåäøåå èç îáëàñòè
S < 0 èëè S > 0 íà ìíîãîîáðàçèè s(x) = 0 ñîâïàäàþò.4. Âûâîäû.Ïðèâåäåííûå óòâåðæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè íàëîæåííûõ óñëîâèÿõ è ñäåëàííûõïðåäïîëîæåíèÿõ â îòíîøåíèè ïàðàìåòðîâ ïðàâoé ÷àñòè ñèñòåìû (1.1) â íåé ìîæåò âîç-íèêàòü ðåæèì ïåðåõîäà èçîáðàæàþùåé òî÷êè èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìíîãîîá-ðàçèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ íà ýòî ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ýòî äâèæåíèå ñîõðàíÿåòñÿ íåêîòîðîåâðåìÿ. Êàê èçâåñòíî, íà ïðàêòèêå òàêèå ðåæèìû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ñèíòåçåñêîëüçÿùåãî ðåæèìà íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà óïðàâëÿþùåé �óíêöèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðûÆóðíàë ÑÂÌÎ. 2010. Ò. 12, � 2
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