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1. Введение

В 1946 году в статье [1] I. J. Schoenberg впервые построил кусочно-полиномиальные
сплайны третьей степени, имеющие конечные носители [ - 2, 2]. Материнский сплайн
Шенберга состоит из четырех кубических функций, заданных на отрезках [ - 2,  - 1],
[ - 1, 0], [0, 1], [1, 2], которые в точках с координатам ( - 1), 0, 1 сопрягаются друг с дру-
гом, его масштабирование и трансляция порождает сеточную систему сплайнов Шен-
берга. В точках сопряжения кубических частей общий график сплайна Шенберга не
имеет разрывов и изломов, поскольку во всех точках области определения сплайна име-
ется непрерывность сплайна и его первой производной. Непрерывной во всех точках
области определения, в том числе, во всех точках сопряжения частей сплайна является
также его вторая производная, что определяет величину дефекта сплайна равную еди-
нице. Это характеризует высокий уровень непрерывности и гладкости сплайнов Шен-

V.L. Leontiev. On orthogonalization of Schoenberg splines



Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 2. 113

берга и объясняет их широкое применение в теории аппроксимации и в методах вы-
числительной математики и механики. Теория сплайнов возникла в 1946 году после со-
здания сплайнов Шенберга и начала быстро развиваться. Появился класс В-сплайнов,
одним из важнейших примеров которых явились сплайны Шенберга – B-сплайны тре-
тьей степени. Термин B-сплайн был предложен И. Шенбергом. В современной теории
сплайнов B-сплайном называют функцию с минимальным конечным носителем для
заданной степени сплайна и порядка его гладкости. Оказалось, что до создания сплай-
нов Шенберга и до начала теории сплайнов уже были известны системы сеточных
ступенчатых базисных функций [2] и системы сеточных финитных кусочно-линейных
базисных функций Фабера-Шаудера [3–4], которые соответствуют В-сплайнам соот-
ветственно нулевой и первой степеней. Но системы ступенчатых и кусочно-линейных
сеточных финитных базисных функций, созданные в 1910 году, не привели тогда к
появлению и развитию теории сплайнов поскольку для них, в отличие от сплайнов
Шенберга, идея сопряжения конечных частей многочленов в пределах конечного носи-
теля материнского сплайна не находилась, по-видимому, на переднем плане процедуры
их построения.

Процедура Грама-Шмидта ортогонализации систем функций, применяемая для ор-
тогонализации наборов сплайнов на каждой сетке из последовательности сеток, возни-
кающей при сгущении сеток в области, разрушает конечные носители исходной систе-
мы сплайнов. Следовательно, ортогонализация сплайнов с помощью процедуры Грама-
Шмидта, что отмечается в монографии [5], приводит к утрате важнейшего для многих
алгоритмов вариационно-сеточных методов (ВСМ), в частности, метода конечных эле-
ментов, свойства финитности базисных функций. Именно свойство финитности сплай-
нов позволило в середине 20 века устранить основной недостаток матриц систем се-
точных уравнений, возникающих в ВСМ, а именно, тот недостаток, который связан с
плохой обусловленностью таких матриц, вызванный применением не финитных базис-
ных функций. Поэтому в алгоритмах ВСМ, в частности, метода конечных элементов,
начали активно применяться системы сплайнов, не обладавшие свойством ортогональ-
ности даже на отдельных сетках.

В ВСМ [6], основанных на вариационном принципе Лагранжа и связанных с приме-
нением сплайнов, отсутствие у сплайнов свойства ортогональности не оказалось кри-
тичным и не привело к замедлению развития таких методов.

Однако, отсутствие свойства ортогональности сплайнов на каждой отдельной сетке
значительно затормозило в конце 20 века развитие смешанных ВСМ [6], основанных на
вариационных принципах Рейсснера и Ху-Вашицу механики деформируемого твердого
тела. Причиной этого явилось то, что в таких методах с каждым узлом сетки связа-
но в несколько раз больше узловых неизвестных по сравнению с ВСМ, основанными
на вариационном принципе Лагранжа (например, в теории упругости девять узловых
неизвестных – шесть компонент тензора напряжений и три компоненты вектора пере-
мещений в смешанном ВСМ, вместо трех неизвестных – в ВСМ, основанном на вари-
ационном принципе Лагранжа). В итоге оказалось, что матрица сеточных уравнений
смешанного ВСМ содержит примерно на порядок больше элементов по сравнению с
ВСМ, основанным на вариационном принципе Лагранжа. Это потребовало значитель-
ного увеличения вычислительных затрат при решении, например, задачи упругости.
Но смешанный ВСМ дает на той же сетке более гладкие и более точные решения для
деформаций и силовых факторов – производных компонент вектора перемещений. Это
достоинство смешанных ВСМ и другие их положительные характеристики, например,
определяемые отсутствием необходимости удовлетворять какие-либо граничные усло-
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вия до варьирования функционала Рейсснера или функционала Ху-Вашицу и до ре-
шения системы сеточных уравнений, поскольку все граничные условия являются есте-
ственными, привело к поиску пути преодоления общего недостатка смешанных ВСМ,
вызванного возрастанием объема вычислительных затрат на получение решений по
сравнению с ВСМ, основанным на вариационном принципе Лагранжа.

С 1993 года, в котором были впервые созданы ортогональные кусочно-линейные
сплайны, автором данной статьи и его учениками были построены и исследованы ор-
тогональные кусочно-квадратичные сплайны на конечных отрезках, а также кусочно-
линейные и кусочно-квадратичные сплайны на прямоугольных и треугольных конеч-
ных носителях. Эти и другие ортогональные сплайны представлены и систематизи-
рованы в книге [6], в которой указываются основные научные работы автора и его
учеников, посвященные возникновению в 1993 году теории ортогональных сплайнов и
ее дальнейшему развитию. Например, в [7] показывается применение ортогональных
сплайнов в алгоритмах численных методов, а в [8] – при построении нового потенци-
ала взаимодействия атомов, снижающего время расчета динамики наносистем атомов
с помощью компьютера. Основная цель создания в 1993 году ортогональных сплай-
нов была связана с преодолением указанного выше недостатка смешанных ВСМ. Этот
недостаток смешанных ВСМ был преодолен, поскольку ортогональные сплайны поз-
волили исключать все силовые узловые неизвестные из глобальной системы сеточных
уравнений до начала решения этой системы уравнений на компьютере, причем такое
исключение оказалось возможным проводить также в аналитической форме при фор-
мировании системы сеточных уравнений.

В книге [6] были предложены две процедуры ортогонализации сплайнов с сохра-
нением при этом, в отличие от процедуры ортогонализации Грама-Шмидта, размеров
конечных носителей сплайнов. При этом, данные процедуры были использованы для
ортогонализации кусочно-линейных и кусочно-квадратичных сплайнов. Примеры ор-
тогональных кусочно-кубических сплайнов Шенберга в [6] не приводятся.

С дальнейшим развитием и с широким применением полиномиальных сплайнов
Шенберга связаны многие статьи, в том числе, статьи И. Шенберга, например, [9].
В математической статистике, вычислительной математике, статистической радиотех-
нике и в других областях науки и техники применяются полиномиальные сплайны
Шенберга нечетных степеней до 13-й степени включительно [10–11]. В работе [10] впер-
вые приводятся точные формулы для сплайна Шенберга 15-й степени. В статье [12]
отмечается центральная роль и в настоящее время сплайнов Шенберга в численном
анализе, рассматриваются теоретические вопросы проблемы Шенберга [12], связанной
с построением сплайнов. В работе [13] сообщается, что эффективное решение задач
восстановления векторных и тензорных полей по результатам просвечивания иссле-
дуемых объектов в медицине, биологии, электронной микроскопии было получено с
использованием в качестве аппроксимирующей последовательности потенциальных и
соленоидальных векторных полей, построенных на основе двумерных В-сплайнов. В ра-
боте [14] приводятся результаты теоретических исследований зависимости погрешности
приближения достаточно гладкой функции В-сплайнами третьей степени от величины
параметра смещения исходных данных. Получены условия, при выполнении которых
кубический В-сплайн восстанавливает многочлены до n-й степени. В статье [15] дается
обзор развития теории сплайнов Шенберга. Развития, которое является актуальным
направлением теории аппроксимации и сейчас, ему посвящены многие статьи, напри-
мер, [16–17].

В данной статье рассматривается применение авторской геометрической процедуры
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ортогонализации сплайнов [6] к сплайнам Шенберга. Описан общий алгоритм модифи-
кации материнского кубического сплайна Шенберга в рамках геометрической процеду-
ры, который может быть использован также для ортогонализации сплайнов Шенберга
других нечетных степеней до 15-й степени включительно [10]. Показано, что в случае
использования восьми ступенчатых функций для модификации материнского сплай-
на Шенберга третьей степени достигается возможность его ортогонализации на сетке
без изменения конечного носителя сплайна. Найдены несколько вариантов ортогона-
лизации сплайнов Шенберга третьей степени ступенчатыми функциями, имеющими не
только действительные, но и комплексные коэффициенты, а также имеющими толь-
ко действительные коэффициенты. Доказана теорема о порядке аппроксимации любой
функции пространства Соболева линейными комбинациями построенных ортогональ-
ных сеточных сплайнов Шенберга.

2. Сплайны Шенберга третьей степени и процедура их ортого-
нализации, не изменяющая конечные носители сплайнов

Материнский сплайн Шенберга третьей степени имеет вид [1], [18]

\varphi (3) (x) =

\left\{               

0, x \geq 2,

(2 - x)3/6, 1 \leq x \leq 2,

[1 + 3(1 - x) + 3(1 - x)2  - 3(1 - x)3]/6, 0 \leq x \leq 1,

\varphi (3) ( - x) , x \leq 0.

(2.1)

Для ортогонализации сеточных сплайнов Шенберга каждый из четырех отрезков
[ - 2,  - 1], [ - 1, 0], [0, 1], [1, 2], вместе составляющих конечный носитель сплайна Шен-
берга третьей степени, разбивается наN участков одинаковой длины равной 1/N . Неко-
торые из этих участков в пределах каждого из отрезков [ - 2,  - 1], [ - 1, 0], [0, 1], [1, 2] вы-
бираются в качестве конечных носителей вспомогательных финитных функций, пред-
назначенных для модификации сплайнов Шенберга с целью их ортогонализации на
каждой конкретной сетке.

В случае N = 10 в качестве двух конечных носителей вспомогательных функций,
например, на отрезке [0, 1], могут быть взяты два объединения четырех из десяти участ-
ков, а именно:

[0, 0.1] \cup [0.1, 0.2] \cup [0.2, 0.3] \cup [0.3, 0.4],

[0.6, 0.7] \cup [0.7, 0.8] \cup [0.8, 0.9] \cup [0.9, 1.0].

Вспомогательными функциями на этих двух конечных носителях являются две функ-
ции, полученные из материнского сплайна Шенберга его сжатием в десять раз и пере-
мещением вправо соответственно на 0.2 и 0.8 (масштабированием и транслированием)
вдоль оси Ox. Аналогичным образом на соответствующих частях отрезков [ - 2,  - 1],
[ - 1, 0], [1, 2] формируются и располагаются еще шесть вспомогательных масштабиро-
ванных и транслированных сплайнов Шенберга. Все восемь вспомогательных сплайнов
Шенберга используются для модификации материнского сплайна Шенберга с целью ор-
тогонализации порождаемой таким материнским сплайном системы сеточных функций
подобно тому, как это проводится и исследуется далее в случае ступенчатых вспомога-
тельных функций.
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При N = 5 в другом варианте построения вспомогательных функций используются
ступенчатые функции

\varphi i (x) =

\biggl\{ 
1, x \in [ai, bi],
0, x /\in [ai, bi],

(i = 1, 2, 3, 4), \psi i (x) =

\biggl\{ 
1, x \in [ci, di],
0, x /\in [ci, di],

(i = 1, 2, 3, 4),

причем конечные носители [ai, bi] функций \varphi i имеют вид [0.2, 0.4], [0.6, 0.8], [1.2, 1.4],
[1.6, 1.8] соответственно для i = 1, 2, 3, 4, а конечные носители [ci, di] функций \psi i имеют
вид [ - 0.4,  - 0.2], [ - 0.8, - 0.6], [ - 1.4,  - 1.2], [ - 1.8,  - 1.6] соответственно для i = 1, 2, 3, 4.

Материнский сплайн Шенберга третьей степени после модификации имеет вид

\Phi (x) = \varphi (3)(x) +

4\sum 
i=1

\bigl[ 
Ai\psi i(x) +Bi\varphi i(x)

\bigr] 
, (2.2)

где Ai, Bi - неизвестные постоянные коэффициенты. Значения этих восьми коэффици-
ентов находятся из условий ортогональности\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 3)dx = 0, (2.3)

\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 2)dx = 0, (2.4)\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 1)dx = 0, (2.5)

модифицированного материнского сплайна (2.2) и трех сплайнов \Phi (x - 3), \Phi (x - 2),
\Phi (x  - 1), полученных перемещением вдоль оси Ox модифицированного материнского
сплайна и имеющих непустые пересечения их конечных носителей с конечным носите-
лем сплайна \Phi (x).

Наряду с условиями ортогональности должны также выполняться два необходимых
условия аппроксимации различных функций модифицированными сплайнами Шенбер-
га:

A1 +A3 +B2 +B4 = 0, A2 +A4 +B1 +B3 = 0, (2.6)

сформированных с учетом расположения конечных носителей функций \varphi i, \psi i на каж-
дой из четырех основных частей конечных носителей функций \Phi (x), \Phi (x - 3), \Phi (x - 2),
\Phi (x  - 1). Необходимость этих условий для того, чтобы модифицированные сплайны
Шенберга обладали свойствами аппроксимации, будет показана далее в доказатель-
стве теоремы.

3. Условия ортогональности модифицированных сплайнов
Шенберга

Условие ортогональности (2.3) двух сплайнов Шенберга, смещенных друг относи-
тельно друга на три шага сетки, имеет вид\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 3)dx =

\int 2

1

\Phi (x)\Phi (x - 3)dx =

=

\int 2

1

\bigl[ 
(2 - x)3/6 +B3\varphi 3(x) +B4\varphi 4(x)

\bigr] \bigl[ 
(x - 1)3/6 +A4\varphi 3(x) +A3\varphi 4(x)

\bigr] 
dx = 0
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и приводит к уравнению

0.007142857143/36 + 0.006A3/6 + 0.07A4/6+

+ 0.006B3/6 + 0.07B4/6 + 0.2(A3B4 +A4B3) = 0. (3.1)

Условие ортогональности (2.4) двух сплайнов Шенберга, смещенных друг относи-
тельно друга на два шага сетки, записывается в форме\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 2)dx =

\int 1

0

\Phi (x)\Phi (x - 2)dx+

\int 2

1

\Phi (x)\Phi (x - 2)dx =

=

\int 1

0

\{ [1 + 3(1 - x) + 3(1 - x)2 - 3(1 - x)3]/6 +B1\varphi 1(x)+

+B2\varphi 2(x)\} [x3/6 +A4\varphi 1(x) +A3\varphi 2(x)]dx+

+

\int 2

1

[(2 - x)3/6 +B3\varphi 3(x) +B4\varphi 4(x)]\{ [1 + 3(x - 1) + 3(x - 1)
2 - 

 - 3(x - 1)
3
]/6 +A2\varphi 3(x) +A1\varphi 4(x)\} dx = 0

и дает уравнение

0.4285714286/18 + 0.006(A1 +B1)/6 + 0.07(A2 +B2)/6 + 0.418(A3 +B3)/6+

+ 0.706(A4 +B4)/6 + 0.2(A1B4 +A2B3 +A3B2 +A4B1) = 0. (3.2)

Условие ортогональности (2.5) двух сплайнов Шенберга, смещенных друг относи-
тельно друга на один шаг сетки, имеющее вид\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)\Phi (x - 1)dx =

\int 0

 - 1

\Phi (x)\Phi (x - 1)dx+
\int 1

0

\Phi (x)\Phi (x - 1)dx+
\int 2

1

\Phi (x)\Phi (x - 1)dx =

=

\int 0

 - 1

\{ [1 + 3(1 + x) + 3(1 + x)
2 - 3(1 + x)

3
]/6 +A1\psi 1(x)+

+A2\psi 2(x)\} [(x+ 1)3/6 +A3\psi 1(x) +A4\psi 2(x)]dx+

+

\int 1

0

\{ [1 + 3(1 - x) + 3(1 - x)2 - 3(1 - x)3]/6 +B1\varphi 1(x)+

+B2\varphi 2(x)\} \{ [1 + 3x+ 3x2 - 3x3]/6 +A1\varphi 2(x) +A2\varphi 1(x)\} dx+

+

\int 2

1

[(2 - x)3/6 +B3\varphi 3(x) +B4\varphi 4(x)]\{ [1 + 3(2 - x)+

+ 3(2 - x)2  - 3(2 - x)3]/6 +B1\varphi 3(x) +B2\varphi 4(x)]\} dx = 0,

преобразуется в уравнение

8.5071428568/36 + 0.488(A1 +B1)/6 + 0.712(A2 +B2)/6+

+ 0.706(A3 +B3)/6 + 0.418(A4 +B4)/6+

+ 0.2(A1B2 +A2B1 +A1A3 +A2A4 +B1B3 +B2B4) = 0. (3.3)
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4. Решения системы уравнений ортогональности и аппроксима-
ции

4.1. Первая процедура ортогонализации

Решение системы семи уравнений для восьми неизвестных коэффициентов Ai, Bi,
i = 1, 2, 3, 4, состоящей из трех условий ортогональности (3.1), (3.2), (3.3), а также из
четырех дополнительних условий

A1 =  - B2, A2 =  - B1, A3 =  - B4, A4 =  - B3,

обеспечивающих выполнение необходимых условий аппроксимации (2.6) и являющихся
по сравнению с условиями (2.6) более жесткими ограничениями на искомые коэффи-
циенты, дает восемь вариантов значений искомых восьми коэффициентов, в каждом из
которых два коэффициента имеют комплексные значения, а шесть коэффициентов –
действительные значения:

4.1.1) A1 =  - B2 =  - 0.1200000000 - 0.6860771393 \iti , A2 =  - B1 =  - 1.221676965,
A3 =  - B4 =  - 0.02666666667, A4 =  - B3 =  - 0.02246871482;

4.1.2) A1 =  - B2 =  - 0.1200000000 + 0.6860771393 \iti , A2 =  - B1 =  - 1.221676965,
A3 =  - B4 =  - 0.02666666667, A4 =  - B3 =  - 0.02246871482;

4.1.3) A1 =  - B2 =  - 0.1200000000 - 0.6860771393 \iti A3 =  - B4 =  - 0.02666666667,
A2 =  - B1 = 1.461676965, A4 =  - B3 = 0.07580204816;

4.1.4) A1 =  - B2 =  - 0.1200000000 + 0.6860771393 \iti A2 =  - B1 = 1.461676965,

A3 =  - B4 =  - 0.02666666667, A4 =  - B3 = 0.07580204816;

4.1.5) A1 =  - B2 =  - 1.272994032 A2 =  - B1 = 0.1200000000,

A3 =  - B4 =  - 0.08384285986, A4 =  - B3 = 0.02666666667 - 0.02923749910 \iti ;

4.1.6) A1 =  - B2 = 1.032994032 A2 =  - B1 = 0.1200000000,

A3 =  - B4 = 0.03050952652, A4 =  - B3 = 0.02666666667 - 0.02923749910 \iti ;

4.1.7) A1 =  - B2 =  - 1.272994032 A2 =  - B1 = 0.1200000000,

A3 =  - B4 =  - 0.08384285986, A4 =  - B3 = 0.02666666667 + 0.02923749910 \iti ;

4.1.8) A1 =  - B2 = 1.032994032 A2 =  - B1 = 0.1200000000,

A3 =  - B4 = 0.03050952652, A4 =  - B3 = 0.02666666667 + 0.02923749910 \iti ;

где \iti – мнимая единица.
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4.2. Вторая процедура ортогонализации

Решение системы восьми уравнений для восьми неизвестных коэффициентов Ai, Bi,
i = 1, 2, 3, 4, состоящей из трех условий ортогональности (3.1), (3.2), (3.3), а также из
условия аппроксимации

A1 +A3 +B2 +B4 = 0

и четырех дополнительних условий

A2 = 0, A4 = 0, B1 = 0, B3 = 0,

задающих значения четырех коэффициентов и обеспечивающих выполнение второго
необходимого условия аппроксимации (2.6), дает восемь вариантов значений ненулевых
четырех коэффициентов, в каждом из которых все коэффициенты имеют действитель-
ные значения:

4.2.1) A1 =  - 0.4542027438, A3 =  - 0.05736803426,
B2 = 1.242145729, B4 =  - 0.7305749508;

4.2.2) A1 = 1.056525497, A3 =  - 0.04522084077,
B2 =  - 0.9528901871, B4 =  - 0.05841446882;

4.2.3) A1 = 1.008878332, A3 = 0.06310933384,

B2 =  - 1.061220362, B4 =  - 0.01076730437;

4.2.4) A1 =  - 1.179353124, A3 = 1.591327502,

B2 =  - 0.4065498075, B4 =  - 0.005424570197;

4.2.5) A1 = 1.002145729, A3 =  - 0.7839082841,
B2 =  - 0.2142027438, B4 =  - 0.004034700930;

4.2.6) A1 =  - 1.192890187 A3 =  - 0.1117478022,
B2 = 1.296525497, B4 = 0.008112492567;

4.2.7) A1 =  - 1.301220362, A3 =  - 0.06410063771,
B2 = 1.248878332, B4 = 0.1164426672;

4.2.8) A1 =  - 0.6465498075 A3 =  - 0.05875790353,
B2 =  - 0.9393531243, B4 = 1.644660835.

Варианты решений 4.2.1-4.2.8 содержат восемь действительных значений коэффи-
циентов Ai, Bi ступенчатых функций \varphi i(x), \psi i(x), i = 1, 2, 3, 4. Функция, модифициру-
ющая материнский сплайн Шенберга и состоящая из четырех ступенчатых функций, не
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является четной или нечетной, поэтому сплайн Шенберга после модификации остается
действительной функцией, которая не является четной или нечетной.

Каждое решение из 4.1.1-4.1.8 содержит два комплексных значения и шесть дей-
ствительных значений коэффициентов Ai, Bi ступенчатых функций \varphi i(x), \psi i(x), i =
1, 2, 3, 4. Сплайн Шенберга после модификации становится функцией с комплексными
значениями, которая представляет собой сумму четной и нечетной функций, посколь-
ку функция, модифицирующая материнский сплайн Шенберга и состоящая из четырех
ступенчатых функций, является нечетной. Следует отметить, что в четырех вариантах
решений 4.1.1-4.1.8 величины действительной и мнимой частей комплексных коэффи-
циентов почти на два порядка меньше величин максимальных значений действитель-
ных коэффициентов.

5. Исследование аппроксимативных свойств ортогональных
сплайнов Шенберга

В исследовании свойств модифицированных сплайнов Шенберга при аппроксима-
ции функций с помощью линейных комбинаций сеточных сплайнов, порожденных мо-
дифицированным материнcким сплайном Шенберга, здесь рассматривается масштаби-
рованный материнский сплайн Шенберга третьей степени

\varphi (3)
m (x) = \varphi (3) (x/5) \equiv 

\left\{               

0, x \geq 10,

(2 - x/5)3/6, 5 \leq x \leq 10,

[1 + 3(1 - x/5) + 3(1 - x/5)2  - 3(1 - x/5)3]/6, 0 \leq x \leq 5,

\varphi (3) ( - x/5) , x \leq 0.

С учетом масштабирования материнского сплайна с конечного носителя [ - 2, 2] на
конечный носитель [ - 10, 10] конечные носители [ai, bi] функций \varphi i также масштаби-
руются и берутся в виде: [1, 2], [3, 4], [6, 7], [8, 9] соответственно для i = 1, 2, 3, 4, а
конечные носители [ci, di] функций \psi i - в виде: [ - 2,  - 1], [ - 4, - 3], [ - 7,  - 6], [ - 9,  - 8]
соответственно для i = 1, 2, 3, 4.

Т е о р ем а 5.1. Для любой функции u \in W 2
2 (\itR ) существуют такие коэффици-

енты \{ ui\} , что при h\rightarrow 0\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 
\sum 
(i)

ui\Phi i(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W 0

2

\leq C \cdot h2 \| u\| W 2
2
,

\sum 
(i)

| ui| 2 \leq c \| u\| 2W 0
2
, (5.1)

если выполняются условия

A1 +A3 +B2 +B4 = 0, A2 +A4 +B1 +B3 = 0.

Здесь h – шаг сетки, C, c – постоянные, не зависящие от h и от u(x), \Phi i(x) – сеточные
сплайны, полученные масштабированием и смещением вдоль оси Ox модифицирован-
ного ступенчатыми функциями материнского сплайна Шенберга \Phi (x) третьей степени,
W 0

2 , W 2
2 – гильбертовы пространства Соболева.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Преобразование Фурье

\^\Phi (\xi ) =
1

(2\pi )1/2

\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (x)e

 - i\xi x
dx,

модифицированного ступенчатыми функциями материнского сплайна Шенберга

\Phi (x) = \varphi (3)
m (x) +

4\sum 
i=1

(Ai\psi i(x) +Bi\varphi i(x) )

имеет вид

\^\Phi (\xi ) = \^\varphi (3)
m (\xi ) +

4\sum 
i=1

(Ai \^\psi i(\xi ) +Bi \^\varphi i(\xi ) ).

Поскольку

(2\pi )1/2 \^\varphi (3)
m (\xi ) =

1

53i4\xi 4
\bigl( 
e - 10i\xi  - 4e - 5i\xi + 6 - 4e5i\xi + e10i\xi 

\bigr) 
=

=
1

53i4\xi 4
\bigl( 
ei

5
2 \xi  - e - i

5
2 \xi 
\bigr) 4

= 5

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}( 52\xi )

5
2\xi 

\biggr) 4

, (5.2)

и

(2\pi )1/2
4\sum 
i=1

(Ai \^\psi i(\xi ) +Bi \^\varphi i(\xi ) ) =

= A1
2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+A2

2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+

+A3
2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2
sin

\xi 

2
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+A4

2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+ i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+

+B1
2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 3\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+B2

2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 7\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+

+B3
2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 13\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
+B4

2

\xi 

\biggl( 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
 - i \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 17\xi 

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggr) 
=

=
2

\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
A1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
+A3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2
+B2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
+B4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2

\biggr) 
 - 

 - i2
\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
 - A1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
 - A3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2
+B2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
+B4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2

\biggr) 
+

+
2

\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
A2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
+A4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2
+B1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
+B3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2

\biggr) 
 - 

 - i2
\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
 - A2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
 - A4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2
+B1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
+B3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2

\biggr) 
, (5.3)

то
\^\Phi (0) \not = 0, (5.4)

так как в соответствии с (5.2)

\^\varphi (3)
m (0) =

5

(2\pi )1/2
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\xi \rightarrow 0

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}( 52\xi )

5
2\xi 

\biggr) 4

=
5

(2\pi )1/2
,
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а из (5.3) следует, что
4\sum 
i=1

(Ai \^\psi i(\xi ) +Bi \^\varphi i(\xi ) )

\bigm| \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\xi =0

= 0.

Имеем далее

(2\pi )1/2
d

d\xi 
\^\varphi (3)
m (\xi ) = 20

\biggl( 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}( 52\xi )

5
2\xi 

\biggr) 3
\xi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}( 52\xi ) - 

2
5 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(

5
2\xi )

\xi 2
, (5.5)

а также

(2\pi )1/2
d

d\xi 

4\sum 
i=1

(Ai \^\psi i(\xi ) +Bi \^\varphi i(\xi ) ) =

= 2

\biggl( 
 - 1

\xi 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+

1

2\xi 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\xi 

2

\biggr) \biggl[ 
A1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
+A3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2
+B2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
+B4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2

\biggr] 
 - 

 - 2

\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
A1

3

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
+A3

13

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2
+B2

7

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
+B4

17

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2

\biggr) 
+

 - 2i

\biggl( 
 - 1

\xi 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+

1

2\xi 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\xi 

2

\biggr) \biggl( 
 - A1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
 - A3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2
+B2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
+B4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2

\biggr) 
 - 

 - i2
\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
 - A1

3

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
 - A3

13

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2
+B2

7

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
+B4

17

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2

\biggr) 
+

+ 2

\biggl( 
 - 1

\xi 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+

1

2\xi 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\xi 

2

\biggr) \biggl[ 
A2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
+A4 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2
+B1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
+B3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2

\biggr] 
 - 

 - 2

\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
A2

7

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
+A4

17

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2
+B1

3

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
+B3

13

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2

\biggr) 
 - 

 - 2i

\biggl( 
 - 1

\xi 2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2
+

1

2\xi 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

\xi 

2

\biggr) \biggl( 
 - A2 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

7\xi 

2
 - A4 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

17\xi 

2
+B1 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

3\xi 

2
+B3 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

13\xi 

2

\biggr) 
 - 

 - i2
\xi 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}

\xi 

2

\biggl( 
 - A2

7

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

7\xi 

2
 - A4

17

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

17\xi 

2
+B1

3

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

3\xi 

2
+B3

13

2
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}

13\xi 

2

\biggr) 
. (5.6)

Согласно (5.5) получим

d

d\xi 
\^\varphi (3)
m (2\pi j) = 0 \forall j : 0 \not = j \in \bfZ .

Из (5.6) следует, что\biggl[ 
d

d\xi 

4\sum 
i=1

(Ai \^\psi i(\xi ) +Bi \^\varphi i(\xi ) )

\biggr] 
\xi =2\pi j

= 0 \forall j : 0 \not = j \in \bfZ ,

поскольку, во-первых, в (5.6) две суммы функций \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k\xi 

2
, k = 3, 7, 13, 17, находящиеся

в квадратных скобках для значений \xi = 2\pi j имеют значения равные нулю, так как все

функции \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}
k\xi 

2
, k = 3, 7, 13, 17 в квадратных скобках при этом равны одновременно

либо (+1) или ( - 1) в зависимости от значения j и так как выполняются условия

A1 +A3 +B2 +B4 = 0, A2 +A4 +B1 +B3 = 0,
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во-вторых, поскольку для значений \xi = 2\pi j равны нулю значения всех функций \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}
k\xi 

2
,

k = 1, 3, 7, 13, 17, входящие в выражение (5.6).
Поэтому

d

d\xi 
\^\Phi (2\pi j) = 0 \forall j : 0 \not = j \in \bfZ (5.7)

и, следовательно, в соответствии с (5.4) и (5.7) выполняются все условия теоремы
Стренга-Фикса [18] для значения параметра p = 1 этой теоремы, определяемого по-
рядком производной (5.7).

Поэтому оценка погрешности аппроксимации из формулировки теоремы Стренга-
Фикса [18]\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| u(x) - 

\sum 
(i)

ui\Phi i(x)

\bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| \bigm\| 
W s

2

\leq C \cdot hp+1 - s \| u\| Wp+1
2

,
\sum 
(i)

| ui| 2 \leq c \| u\| 2W 0
2

принимает в рассматриваемом случае для p = 1, s = 0 вид (5.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Согласно полученной здесь оценке (5.1) аппроксимативных свойств модифицирован-
ных сплайнов Шенберга последовательность линейных комбинаций сеточных наборов
ортогональных сплайнов Шенберга

\sum 
i ui\Phi i(x) при стремлении величины шага сетки

к нулю сходится к аппроксимируемой функции u(x) с достаточно высокой скоростью,
пропорциональной квадрату шага сетки.

6. Заключение

В статье с помощью процедуры ортогонализации финитных функций [6] постро-
ены, с сохранением размеров конечных носителей сплайнов, шестнадцать различных
модифицированных материнских сплайнов Шенберга третьей степени. Первая груп-
па восьми сплайнов содержит сплайны, принимающие комплексные значения, вторая
группа восьми различных сплайнов состоит из сплайнов, имеющих только действитель-
ные значения.

Ортогональность сеточных наборов построенных модифицированных сплайнов
Шенберга наряду со свойством их финитности, порождающим разреженность гло-
бальных матриц сеточных уравнений, является ценнейшим свойством ортогональных
сплайнов Шенберга, существенно повышающим эффективность и рациональность ал-
горитмов аппроксимации [6], [8] и алгоритмов вариационно-сеточных и проекционно-
сеточных методов [6–7], значительно снижая для них вычислительные затраты на по-
лучение решений по сравнению с алгоритмами, в которых используются классические
сплайны Шенберга или другие сплайны, не являющиеся ортогональными на сетках.

Следующая статья, которая явится продолжением данной статьи, будет содержать
аналогичные результаты исследований, полученные для случая, в котором ортогона-
лизация сплайнов Шенберга третьей степени выполняется с использованием четырех
сплайнов Шенберга, имеющих конечные носители, размеры которых меньше размера
конечного носителя материнского сплайна. Доказано, что порядок аппроксимации не
уменьшается в результате такой ортогонализации сплайнов Шенберга.
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Об одном алгоритме решения задачи быстродействия
в линейных системах с выпуклыми ограничениями на
фазовые переменные и управление
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Аннотация. Исследуется задача поиска оптимального по быстродействию управления
в случае, когда процесс описывается системой линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений с нелинейными выпуклыми ограничениями на фазовые переменные
и управление. Путем перехода из n-мерного евклидова пространства в гильбертово про-
странство задача оптимального управления с ограничениями на фазовые переменные
и управление сводится к задаче оптимального быстродействия без ограничений. По-
казано, что область достижимости в новом пространстве является выпуклым множе-
ством. Для решения полученной задачи используется модифицированный метод раз-
деляющих гиперплоскостей. Одним из ключевых моментов этого метода, от которого
зависит скорость сходимости алгоритма, является нахождение нормали разделяющей
гиперплоскости. В настоящей работе нормаль разделяющей гиперплоскости на каж-
дой итерации строится путем минимизации функционала типа расстояния на выпук-
лой оболочке опорных к множеству достижимости точек, полученных на предыдущих
итерациях. После нахождения нормали, разделяющей гиперплоскости, строится опор-
ная к области достижимости гиперплоскость, которая затем непрерывно переносится по
возрастанию времени и находится первый момент времени, при котором опорная гипер-
плоскость достигнет заданной конечной точки. Этот момент времени и принимается за
очередное приближение времени быстродействия. Сформулирована теорема о сходимо-
сти последовательных приближений по времени к значению времени быстродействия и
о слабой сходимости последовательности управлений к оптимальному управлению. Ал-
горитм апробирован на решении задачи внешнего нагрева неограниченной пластины до
заданной температуры за минимальное время с учетом ограничений на растягивающие
и сжимающие термонапряжения. Приведены результаты вычислительного эксперимен-
та.
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Abstract. The problem optimal speed control is investigated in the case when the process
is described by a system of linear ordinary differential equations with nonlinear convex
restrictions on phase variables and control. By moving from n-dimensional Euclidean space
to Hilbert space, the optimal control problem with restrictions on phase variables and
control is reduced to an optimal speed problem without restrictions. It is shown that the
reachability region in the new space is a convex set. To solve the resulting problem, a modified
method of separating hyperplanes is used. One of the key points of this method, on which
the convergence speed of the algorithm depends, is finding the normal to the separating
hyperplane. In this work, this normal at each iteration is constructed by minimizing a
distance-type functional on the convex hull of points supporting the reachability set obtained
at previous iterations. After finding the normal to the separating hyperplane, a hyperplane
supporting the reachable region is constructed, which is then continuously transferred in
increasing time and the first moment in time is found at which the supporting hyperplane
reaches the given end point. This moment is taken as the next approximation to the
performance time. A theorem is formulated on the convergence of successive approximations
in time to the value of the performance time and on the weak convergence of a sequence of
controls to an optimal control. The algorithm is tested by solving the problem of external
heating of an unlimited plate to a given temperature in a minimal time, taking into account
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1. Введение

Первые алгоритмы решения двухточечной задачи линейного быстродействия были
предложены Н. Н. Красовским [1], а алгоритмы рассмотренного ниже типа Л. Нейштад-
том [2] и Ж. Итоном [3] на основе геометрической интерпретации условий оптималь-
ности, сделанной Д. Лассалем [4]. В этих работах нахождения управления u0(t) \in U ,
переводящего систему

dx

dt
= A(\tau )x+B(\tau )u+D(\tau ), 0 < \tau < T (1.1)

из положения
x(0) = x0 \not = 0Rn (1.2)

в положение 0Rn за минимальное время t0, 0 < t0 \leq T , сводилась к решению задачи

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\psi 0

t0(\psi 0) (1.3)

При этом время быстродействия t0 определяется из условия

(\psi (t0), 0Rn  - x(t0)) = 0, (1.4)

где \psi = \psi (\tau ) – решение системы

d\psi 

d\tau 
=  - AT\psi , \psi (0) = \psi 0 (1.5)

A(\tau ), B(\tau ), D(\tau ) – матрицы размерности соответственно (n \times n), (n \times m), (n \times 1) c
кусочно-непрерывными коэффициентами, u = u(\tau ) – управление из множества U :

U =
\bigl\{ 
u = (u1(\tau ), ..., um(\tau )), u \in Lm2 [0, T ], u - i \leq ui(\tau ) \leq u

+
i , i = 1,m, \tau \in [0, T ]

\bigr\} 
(1.6)

При решении задачи (1.3) на каждой k-ой итерации строилась оценка \tau k снизу вре-
мени быстродействия исходя из выполнения условия

(\psi (\tau k), 0Rn  - x(\tau k)) = 0 (1.7)

Для нахождения следующего приближения методом градиентного спуска коррек-
тировалось направление \psi (0) = \psi 0 так, чтобы при \tau = \tau k выполнялось неравенство

(\psi (\tau k), 0Rn  - x(\tau k)) < 0,
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где x(\tau k) опорная к множеству достижимости системы (1.1), (1.2) точка, соотвествую-
щая нормали \psi (0) = \psi 0. Далее опорная гиперплоскость непрерывно переносилась при
\tau > \tau k до первого момента \tau \ast , при котором выполнялось равенство

(\psi (\tau \ast ), 0Rn  - x(\tau \ast )) = 0

Этот момент времени и примался за очередное приближение времени быстродействия
\tau k+1.

Однако, при решении практических задач выяснилось, что предложенные методы
плохо сходятся из-за “овражности” функции t(\psi 0). В работах [5–7] были предложены
модификации этих алгоритмов, которые, однако, существенно не улучшили их сходи-
мость.

Н. Е. Кириным в работах [8–9] было предложено в качестве нормали, разделяю-
щей гиперплоскости, на каждой итерации использовать функцию типа расстояния от
точки 0Rn до отрезка, соединяющего точку x(\tau k) из (1.7) и аналогичную точку, полу-
ченную на предыдущей итерации. В этом случае значительно снижается трудоемкость
отдельной итерации, но скорость сходимости, особенно при приближении к точке 0Rn ,
по-прежнему оставалась невысокой. Для улучшения сходимости в работе [10] Н. Е. Ки-
риным было предложено искать минимум функции типа расстояния не на отрезке, а на
выпуклой оболочке точек множества достижимости, полученных на предыдущих ите-
рациях, каждая из которых на соответствующей итерации искалась как точка, мини-
мизирующая функцию типа расстояния. Алгоритм стал сходиться значительно лучше,
и был назван многошаговым двойственным алгоритмом решения задачи быстродей-
ствия. Тем не менее, если область достижимости представляла собой выпуклое сильно
вытянутое множество, то скорость сходимости оставалась низкой. Автором в работе
[11] в качестве точек, полученных на предыдущих итерациях, на выпуклой оболочке
которых минимизируется функция типа расстояния, было предложено использовать
опорные к множеству достижимости точки. На конкретных примерах было показа-
но, что такая модификация делает алгоритм достаточно эффективным для решения
любых задач линейного быстродействия. Полученный алгоритм далее был доработан
для решения задач двухточечного быстродействия, описываемых линейными система-
ми дифференциальных уравнений с линейными ограничениями на фазовые переменные
и управление [12] .

В настоящей работе предлагается модификация многошагового двойственного ал-
горитма на случай, когда ограничения на фазовые переменные и управление являются
нелинейными и выпуклыми по переменным x, u.

2. Постановка задачи

Предположим, что процесс описывается системой уравнений (1.1)–(1.2) с нелиней-
ными выпуклыми ограничениями вида

C(x, u, \tau ) \leq 0, (2.1)

где C(x, u, \tau ) = (c1(x, u, \tau ), ..., cq(x, u, \tau )), функции ci(x, u, \tau ), i = 1, 2, ..., q кусочно-
непрерывны по \tau , выпуклы, непрерывно-дифференцируемы по x и u. Кроме того, будем
предполагать, что производные по (x, u) удовлетворяют условию Липшица, а именно

Cx(x+\Delta x, u+\Delta u, \tau ) - Cx(x, u, \tau ) \leq L1(\Delta x+\Delta u), (2.2)
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Cu(x+\Delta x, u+\Delta u, \tau ) - Cu(x, u, \tau ) \leq L2(\Delta x+\Delta u) (2.3)

при всех (x+\Delta x, u+\Delta u, \tau ), (x, u, \tau ) \in Rn \times U \times [0, T ], L1, L2 = const > 0.
Задача 1. Найти управление u0(\tau ) \in U , при котором система (1.1) перейдет из

состояния (1.2) в точку 0Rn за минимальное время t0 \in (0, T ] и при этом почти при
всех \tau \in (0, t0] будут выполнены ограничения (2.1).

3. Формулировка задачи без ограничений в гильбертовом про-
странстве

Введем дополнительный управляющий параметр v \in V ,

V = \{ v = (v1, ..., vq) : v \in Lq2[0, T ], vi \geq 0, i = 1, 2, ..., q\} 

и вектор-функцию

h(x, u, v, \tau , t) = (h1(x, u, v, \tau , t), ..., hq(x, u, v, \tau , t)), (3.1)

где

hi(x, u, v, \tau , t) =

\Biggl\{ 
[\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ ci(x, u, \tau ), 0\} ]2 + \upsilon i(\tau ), если \tau \in [0, t],

0, если \tau \in [t, T ].
(3.2)

Из (3.1)–(3.2) следует, что ограничения (2.1) будут выполнены, если

hi(x, u, v, \tau , t) = 0, i = 1, q, \tau \in [0, T ].

Введем новый управляющий параметр

\omega = (u, v) \in U \times V = \Omega (3.3)

и вектор-функцию
p(\omega , t) = (h(x, u, v, \tau , t), x(t)). (3.4)

Вектор-фукция p(\omega , t) принадлежит гильбертову пространству P с элементами

f = (g(\tau ), y), g(\tau ) \in Lq2[0, T ], y \in Rn

и с нормой

\| f \| 2=
\int T

0

(g(\tau ), g(\tau ))d\tau + (y, y). (3.5)

Переформируем задачу 1 в гильбертовом пространстве P как задачу без ограниче-
ний на фазовые переменные.

Задача 2. Найти управление \omega o \in \Omega и наименьшее время to \in [0, T ], при которых
выполнится равенство

p(\omega o, to) = (0Lq
2 [0,T ], 0Rn) = 0p.

Множество
Z(t) = \{ p = p(\omega , t) : \omega \in \Omega \} (3.6)

назовём множеством достижимости в рассматриваемом гильбертовом пространстве P .
Покажем, что множество Z(t) является выпуклым. Тогда для решения задачи 2

можно воспользоваться многошаговым двойственным алгоритмом, доработав его на
случай ограничений типа (2.1).
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4. Выпуклость достижимого множества Z(t)

Пусть элементы p1 = p(\omega 1, t) и p2 = p(\omega 2, t) принадлежат Z(t). Покажем, что для
любого \lambda \in [0, 1] элемент

p3 = p(\omega 3, t) = \lambda p1 + (1 - \lambda )p2 = \lambda h(x1, u1, v1, \tau , t) + (1 - \lambda )h(x2, u2, v2, \tau , t)+
+ \lambda x1(t) + (1 - \lambda )x2(t) (4.1)

принадлежит Z(t). Здесь \omega 1 = \omega 1(\tau ) = (u1(\tau ), v1(\tau )) \in \Omega , \omega 2 = \omega 2(\tau ) = (u2(\tau ), v2(\tau )) \in 
\Omega , x1 = x1(\tau ) = x(u1(\tau ), \tau ), x2 = x2(\tau ) = x(u2(\tau ), \tau ), \tau \in [0, t] – решения системы
(1.1)–(1.2) при u = u1(\tau ), u = u2(\tau ).

Для этого достаточно показать, что управляющий параметр

\omega 3 = \omega 3(\tau ) = (u3(\tau ), v3(\tau )), (4.2)

соответствующий элементу p3, принадлежит множеству \Omega = U \times V .
Множество достижимости G(t) линейной системы (1.1)–(1.2) выпукло [13], следова-

тельно, если x1(t), x2(t) \in G(t), то вектор-функция x3

x3 = x3(t) = \lambda x1(t) + (1 - \lambda )x2(t), \lambda \in [0, 1] (4.3)

также принадлежит G(t), а управление

u3(\tau ) = \lambda u1(\tau ) + (1 - \lambda )u2(\tau ), \tau \in [0, t] (4.4)

соответствует элементу x3(t) и принадлежит множеству U .
Покажем, что существует управление v3(\tau ) \in V такое, что элемент p3(\omega 3, t), опре-

деляемый согласно (4.1), принадлежит Z(t).
Введем обозначение

r2(x, u, \tau ) = (r21(x, u, \tau ), ..., r
2
q(x, u, \tau )), \tau \in [0, t], (4.5)

где
ri(x, u, \tau ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x} \{ ci(x, u, \tau ), 0\} , i = 1, q.

Функции ci(x, u, \tau ), i = 1, q по условиям задачи выпуклы по (x, u). Следовательно [14],
выпуклы также по (x, u) функции ri(x, u, \tau ), i = 1, q и, в силу неотрицательности
ri(x, u, \tau ), выпуклы также по этим переменным и вектор-функциям (4.5). Положим

h(x3, u3, v3, \tau , t) = \lambda h(x1, u1, v1, \tau , t) + (1 - \lambda )h(x2, u2, v2, \tau , t).

Поскольку h(x, u, v, \tau , t) = 0 при \tau \in (t;T ], то

h(x3, u3, v3, \tau , t) = \lambda r2(x1, u1, \tau ) + (1 - \lambda )r2(x2, u2, \tau ) + \lambda v1(\tau ) + (1 - \lambda )v2(\tau ) =
r2(x3, u3, \tau ) + v3(\tau ).

Здесь

v3(\tau ) = \lambda r2(x1, u1, \tau ) + (1 - \lambda )r2(x2, u2, \tau ) - r2(x3, u3, \tau )+
+ \lambda v1(\tau ) + (1 - \lambda )v2(\tau ), \tau \in [0, t], (4.6)
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где x3, u3 определяются согласно (4.3)–(4.4). Вектор-функции r2(x, u, \tau ), определяемые
согласно (4.5), выпуклы по (x, u), следовательно, выполнено неравенство

r2(x3, u3, \tau ) = r2(\lambda x1 + (1 - \lambda )x2, \lambda u1 + (1 - \lambda )u2, \tau ) \leq 
\leq \lambda r2(x1, u1, \tau ) + (1 - \lambda )r2(x2, u2, \tau ). (4.7)

Из неравенства (4.7) вытекает, что определяемый согласно (4.6) параметр v3 \geq 0 и,
следовательно, принадлежит V . Выпуклость множества Z(t) доказана.

5. Построение опорной гиперплоскости с заданной нормалью

Рассмотрим функционал

\rho (p, tk) =

q\sum 
i=1

\int tk

0

hi(x(\tau ), u(\tau ), v(\tau ), \tau , tk)d\tau +
1

2
(x(u, tk), x(u, tk)), (5.1)

характеризующий в определенном смысле расстояние от точки 0p до Z(tk). Решим
задачу

\rho (\^p, tk) = inf \{ \rho (p, tk) : p \in Z(tk)\} , (5.2)

т.е. \^p \in Z(tk), ближайшая к 0p в смысле минимума функционала (5.1). В качестве на-
правления нормали, при которой соответствующая опорная гиперплоскость в момент
времени tk будет отделять множество Z(tk) и точку 0p, берётся антиградиент функци-
онала (5.1) в точке \^p, т.е.

lk = ( - 1Lq
2[0,T ], - \^x(tk)). (5.3)

Для построения опорной к Z(tk) гиперплоскости с нормалью lk необходимо решить
задачу

\~\beta (tk) = (lk, p(\~\omega , tk) = \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p} \{ (lk, p(\omega , tk)) : \omega \in \Omega \} . (5.4)

Из конкретного вида элемента p(\omega , t) в (3.4) и вида нормали lk в (5.3) следует, что

\~v(\tau ) = 0Lq
2[0,T ] (5.5)

При этом управление \~u(\tau ), \tau \in [0, tk] находится путем решения задачи

J(\~u, tk) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\forall u\in U

J(u, tk), (5.6)

где

J(u, tk) =

q\sum 
i=1

\int tk

0

r2i (x, u, \tau )d\tau + (\^x, x(u, tk)). (5.7)

Задача (5.6) решается методом условного градиента[15]. Сходимость этого ме-
тода будет обеспечена, если функционал (5.7) является выпуклым, непрерывно-
дифференцируемым по u \in U c производными, удовлетворяющими условию Липшица.
Выпуклость функционала (5.7) по u \in U вытекает из выпуклости функций r2i (x, u, \tau ) по
(x, u). Непрерывность, дифференцируемость и Липшицевость производной по u функ-
ционала (5.7) вытекает из свойств вектор-функции c(x, u, \tau ) и неравенств (2.2), (2.3).
Способ дифференцирования функционалов вдоль траекторий управляемой системы
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описан в работе [16]. В нашем случае градиент функционала (5.7) будет вычисляться
по формуле

J \prime 
u(u, \tau ) = Ru(x(u, \tau ), u(\tau ), \tau ) - BT (\tau )\psi (\tau ), \tau \in [0, tk], (5.8)

где x(u, \tau ) – решение системы (1.1)–(1.2), \psi (\tau ) – решение системы дифференциальных
уравнений \Biggl\{ 

d\psi (\tau )

d\tau 
= Rx(x(u, \tau ), u(\tau ), \tau ) - AT (\tau )\psi (\tau ), \tau \in [0, tk],

\psi (\tau k) =  - \^x(tk).
(5.9)

Здесь

Ru(x, u, \tau ) = 2

q\sum 
i=1

[ci(x, u, \tau )]u ri(x, u, \tau ), (5.10)

Rx(x, u, \tau ) = 2

q\sum 
i=1

[ci(x, u, \tau )]x ri(x, u, \tau ). (5.11)

Отметим, что система (5.9) интегрируется от tk до нуля.

6. Поиск направления нормали разделяющей гиперплоскости

В предыдущем пункте было указано, что на каждой k-ой итерации в качестве на-
правления нормали разделяющей гиперплоскости можно взять вектор lk, определяе-
мый согласно (5.3). Для того, чтобы найти этот вектор необходимо знать точку \^p(tk),
которая находится из решения задачи (5.2). Найти точку \^p(tk) достаточно сложно, по-
скольку множество Z(tk) априорно неизвестно.

Будем искать приближенное решение задачи (5.2), а именно: искать решение (5.2)
на выпуклой оболочке точек pk и p(j), j = 2, s, принадлежащих Z(tk), где pk – бли-
жайшая к 0p точка, полученная на k-ой итерации, p(2), p(j), j = 3, s – опорные к
Z(tk) точки, полученные на текущей и предыдущих итерациях. Здесь pk = (hk, x(tk)),
p(j) = (h(j), x(j)(tk)), j = 2, s,

hk = h(x(uk, \tau ), uk(\tau ), vk(\tau ), \tau , tk),

h(j) = h(x(u(j), \tau ), u(j)(\tau ), v(j)(\tau ), \tau , tk),

vk(\tau ) = v(j)(\tau ) = 0Lq
2[0,T ], xk(t) = x(uk, tk), x(j)(tk) = x(u(j), tk).

Положим p(1) = pk и найдем последовательность точек fj,n = (gj,n, yj,n), f0,1 = p(1),
gj,n \in Lq2[0, T ], yj,n \in Rn, j = 1, s, n = 1, 2, ..., реализующих решение задачи

\rho (fj,n, tk) = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}
\alpha \in [0,1]

\rho (p(j) + \alpha (fj - 1,n  - p(j)), tk), j = 1, s.

С учётом конкретного вида функционала \rho (p, tk) решение задачи минимизации мож-
но записать в виде

fj,n = (1 - \alpha j,n)p(j) + \alpha j,nfj - 1,n, j = 1, s,

где \alpha j,n \in [0, 1], ближайшее число число к \alpha j,n вычисляется по формуле

\alpha j,n =

\left\{         
 - \theta j - 1,n  - R(j) + ((yj - 1,n  - x(j)), x(j))

(yj - 1,n  - x(j), yj - 1,n  - x(j))
, если \| yj - 1,n  - x(j) \| \not = 0,

1, если \| yj - 1,n  - x(j) \| = 0 и \theta j - 1,n < R(j),

0, если \| yj - 1,n  - x(j) \| = 0 и \theta j - 1,n \geq R(j).
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Здесь

R(j) = R(u(j), tk) =

q\sum 
i=1

\int tk

0

r2i (x(u
(j), \tau ), u(j)(\tau ), \tau )d\tau , j = 1, s, (6.1)

где u(1) = uk(\tau ), u(2) = \~uk(\tau ), x(u(j), \tau ), j = 1, s – решения системы дифференциальных
уравнений (1.1)–(1.2) на промежутке [0, tk) при \~u(\tau ) – управление, найденное на k-ом
шаге как решение (5.6).

Величины \theta j,n вычисляются по следующим рекуррентным формулам

\theta j,n = R(j) + \alpha j,n(\theta j - 1,n  - R(j)), j = 1, s, n = 1, 2, ...

\theta 0,1 = R(1).

Процедура заканчивается нахождением fs,n. Управление \omega j,n(\tau ), соответствующее fj,n,
имеет вид

\omega j,n(\tau ) = (0Lq
2[0,T ], uj,n(\tau )), \tau \in [0, tk],

где управления uj,n(\tau ), в силу линейности системы (1.1), вычисляются по формуле

uj,n(\tau ) = uj(\tau ) + \alpha j,n(uj - 1,n(\tau ) - uj(\tau )), j = 1, s, (6.2)

u0,1 = uk(\tau ), \tau \in [0, tk].

Если
| \rho (fs,n, tk) - \rho (f0,n, tk) | > \varepsilon 1, (6.3)

где \varepsilon 1 – заданная точность выхода, то, положив n = n+1, цикл повторяется. В против-
ном случае за приближенное решение задачи (5.2) принимается fs,n, а соответствующее
элементу fs,n управление записывается в виде

\omega s,n(\tau ) = (0Lq
2
[0, T ], us,n(\tau )), \tau \in [0, tk],

где us,n(\tau ) вычисляется по формуле (6.2).
Отметим, что при поиске fs,n мы использовали числа R(j), j = 1, s, определяемые

согласно (6.1). Следовательно, запоминать вектор-функции h(x(j), u(j), v(j), \tau , tk) нет
необходимости, достаточно запомнить числа R(j), j = 1, s, что и будет использовано в
описанном ниже алгоритме.

7. Алгоритм решения задачи

Пусть к k-ой итерации известны:

tk \leq t0, uk = uk(\tau ) \in U, xk = x(uk, tk), u
(j) = u(j)(\tau ), x(j) = x(u(j), tk), j = 2, s, \tau \in [0, tk],

Rk = R(uk, tk), R
(j) = R(u(j), tk), j = 2, s,

Шаг 1. Построим опорную гиперплоскость к множеству Z(tk) с нормалью

lk = ( - 1Lq
2[0,T ], - xk)

и найдем управление \~\omega = (0Lq
2[0,T ], \~u(\tau ), \tau \in [0, tk]), а также элемент \~p = p(\~\omega , tk). Вычис-

лим \~\beta (tk) = (lk, - \~p). Если \~\beta (tk) \geq 0, то построенная опорная гиперплоскость отделяет
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множество Z(tk) от точки 0p, что позволяет перейти к шагу 2. Иначе, положив tk+1 = tk,
переходим к шагу 4.

Шаг 2. Интегрируем по возрастанию \tau от \tau k = tk систему дифференциальных
уравнений

dx

d\tau 
= A(\tau )x+B(\tau )u+D(\tau ), x(\tau k) = x(\~u, tk), (7.1)

d\psi 

d\tau 
=  - AT\psi +Rx(x, u, \tau ), \psi (tk) =  - x(\~u, tk), (7.2)

с управлением u = u\ast (\tau ) \in U , которое находится из условия

H(\psi , x, u\ast , \tau ) = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
\forall u\in U

H(\psi , x, u, \tau ), (7.3)

где

H(\psi , x, u, \tau ) =  - 
q\sum 
i=1

r2i (x, u, \tau ) + \psi T (A(\tau )x+B(\tau )u+D(\tau )).

Rx(x, u, \tau ) определяется согласно (5.11). Интегрирование ведется до тех пор, пока опор-
ная гиперплоскость не достигнет точку 0p, т.е. до первого момента времени \tau \ast , при
котором выполняется неравенство

(\psi (u\ast , \tau \ast ), - x(u\ast , \tau \ast )) \leq 0.

Этот момент и принимается за tk+1. Положим

\~x = \~x(tk+1) = x(u\ast , tk+1)

и

\~u(\tau ) =

\Biggl\{ 
\~u(\tau ), \tau \in [0, tk]

u\ast (\tau ), \tau \in [tk, tk+1]
, \~v(\tau ) = 0Lq

2[0,T ].

Шаг 3. Множество Z(t) может оказаться немонотонным, т.е. при tk+1 > tk,
Z(tk) /\in Z(tk+1). Проинтегрируем на промежутке (tk, tk+1] систему дифференциаль-
ных уравнений (1.1) с начальными условиями x(tk) = xk, x(tk) = x(j), j = 2, s при
некотором управлении u\ast \ast (\tau ) \in U . Полученные управления обозначим через uk+1 и
u(j), j = 2, s,

uk+1 =

\Biggl\{ 
uk(\tau ), \tau \in [0, tk]

u\ast \ast (\tau ), \tau \in (tk, tk+1]
u(j) =

\Biggl\{ 
u(j)(\tau ), \tau \in [0, tk]

u\ast \ast (\tau ), \tau \in (tk, tk+1]
,

а соответствующие этим управлениям векторы будем обозначать xk+1 = x(tk+1), x(j) =
x(j)(tk+1), j = 2, s. Параллельно вычислим

Rk+1 = R(uk+1, tk+1) = Rk +

q\sum 
i=1

\int tk+1

tk

r2i (x(uk+1, \tau ), uk+1(\tau ), \tau )d\tau ,

R(j) = R(u(j), tk+1) = R(u(j), tk) +

q\sum 
i=1

\int tk+1

tk

r2i (x(u
(j), \tau ), u(j)(\tau ), \tau )d\tau , j = 2, s.
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Шаг 4. Удалим cреди точек x(j)(tk+1), j = 2, s точку, наиболее удаленную от точки
0p в смысле функционала (5.1). Перенумеруем полученную последовательность точек,
начиная с j = 3. Положим x(2)(tk+1) = \~x(tk), u(2)(\tau ) = \~u(\tau ), \tau \in [0, tk+1] и вычислим

R(2) = R(u(2), tk+1) =

q\sum 
i=1

\int tk+1

0

r2i (x(u
(2), \tau ), u(2)(\tau ), \tau )d\tau .

Положим k = k + 1, tk = tk+1 и переходим к шагу 5.
Шаг 5. Используя полученные точки xk, x(j)(tk), j = 2, s в соответствии с пунк-

том 6, найдем элемент fs,n = (gs,n, ys,n) и, согласно соотношению (6.2), управление
us,n(\tau ), \tau \in [0, tk]. Если

\rho (fs,n, tk) < \varepsilon 2,

где \varepsilon 2 – заданная точность решения задачи, то задача решена и время быстродействия
t0 = tk, а оптимальное управление имеет вид

\omega o(\tau ) = (0Lq
2[0,T ], us,n(\tau )), \tau \in [0, tk]).

Иначе, вычислив

Rk = R(us,n, tk) =

q\sum 
i=1

\int tk

0

r2i (x(us,n, \tau ), us,n(\tau ), \tau )d\tau 

и положив uk = uk(\tau ) = us,n(\tau ), \tau \in [0, tk], xk = x(uk, tk), переходим к шагу 1.

Т е о р ем а 7.1. Последовательности, построенные согласно приведенному выше
алгоритму, таковы, что если tk \rightarrow \infty , то задача (1.2) не имеет решения, иначе
\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}k\rightarrow \infty tk = t0 и для любых \varepsilon 3 и \varepsilon 4 > 0 существует номер k\ast , такой что при k > k\ast 

\| x(uk, tk) \| \leq \varepsilon 3,
q\sum 
i=1

\int tk

0

r2i (x(uk, \tau ), u(\tau ), \tau )d\tau \leq \varepsilon 4

предел u0(\tau ), \tau \in [0, t0] любой слабосходящейся подпоследовательности uk(\tau ) есть
оптимальное управление.

Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2 в [17].

8. Результаты вычислительного эксперимента

Предложенный алгоритм был апробирован на задаче оптимального по быстродей-
ствию управлении внешним нагревом неограниченной пластины до заданной посто-
янной по сечению температуры. Требовалось, чтобы нагреваемое изделие в процессе
нагрева не разрушилось от возникающих сжимающих и растягивающих термонапря-
жений.

Процесс нагрева описывается следующим одномерным уравнением теплопроводно-
сти

\partial T (x, t)

\partial t
= a

\partial 2T (x, t)

\partial x2
, 0 < x < x, t > 0, (8.1)

T (x, 0) = T 0 = const, x \in [0, x], (8.2)
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\lambda 
\partial T (x, t)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| 
x=x

= \alpha (Tc(t) - T (x, t)), t \geq 0, (8.3)

\partial T (x, t)

\partial x

\bigm| \bigm| \bigm| 
x=0

= 0, t \geq 0, (8.4)

где T (x, t) – температура, \circ C, x – пространственная координата, x – половина толщи-
ны пластины, м, a – коэффициент температуропроводности, м2/час, \lambda – коэффициент
теплопроводности, Вт/(м\cdot \circ C), \alpha – коэффициент теплообмена, Вт/(м2\cdot \circ C), Tc(t) – тем-
пература греющей среды (управляющий параметр), Tc(t) \in L2[0, t] и почти при всех
t \in [0, t] принимает значения из отрезка [T - , T+], T+ > T - \geq T 0.

Будем считать, что нагреваемое изделие хрупкое. Тогда [18] ограничения на термо-
напряжения запишутся в виде

 - \sigma c(T ) \leq \sigma ii(r, T ) \leq \sigma p(T ), (8.5)

где \sigma c(T ), \sigma p(T ) – значения пределов прочности на сжатие и растяжение, мПа, \sigma ii(r, T ),
i = x, y – главные компоненты тензора напряжений, мПа, которые в рассматриваемом
случае находятся из решения уравнения Дюамеля-Неймана аналитически.

Аналогично работам [12], [17] запишем соотношения (8.1)-(8.4) в безразмерных еди-
ницах и выполним замену переменных так, чтобы заданное конечное состояние стало
нулевым. К полученным уравнениям применим интегральное косинус преобразование
Фурье. В результате решение уравнения теплопроводности запишется в виде ряда

\theta (l, \tau ) =

\infty \sum 
n=1

Dnxn(\tau ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu nl), l \in [0, 1], (8.6)

где \mu n, n = 1, 2, ... – корни уравнения

Bi \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu n) - \mu n \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu n) = 0, Bi =
\alpha x

\lambda 
, Dn =

2B2
i

(\mu 2
n +B2

i +Bi) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mu n)
,

xn(\tau ), n = 1, 2, ... – решение дифференциального уравнения

dxn(\tau )

d\tau 
=  - \mu 2

nxn(\tau ) + \mu nu(\tau ), xn(0) = x0, n = 1, 2, ... (8.7)

u(\tau ) – безразмерная температура греющей среды (безразмерный управляющий пара-
метр).

Неравенства (8.5) запишутся в виде

\infty \sum 
n=1

Fn
\bigl[ 
1 - 6\Gamma 

\mu 2
n

 - 1 + 3\Gamma 

\mu 2
n

Bi +
6\Gamma 

\mu 2
n \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu n)

\bigr] 
\leq \sigma c(\theta (1, \tau )), (8.8)

\infty \sum 
n=1

Fn
\bigl[ (1 + 3\Gamma )Bi + 6\Gamma 

\mu 2
n

 - 1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}(\mu n)
(1 - 6\Gamma 

\mu 2
n

)
\bigr] 
\leq \sigma p(\theta (0, \tau )). (8.9)

Здесь Fn =
2Bi\mu n

\mu 2
n +B2

i +Bi
.

Параметр \Gamma \in [0, 1] характеризует степень защемления от поворота краев пласти-
ны. \Gamma = 0 в случае жесткого защемления, \Gamma = 1 для свободных краев пластины. В
настоящей работе рассматривалось жесткое защемление, т.е. \Gamma = 0.

N.D. Morozkin, V. I. Tkachev, N.N. Morozkin. About an algorithm for solving the speed problem in . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 2. 139

Перейдем к конечномерной аппроксимации задачи. Ограничимся в соотношениях
(8.6)–(8.9) первыми N членами (n = 1, N). Предположим, что \sigma c(\theta (1, \tau )) и \sigma p(\theta (0, \tau ))
являются выпуклыми и непрерывно дифференцируемыми, производная по \theta удовле-
творяет условию Липшица. Тогда для решения задачи поиска управления u0(\tau ), пе-
реводящего систему (8.7) из x0 в нуль за минимальное время, можно воспользоваться
вышеуказанным алгоритмом.

Приведем результаты вычислительного эксперимента. Будем считать, что значе-
ния механических и теплофизических коэффициентов, кроме пределов хрупкой проч-
ности на сжатие \sigma c(\theta ) и растяжение \sigma p(\theta ), являются постоянными и равными \lambda =
23 Вт/(м\cdot \circ C), a = 0, 0153 м2/час, x = 0, 23 м, \alpha = 200 Вт/(м2\cdot \circ C), \alpha T = 0, 18\cdot 10 - 4 1/\circ C,
E = 0, 145\cdot 1012 мПа, \nu = 0, 3, где \alpha T – коэффициент линейного расширения, E – модуль
упругости, \nu – коэффициент Пуассона.

Начальная температура принималась равной 20\circ C, конечная температура – 920\circ C.
Температура греющей среды Tc(t) \in [800\circ C,1600\circ C]. Данные зависимости от темпе-
ратуры пределов хрупкой прочности на сжатие и растяжение для рассматриваемого
материала представлены в таблице 8.1. Эти данные были получены эксперименталь-
ным путем в Институте проблем сверхпластичности металлов РАН (г. Уфа).

Таблица 8.1. Зависимость пределов хрупкой прочности на сжатие и
растяжение от температуры

Table 8.1. Dependence of brittle compressive and tensile strength limits on
temperature

Температура, \circ C 20 975 1050 1100 1150
сжатие 1500 700 470 310 210-240Предел прочности, мПа

растяжение 980 540 370 200 140

Табличные значения пределов прочности на сжатие и растяжение после перехода к
безразмерным величинам, аппроксимировались функциями

\sigma c(\theta ) = ( - 0, 023 \cdot e0,000303\theta + 0, 747),

\sigma p(\theta ) = ( - 0, 003 \cdot e0,0046\theta + 0, 476),

которые являются выпуклыми по безразмерной температуре \theta .
Задача решалась для случая N = 6, поскольку при дальнейшем увеличении N

время быстродействия изменялось незначительно. Ниже на рисунке 8.1 представлены
результаты расчетов.

Из рисунка 8.1 следует, что оптимальное управление имеет достаточно много точек
переключения , особенно, в первой половине времени нагрева. Анализ результатов рас-
чёта показывает, что скорость нагрева материала с вышеуказанными свойствами огра-
ничивается сжимающими термонапряжениями на поверхности нагреваемой пластины.
Следует подчеркнуть, что в научной литературе обычно рассматриваются материалы,
в которых скорость нагрева ограничивается растягивающими термонапряжениями [19].
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Рис. 8.1. График изменения во времени оптимального по быстродействию
управления (1) и графики изменения во времени температуры поверхности (2),

температуры центра (3) при полученном оптимальном управлении

Fig. 8.1. Graph of the change in time of the control speed setting (1) and graphs of
the change in time of the panel temperature (2) and the center temperature (3) for

the obtained control mode
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Оригинальная статья

УДК 519.622.2

Исследование численных методов решения
нелинейной системы спроса и предложения
энергетических ресурсов
В. Ч. Во1, С. Нойягдам1, 2, А. И. Дрегля1, Д. Н. Сидоров1

1Иркутский национальный исследовательский технический университет (Ир-
кутск, Россия)
2Институт математики Академии наук Хэнани (Чжэнчжоу, Китай)

Аннотация. В данном исследовании реализованы и оценены различные численные
методы для решения нелинейной системы дифференциальных уравнений, моделиру-
ющей динамику спроса и предложения энергетических ресурсов. Использованы как
одношаговые методы (ряд Тейлора, метод Рунге–Кутты), так и многошаговые методы
(Адамса–Башфорта, метод прогноза–коррекции Адамса). Помимо стандартных мето-
дов четвёртого порядка, применялись также методы более высокого порядка, такие
как метод Рунге–Кутты пятого порядка и метод ряда Тейлора шестого порядка. Кро-
ме того, наряду с численными методами с фиксированным шагом, были реализованы
и оценены методы с адаптивным шагом, включая явный метод Рунге–Кутты порядка
5(4) (RK45), явный метод Рунге–Кутты порядка 8(5,3) (DOP853), неявный метод Рун-
ге–Кутты семейства Radau IIA порядка 5 (Radau), неявный метод на основе формул
обратного дифференцирования (BDF), а также комбинированный метод Адамса/BDF с
автоматическим переключением (LSODA). Полученные результаты показывают, что в
рассмотренных случаях одношаговые методы были более эффективны, чем многошаго-
вые, при отслеживании быстрых изменений системы, тогда как многошаговые методы
требовали меньше времени на вычисления. Численные методы с адаптивным шагом
продемонстрировали как гибкость, так и устойчивость. Посредством оценки и анали-
за численных решений, полученных различными методами, исследуются динамические
характеристики и поведение системы.
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1. Introduction

Numerical methods constitute a major branch of mathematical research, aimed at solving
problems where finding explicit analytical solutions is challenging. One such class of problems
includes nonlinear differential equations and their systems. In mathematics, differential
equations and their systems, particularly initial value problems, have been extensively
studied due to their role as powerful tools for modeling real-world problems [1–2]. In
the context of the growing urgency to use energy resources efficiently and sustainably,
forecasting and stabilizing energy resources supply and demand play a crucial role. Mei
Sun et al. proposed a nonlinear system of differential equations to describe the energy
resources supply-demand system [3–4], which was formulated based on a real-world problem
to ensure the stability of energy resources supply and demand between the eastern and
western regions of China. Studies have shown that this system exhibits chaotic and highly
nonlinear behavior [5], making it extremely complex to obtain exact solutions. In this case,
employing numerical methods to obtain approximate solutions presents a more practical and
feasible approach.

Numerical methods constitute a broad research field encompassing various techniques
that have been extensively developed and studied, each demonstrating suitability and
effectiveness for specific types of problems [6]. However, for the nonlinear energy resources
supply-demand system, most existing studies primarily focus on stabilizing the chaotic
behavior of the system [7–8], while in-depth investigations into numerical methods for
solving the system remain limited. Recently, a study by Vo et al. proposed using physics-
informed neural networks to solve this system. Although this approach shows great potential,
it has certain drawbacks, such as requiring significant computational power from modern
computing systems and being time-consuming due to the need for model training [9].

In this paper, we conduct an in-depth study by implementing numerical methods to solve
the nonlinear energy resources supply-demand system. The numerical methods employed
include representative one-step methods such as the Taylor series method and the Runge-
Kutta method. Multi-step methods such as Adams-Bashforth, Adams-Moulton, and the
Adams-Predictor-Corrector method [10] are also considered. Additionally, adaptive step-
size methods such as: RK45 [11–12], DOP853 [13], Radau [14], BDF [15], LSODA [16]
are implemented. Notably, for fixed-step methods, we deploy higher-order approaches such
as RK5 and the sixth-order Taylor series method. The numerical solutions obtained from
these higher-order methods are then used to assess the accuracy of lower-order fourth-order
methods. Beyond solving the system, this study also evaluates and compares numerical
methods based on criteria such as accuracy, convergence speed, computational efficiency, and
stability, aiming to identify the most suitable and effective methods for the given system.
All numerical methods are implemented in Python [17], For adaptive step-size methods, we
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utilize numerical solvers from the SciPy library [18], which is integrated into the Python
programming language.

Main contributions of the Study: Implement various numerical methods for solving the
nonlinear energy resources supply-demand system. Implement high-order numerical methods
to solve the nonlinear energy resources supply-demand system. Analyze, evaluate, and
compare the effectiveness of numerical methods for the nonlinear differential equation system
describing the energy resources supply-demand problem. Analyze and explore the behavioral
characteristics of the system through numerical solutions.

The paper is structured into five main sections: Section 1. provides a general introduction.
Section 2. describes the nonlinear differential equation system for the energy resources
supply-demand problem. Section 3. presents the numerical methods used in this study to
solve the energy resources supply-demand system. Section 4. proposes several approaches for
analyzing and evaluating the effectiveness of the implemented numerical methods. Finally,
Section 5. presents the main results of the study.

2. System description

To model the distribution of energy resources supply and demand between different
regions C and D, Mei et al. formulated three-dimensional and four-dimensional nonlinear
differential equation systems. In this study, we focus on numerically solving the four-
dimensional energy resources supply-demand system. The mathematical formulation of this
system is given below [4]:\left\{         

x1
\prime (t) = a1x1(t)(1 - x1(t)

M ) - a2(x2(t) + x3(t)) - d3x4(t),
x2

\prime (t) =  - z1x2(t) - z2x3(t) + z3x1(t)[N  - (x1(t) - x3(t))],
x3

\prime (t) = s1x3(t)(s2x1(t) - s3),
x4

\prime (t) = d1x1(t) - d2x4(t),

(2.1)

The initial conditions of the system (2.1) are given by xi(t0) = bi, and [9] xi\prime (t) denotes
the derivative of the function xi(t) with respect to the variable t, where i \in \{ 1, 2, 3, 4\} .
xi(t) are the unknown functions to be determined, where the energy demand in region D is
represented by x1(t), the energy supply from region C to region D is represented by x2(t),
the imported energy resources into region D are represented by x3(t), and the renewable
energy resources in region D are represented by x4(t). With the constants of the system
satisfying the following conditions aj , dj , zj , sj , N,M > 0 and N < M . The system (2.1) is
in a chaotic state with the coefficients a1 = 0.09, a2 = 0.15, z1 = 0.06, z2 = 0.082, z3 = 0.07,
s1 = 0.2, s2 = 0.5, s3 = 0.4, M = 1.8, N = 1, d1 = 0.1, d2 = 0.06, d3 = 0.08, and the initial
conditions x1(0) = 0.82, x2(0) = 0.29, x3(0) = 0.48, x4(0) = 0.1 [4–5].

3. Numerical Methods

To facilitate the presentation of numerical methods, the differential equation system (2.1)
is rewritten as follows:

Let f1, f2, f3, f4 denote the functions representing the right-hand side of the differential
equation system (2.1), and let b1, b2, b3, b4 denote the initial values corresponding to the
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four components of the system, given by:

f1(t, x1, x2, x3, x4) = a1x1(t)

\biggl( 
1 - x1(t)

M

\biggr) 
 - a2(x2(t) + x3(t)) - d3x4(t),

f2(t, x1, x2, x3, x4) =  - z1x2(t) - z2x3(t) + z3x1(t)[N  - (x1(t) - x3(t))],

f3(t, x1, x2, x3, x4) = s1x3(t)(s2x1(t) - s3),

f4(t, x1, x2, x3, x4) = d1x1(t) - d2x4(t),

we can rewrite the general form of the system as follows:

\bfx \prime = \bff (t,\bfx ) , \bfx (t0) = \bfb .

where \bfx , \bff , and \bfb are vectors defined as follows:

\bfx = [x1, x2, x3, x4]
T , \bff = [f1, f2, f3, f4]

T , \bfb = [b1, b2, b3, b4]
T .

In this study, we define \bfx (ti) as the exact solutions of the system at time ti and denote \bfx i
as the approximate solutions of the system at time ti, obtained using numerical methods.

3.1. Single step methods

In the field of numerical methods, a class of techniques for solving differential equation
systems in which the solution at any time ti+1 is approximated solely based on the solution
at the previous time step ti is referred to as single-step numerical methods [10].

3.1.1. Taylor Series Method

Taylor’s method is a powerful explicit single-step numerical method [19–20], Its
foundation is based on the Taylor series expansion, a fundamental concept in function
approximation theory. According to this principle, the value of a function at any given point
can be approximated using a nearby known point, represented by a polynomial and its
higher-order derivatives, as given by the Taylor series. In the Taylor numerical method, the
solution at time ti+1 is approximated using its value at ti through the following formula [10]:

\bfx i+1 = \bfx i + h\bfx \bfi 
\prime +

h2

2!
\bfx \bfi 

\prime \prime +
h3

3!
\bfx \bfi 

\prime \prime \prime + ...+
hp

p!
\bfx \bfi 

(p), (3.1)

where:
h: is the step size.
p: is the order of the derivative.
\bfx 
(k)
i : the values of the k-th order derivatives of the solution functions at time ti.

To implement this numerical method, one of the crucial aspects is determining the
expressions for the higher-order derivatives of the system. This task is not straightforward.
In this study, we have determined the expressions for computing the derivatives up to the
sixth order for the solution functions of the differential equation system (2.1). The detailed
expressions are presented below:

Expressions for the first-order derivatives of the solution functions:

x
(1)
1 (t) = a1x1(t)(1 - 

x1(t)

M
) - a2(x2(t) + x3(t)) - d3x4(t),

V.T. Vo, S. Noeiaghdam, A. I. Dreglea, D.N. Sidorov. A Study of Numerical Methods for Solving the . . .



148 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 2.

x
(1)
2 (t) =  - z1x2(t) - z2x3(t) + z3x1(t)[N  - (x1(t) - x3(t))],

x
(1)
3 (t) = s1x3(t)(s2x1(t) - s3),

x
(1)
4 (t) = d1x1(t) - d2x4(t).

Expressions for the second-order derivatives of the solution functions:

x
(2)
1 (t) = a1x

(1)
1 (t)

\biggl[ 
1 - 2x1(t)

M

\biggr] 
 - a2

\Bigl[ 
x
(1)
2 (t) + x

(1)
3 (t)

\Bigr] 
 - d3x(1)4 (t),

x
(2)
2 (t) =  - z1x(1)2 (t) - z2x(1)3 (t) + z3x1(t)

\Bigl[ 
x
(1)
3 (t) - x(1)1 (t)

\Bigr] 
+ z3x

(1)
1 (t) [N  - x1(t) + x3(t)] ,

x
(2)
3 (t) = s1s2x3(t)x

(1)
1 (t) + s1x

(1)
3 (t) [s2x1(t) - s3] ,

x
(2)
4 (t) = d1x

(1)
1 (t) - d2x(1)4 (t).

Expressions for the third-order derivatives of the solution functions:

x
(3)
1 (t) = a1x

(2)
1 (t)

\biggl[ 
1 - 2x1(t)

M

\biggr] 
 - a2

\Bigl[ 
x
(2)
2 (t) + x

(2)
3 (t)

\Bigr] 
 - d3x(2)4 (t) - 2a1

\Bigl[ 
x
(1)
1 (t)

\Bigr] 2
M

,

x
(3)
2 (t) =  - z1x(2)2 (t) - z2x(2)3 (t) + 2z3x

(1)
1 (t)

\Bigl[ 
x
(1)
3 (t) - x(1)1 (t)

\Bigr] 
+ z3x1(t)

\Bigl[ 
x
(2)
3 (t) - x(2)1 (t)

\Bigr] 
+ z3x

(2)
1 (t) [N  - x1(t) + x3(t)] ,

x
(3)
3 (t) = s1s2x3(t)x

(2)
1 (t) + 2s1s2x

(1)
1 (t)x

(1)
3 (t) + s1x

(2)
3 (t) [s2x1(t) - s3] ,

x
(3)
4 (t) = d1x

(2)
1 (t) - d2x(2)4 (t).

Expressions for the fourth-order derivatives of the solution functions:

x
(4)
1 (t) = a1x

(3)
1 (t)

\biggl[ 
1 - 2x1(t)

M

\biggr] 
 - a2

\Bigl[ 
x
(3)
2 (t) + x

(3)
3 (t)

\Bigr] 
 - d3x(3)4 (t) - 6a1x

(1)
1 (t)x

(2)
1 (t)

M
,

x
(4)
2 (t) =  - z1x(3)2 (t) - z2x(3)3 (t) + 3z3x

(2)
1 (t)

\Bigl[ 
x
(1)
3 (t) - x(1)1 (t)

\Bigr] 
+ 3z3x

(1)
1 (t)

\Bigl[ 
x
(2)
3 (t) - x(2)1 (t)

\Bigr] 
+ z3x1(t)

\Bigl[ 
x
(3)
3 (t) - x(3)1 (t)

\Bigr] 
+ z3x

(3)
1 (t) [N  - x1(t) + x3(t)] ,

x
(4)
3 (t) = s1s2x3(t)x

(3)
1 (t)+3s1s2x

(1)
1 (t)x

(2)
3 (t)+3s1s2x

(2)
1 (t)x

(1)
3 (t)+s1x

(3)
3 (t) [s2x1(t) - s3] ,

x
(4)
4 (t) = d1x

(3)
1 (t) - d2x(3)4 (t).

Expressions for the fifth-order derivatives of the solution functions:

x
(5)
1 (t) = a1

\biggl( 
1 - 2x1(t)

M

\biggr) 
x
(4)
1 (t) - a2

\Bigl( 
x
(4)
2 (t) + x

(4)
3 (t)

\Bigr) 
 - d3x(4)4 (t)

 - 8a1x
(1)
1 (t)x

(3)
1 (t)

M
 - 

6a1

\Bigl[ 
x
(2)
1 (t)

\Bigr] 2
M

,
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x
(5)
2 (t) =  - z1x(4)2 (t) - z2x(4)3 (t) + 4z3

\Bigl[ 
x
(1)
3 (t) - x(1)1 (t)

\Bigr] 
x
(3)
1 (t)

+ 6z3

\Bigl[ 
x
(2)
3 (t) - x(2)1 (t)

\Bigr] 
x
(2)
1 (t) + 4z3

\Bigl[ 
x
(3)
3 (t) - x(3)1 (t)

\Bigr] 
x
(1)
1 (t)

+ z3

\Bigl[ 
x
(4)
3 (t) - x(4)1 (t)

\Bigr] 
x1(t) + z3 [N  - x1(t) + x3(t)]x

(4)
1 (t),

x
(5)
3 (t) = s1s2x3(t)x

(4)
1 (t) + 4s1s2x

(1)
1 (t)x

(3)
3 (t) + 6s1s2x

(2)
1 (t)x

(2)
3 (t)

+ 4s1s2x
(3)
1 (t)x

(1)
3 (t) + s1 [s2x1  - s3]x(4)3 (t),

x
(5)
4 (t) = d1x

(4)
1 (t) - d2x(4)4 (t).

Expressions for the sixth-order derivatives of the solution functions:

x
(6)
1 (t) = a1

\biggl[ 
1 - 2x1(t)

M

\biggr] 
x
(5)
1 (t) - a2

\Bigl[ 
x
(5)
2 (t) + x

(5)
3 (t)

\Bigr] 
 - d3x(5)4 (t)

 - 10a1
x
(1)
1 (t)x

(4)
1 (t)

M
 - 20a1

x
(2)
1 (t)x

(3)
1 (t)

M
,

x
(6)
2 (t) =  - z1x(5)2 (t) - z2x(5)3 (t) + 5z3

\Bigl[ 
x
(1)
3 (t) - x(1)1 (t)

\Bigr] 
x
(4)
1 (t)

+ 10z3

\Bigl[ 
x
(2)
3 (t) - x(2)1 (t)

\Bigr] 
x
(3)
1 (t)+10z3

\Bigl[ 
x
(3)
3 (t) - x(3)1 (t)

\Bigr] 
x
(2)
1 (t)

+ 5z3

\Bigl[ 
x
(4)
3 (t) - x(4)1 (t)

\Bigr] 
x
(1)
1 (t) + z3

\Bigl[ 
x
(5)
3 (t) - x(5)1 (t)

\Bigr] 
x1(t)

+ z3 [N  - x1(t) + x3(t)]x
(5)
1 (t),

x
(6)
3 (t) = s1s2x3(t)x

(5)
1 (t) + 5s1s2x

(1)
1 (t)x

(4)
3 (t) + 10s1s2x

(2)
1 (t)x

(3)
3 (t)

+ 10s1s2x
(3)
1 (t)x

(2)
3 (t) + 5s1s2x

(4)
1 (t)x

(1)
3 (t) + s1 [s2x1(t) - s3]x(5)3 (t),

x
(6)
4 (t) = d1x

(5)
1 (t) - d2x(5)4 (t).

The error of the Taylor series numerical method is determined based on the order of the
derivative. Specifically, a fourth-order Taylor series requires the use of derivative values up
to the fourth order. In the theory of numerical methods, this method has a global error of
O(h4) and a local error of O(h5). Similarly, a sixth-order Taylor series method has a global
error of O(h6) and a local error of O(h7) [6, 10, 13].

3.1.2. Runge-Kutta Fourth Order Method

Among single-step numerical methods, the Runge-Kutta method is one of the most
widely used approaches [17], particularly for solving scientific and engineering problems,
which are often represented by nonlinear differential equation systems. Unlike the Taylor
method, which requires computing high-order derivatives to approximate function values at
a given point, the Runge-Kutta method approximates the solution using K intermediate
stages [19]. The Runge-Kutta method includes both explicit and implicit forms [13–14].
In this study, we employ two commonly used Runge-Kutta formulas to solve the energy
supply-demand system (2.1): the fourth-order and fifth-order Runge-Kutta methods. The
fourth-order formula is presented below [10]:

\bfx i+1 = \bfx i +
1

6
(\bfk 1 + 2\bfk 2 + 2\bfk 3 + \bfk 4) . (3.2)
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Where:
\bfk 1 = h\bff (ti,\bfx i),
\bfk 2 = h\bff 

\bigl( 
ti +

h
2 ,\bfx i +

1
2\bfk 1

\bigr) 
,

\bfk 3 = h\bff 
\bigl( 
ti +

h
2 ,\bfx i +

1
2\bfk 2

\bigr) 
,

\bfk 4 = h\bff (ti + h,\bfx i + \bfk 3).

The fourth-order formula utilizes four intermediate stages, k1 to k4, as defined above.
This method has a global error of O(h4) and a local error of O(h5) [6, 10, 13].

3.1.3. Runge-Kutta Fifth Order Method

In this study, we implement the explicit fifth-order Runge-Kutta numerical method
with high accuracy. This formula, proposed by Butcher, employs six intermediate stages
to approximate the solutions of system (2.1) and is described as follows [20]:

\bfx i+1 = \bfx i +
1

90
(7\bfk 1 + 32\bfk 3 + 12\bfk 4 + 32\bfk 5 + 7\bfk 6)h. (3.3)

Where:
\bfk 1 = \bff (ti,\bfx i),
\bfk 2 = \bff 

\bigl( 
ti +

1
4h,\bfx i +

1
4\bfk 1h

\bigr) 
,

\bfk 3 = \bff 
\bigl( 
ti +

1
4h,\bfx i +

1
8\bfk 1h+ 1

8\bfk 2h
\bigr) 
,

\bfk 4 = \bff 
\bigl( 
ti +

1
2h,\bfx i  - 

1
2\bfk 2h+ \bfk 3h

\bigr) 
,

\bfk 5 = \bff 
\bigl( 
ti +

3
4h,\bfx i +

3
16\bfk 1h+ 9

16\bfk 4h
\bigr) 
,

\bfk 6 = \bff 
\bigl( 
ti + h,\bfx i  - 3

7\bfk 1h+ 2
7\bfk 2h+ 12

7 \bfk 3h - 12
7 \bfk 4h+ 8

7\bfk 5h
\bigr) 
.

This method has a global error of O(h5) and a local error of O(h6) [6, 10, 13].

3.2. Multi step methods

Unlike single-step numerical methods, multi-step numerical methods are designed to
determine approximate solutions of a differential equation system at time ti+1 not only
based on the solution at ti but also by utilizing information from the solutions of the system
at multiple previous time steps [6]. These methods include explicit, implicit, and a combined
form of both, known as the predictor-corrector method. In this study, we implement one of
the representative formulas of this approach, the Adams family of formulas, to solve system
(2.1) [10].

Similar to single-step numerical methods, the accuracy of a multi-step numerical method
is evaluated based on its order. A method of order p has a local accuracy of O(hp+1) and a
global accuracy of O(hp) [6, 10, 19].

3.2.1. Adams-Bashforth Methods

The Adams-Bashforth method is a typical explicit multi-step method [6, 13] used
for solving nonlinear differential equation systems. In this study, we implement the
fourth-order Adams-Bashforth formula to solve the energy supply-demand system. In this
approach, the value of the solution function at any given time is approximated based
on the four most recently computed solution values. Given a dataset containing j values
(ti, \bff i) (ti - 1, \bff i - 1) , ..., (ti - j+1, \bff i - j+1), the fourth-order Adams-Bashforth formula (j = 4) is
presented below [10]:
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\bfx i+1 = \bfx i +
h

24
[55\bff i  - 59\bff i - 1 + 37\bff i - 2  - 9\bff i - 3] . (3.4)

To implement this method, the first step requires knowing the four initial solution values.
Therefore, to determine the solution values from \bfx 1 to \bfx 4, a single -step method must be
used. In this study, these initial values are obtained using the RK4 method.

3.2.2. Adams-Moulton Methods

The Adams-Moulton methods are an implicit multistep approach [13, 14]. This method
is similar to the Adams-Bashforth method; however, the solution values are approximated
not only based on previous steps but also on the predicted step at ti+1. Considering a
dataset with j + 1 points (ti+1, \bff i+1) , (ti, \bff i) , (ti - 1, \bff i - 1) , ..., (ti - j+1, \bff i - j+1) with j = 3 the
fourth-order Adams-Moulton formula is given as follows [10]:

\bfx i+1 = \bfx i +
h

24
[9\bff i+1 + 19\bff i  - 5\bff i - 1 + \bff i - 2] . (3.5)

3.2.3. Predictor-Corrector Methods

The Predictor-Corrector numerical method is a multi-step technique that combines both
explicit and implicit multi-step methods. This approach consists of two main steps [13, 14]:

Predictor: Use an explicit multi-step numerical method to approximate the solution at
step ti+1

Corrector: The approximated solution obtained from the predictor step at ti+1 is then
substituted into an implicit method to refine the approximation.

In this study, we implement the fourth-order Adams-Bashforth-Moulton Predictor-
Corrector numerical method to solve system (2.1), where the fourth-order Adams-Bashforth
formula is used in the Predictor step, and the fourth-order Adams-Moulton formula is used in
the Corrector step. Additionally, the four initial approximate solution values are determined
using the RK4 method. The specific formulas are presented below [10]:

Predictor P: Fourth-order Adams-Bashforth method.

\bfx 
(p)
i+1 = \bfx i +

h

24
[55\bff i  - 59\bff i - 1 + 37\bff i - 2  - 9\bff i - 3] . (3.6)

Corrector C: Fourth-order Adams-Moulton method.

\bfx 
(c)
i+1 = \bfx i +

h

24

\Bigl[ 
9\bff 
\Bigl( 
ti+1,\bfx 

(p)
i+1

\Bigr) 
+ 19\bff i  - 5\bff i - 1 + \bff i - 2

\Bigr] 
. (3.7)

3.3. Adaptive numerical methods

One of the key techniques in solving nonlinear differential equation systems is the use of
numerical methods capable of automatically adapting the step size flexibly. These numerical
methods typically combine pairs of higher-order and lower-order methods to estimate errors
and adjust the step size accordingly for different solution regions [21]. This approach ensures
the maintenance of accuracy while simultaneously enhancing computational efficiency.

In this study, we implement adaptive step-size numerical methods supported by the
solve_ivp library [18], including the RK45 method [11, 12]; the DOP853 method [13]; the
Radau method [14]; the BDF method [15]; and the LSODA method [16]. To adjust the
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adaptive step size, these numerical methods utilize two critical error tolerance parameters:
Relative tolerances (rtol) and Absolute tolerances (atol), ensuring that the estimated local
error of the solution satisfies the following condition [18]:

Local_error < atol + rtol \times | \bfx | .

where:
Local_error: is the estimated value of the local error.
rtol: is the relative tolerance.
atol: is the absolute tolerance.
\bfx : represents the approximate solutions of the differential equation system at the

considered time point.

4. Evaluation Method

Since the exact solution of the nonlinear energy resources supply-demand system is
unknown, evaluating numerical methods in this case is a challenging task. In this study,
we propose several approaches to assess the numerical methods implemented as follows:

a) Evaluating the accuracy of numerical methods by comparing the residual
between the left-hand side and the right-hand side:

To implement this method, the first task is to approximate the left-hand side of system
(2.1). In this study, based on the discrete solutions obtained from numerical methods, we
construct a first-order derivative approximation of the solution functions at the solution
points. Several approaches can be used for this purpose, such as finite difference methods or
function approximation. In this study, we approximate the system’s solution functions using
high-order spline interpolation [21] based on the discrete solution points, then compute
the approximate derivatives at these points. Simultaneously, the obtained solutions are
substituted into the right-hand side of the system. The Mean Absolute Error (MAE)
method [9] is used to measure the discrepancy between the left-hand side and the right-
hand side. A smaller MAE value indicates that the obtained solutions better satisfy system
(2.1). The formula below describes this approach:

\bfe residual =
1

L

\sum 
ti\in T
| \bfx \prime 

i  - \bff (ti,\bfx i)| . (4.1)

Where:
\bfe residual: is the residual error to be computed for the system’s solutions.
\bfx \prime 
i: represents the derivative approximation of the solution functions of the system

at ti, obtained using numerical solutions.
L: is the total number of solution points considered.
T = (t0, t1, ..., tL - 1): is the set of selected time points.

b) Evaluating the accuracy of numerical methods using reference solutions:
One of the limitations of the residual-based evaluation method described above is that

the approximation of derivatives on the left-hand side may still introduce errors, depending
on the approximation method used. Consequently, this evaluation approach may not be
entirely accurate. In this study, we incorporate an additional evaluation method by using
reference solutions. According to numerical method error theory, a higher-order numerical
method or one using a smaller step size theoretically yields lower errors [6, 10, 13]. Based on
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this principle, we use the solutions obtained from higher-order methods as reference solutions
to assess the accuracy of solutions derived from lower-order methods or methods with larger
step sizes. Specifically, in this study, for fixed-step methods, the solutions obtained from
fourth-order methods are compared with those obtained from higher-order methods, namely
RK5 and sixth-order Taylor. A fourth-order method whose solutions closely match those of
higher-order methods is theoretically considered to have better accuracy.

For numerical methods with adaptive step sizes, we select a method and set its absolute
and relative error tolerances, as well as its maximum step size, to very low values. This
ensures that the solutions obtained using this method are theoretically more accurate. These
solutions are then used as reference solutions to evaluate the accuracy of numerical methods
configured with higher absolute and relative error tolerances, as well as larger maximum step
sizes. The Mean Absolute Error (MAE) method is then employed to evaluate the errors, and
its mathematical formulation is as follows:

\bfe error =
1

L

\sum 
ti\in T

\bigm| \bigm| \bfx i_lower  - \bfx i_higher
\bigm| \bigm| . (4.2)

Where:
\bfe error: The error between the lower-accuracy method and the higher-accuracy method.
\bfx i_lower: The solution of the method with theoretically lower accuracy at ti
\bfx i_higher: The solution of the method with theoretically higher accuracy at ti
L: The total number of solution points considered.
T = (t0, t1, ..., tL - 1): is the set of selected time points.

c) Convergence Rate Evaluation:
In this study, we employ numerical methods of the same fourth order to compare

their convergence rates. This is achieved by solving system (2.1) using these methods
with progressively smaller step sizes. Theoretically, as the step size decreases, the obtained
solution becomes more accurate. Therefore, if a method’s solution at a larger step size
rapidly approaches its solution at smaller step sizes, that method exhibits a faster empirical
convergence rate. We apply the following formula to evaluate the convergence rate of these
methods:

Cspeed =

1
L1

\sum 
ti\in T1

\bigm| \bigm| \bfx i_h1
 - \bfx i_h2

\bigm| \bigm| 
1
L2

\sum 
ti\in T2

\bigm| \bigm| \bfx i_h2
 - \bfx i_h3

\bigm| \bigm| . (4.3)

Where:
Cspeed: The index for evaluating the convergence rate of the method
\bfx i_h1 : Solutions obtained by the numerical method with step size h1 at time ti
\bfx i_h2 : Solutions obtained by the numerical method with step size h2 at time ti
\bfx i_h3

: Solutions obtained by the numerical method with step size h3 at time ti
L1: Total number of solution points compared between the numerical method using

step sizes h1 and h2
T1 = (t0, t1, ..., tL1 - 1): the set of time points used to compare the solutions obtained

by the numerical method using two different step sizes, h1 and h2.
L2: Total number of solution points compared between the numerical method using

step sizes h2 and h3
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T2 = (t0, t1, ..., tL2 - 1): the set of time points used to compare the solutions obtained
by the numerical method using two different step sizes, h2 and h3.

For this evaluation method, the numerical methods being compared must have the same
order and be solved using the same step sizes h1, h2, and h3, satisfying the condition h1 >
h2 > h3. In this study, we use step sizes that decrease uniformly, specifically h2 = h1/2;
h3 = h2/2. A method with a higher Cspeed value indicates a faster convergence rate within
the considered step size range.

5. Results

In this study, we conduct experiments to solve the differential equation system (2.1),
using the parameter values and initial conditions provided in Section 2., over the interval
t = [0, 5000]. Table 5.1 presents the accuracy of fixed-step numerical methods using the
residual comparison approach based on formula 4.1, with the step size set to h = 0.01,
thereby obtaining L = 500, 000 discrete solution points. For this evaluation method, the step
size must be sufficiently small to ensure a more accurate approximation of the derivatives
on the left-hand side. In this study, from the discrete solution set obtained using numerical
methods, we apply a fifth-degree spline function to approximate the unknown functions [21],
then compute the approximate derivatives of these functions at the solution points. This
allows us to determine the approximated values on the left-hand side of the system.

The results indicate that single-step numerical methods, such as Runge-Kutta and
Taylor methods, achieve higher accuracy compared to multi-step methods, including Adams-
Bashforth and Adams Predictor-Corrector. Among them, although both exhibit similar
accuracy, the Taylor method requires less computation time than the Runge-Kutta method.
Additionally, although the RK5 method has a lower order than the sixth-order Taylor
method, it has a longer computation time. However, RK5 can achieve comparable accuracy
to the sixth-order Taylor method, suggesting that despite its higher computational cost, it
exhibits stability and effective error control. The Adams-Bashforth method demonstrates
the lowest accuracy but is also the most computationally efficient.

Таблица 5.1. Оценка погрешности численных методов с фиксированным
шагом при h = 0.01 на основе метода сравнения остатка

Table 5.1. Error Evaluation of Fixed-Step Numerical Methods with h = 0.01 based
on the Residual Comparison Approach.

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK4 2.32198\times 10 - 12 1.95121\times 10 - 12 2.19175\times 10 - 12 1.08941\times 10 - 12 12.508

RK5 2.14742\times 10 - 12 1.87919\times 10 - 12 2.15478\times 10 - 12 1.08296\times 10 - 12 25.666

Taylor Order 4 2.22146\times 10 - 12 2.44939\times 10 - 12 2.80666\times 10 - 12 1.09848\times 10 - 12 9.255

Taylor Order 6 2.14760\times 10 - 12 1.87941\times 10 - 12 2.15499\times 10 - 12 1.08320\times 10 - 12 14.861

Adams-BF 4 6.41036\times 10 - 10 3.42839\times 10 - 10 6.61115\times 10 - 10 2.00785\times 10 - 09 5.575

Adams-PC 4 2.18936\times 10 - 10 1.10598\times 10 - 10 2.18661\times 10 - 10 6.93564\times 10 - 10 10.037

Figures 5.1, 5.2, 5.3, and 5.4 respectively illustrate the numerical solutions of system (2.1)
obtained using fourth-order methods. The numerical solutions exhibit strong oscillations
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with the presence of high-frequency regions, indicating the system’s strong nonlinear
characteristics. If the step size h is not sufficiently small, the method may fail to capture
the rapid changes in the solution, leading to significant error accumulation as the solution
domain t increases. A distinction can be observed between the solutions obtained from single-
step methods, namely RK4 and the fourth-order Taylor method, and those obtained from
multi-step methods, such as Adams-Bashforth and Adams Predictor-Corrector.

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.1. Численные решения системы (2.1), полученные с использованием
метода РК4 при шаге h = 0.01

Fig. 5.1. Numerical solutions of the system (2.1), obtained using the RK4 method
with h = 0.01

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.2. Численные решения, полученные с использованием метода Тейлора
четвёртого порядка при шаге h = 0.01

Fig. 5.2. Numerical solutions obtained using the fourth-order Taylor method with
h = 0.01
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.3. Численные решения, полученные с использованием метода Адамса —
Башфорта четвёртого порядка при шаге h = 0.01

Fig. 5.3. Numerical solutions obtained using the fourth-order Adams-Bashforth
method with h = 0.01

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.4. Численные решения, полученные с использованием метода Адамса
прогноза–коррекции четвёртого порядка при шаге h = 0.01

Fig. 5.4. Numerical solutions obtained using the fourth-order Adams
Predictor-Corrector method with h = 0.01

Figures 5.5 and 5.6 illustrate the numerical solutions of system (2.1) obtained using
the higher-order methods RK5 and sixth-order Taylor. It is observed that the numerical
solutions obtained from both methods exhibit minimal differences, indicating that with a
step size of h = 0.01, the solutions are relatively convergent over the interval t = [0, 5000].
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.5. Численные решения, полученные с использованием метода РК5 при
шаге h = 0.01

Fig. 5.5. Numerical solutions obtained using the RK5 method with h = 0.01

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.6. Численные решения, полученные с использованием метода Тейлора
шестого порядка при шаге h = 0.01

Fig. 5.6. Numerical solutions obtained using the sixth-order Taylor method with
h = 0.01

Figures 5.7 and 5.8 illustrate the numerical solutions of system (2.1) using the high-order
methods RK5 and sixth-order Taylor with a step size of h = 0.01. It is observed that as the
time domain extends to t = [0, 10000], the accumulated error increases significantly, leading
to considerable discrepancies between the numerical solutions obtained by the two methods.
Therefore, for the examined time domain, reducing the step size may be necessary to ensure
greater accuracy and convergence of the solution.
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.7. Численные решения, полученные с использованием метода РК5 при
шаге h = 0.01 и t = [0, 10000]

Fig. 5.7. Numerical solutions obtained using the RK5 method with h = 0.01 and
t = [0, 10000]

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.8. Численные решения, полученные с использованием метода Тейлора
шестого порядка при шаге h = 0.01 и t = [0, 10000]

Fig. 5.8. Numerical solutions obtained using the sixth-order Taylor method with
h = 0.01 and t = [0, 10000]

Figures 5.9 illustrate the numerical solutions of system (2.1) in a three-dimensional space,
obtained using the sixth-order Taylor method, with a step size of h = 0.01 and t = [0, 5000].
It is observed that the system’s solutions in the chaotic state exhibit a complex dynamical
structure.
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a) Ox1x2x3 b) Ox2x3x4

c) Ox1x2x4 d) Ox1x3x4

Рис. 5.9. Графики проекций фазовых траекторий системы (2.1), полученные
численным методом Тейлора шестого порядка при h = 0.01 и t = [0, 5000], на

соответствующие трехмерные подпространства

Fig. 5.9. Graphs of projections of phase trajectories of the system (2.1), obtained
by the sixth-order Taylor numerical method for h = 0.01 and t = [0, 5000], onto the

corresponding three-dimensional subspaces

Tables 5.2 and 5.3 present the results of comparing fourth and fifth-order fixed-step
numerical methods with the higher-order sixth-order Taylor method, using formula 4.2 over
the solution domain t = [0, 5000] at different step sizes of 0.1 and 0.01. The results indicate
that, compared to fourth-order methods, the solutions obtained from the fifth-order RK5
method exhibit significantly lower error when compared to the sixth-order Taylor method.

When comparing the numerical solutions obtained from different fourth-order methods
with those from the sixth-order method, the results indicate that single-step fourth-order
methods yield lower errors than multi-step methods. Among them, the fourth-order Taylor
and fourth-order Runge-Kutta methods demonstrate comparable error levels, but the fourth-
order Taylor method requires less computation time than the fourth-order Runge-Kutta
method. However, at a larger step size (h = 0.1), the RK4 method produces solutions with
lower error than the fourth-order Taylor method. As the step size decreases, the results from
Tables 5.2 and 5.3 further show that the single-step methods RK4 and fourth-order Taylor
exhibit a faster error reduction rate compared to multi-step methods based on the Adams
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formula. Consequently, their solutions converge more rapidly to the sixth-order method’s
solutions.

Таблица 5.2. Сравнение погрешностей численных методов четвёртого и
пятого порядка с методом Тейлора шестого порядка при шаге h = 0.1

Table 5.2. Error comparison of fourth-order and fifth-order numerical methods
with the sixth-order Taylor method at h = 0.1

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK4 0.3201646816 0.3074583273 0.2545435753 0.2405862251 1.301

RK5 0.0106139637 0.0066821595 0.0025826036 0.0091452239 2.548

Taylor order 4 0.3677339589 0.5283631888 0.3963504489 0.3275716874 0.933

Adams-BF 4 0.9803687400 1.0451732467 0.8478472690 0.7701285329 0.584

Adams-PC 4 0.9257142090 1.0183955740 0.7794342566 0.7509303939 1.016

Таблица 5.3. Сравнение погрешностей численных методов четвёртого и
пятого порядка с методом Тейлора шестого порядка при шаге h = 0.01

Table 5.3. Error comparison of fourth-order and fifth-order numerical methods
with the sixth-order Taylor method at h = 0.01

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK4 0.0016633238 0.0011119776 0.0004133325 0.0013543109 12.508

RK5 8.11004\times 10 - 05 5.47477\times 10 - 05 2.01610\times 10 - 05 6.55285\times 10 - 05 25.666

Taylor order 4 0.0013549301 0.0009225286 0.0003366501 0.0010875024 9.255

Adams-BF 4 0.6969048783 0.9875354755 0.7338413482 0.6110239391 5.575

Adams-PC 4 0.6352375876 0.8482451456 0.6250611408 0.5381780426 10.037

Tables 5.4 and 5.5 present the errors between the numerical solutions obtained using
fourth-order methods and the fifth-order Runge-Kutta method over the solution domain
t = [0, 5000], at step sizes of 0.1 and 0.01. The results exhibit similar trends to those
observed when comparing these methods with the sixth-order Taylor method.

Таблица 5.4. Сравнение погрешностей между численными методами
четвёртого порядка и методом Рунге-Кутты пятого порядка (RK5) при шаге

h = 0.1
Table 5.4. Comparison of errors between fourth-order numerical methods and RK5

at h = 0.1

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK4 0.3222448445 0.3093120751 0.2551649732 0.2409296628 1.301

Taylor order 4 0.3686927666 0.5287241577 0.3957364282 0.3253967559 0.933

Adams-BF 4 0.9800879315 1.0470551703 0.8487057242 0.7690135558 0.584

Adams-PC 4 0.9219998790 1.0193316583 0.7804187325 0.7464283058 1.016
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Таблица 5.5. Сравнение погрешностей между численными методами
четвёртого порядка и методом Рунге-Кутты пятого порядка (RK5) при шаге

h = 0.01
Table 5.5. Comparison of errors between fourth-order numerical methods and RK5

at h = 0.01

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK4 0.0015822653 0.0010573021 0.0003931734 0.0012888379 12.508

Taylor order 4 0.0014360006 0.0009772263 0.0003568097 0.0011529920 9.255

Adams-BF 4 0.6969151280 0.9875166627 0.7338327435 0.6110366128 5.575

Adams-PC 4 0.6352336703 0.8482619023 0.6250628251 0.5381703950 10.037

To evaluate the convergence rate of numerical methods, this study applies various fourth-
order numerical methods to solve system (2.1) over the solution domain t = [0, 5000], with
progressively decreasing step sizes, starting from h = 0.5. The error between numerical
solutions at successive step size reductions (each step size being half of the previous one) is
measured, and the convergence rate is computed using formula 4.3 proposed in this study.
The results, presented in Table 5.6, show that for larger initial step sizes, all numerical
methods exhibit similar convergence rates, mostly around 1. This indicates that all the
methods converge slowly or have not yet stabilized within the considered step size range.

Tables 5.7 and 5.8 present results for further reductions in step size, showing that single-
step methods demonstrate an increasing convergence rate, which becomes significantly higher
as the step size decreases. In contrast, multi-step methods exhibit a slower and inconsistent
convergence rate. These findings indicate that single-step methods tend to converge more
effectively than multi-step methods, while multi-step methods may require smaller step sizes
to achieve convergence. This result is also consistent with previous evaluations based on the
residual method and reference solutions obtained from higher-order numerical methods.

Таблица 5.6. Сравнение скоростей сходимости численных методов четвёртого
порядка с фиксированным шагом при h1 = 0.5, h2 = 0.25, h3 = 0.125

Table 5.6. Comparison of the convergence rates of fourth-order fixed-step methods
at h1 = 0.5, h2 = 0.25, h3 = 0.125

Method X1(t) speed X2(t) speed X3(t) speed X4(t) speed

RK4 1.485 1.132 1.209 1.445

Taylor order 4 1.235 1.042 1.174 1.124

Adams-BF 4 1.285 1.369 1.383 1.269

Adams-PC 4 1.047 0.769 0.816 0.935

Таблица 5.7. Сравнение скоростей сходимости численных методов четвёртого
порядка с фиксированным шагом при h1 = 0.125, h2 = 0.0625, h3 = 0.03125

Table 5.7. Comparison of the convergence rates of fourth-order fixed-step methods
at h1 = 0.125, h2 = 0.0625, h3 = 0.03125

Method X1(t) speed X2(t) speed X3(t) speed X4(t) speed

RK4 1.942 2.531 2.392 2.119

Taylor order 4 1.665 2.916 2.637 1.888

Adams-BF 4 1.166 1.427 1.363 1.268

Adams-PC 4 1.176 1.945 1.776 1.321
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Таблица 5.8. Сравнение скоростей сходимости численных методов четвёртого
порядка с фиксированным шагом при h1 = 0.03125, h2 = 0.015625,

h3 = 0.0078125
Table 5.8. Comparison of the convergence rates of fourth-order fixed-step methods

at h1 = 0.03125, h2 = 0.015625, h3 = 0.0078125

Method X1(t) speed X2(t) speed X3(t) speed X4(t) speed

RK4 8.040 8.849 11.401 8.316

Taylor order 4 7.196 8.843 16.467 6.634

Adams-BF 4 1.140 1.082 1.150 1.060

Adams-PC 4 1.162 1.169 1.175 1.177

In this study, adaptive step-size numerical methods supported by the SciPy library [17–
18] are implemented to solve the differential equation system (2.1). These methods include
RK45, DOP853, Radau, BDF, and LSODA. The system (2.1) is solved over the domain
t = [0, 5000], discretized into L = 500, 000 equally spaced solution points.

Tables 5.9 present the accuracy evaluation of these methods using the residual-based
measurement defined in equation 4.1, with the parameter max step = 0.01, atol = 10 - 12

and rtol = 10 - 09. The results indicate that adaptive single-step methods, such as RK45,
DOP853, and Radau, achieve higher accuracy than adaptive multi-step methods, namely
BDF and LSODA, with DOP853 exhibiting the best accuracy.

Таблица 5.9. Сравнение погрешностей адаптивных численных методов с
использованием метода измерения остатка

Table 5.9. Comparison of the errors of adaptive numerical methods using the
residual measurement method

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK45 1.62218\times 10 - 14 3.18855\times 10 - 14 1.81544\times 10 - 14 1.93451\times 10 - 14 54.624

DOP853 1.60911\times 10 - 14 3.14930\times 10 - 14 1.79521\times 10 - 14 1.91034\times 10 - 14 104.688

Radau 3.13656\times 10 - 14 6.87510\times 10 - 14 6.66809\times 10 - 14 1.93717\times 10 - 14 140.390

BDF 2.23207\times 10 - 12 7.22017\times 10 - 12 9.07787\times 10 - 12 5.86248\times 10 - 13 87.648

LSODA 2.33088\times 10 - 12 2.10136\times 10 - 12 2.35122\times 10 - 12 1.14341\times 10 - 12 18.278

In addition to evaluating the accuracy of adaptive numerical methods through residual
error measurement between the left-hand and right-hand sides, this study also assesses
these methods by comparing them with reference solutions, as presented in Section 4.
Specifically, two methods were selected to generate reference solutions: DOP853, a high-
order method representing single-step numerical methods, and BDF, representing multi-step
numerical methods. These methods were assigned stringent accuracy parameters (i.e., small
values for atol, rtol and max step). The system (2.1) is then solved using the two selected
reference methods to obtain highly accurate solutions, which serve as reference solutions
for comparison and evaluation. The adaptive numerical methods under assessment were
assigned lower accuracy requirements.

Tables 5.10 and 5.11 present the errors when comparing the solutions of adaptive
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numerical methods configured with accuracy settings of atol = 10 - 09, rtol = 10 - 06, and max
step = 0.1 to the highly accurate reference solutions obtained using the selected reference
methods, DOP853 and BDF (atol = 10 - 12, rtol = 10 - 09 and max step = 0.01), over
the interval t = [0, 5000]. The results show that adaptive single-step numerical methods
continue to outperform adaptive multi-step numerical methods. Among them, DOP853
achieves the highest accuracy, followed by the single-step methods Radau and RK45, which
have comparable accuracy. However, Radau requires a longer computation time, which is
entirely expected due to its implicit nature.

Таблица 5.10. Сравнение погрешностей между адаптивными численными
методами с низкими настройками точности (atol = 10 - 09, rtol = 10 - 06 и

максимальный шаг = 0.1) и эталонным методом DOP853, настроенным на
высокую точность (atol = 10 - 12, rtol = 10 - 09, max step = 0.01)

Table 5.10. Error comparison between adaptive numerical methods with lower
accuracy settings (atol = 10 - 09, rtol = 10 - 06 and max step=0.1) and the reference

method DOP853, set with parameters for high accuracy (atol = 10 - 12,
rtol = 10 - 09, max step = 0.01)

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK45 0.0847663554 0.0813651643 0.0571416993 0.0634416895 5.662

DOP853 1.23895\times 10 - 05 8.36145\times 10 - 06 3.07995\times 10 - 06 1.00127\times 10 - 05 10.392

Radau 0.0759208190 0.0708642717 0.0474347373 0.0559951801 13.920

BDF 0.6086937873 0.5833698577 0.5198981051 0.4354076134 8.677

LSODA 0.5265124258 0.4244004704 0.3941582924 0.3654465934 2.146

Таблица 5.11. Сравнение погрешностей между адаптивными численными
методами с низкими настройками точности (atol = 10 - 09, rtol = 10 - 06 и

максимальный шаг = 0.1) и эталонным методом BDF, настроенным на высокую
точность (atol = 10 - 12, rtol = 10 - 09, max step = 0.01)

Table 5.11. Error comparison between adaptive numerical methods with lower
accuracy settings (atol = 10 - 09, rtol = 10 - 06 and max step=0.1) and the reference
method BDF, set with parameters for high accuracy (atol = 10 - 12, rtol = 10 - 09,

max step = 0.01)

Method X1(t) error X2(t) error X3(t) error X4(t) error Time (s)

RK45 0.1099220031 0.1186788941 0.0876441707 0.0886665677 5.662

DOP853 0.0668795589 0.0457344731 0.0317789621 0.0591959604 10.392

Radau 0.1023159919 0.1080904800 0.0780278565 0.0848352444 13.920

BDF 0.6065371580 0.6115335048 0.5396587152 0.4378548469 8.677

LSODA 0.5309210513 0.4370703576 0.4003046808 0.3784663871 2.146

Figures 5.10, 5.11, 5.12, 5.13, and 5.14 respectively depict the numerical solutions of
system (2.1) using the adaptive numerical methods RK45, DOP853, Radau, BDF, and
LSODA over the domain t = [0, 5000], with max step = 0.01, atol = 10 - 12, rtol = 10 - 09.
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.10. Численные решения, полученные с использованием метода RK45

Fig. 5.10. Numerical solutions obtained using the RK45 method

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.11. Численные решения, полученные с использованием метода DOP853

Fig. 5.11. Numerical solutions obtained using the DOP853 method

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.12. Численные решения, полученные с использованием метода Radau

Fig. 5.12. Numerical solutions obtained using the Radau method
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.13. Численные решения, полученные с использованием метода BDF

Fig. 5.13. Numerical solutions obtained using the BDF method

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.14. Численные решения, полученные с использованием метода LSODA

Fig. 5.14. Numerical solutions obtained using the LSODA method

Figures 5.15 and 5.16 illustrate the numerical solutions of the system over the extended
time domain t = [0, 10000], obtained using two highly regarded numerical methods: DOP853
and Radau. It can be observed that as the time domain increases, the solutions no longer
maintain the similarity seen in figures 5.11 and 5.12 (where t \leq 5000). Furthermore, a
comparison of the numerical results in the domain t > 5000 obtained using the RK5 and
sixth-order Taylor methods as shown in figures 5.7 and 5.8, reveals that when the system is in
a chaotic state, the accumulated error increases rapidly, leading to significant discrepancies
in the numerical solutions and making convergence difficult within this domain.
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a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.15. Численные решения, полученные с использованием метода DOP853
при t = [0, 10000]

Fig. 5.15. Numerical solutions obtained using the DOP853 method with
t = [0, 10000]

a) x1(t) b) x2(t)

c) x3(t) d) x4(t)

Рис. 5.16. Численные решения, полученные с использованием метода Radau
при t = [0, 10000]

Fig. 5.16. Numerical solutions obtained using the Radau method with t = [0, 10000]

6. Conclusion

In this study, we implemented numerical methods to solve the nonlinear energy resources
supply-demand system, including single-step methods, multi-step methods, and adaptive
step-size methods. The effectiveness of these methods was analyzed and evaluated for
the given problem. Experimental results indicate that, in the considered cases, single-step
methods were more effective than multi-step methods in terms of accuracy and convergence
speed, while multi-step methods demonstrated higher computational efficiency, as they
required less computation time. Adaptive step-size numerical methods demonstrated both
flexibility and stability. Based on the evaluation and analysis of the system’s numerical
solutions, the system exhibits nonlinearity and chaotic behavior. In addition, the system’s
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components change rapidly and influence each other significantly, potentially leading to
irregular oscillations and the emergence of complex dynamics. Therefore, to ensure numerical
stability and accurately simulate the long-term dynamic behavior of the system, it is
essential to employ high-order numerical methods combined with an appropriate step size.
In this study, we focused on implementing representative numerical methods to solve the
nonlinear energy resources supply-demand system, in which certain aspects of the system’s
behavior were observed through numerical solutions. To gain a more comprehensive and
in-depth understanding, future research should extend the experimental scope, investigate a
wider range of solution domains and parameters, and analyze the effectiveness of numerical
methods when applied to more complex cases of the system.
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Множества вращения SO(3)-расширений
квазипериодических потоков
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им. Л.Я. Флорентьева (г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. В настоящей статье строится класс специальных потоков на многомерном
торе и топологический инвариант таких потоков – множество вращения. Такие потоки
возникают в процессе приведения к треугольному виду линейных систем дифференци-
альных уравнений с квазипериодическими коэффициентами. В процессе такого приве-
дения получается система нелинейных дифференциальных уравнений на многомерном
торе, которая порождает проективный поток, индуцируемый исходной линейной си-
стемой. В работе строится алгоритм SO(n)-расширения квазипериодической линейной
системы. При этом используются известные результаты из теории матричных групп и
алгебр Ли. Полученная система уравнений допускает понижение порядка, что позво-
ляет записать правые части в виде тригонометрических полиномов от углов Эйлера на
сфере. Случай n = 3 рассматривается отдельно. Уравнения, определяющие проектив-
ный поток, записываются в явном виде. Проективный поток определен на торе размер-
ности m+2, где m – размерность исходного тора. Структура этого потока определяется
топологическими инвариантами потока. Например, неособый поток на двумерном торе
имеет топологический инвариант – число вращения (А. Пуанкаре). Используя метод М.
Эрмана, удается доказать существование и единственность вектора вращения (\rho 1, \rho 2)
для проективного потока на \BbbT m+2. С помощью теории С. Шварцмана определения мно-
жества вращения для потоков на компактных метрических пространствах показывает-
ся, что компонента \rho 2 = 0. Здесь используется факт, что размерность максимальной
торической подалгебры алгебры so(3) равна единице.
Ключевые слова: линейные расширения, групповое расширение, проективное расши-
рение, торическая подалгебра, вектор вращения, асимптотические циклы
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1. Введение

При описании локального поведения траекторий нелинейной системы дифферен-
циальных уравнений используются линейные системы в вариациях. Для приложений
важно описание динамики таких систем для решений на инвариантных многообразиях
исходной системы \scrM (периодические решения, инвариантные торы с квазипериоди-
ческими траекториями на них и т.п.). Одним из методов исследования таких систем
является метод группового расширения, позволяющий привести линейную систему к
треугольному виду. Такое расширение позволяет описать динамику в терминах свойств
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траекторий нелинейной системы на компактном многообразии. Здесь в качестве груп-
пы расширения естественно использовать компактную матричную группу. Процедура
расширения сводится к построению векторного поля в алгебре Ли этой группы. Так как
такая алгебра обладает коммутативной торической подалгеброй, то возникает вектор-
ное поле на расслоении c базой\scrM и слоем тор. Индуцируемый поток на этом расслоении
имеет топологический инвариант – множество вращения. Описанию структуры этого
этого множества в простейшем случае посвящена эта работа.

Классическое понятие числа вращения введено А. Пуанкаре для неособых пото-
ков на торе \BbbT 2. Заслуга распространения этого понятия для произвольных потоков на
компактных метрических пространствах принадлежит С. Шварцману [1]. В отличие
от геометрического определения Пуанкаре, он вводит чисто алгебраическое понятие
асимптотического цикла, используя инвариантную меру потока. Это понятие совпа-
дает с определением Пуанкаре в случае потоков на торе. Заметим, что на поверхно-
стях рода больше единицы аналогом числа вращения является гомотопический класс
вращения (С.Х. Арансон, В.З. Гринес [2]). Поэтому дальнейшие результаты касаются,
в основном, структуры множеств вращения потоков на многомерных торах. Развитие
этих идей можно найти в обзоре М. Полликотта [3].

Рассмотрим вещественную линейную систему с квазипериодическими коэффициен-
тами

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitx = A(\bfitvarphi )\bfitx , \bfitvarphi \in \BbbR m, \bfitx \in \BbbR n, (1.1)

где \bfitvarphi – угловые координаты на торе \BbbT m, A(\bfitvarphi ) – матрица-функция на торе, \bfitomega – век-
тор с рационально независимыми компонентами. Такая система порождает поток на
расслоении \BbbT m \times \BbbR n, который называется линейным расширением потока на торе. Ди-
намика системы (1.1) легко описывается, когда A(\bfitvarphi ) – треугольная матрица. Систему,
не являющуюся треугольной, с помощью группового расширения можно привести к
треугольному виду. Абстрактная теорема о приведении к такому виду произвольного
линейного расширения минимального потока принадлежит И.У. Бронштейну ([4], тео-
рема 5.8). Произвольная неавтономная линейная система также приводима к треуголь-
ному виду согласно теореме Перрона [5]. В случае группы SO(n) получаем систему на
компактном многообразии \BbbT m \times \mathrm{S}\mathrm{O}(n), которая порождает поток, называемый SO(n)-
расширением потока на торе \BbbT m. Cужение на какое-либо минимальное множество этого
потока дает рекуррентное преобразование системы (1.1) к треугольному виду.

Наиболее подробно изучен случай SO(2)-расширений. Пусть n = 2 и матрица A в
(1.1) имеет вид

A(\bfitvarphi ) =

\biggl( 
a(\bfitvarphi ) b(\bfitvarphi )
c(\bfitvarphi )  - a(\bfitvarphi )

\biggr) 
.

Тогда поток на торе \BbbT m+1 порождается векторным полем

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\theta = b(\bfitvarphi ) - c(\bfitvarphi ) + (b(\bfitvarphi ) + c(\bfitvarphi )) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta + 2a(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta . (1.2)

Число минимальных множеств у этого потока равно либо 1, либо 2, либо тор \BbbT m+1

представляет собой несчетное объединение минимальных множеств (теорема 8, [6]).
Поток имеет топологический инвариант – число вращения слоя:

\rho = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

\theta (t,\bfitvarphi 0, \theta 0)

t
,

которое не зависит от начальных данных решения (\bfitvarphi 0, \theta 0) (Р. Джонсон, Ю. Мозер [7],
М. Эрман [8]). При m > 1 число вращения слоя не является полным топологическим
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инвариантом, так как не определяет однозначно топологию минимальных множеств:
минимальное множество либо тор \BbbT m с квазипериодическим потоком на нем, либо
почти автоморфное расширение1 потока на \BbbT m (Р.Э. Виноград [9]), либо тор \BbbT m+1,
поток на котором не является квазипериодическим (Р. Джонсон [10]).

З ам е ч а н и е 1.1. Если в (1.2) правую часть для \.\theta заменить произвольной
функцией a(\bfitvarphi , \theta ) на торе \BbbT m+1, то такой поток также имеет число вращения слоя,
не зависящее от начальных данных [11]. Рассмотрим эту систему как систему урав-
нений характеристик квазилинейного уравнения в частных производных

\omega 1
\partial \theta 

\partial \varphi 1
+ \omega 2

\partial \theta 

\partial \varphi 2
+ \cdot \cdot \cdot + \omega m

\partial \theta 

\partial \varphi m
= a(\bfitvarphi , \theta ).

Решения этого уравнения \theta (\bfitvarphi , \eta ) периодичны по \bfitvarphi и удовлетворяют равенству
\theta (\bfitvarphi , \eta +2\pi ) = 2\pi +\theta (\bfitvarphi , \eta ). Таким образом, решения (интегральные поверхности) обра-
зуют слоение m-мерных цилиндров, число вращения слоя \rho резонансное: l\rho  - \langle \bfitk | \bfitomega \rangle = 0.
Если \rho рационально, то либо все цилиндры слоения m-мерные торы, либо существует
четное число m-мерных торов, а остальные цилиндры асимптотически стремятся
к ним. При иррациональном \rho каждый цилиндр либо всюду плотно пересекается с
координатой \theta , либо существует инвариантное множество, пересечение которого с
координатой \theta – канторово множество [12].

Следующий по сложности случай соответствует системе (1.1) размерности три.
Здесь удается выявить основные особенности, возникающие при исследовании много-
мерных систем. В работе строится алгоритм построения SO(n)-расширения квазипери-
одического потока на торе \BbbT m, индуцированного линейным расширением произвольной
размерности (раздел 2). В разделе 3 процедура SO(3)-расширения приводит к потоку
на торе \BbbT m+2. Для построения множества вращения этого потока используется универ-
сальное понятие асимптотического цикла Шварцмана (раздел 4).

2. Проективное расширение, ассоциированное с линейным рас-
ширением

Опишем алгоритм приведения системы (1.1) к треугольному виду с помощью SO(n)-
расширения. Пусть A(\bfitvarphi ) = S(\bfitvarphi )+R(\bfitvarphi ) разложение матрицы A(\bfitvarphi ) на симметрическую
и антисимметрическую части. Будем искать такую матрицу Q \in \mathrm{S}\mathrm{O}(n), чтобы замена
\bfitx = Q\bfity приводила систему (1.1) к треугольному виду:

Q\prime \.Q = Q\prime A(\bfitvarphi )Q - T (\bfitvarphi , Q).

Здесь T (\bfitvarphi , Q) – верхнетреугольная матрица, а символ \prime обозначает транспонирование.
Так как матрица Q\prime S(\bfitvarphi )Q симметрическая, то справедливо представление

Q\prime S(\bfitvarphi )Q = D(\bfitvarphi , Q) + P (\bfitvarphi , Q) + P \prime (\bfitvarphi , Q),

где D(\bfitvarphi , Q) – диагональная матрица, P (\bfitvarphi , Q) – верхняя треугольная матрица с нулевой
диагональю. Положив

T (\bfitvarphi , Q) = D(\bfitvarphi , Q) + 2P (\bfitvarphi , Q),

1Минимальное множество \scrM такое, что существует хотя бы одна точка \bfitvarphi 0 \in \BbbT m с нульмерным
слоем: сard\{ \scrM \bfitvarphi 0\} = 1.
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получаем следующую систему уравнений для матриы Q:

\.\bfitvarphi = \bfitomega , Q\prime \.Q = Q\prime R(\bfitvarphi )Q+ P \prime (\bfitvarphi , Q) - P (\bfitvarphi , Q). (2.1)

Эта система определяет поток \Phi t на \BbbT m \times \mathrm{S}\mathrm{O}(n), который имеет минимальные мно-
жества. Например, если минимальное множество неприводимый тор2, то при условии
диофантовости вектора частот квазипериодических решений на торе система (1.1) при-
водима к системе с постоянной матрицей [13].

Тип и количество инвариантных множеств системы (2.1) требует ее дополнитель-
ного алгебраического анализа. Правая часть уравнения для Q принимает значения в
so(n) – алгебре Ли всех кососимметрических вещественных матриц порядка n. Коор-
динатная запись системы (2.1) зависит от способа параметризации группы \mathrm{S}\mathrm{O}(n) и
структуры алгебры so(n). Центр L0 алгебры so(n) состоит из всех кососимметрических
вещественных матриц вида (при нечетных n)

Y = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}

\biggl( 
\theta 1

\biggl( 
0  - 1
1 0

\biggr) 
, \theta 2

\biggl( 
0  - 1
1 0

\biggr) 
, . . . , \theta [n/2]

\biggl( 
0  - 1
1 0

\biggr) 
, 0

\biggr) 
.

Другое название центра – максимальная торическая подалгебра адгебры so(n). Тогда
so(n) является прямой суммой подпространств вида

L\alpha = \{ X \in \mathrm{s}\mathrm{o}(n) : [Y,X] = \alpha (H)X, Y \in L0\} ,

где \alpha \in L\ast 
0. Отсюда получается разложение Картана

\mathrm{s}\mathrm{o}(n) = L0 \oplus 

\left(  \bigoplus 
\alpha \not =0

L\alpha 

\right)  (2.2)

(подробные детали этой конструкции можно найти в [14]).
Cистема (2.1) определяет решение с точностью до множителя из подгруппы стабиль-

ности SO(n  - 1). Так как Sn - 1 = \mathrm{S}\mathrm{O}(n)/\mathrm{S}\mathrm{O}(n  - 1), то естественно ввести следующее
определение.

О пр е д е л е н и е 2.1. Сужение потока, определяемого (2.1), на расслоение
\BbbT m\times Sn - 1 называется проективным расширением, ассоциированным с линейным рас-
ширением квазипериодического потока на торе.

3. Группа SO(3)

В случае SO(3)-расширения трехмерной системы (1.1) решение Q(t,\bfitvarphi 0, Q0) системы
(2.1) определено с точностью до произвольного множителя из подгруппы стабильности
SO(2) группы SO(3). Так как S2 = \mathrm{S}\mathrm{O}(3)/\mathrm{S}\mathrm{O}(2), то проективный поток определен на
многообразии \BbbT m \times S2.

Запишем систему (2.1) в координатах (\bfitvarphi ,\bfittheta ), где – \bfittheta = (\theta 1, \theta 2) – углы Эйлера. Мат-
рица Q в этих координатах выглядит так

Q =

\left(  \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 1  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1 0
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 1 0
0 0 1

\right)  \left(  1 0 0
0 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 2  - \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 2
0 \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 2 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 2

\right)  , 0 \leq \theta 1 < 2\pi , 0 \leq \theta 2 < \pi .

2Тор, содержащий всюду плотную траекторию.
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Допустим, что A(\bfitvarphi ) = \Lambda (\bfitvarphi ) +R(\bfitvarphi ), где \Lambda (\bfitvarphi ) = \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(\lambda 1(\bfitvarphi ), \lambda 2(\bfitvarphi ), \lambda 3(\bfitvarphi )), а

R(\bfitvarphi ) =

\left(  0  - r1(\bfitvarphi )  - r2(\bfitvarphi )
r1(\bfitvarphi ) 0  - r3(\bfitvarphi )
r2(\bfitvarphi ) r3(\bfitvarphi ) 0

\right)  .

Тогда система (2.1) в этих координатах выглядит так3

\.\bfitvarphi = \bfitomega ,

\left(  0 \.\theta 1 0

 - \.\theta 1 0 \.\theta 2
0  - \.\theta 2 0

\right)  =

\left(  0 f1(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) 0
 - f1(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) 0 f2(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2)

0  - f2(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) 0

\right)  . (3.1)

Это матричное уравнение можно записать в виде следующей системы\left\{             

\.\bfitvarphi = \bfitomega ,

\.\theta 1 = f1(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) = r1(\bfitvarphi ) - 
\lambda 1(\bfitvarphi ) - \lambda 2(\bfitvarphi )

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 1 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} 2\theta 2,

\.\theta 2 = f2(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) = r3(\bfitvarphi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 1  - r2(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1+

+
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 2

2
(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}2 \theta 1(\lambda 1(\bfitvarphi ) - \lambda 2(\bfitvarphi )) - \lambda 1(\bfitvarphi ) + \lambda 3(\bfitvarphi )).

(3.2)

Пусть \bfitF (\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2) = (f1(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2), f2(\bfitvarphi , \theta 1, \theta 2)). Так как \bfitF (\bfitvarphi , \theta 1, 0) = \bfitF (\bfitvarphi , \theta 1, \pi ), то
правые части системы (3.2) определяют неособое векторное поле на расслоении \BbbT m\times \BbbT 2,
хотя первоначально система (3.2) рассматривалась на многообразии \BbbT m \times S2. Этот
феномен возникает после следующей “хирургической” операции: раздутия северного и
южного полюсов сферы S2 в окружности и затем склеивания этих окружностей. Такой
же вывод можно сделать, рассматривая матрицу A(\bfitvarphi ) с произвольной симметрической
частью4.

Напомним, что решения системы (3.2) на торе \BbbT m+2 обладают свойством перио-
дичности 2-го рода относительно начальных данных. Пусть компонента \omega 1 вектора \bfitomega 
равна 1. Тогда система (3.2) записывается в виде неавтономной системы\left\{     

\.\bfitphi = \~\bfitomega ,
\.\theta 1 = f1(t,\bfitphi , \theta 1, \theta 2),
\.\theta 2 = f2(t,\bfitphi , \theta 1, \theta 2),

(3.3)

где \bfitphi = (\varphi 2, . . . , \varphi m), \~\bfitomega = (\omega 2, . . . , \omega m). Отображение монодромии для потока, порож-
даемого системой (3.3), это гомеоморфизм тора \BbbT m+1:

H(\bfitphi ,\bfittheta )\rightarrow (\bfittau + \bfitphi ,\bfittheta + \bfitu (\bfitphi ,\bfittheta )). (3.4)

Здесь \bfittau = 2\pi \~\bfitomega . Функция \bfitu (\bfitphi ,\bfittheta ) 2\pi -периодична по всем переменным и

\| \bfitu (\bfitphi ,\bfittheta )\| \leq 2\pi . (3.5)
3Корректность этих выводов проверена в системе аналитических вычислений Maple.
4Это следствие того факта, что произвольная симметрическая матрица приводится к диагональ-

ному виду ортогональным преобразованием.
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4. Множество вращения cлоя

Для системы на торе естественно поставить вопрос о существовании вектора вра-
щения потока, порождаемого системой (3.2), которая определяет поток на расслоении
с базой \BbbT m и слоем \BbbT 2. Геометрический вектор вращения для системы (3.2) это вектор
(\bfitomega ,\bfitrho ), где двумерный вектор \bfitrho – вектор вращения слоя \BbbT 2 определяется так

\bfitrho (\bfitvarphi ,\bfittheta ) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

\bfitF (\bfitvarphi + \bfitomega s,\bfittheta (s,\bfitvarphi ,\bfittheta ))ds, (4.1)

где (\bfitvarphi + \bfitomega t,\bfittheta (t,\bfitvarphi ,\bfittheta )) – решение (3.2). Обоснование этого определения состоит в до-
казательстве существования этого предела для всех (\bfitvarphi ,\bfittheta ). Кроме того, естественно
рассмотреть вопрос о его зависимости от начальных данных.

Рассмотрим сначала частные случаи. Предположим, что исходная система (1.1)
блочно-диагональна. В этом случае система (3.2) принимает вид\left\{       

\.\bfitvarphi = \bfitomega ,

\.\theta 1 = r1(\bfitvarphi ) - 
\lambda 1(\bfitvarphi ) - \lambda 2(\bfitvarphi )

2
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\theta 1,

\.\theta 2 = 0.

(4.2)

Cистема (4.2) представляет собой декартово произведение двух независимых систем,
причем вторая – тривиальное расширение квазипериодического потока, а первая – S1-
расширение квазипериодического потока. Число вращения слоя \rho потока такой системы
существует и не зависит от начальных данных [11]. Таким образом, в этом случае вектор
вращения – (\rho , 0).

Еще один крайний случай – матрица A(\bfitvarphi ) кососимметрична. Система (3.2) в этом
случае такова \left\{     

\.\bfitvarphi = \bfitomega ,
\.\theta 1 = r1(\bfitvarphi ),
\.\theta 2 = r3(\bfitvarphi ) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} \theta 1  - r2(\bfitvarphi ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} \theta 1.

(4.3)

Эта система интегрируема в квадратурах и, очевидно, имеет вектор вращения слоя
(\rho , 0), где \rho – среднее значение функции r1(\bfitvarphi ). Однако, динамика такой системы может
быть достаточно сложной. Например, в работе [15] доказано существование множества
\scrB типа G\delta в пространстве C0(\BbbT m, \mathrm{s}\mathrm{o}(3)) такого, что при A(\bfitvarphi ) \in \scrB поток, порождаемый
системой (3.2), минимален5.

Вектор вращения слоя гомеоморфизма (3.4)

\bfitrho (\bfitphi ,\bfittheta ) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
n\rightarrow \infty 

1

2\pi n

n - 1\sum 
k=0

\bfitu (\bfitphi k,\bfittheta k) (4.4)

совпадает с вектором вращения (4.1), если (\bfitphi k,\bfittheta k) – итерации точки (\bfitphi ,\bfittheta ) под действи-
ем этого гомеоморфиизма. Следуя фундаментальной работе М. Эрмана [8], покажем,
что предел (4.4) существует для всех \bfittheta .

5Доказательство этого факта существенно упрощается, если предположить, что интегралы от ква-
зипериодических функций r2(\bfitomega t), r3(\bfitomega t) не являются квазипериодическими функциями.
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Л ем м а 4.1. Пусть точка \bfitphi \in \BbbT m - 1 фиксирована. Тогда

1. вектор вращения \bfitrho (\bfitphi ,\bfittheta ) не зависит от \bfittheta ;

2. если предел (4.4) существует для некоторого \bfittheta 0, то он существует для всех \bfittheta .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используем неравенство (3.5). Тогда

1

t
\| \bfitu (\bfitphi ,\bfittheta 1) - \bfitu (\bfitphi ,\bfittheta 2)\| \leq 

4\pi 

t
.

Следовательно, если предел существует, то он не зависит от \bfittheta .
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Доказательство существования предела (4.4) основано на следующем результате
([8], § 5.4, лемма).

Л ем м а 4.2. Пусть \scrX – компактное пространство, G – гомеоморфизм \scrX , h \in 
C0(\scrX ,\BbbR ). Пусть

\rho =

\int 
\scrX 

h(x)d\mu ,

где \mu – произвольная инвариантная относительно G нормированная мера. Тогда по-
следовательность функций \Biggl\{ 

1

2\pi n

n - 1\sum 
k=0

h(Gk(x))

\Biggr\} 
равномерно сходится к \rho .

Т е о р ем а 4.1. Для любых \bfitphi и \bfittheta предел (4.4) существует и не зависит от
выбора точки (\bfitphi ,\bfittheta ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если \mu 1 и \mu 2 – две инвариантные нормированные меры
отображения монодромии H, то обе они проектируются в единственную инвариантную
меру \nu (меру Хаара) на торе \BbbT m - 1. Согласно эргодической теореме Биркгофа-Хинчина
существует множество полной меры B \subset \BbbT m - 1 такое, что если (\bfitphi ,\bfittheta ) \in B \times \BbbT 2, то

1

2\pi n

n - 1\sum 
k=0

\bfitu (Hk(\bfitphi ,\bfittheta )) \rightarrow \bfitrho = (\rho 1, \rho 2), n\rightarrow \infty ,

где \bfitrho не зависит от (\bfitphi ,\bfittheta ). Так как множество B \times \BbbT 2 является множеством полной
меры относительно \mu 1 и \mu 2, то\int 

\BbbT m+1

\bfitu (\bfitphi ,\bfittheta )d\mu 1 =

\int 
\BbbT m+1

\bfitu (\bfitphi ,\bfittheta )d\mu 2 = \bfitrho .

Применяя лемму 4.2 к обоим компонентам вектора \bfitrho , получаем утверждение теоремы.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З ам е ч а н и е 4.1. Еще в одной известной работе М. Эрмана [16] рассматрива-
ется проблема существования единственного вектора вращения для гомеоморфизмов
торов. Единственность такого вектора вращения в данной ситуации существенно
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основано на лемме 4.2, которая здесь справедлива, так как отображение монодро-
мии H гомотопно тождественному. В упомянутой работе [16] построены примеры
отображений тора, не гомотопных тождественному, когда сходимость в лемме 3.2
не будет равномерной. Конструкции М. Эрмана основаны на результатах известной
работы Х. Фюрстенберга [17].

Теперь, используя теорию асимптотических циклов Шварцмана [1], покажем, что
у вектора вращения слоя \bfitrho компонетна \rho 2 = 0. Численный эксперимент показывает
справедливость этого предположения (см. рисунок 4.1, где показан график зависимости
от параметра \varepsilon вектора вращения системы (3.2) с полиномиальной зависимостью от \bfitvarphi ).

a) b)

Рис. 4.1. Компоненты вектора вращения слоя системы вида (3.2): a) число
вращения слоя 2-го уравнения системы (3.2), b) число вращения слоя 3-го

уравнения системы (3.2)
Fig. 4.1. Components of the layer rotation vector of the system of the type (3.2):
a) the layer rotation number of the 2nd equation of the system (3.2), b) the layer

rotation number of the 3rd equation of the system (3.2)

Рассмотрим конструкцию Шварцмана для потока \{ \Phi t\} на многообразии \scrY = \BbbT m \times 
\mathrm{S}\mathrm{O}(n). Инвариантная мера потока \mu определяет гомоморфизм групп \chi \mu : H1(\scrY ,\BbbZ )\rightarrow \BbbR 
следующим образом. Группа H1(\scrY ,\BbbZ ) изоморфна фактор-пространству непрерывных
отображений h : \scrY \rightarrow S1 по отношению изотопической эквивалентности. Для любого
непрерывного отображения h можно построить непрерывную функцию \alpha : \BbbR \times \scrY \rightarrow \scrY 
такую, что h(\Phi t(y)) = h(y)ei\alpha (t,y) и \alpha (t + s, y) = \alpha (t,\Phi s(y)) + \alpha (s, y) (1-коцикл отоб-
ражения h). По теореме Биркгофа-Хинчина для любой инвариантной меры предел
\alpha \ast (y) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}

t\rightarrow +\infty 
t - 1\alpha (t, y) существует для почти всех y \in \scrY относительно меры \mu и

\int 
\scrY 

\alpha \ast (y)d\mu =

\int 
\scrY 

\alpha (1, y)d\mu .
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Тогда гомоморфизм \chi \mu определяется равенством

\chi \mu [h] =

\int 
\scrY 

\alpha \ast (y)d\mu ,

где [h] обозначает изотопический класс эквивалентности h. Образ W\mu гомоморфизма
\chi \mu называется группой \mu -кручения (\mu -асимптотическим циклом). Если W\mu = 0, то го-
ворят, что векторное поле \mu -гомологически тривиально. Если W\mu 

\sim = \BbbZ , то W\mu = \rho \mu \BbbZ 
для некоторого \rho \mu > 0. В этом случае поле называется \mu -гомологически рациональным.
Во всех других случаях, W\mu = \rho 1\BbbZ + \rho 2\BbbZ + \cdot \cdot \cdot + \rho k\BbbZ , где \bfitrho \mu = (\rho 1, . . . , \rho k) – вектор с
рационально независимыми компонентами и m \leq k \leq m+ \ell , где \ell – размерность макси-
мальной торической подалгебры алгебры Ли группы SO(n). В нашем случае \ell = 1, так
как размерность максимальной торической подалгебры алгебры so(3) равна единице.

Т е о р ем а 4.2. Множество вращения системы (2.1) состоит из одного вектора
(\rho , 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Матрицы максимальной торической подалгебры алгебры
so(3) имеют вид \left(  0  - \rho 0

\rho 0 0
0 0 0

\right)  .

Следовательно, учитывая, что определение Шварцмана чисел вращения совпадает с
обычным в случае потоков на торе, получаем

\rho 1 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

f1(\bfitomega s,\bfittheta (s))ds =

\int 
\scrY 

f1(\bfitomega ,\bfittheta )d\mu ,

\rho 2 = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

f2(\bfitomega s,\bfittheta (s))ds =

\int 
\scrY 

f2(\bfitomega ,\bfittheta )d\mu = 0,

так как эти пределы не зависят от выбора инвариантной меры \mu .
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З ам е ч а н и е 4.2. Достоинство конструкции Шварцмана в том, что она при-
менима для любого непрерывного потока на компактном метрическом пространстве.
С другой стороны эта конструкция зависит от выбора инвариантной меры потока.

Отметим, что прообраз понятия асмптотического цикла можно найти в работе
Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбова [18], посвященной связям эргодической теории и
топологической динамики. Действительно, один из результатов этой работы таков:
если f(y) – непрерывная функция на метрическом компакте \scrY , на котором действует
непрерывный поток \Phi t с инвариантной мерой \mu , то множество точек y \in \scrY таких,
что

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

t - 1

t\int 
0

(\Phi s(y))ds =

\int 
\scrY 

f(y)d\mu ,

является множеством6 полной меры.
6Общепринятое название – множество квазирегулярных точек потока.
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Для оценки числа минимальных множеств системы (2.1) рассмотрим комплексную
двумерную линейную систему

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitx = A(\bfitvarphi )\bfitx , \bfitx \in \BbbC 2 (4.5)

приводится к треугольному виду с помощью замены \bfitx = U\bfity , где U \in \mathrm{S}\mathrm{U}(2), если U
является решением системы7

\.\bfitvarphi = \bfitomega , U\ast \.U = U\ast R(\bfitvarphi )U + P \ast (\bfitvarphi , U) - P (\bfitvarphi , U),

которая определяет поток на \BbbT m\times \mathrm{S}\mathrm{U}(2). Сужение этого потока на \BbbT m\times S2 – проектив-
ный поток. Согласно теореме 2 из [19] он имеет либо одно, либо два, либо континуум
минимальных множеств. Аналогичное заключение справедливо и для потока, опреде-
ляемого (3.2), так как группа SO(3) изоморфна фактор-группе SU(2)/\{ \pm E\} .

5. Заключительные замечания

Используя известное представление матриц из SU(2), можно записать уравнения
проективного расширения системы (4.5) в сферических координатах. Они являются
системе уравнений на торе \BbbT m+2, подобной системе (3.2). Так как максимальная тори-
ческая подалгебра алгебры su(2) имеет размерность 1, то множество вращения слоя –
вектор вида (\rho , 0).

При n > 3 проективное расширение, соответствующее (2.1), порождает систему на
торе \BbbT m+n - 1

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfittheta = \bfitF (\bfitvarphi ,\bfittheta ), (5.6)

где \bfittheta – вектор сферических координат, \bfitF (\bfitvarphi ,\bfittheta ) – тригонометрический полином от пере-
менной \bfittheta c периодическими по \bfitvarphi коэффициентами8. Описание динамики этой системы
помогло бы решить ряд задач, связанных с теорией линейных расширений квазипери-
одических потоков. Например, можно рассмотреть следующие гипотезы:

1. Множество вращения состоит из единственного вектора (\bfitomega ,\bfitrho ).

2. Существует преобразование, возможно формальное, системы (5.6) к виду9

\.\bfitvarphi = \bfitomega , \.\bfitvargamma = \bfitrho .

Если эти гипотезы справедливы, то система (1.1) гладким (аналитическим) преобразо-
ванием приводится к системе с постоянной треугольной матрицей.
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Ранги планарности полугрупповых многообразий,
порожденных полугруппами четвертого порядка
Д. В. Соломатин

ФГБОУ ВО «ОмГПУ» (г. Омск, Российская Федерация)
Аннотация. В данной статье проводится классификация многообразий, порожденных
полугруппами четвертого порядка, по их рангам планарности. Цель исследования за-
ключается в установлении полного перечня возможных значений рангов планарности
и выявлении основных факторов, определяющих возможность плоской укладки гра-
фов Кэли свободных полугрупп рассматриваемых многообразий. Применяются методы
теории графов и алгебры тождеств, используя инновационные алгоритмические под-
ходы для проверки равенств посредством автоматизированных систем доказательства
Prover9 и Mace4. Существующие плоские укладки для графов Кэли рассматриваемых
полугрупп представлены на рисунках. В случае отсутствия планарности указывает-
ся конкретный обнаруженный запрещённый минор: полный граф пятого порядка или
полный двудольный граф. Особое внимание уделяется статистической обработке полу-
ченных результатов методом главных компонент и построению иерархической класте-
ризации. На рисунках приведены иерархические деревья, факторные плоскости, корре-
ляционные круги, столбцевые диаграммы разложения общей инерции по координатным
осям. Хотя и ранее планарность графа Кэли свободной полугруппы многообразия инту-
итивно связывалась со степенью сложности определяющих тождеств, в данной работе
эта зависимость впервые получает строгое количественное выражение, приведенное в
таблицах. В рамках исследования вводятся вспомогательные параметры, что позволя-
ет значительно повысить объяснительную силу модели и разделить многообразия на
группы по топологическим характеристикам. В результате анализа установлено, что
ведущими факторами, влияющими на значение рангов, являются параметры, отража-
ющие разности позиций символа «z» в тождествах базисного набора.
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рестановочные и неперестановочные полугруппы, полугрупповые многообразия, ранги
планарности, метод главных компонент
Для цитирования: Соломатин Д.В. Ранги планарности полугрупповых многооб-
разий, порожденных полугруппами четвертого порядка // Журнал Средневолжско-
го математического общества. 2025. Т. 27, № 2. С. 185–228. DOI: 10.15507/2079-
6900.27.202502.185-228

Об авторах:
Соломатин Денис Владимирович, к.ф.-м.н., доцент кафедры математики и мето-
дики обучения математике, ФГБОУ ВО «ОмГПУ» (644099, Россия, г. Омск, наб. Туха-
чевского, д. 14), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9356-9890, solomatin_dv@omgpu.ru

c\bigcirc Соломатин Д.В.

Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International License.
This is an open access article distributed under the terms of the Creative Commons
Attribution 4.0 International License.



186 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 2.

Original article

MSC2020 20M07

Planarity ranks of semigroup varieties generated by
semigroups of order four
D. V. Solomatin

Omsk State Pedagogical University (Omsk, Russian Federation)
Abstract. This paper classifies semigroup varieties generated by fourth-order semigroups
according to their planarity ranks. The aim of the study is to establish a complete list of
possible values of planarity ranks and to identify the main factors determining the possibility
of planar stacking of Cayley graphs of free semigroups of the considered varieties. Methods
from graph theory and algebras of identities are applied, using innovative algorithmic
approaches to verify equality via the automated proof systems Prover9 and Mace4. The
existing flat graph stackings for the Cayley graphs of the semigroups under consideration
are shown in the figures. If there is no planarity, the particular forbidden minor discovered
is indicated: a complete fifth-order graph or a complete bipartite graph containing three
vertices in each of the parts. Special attention is paid to the statistical processing of the
obtained results by the principal components analyse and the construction of hierarchical
clustering. The figures show hierarchical trees, factor planes, correlation circles, and column
diagrams of general inertia decomposition along coordinate axes. Although the planarity of
the Cayley graph for a free semigroup of a manifold was previously intuitively associated
with the complexity degree of the defining identities, in this paper this dependence is for the
first time given a rigorous quantitative expression, depicted in tables. Within the framework
of the study, auxiliary parameters are introduced, which allows to significantly increase the
explanatory power of the model and divide manifolds into groups according to topological
characteristics. As a result of the analysis it is established that the leading factors influencing
the value of ranks are the parameters reflecting the differences of positions of the symbol
«z» in the basis identities.
Keywords: Cayley graph, idempotent and non-idempotent semigroups, permutable and
non-permutable semigroups, semigroup varieties, planarity ranks, principal component
analysis
For citation: D.V. Solomatin. Planarity ranks of semigroup varieties generated
by semigroups of order four. Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva.
27:2(2025), 185–228. DOI: 10.15507/2079-6900.27.202502.185-228

About the authors:
Denis V. Solomatin, Ph.D. (Phys.-Math.), Associate Professor, Department of
Mathematics and Methods of Teaching Mathematics, Omsk State Pedagogical University
(14 Tukhachevsky Emb., Omsk 644099, Russia), ORCID: https://orcid.org/0000-0002-9356-
9890, solomatin_dv@omgpu.ru

1. Введение

Тематика настоящей статьи берет своё начало с представленной Л.М. Мартыновым
развёрнутой мотивации к изучению понятия ранга планарности для полугрупповых
многообразий [1]. Напомним, что рангом планарности полугруппового многообразия
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называется наибольшее количество образующих свободной полугруппы данного мно-
гообразия, относительно которых граф Кэли этой полугруппы планарен. Исторически
первая полная классификация полугрупповых многообразий по рангам планарности
была построена в классе многообразий коммутативных моноидов [2]. Сравнительно
недавно была завершена классификация многообразий порожденных полугруппами
третьего порядка [3]. Продолжая исследования в направлении увеличении порядка по-
рождающих полугрупп зададимся вопросом классификации многообразий порожден-
ных полугруппами четвертого порядка с целью получения в дальнейшем возможного
обобщения на полугруппы произвольного порядка.

Изучение многообразий полугрупп, порожденных полугруппами четвертого поряд-
ка, важно по ряду объективных причин. Полугруппы четвертого порядка являются
одними из самых простых нетривиальных алгебраических структур. Изучая их, мы
получаем представление о фундаментальных свойствах и поведении более сложных
полугрупп и алгебраических систем. Многообразия полугрупп определяются наборами
тождеств или уравнений, которым должны удовлетворять элементы полугрупп. Ис-
следование полугрупп четвертого порядка помогает в выявлении и понимании этих
эквациональных базисов, которые могут применяться к более крупным и сложным
полугруппам. Изучение подмногообразий, порожденных полугруппами четвертого по-
рядка, способствует более широкому пониманию решеточной структуры многообразий
полугрупп. Это включает в себя выявление того, как различные подмногообразия со-
относятся друг с другом и как они вписываются в общую классификацию полугрупп.
Знания, полученные при изучении полугрупп порядка четыре, могут иметь применение
в других областях математики, таких как теория групп, теория колец и даже теорети-
ческая информатика. Сосредоточившись на полугруппах порядка четыре, попробуем
заложить прочную основу для изучения более сложных алгебраических структур и их
приложений.

Полугруппы четвертого порядка включают ряд разнообразных структур, таких как
коммутативные и некоммутативные полугруппы, регулярные и нерегулярные полу-
группы, идемпотентные и неидемпотентные полугруппы. Вопросы планарности гра-
фов Кэли полугрупп некоторых из перечисленных классов всесторонне изучались и
ранее, например, в серии работ [4–6]. Подобное разнообразие делает рассматриваемые
полугруппы идеальными объектами для понимания того, как различные структурные
свойства влияют на поведение и классификацию многообразий полугрупп по рангам
планарности. Изучение этих небольших полугрупп помогает в разработке подробной
системы классификации, так как понимая все возможные полугруппы заданного по-
рядка, можно классифицировать их в различные разновидности, эти классификации
послужат основой для понимания более сложных полугрупп и их взаимосвязей. Малые
полугруппы, такие как полугруппы четвертого порядка, поддаются вычислениям, что
позволяет исследователям использовать алгоритмические методы для исчерпывающего
изучения их свойств. Этот вычислительный подход помогает формулировать гипоте-
зы и доказывать теоремы методами математической статистики, которые невозможно
реализовать вручную. Полугруппы могут моделировать различные процессы реаль-
ного мира, такие как конечные автоматы в информатике, биологические процессы и
экономические системы. Полугруппы четвертого порядка предоставляют простые, но
нетривиальные модели для таких явлений. Понимание этих моделей может привести
к пониманию более сложных систем, где полугруппы более высокого порядка имеют
более сложные взаимосвязи. Кроме того, изучение полугрупп пересекается с други-
ми областями математики, такими как теория колец, теория решеток и топология.
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Полугруппы четвертого порядка часто служат фундаментальными примерами в этих
связях. Например, понимание многообразий, порожденных этими полугруппами, мо-
жет пролить свет на структуру определенных колец или топологию алгебраических
многообразий.

В качестве дополнительной мотивации к изучению графов Кэли свободных полу-
групп многообразий полугрупп, порожденных полугруппами четвертого порядка, осу-
ществим краткий обзор передовых статей в русле обозначенной тематики. Работа [7]
предоставляет глубокий анализ регулярности графов Кэли, полученных из полугрупп,
что имеет решающее значение при изучении устойчивости структурных свойств гра-
фов. Авторы детально описывают алгоритмические подходы для классификации и до-
казательства регулярности, что позволяет использовать их методы в приложениях. Со-
отношение между регулярностью и топологическими ограничениями (например, через
критерии раскраски или ограничения числа граней) становится особенно значимым в
случае конечных алгебраических систем, таких как полугруппы четвёртого порядка. В
работе [8] предложен подход, основанный на анализе графов, сформированных по прин-
ципу пересечения мощностей в циклических группах. Несмотря на очевидные различия
между группами и полугруппами, применённые методы позволяют выявить пересека-
ющиеся подструктуры, что используется при изучении многообразий, полученных из
конечных полугрупп. Сопоставляя эти подходы с рассматриваемой темой, можно за-
метить, что комбинация циклических свойств и пересечений влияет на возможность
планарного представления.

Авторы исследования [9] вводят понятие направленных сильно регулярных графов
Кэли, построенных на основе дициклических групп. Такой взгляд расширяет тради-
ционные рамки симметричных конструкций, демонстрируя, что даже при наличии на-
правления в рёбрах сохраняются определённые регулярные свойства. При рассмотре-
нии конечных полугрупп идеи данной работы позволяют провести параллели и заим-
ствовать методы для анализа графа свободной полугруппы многообразия. Для оцен-
ки планарности часто обращаются к раскраске графов. В этом контексте статья [10]
становится особенно ценной. Авторы показывают, как минимальная раскраска графов
Кэли может служить индикатором топологической сложности, а установленные ими
критерии позволяют оценить, насколько близка данная структура к планарной. Эти
результаты напрямую перекликаются с поставленной нами задачей определения ран-
гов планарности, поскольку позволяют установить количественные границы и условия
для существования планарного графа.

Ещё один важный вклад в аргументацию исследований графов полугрупп вносит
работа [11], в которой приводится характеристика конечно-простых диграфов, ассоци-
ированных с полугруппами. Такой анализ позволяет выделить фундаментальные ком-
поненты, ответственные за топологические свойства графа. Применённые методы де-
композиции и структурного анализа позволяют перенести их на изучение многообразий
порожденных полугруппами четвёртого порядка, где простота структуры становится
одним из ключевых критериев планарности. Работа [12] содержит вариацию на тему
графов Кэли для циклических групп составного порядка. Исходя из результатов данной
работы, можно утверждать, что даже небольшое изменение на базе стандартного гра-
фового представления способно существенно сказаться на топологических свойствах
полученной структуры. Этот пример демонстрирует, как аналогичные модификации
могут быть применены для изучения влияния композиционных свойств полугрупп чет-
вёртого порядка на ранги планарности их многообразий.

Интересный подход к анализу плоских графов реализуется в [13], где рассматри-
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вается гипотеза Руднефа в четырёхмерном пространстве. Несмотря на то, что тема
исследования затрагивает вопросы многомерной геометрии, методы эксперименталь-
ной математики, применённые авторами, дают ценное представление о том, как про-
странственные соображения могут быть интегрированы в анализ планарных структур.
Переход от четырёхмерного случая к изучению плоских полугрупп позволяет выра-
ботать новые гипотезы относительно соотношения размерности и топологической про-
стоты графа. Наконец, статья [14] демонстрирует, как геометрическое моделирование
с использованием конфигураций соприкасающихся прямоугольников может оказать-
ся мощным инструментом для анализа дискретных структур. Подход, основанный на
визуализации касания и пространственного расположения объектов, позволяет коли-
чественно оценивать критерии планарности, что натолкнуло нас на мысль о статисти-
ческой интерпретации рангов планарности многообразий, возникающих из конечных
полугрупп. Здесь геометрическая интуиция становится дополнением строгому алгеб-
раическому анализу.

Таким образом, интеграция всех этих работ позволяет создать прочный теорети-
ческий фундамент исследования рангов планарности многообразий полугрупп, порож-
дённых полугруппами четвёртого порядка. Объединение результатов по анализу струк-
тур графов, методам раскраски, алгоритмическим подходам к определению регулярно-
сти и геометрической интерпретации сложных дискретных объектов способствует фор-
мированию всесторонней методологии. Такой мультидисциплинарный подход не только
расширяет теоретическую базу нашей работы, но и открывает перспективы для даль-
нейших эмпирических исследований и разработок новых методов в абстрактной алгебре
и дискретной математике.

Резюмируя сказанное приходим к выводу: находясь в русле актуальной междуна-
родной тематики полугруппы четвертого порядка доступны студентам и начинающим
исследователям, что делает их прекрасными учебными пособиями. Их графы Кэли
доставляют конкретные примеры, иллюстрирующие абстрактные концепции в теории
полугрупп и алгебре. Работа с этими небольшими структурами помогает развить инту-
ицию и фундаментальные знания, которые необходимы для изучения более сложных
тем в математике. Разрабатывать новые и совершенствовать существующие алгоритмы
для классификации и анализа полугрупп можно тестируя их на полугруппах четвер-
того порядка. Затем эти алгоритмы распространяются на полугруппы более высоких
порядков, ибо на основе глубокого понимания свойств и особенностей малых полугрупп,
нередко так формируются идеи, применимые к более широким классам алгебраических
структур. Наконец, изучение полугрупп четвертого порядка часто приводит к форму-
лированию новых гипотез и открытых проблем, решение которых способствует новым
математическим открытиям.

2. Основные определения теории планарных графов Кэли, обо-
значения и вспомогательные результаты о конечно базируе-
мых многообразиях, порожденных полугруппами четвертого
порядка

Напомним некоторые определения и теоремы из теории графов и теории полугрупп
используемые в контексте систематических исследований рангов планарности полу-
групповых многообразий [15].

О пр е д е л е н и е 2.1. Плоским графом называется обыкновенный граф, каждой
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вершине которого поставлена в соответствие точка плоскости, а рёбрам – непрерыв-
ные плоские линии без самопересечений, не имеющие общих точек кроме возможно
общих вершин.

О пр е д е л е н и е 2.2. Два графа называются изоморфными друг другу тогда и
только тогда, когда существует биективное отображение множества вершин од-
ного графа на множество вершин другого графа сохраняющее отношение смежности
вершин.

О пр е д е л е н и е 2.3. Всякий граф изоморфный плоскому называется планар-
ным.

О пр е д е л е н и е 2.4. Два графа называются гомеоморфными друг другу, если
они могут быть получены из одного и того же графа путём подразбиения его рёбер.

Т е о р ем а 2.1. Граф является планарным тогда и только тогда, когда он не
содержит подграфа гомеоморфного полному графу K5, содержащему 5 вершин, или
полному двудольному графу K3,3, содержащему по 3 вершины в каждой из долей.

О пр е д е л е н и е 2.5. Графом Кэли полугруппы S относительно множества
образующих её элементов X называем ориентированный мультиграф Cay(S,X) с по-
меченными ребрами, множество вершин которого совпадает с S, а ребро начинаю-
щееся в вершине a и заканчивающееся в вершине b помечено элементом x \in X тогда
и только тогда, когда в полугруппе S имеет место равенство ax = b. Левый граф Кэ-
ли LCay(S,X) определяется двойственным образом путём замены равенства ax = b
равенством xa = b.

О пр е д е л е н и е 2.6. Основой [левого] графа Кэли полугруппы S относитель-
но множества образующих её элементов X называем обыкновенный граф SCay(S,X)
[SLCay(S,X)] полученный из исходного Cay(S,X) [LCay(S,X)] удалением меток, пе-
тель, направленности рёбер и заменой кратных дуг одним ребром соединяющим те
же вершины.

О пр е д е л е н и е 2.7. Говорим, что полугруппа S допускает планарный [левый]
граф Кэли, если относительно некоторого минимального множества неразложимых
образующих X граф SCay(S,X) [SLCay(S,X)] имеет плоскую укладку.

О пр е д е л е н и е 2.8. Рангом планарности многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} заданного си-
стемой тождеств \sigma называется такое натуральное число r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} ) = n, что сво-
бодная n-порожденная полугруппа многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} , обозначаемая в дальнейшем
как Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} ), допускает планарный граф Кэли относительно n-элементного мно-
жества образующих, но относительно (n+ 1)-элементного множества образующих
свободная (n + 1)-порожденная полугруппа Fn+1(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} ) многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} уже не
допускает планарного графа Кэли. В случае, когда для нетривиального полугруппо-
вого многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} такого натурального n не существует говорим, что это
многообразие имеет бесконечный ранг планарности и пишем r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \sigma \} ) =\infty .

О пр е д е л е н и е 2.9. Системе тождеств \sigma поставим в соответствие двой-
ственную систему \leftarrow  - \sigma всякое тождество которой сформировано из тождеств u = v
системы \sigma путём написания слов u и v в обратной последовательности букв.
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О пр е д е л е н и е 2.10. Многообразие (эквациональный класс) универсальных
алгебр называется конечно базируемым, если существует конечное подмножество
тождеств многообразия, из которого следуют все остальные тождества.

О пр е д е л е н и е 2.11. Алгебра называется конечно базируемой, если многооб-
разие, которое она порождает, конечно базируемо.

В работе [16] перечислены все конечно базируемые многообразия, порожденные по-
лугруппами четвертого порядка.

Л ем м а 2.1. [16]. Все возможные конечные базисы из тождеств от двух пе-
ременных для полугрупповых многообразий, порожденных полугруппами четвертого
порядка с точностью до изоморфизма и с точностью до антиизоморфизма перечисле-
ны ниже. Первые девять формируют базисы тождеств многообразий, порожденных
не идемпотентными и не перестановочными полугруппами четвертого порядка:

m1) S(4, 4) и S(6, 17) имеют базис \{ xyx = x2y = xy2 = xy\} ;
m2) S(4, 11) имеет базис \{ x2y = xy, xy2 = xyx\} ;
m3) S(4, 21) имеет базис \{ x2 = x3, xyx = x2yx = xy2x = xyx2 = xyxy = x2y2=yxy\} ;
m4) S(4, 22) имеет базис \{ x2 = x3, xyx = x2yx = xy2x = xyx2 = xyxy = yxy\} ;
m5) S(4, 23) имеет базис \{ x2 = x3, xyx = yx2, x2y2 = y2x2\} ;
m6) S(4, 25) имеет базис \{ xy = xy2, xyx = x2y\} ;
m7) S(5, 2) имеет базис \{ x2 = x3, xyx = x2y\} ;
m8) S(6, 23) имеет базис \{ x = x3, xyx = x2y\} ;
m9) S(6, 25) имеет базис \{ x = x3, xyx2 = xy, xy2x = xyxy\} .
Далее запишем конечные базисы тождеств для многообразий, порожденных

остальными 116 полугруппами четвертого порядка.
Коммутативные:
m10) S(5, 9), S(5, 12), S(5, 18), S(6, 8) и S(6, 11) имеют базис \{ xy = yx, x = x2\} ;
m11) S(7, 25) имеет базис \{ xy = yx, xy2 = x\} ;
m12) S(5, 14), S(6, 13), S(6, 18), S(7, 8), S(7, 10), S(7, 12) и S(7, 18) имеют базис

\{ xy = yx, x = x3\} ;
m13) S(6, 24) и S(7, 22) имеют базис \{ xy = yx, x = x4\} ;
m14) S(8, 1) имеют базис \{ xy = yx, xy4 = x\} .
m15) S(3, 3), S(3, 21), S(3, 24), S(3, 25), S(5, 11), S(6, 2), S(6, 4) и S(6, 10) имеют

базис \{ xy = yx, xy2 = xy\} ;
m16) S(3, 10) имеет базис \{ xy = yx, xyz = x2\} ;
m17) S(3, 1) имеет базис \{ xy = yx, xy2 = xy, x2 = y2\} ;
m18) S(3, 13), S(4, 15), S(4, 17), S(4, 19), S(4, 20), S(5, 5), S(5, 6) и S(6, 7) имеют

базис \{ xy = yx, x2 = x3\} ;
m19) S(4, 3), S(6, 16), S(6, 21), S(7, 5), S(7, 9) и S(7, 15) с базисом \{ xy=yx, xy3=xy\} ;
m20) S(7, 3), S(7, 13) и S(7, 23) имеют базис \{ xy = yx, x2 = y2, xy3 = xy\} ;
m21) S(5, 8), S(7, 7) и S(7, 17) имеют базис \{ xy = yx, x2 = x4\} ;
m22) S(7, 21) и S(7, 24) имеют базис \{ xy = yx, xyz3 = xy\} ;
m23) S(3, 17) и S(6, 3) имеют базис \{ xy = yx, xyz2 = xyz\} ;
m24) S(3, 11) и S(3, 16) имеют базис \{ xy = yx, xyz = x3\} ;
m25) S(4, 18) имеет базис \{ xy = yx, x3 = x4\} ;
m26) S(3, 2) и S(3, 20) имеют базис \{ xy = yx, x3 = y3, xyz3 = xyz\} ;
m27) S(7, 4) и S(7, 14) имеют базис \{ xy = yx, xy2 = xz2, xyz3 = xyz\} ;
m28) S(3, 12) имеет базис \{ xy = yx, x2y = xy2 , xyzw = x4\} .
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Перестановочные:
m29) S(3, 18) имеет базис \{ xyz = xzy, xyz = yxz, xyz = xy2\} ;
m30) S(3, 4) имеет базис \{ xyz = xzy, xyz = yxz, xyz = x2\} ;
m31) S(3, 5) имеет базис \{ xyz = xzy, xyz = yxz, xyz = x3\} ;
m32) S(7, 2) имеет базис \{ xy = x\} ;
m33) S(5, 10), S(5, 13), S(5, 16), S(5, 17), S(5, 20), S(5, 22), S(5, 23), S(6, 9), S(6, 12)

и S(6, 15) имеют базис \{ xyz = xzy, x = x2\} ;
m34) S(7, 20) имеет базис \{ xyz = xzy, xy2 = x\} ;
m35) S(5, 25) и S(7, 11) имеют базис \{ xyz = xzy, x = x3\} ;
m36) S(3, 9), S(4, 12) и S(4, 14) имеют базис \{ xy = x2\} ;
m37) S(3, 23), S(4, 1), S(4, 13), S(5, 19) и S(6, 6) имеют базис \{ xyz = xzy, x2y =

= xy, xy2 = xy\} ;
m38) S(4, 9)

\mathrm{o}\mathrm{p}, S(4, 24) и S(5, 3) имеют базис \{ xyz = xzy, xy2 = xy\} ;
m39) S(5, 1) и S(5, 7) имеют базис \{ xyz = xzy, x2 = x3\} ;
m40) S(3, 19) имеет базис \{ xyz = xzy, xyz = x3\} ;
m41) S(3, 15) и S(4, 16) имеют базис \{ xyz = yxz, x2 = x3, x2y2 = y2x2\} ;
m42) S(3, 6), S(3, 7), S(3, 8), S(3, 22), S(4, 2), S(4, 6), S(4, 7) и S(6, 5) имеют базис

\{ xyz = yxz, x2y = xy, xy2 = yx2\} ;
m43) S(4, 10), S(7, 6) и S(7, 16)

\mathrm{o}\mathrm{p} имеют базис \{ xyz = yxz, x2y2 = y2x2, x3y =
= xy, xy3 = yx3\} ;

m44) S(7, 19) имеет базис \{ xyz = xz, x = x2\} ;
m45) S(5, 24) имеет базис \{ xyxz = x2yz, xyzy = xzy2, x = x2\} ;
m46) S(4, 5) и S(4, 8) с базисом \{ xyxz = x2yz, xyzy = xzy2, x2y = xy, xyz2 = xzy2\} ;
m47) S(3, 14) имеет базис \{ xy2z = xyz, xyx = yxy, x2 = x3\} ;
m48) S(5, 4) имеет базис \{ xy2 = xy, x2y = x2\} .
Идемпотентные неперестановочные:
m49) S(5, 15), S(5, 21), S(6, 1), S(6, 14), S(6, 19), S(6, 20) и S(7, 1) имеют базис

\{ xyx = xy, x = x2\} ;
m50) S(6, 22) имеет базис \{ xyxz = xyz, x = x2\} .

3. Классификация многообразий порожденных полугруппами
четвертого порядка по рангам планарности

Т е о р ем а 3.1. Ранги планарности полугрупповых многообразий порожденных
полугруппами четвертого порядка равны 1, 2, 3, 4 или \infty . При этом для порожден-
ных не идемпотентными и не перестановочными полугруппами четвертого порядка
имеют место равенства:

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ) =\infty , r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m1\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m2\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m3\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} ) = 2, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m4\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m5\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m5\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m6\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} ) = 3, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m7\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ) = 3, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m8\} 

\Bigr) 
= 1,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ) = 3, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m9\} 

\Bigr) 
= 2;

для коммутативных:
r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m10\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m10\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m11\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m11\} 

\Bigr) 
= 3,
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r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m12\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m12\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m13\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m13\} 

\Bigr) 
= 1,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m14\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m14\} 

\Bigr) 
= 1, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m15\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m15\} 

\Bigr) 
= 3,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m16\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m16\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m17\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m17\} 

\Bigr) 
=\infty ,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m18\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m18\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m19\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m19\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m20\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m20\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m21\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m21\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m22\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m22\} 

\Bigr) 
= 1, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m23\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m23\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m24\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m24\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m25\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m25\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m26\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m26\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m27\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m27\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m28\} ) = r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m28\} 

\Bigr) 
= 2;

для перестановочных:
r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m29\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m29\} 

\Bigr) 
=\infty , r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m30\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m30\} 

\Bigr) 
=\infty ,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m31\} ) =\infty , r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m31\} 

\Bigr) 
=\infty , r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m32\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m32\} 

\Bigr) 
= 4,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m33\} ) = 4, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m33\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} ) = 3, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m34\} 

\Bigr) 
= 2

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m35\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m35\} 

\Bigr) 
= 1, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m36\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m36\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ) = 3, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m37\} 

\Bigr) 
= 3, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m38\} ) = 3, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m38\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m39\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m39\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m40\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m40\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m41\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m41\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ) = 3, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m42\} 

\Bigr) 
= 3,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m43\} ) = 1, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m43\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m44\} ) = 4, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m44\} 

\Bigr) 
= 4,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ) = 4, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m45\} 

\Bigr) 
= 4, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ) = 3, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m46\} 

\Bigr) 
= 2,

r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ) = 2, r\pi 
\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m47\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m48\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m48\} 

\Bigr) 
= 2;

для идемпотентных неперестановочных:
r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m49\} ) =\infty , r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m49\} 

\Bigr) 
= 2, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ) = 4, r\pi 

\Bigl( 
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m50\} 

\Bigr) 
= 2.

Для доказательства теоремы вычислим ранг планарности каждого из полугруппо-
вых многообразий, порожденных полугруппами четвертого порядка. Такие многообра-
зия имеют базис тождеств описанный в Лемме 2.1. При этом для описания маршрута
между вершинами v1 и vn будет использоваться запись v1  - v2  - \cdot \cdot \cdot  - vn которая озна-
чает, что в графе Кэли содержится n попарно различных вершин v1, v2, . . . , vn таких,
что во множестве образующих найдется элемент xi \in X для которого vixi = vi+1 или
vi = vi+1xi (либо xivi = vi+1 или xivi = vi+1, в случае левого графа Кэли), при всех
допустимых i = 1 \div (n  - 1). Проверить истинность найденных равенств и неравенств
можно средствами Prover9 [17] и Mace4 [18] соответственно. Так, например, проверить
равенство aab = ab в многообразии полугрупп заданном системой тождеств m1 можно
с помощью следующего запроса:

formulas(assumptions).
(x \ast y) \ast z = x \ast (y \ast z).
(x1 \ast x2) \ast x1 = (x1 \ast x1) \ast x2.
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(x1 \ast x1) \ast x2 = (x1 \ast x2) \ast x2.
(x1 \ast x2) \ast x2 = x1 \ast x2
end_of_list.
formulas(goals).
(c1 \ast c1) \ast c2 = c1 \ast c2.
end_of_list.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
Граф Кэли циклической свободной полугруппы всякого многообразия планарен,

поэтому будем с двух образующих начинать анализ планарности графа Кэли свобод-
ной полугруппы каждого из полугрупповых многообразий, порожденных полугруппа-
ми четвертого порядка.

Базис m1:
Анализируя свободные полугруппы многообразия, определяемого системой тож-

деств m1 в первую очередь, заметим, что каждое тождество, которому удовлетворяют
полугруппы данного многообразия, имеет такой вид u = v, что слова v и u начинаются с
одной и той же буквы. Следовательно, граф Кэли n-порожденной свободной полугруп-
пы состоит из n попарно изоморфных связных компонент. Все начинающиеся на одну
и ту же букву вершины сформируют каждую из связных компонент. Единственно воз-
можными циклами длины большей 2 в каждой из компонент будут циклы длины 3 на
вершинах x, x2, xy, где x \not = y принадлежат множеству образующих, относительно кото-
рого строится граф Кэли свободной полугруппы. Все эти циклы внутри одной связной
компоненты графа, содержащей все вершины начинающиеся на x, будут иметь общее
ребро \{ x, x2\} , но отличаться третьей вершиной y. Следовательно, могут быть уложены
на плоскости без пересечения ребер последовательным сложением одного цикла внутри
другого цикла. До каждой из вершин отличных от этих трех циклов будут произрастать
деревья, то есть ациклические связные графы таким образом, что иных циклов не сфор-
мируется и плоская укладка основы графа Cay(Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ), X = \{ x, y, . . . \} ) будет воз-
можна для любого числа образующих | X| = n <\infty . Таким образом, r\pi (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ) =\infty .
В качестве иллюстрации на Рис. 3.1 представлена одна из пяти попарно изоморфных
связных компонент основы графа Кэли полугруппы F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ).

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ 
\leftarrow  - 
m1\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.2. Даль-

нейшее увеличение числа образующих приводит к появлению подграфа гомеоморфного
графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между верши-
нами из множеств \{ ca, cba, cab\} и \{ ba, bca, acb\} : ca - a - ba; ca - bca; ca - ac - c - bc - cb - acb;
cba - ba; cba - bca; cba - acb; cab - ab - ba; cab - bca; cab - acb.

Базис m2:
В основе графов Кэли свободных полугрупп многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} лежит связный

граф, в котором любые два простых цикла имеют не более двух общих вершин. Это
условие сильно ограничивает топологию графа и имеет важное значение в теории гра-
фов. Такой граф является планарным благодаря своему уникальному свойству: любые
два простых цикла в нем имеют не более двух общих вершин. Это ограничивает ко-
личество пересечений между циклами, что позволяет размещать его на плоскости без
пересечений рёбер, так как позволяет «разделять» эти циклы в пространстве, сохра-
няя граф планарным. В качестве иллюстрации на Рис. 3.3 представлена одна из пяти
попарно изоморфных связных компонент основы графа Кэли полугруппы F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} ).

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ 
\leftarrow  - 
m2\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.4. Даль-

нейшее увеличение числа образующих приводит к появлению подграфа гомеоморфного
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Рис. 3.1. Одна из пяти связных компонент основы графа Кэли полугруппы
F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} )

Fig. 3.1. One of the five connected components of the Cayley graph base of the
semigroup F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} )

Рис. 3.2. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.2. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m1\} ), \{ a, b\} )

графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вер-
шинами из множеств \{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} : a  - a2; a  - ba  - aba  - b2; a  - ca  - aca  - c2;
b - ab - ba2  - a2; b - b2; b - cb - bcb - c2; c - ac - ca2  - a2; c - bc - cb2  - b2; c - c2.

Базис m3:
Графы Кэли свободных 2-порожденных полугрупп многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m3\} 

в основе своей имеют изображенные на Рис. 3.5 планарные графы.
А графы Кэли свободных n-порожденных полугрупп многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} и

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m3\} , при n \geq 3, в своей основе содержат подграф гомеоморфный K3,3 на следу-
ющих девяти маршрутах между вершинами из множеств \{ a, a2b, aca\} и \{ a2, aba, ac\} ,
с точностью до обращения слов: a  - a2; a  - ab  - aba; a  - ac; a2b  - a2; a2b  - aba;
a2b - a2bc - abca - acb - ac; aca - a2c - a2; aca - ac; aca - ca - c - cb - bcb - bc - b - ba - aba;
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Рис. 3.3. Одна из пяти связных компонент основы графа Кэли полугруппы
F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} )

Fig. 3.3. One of the five connected components of the Cayley graph base of the
semigroup F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} )

Рис. 3.4. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.4. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m2\} ), \{ a, b\} )

aca - ac.
Базис m4:
Графы Кэли свободных 2-порожденных полугрупп многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m4\} 
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a) b)

Рис. 3.5. Плоская укладка графов a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.5. Planar embedding of a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} ), \{ a, b\} )

в основе своей имеют изображенные на Рис. 3.6 планарные графы.

a) b)

Рис. 3.6. Плоская укладка графов a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.6. Planar embedding of a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} ), \{ a, b\} )

А графы Кэли свободных n-порожденных полугрупп многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m4\} и
\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m4\} , при n \geq 3, в своей основе содержат подграф гомеоморфный K3,3 на тех же
девяти маршрутах, которые указаны выше для \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m3\} и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m3\} .

Базис m5:
Графы Кэли свободных 2-порожденных полугрупп многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m5\} и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m5\} 

в основе своей имеют изображенные на Рис. 3.7 планарные графы.
Граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m5\} , при n \geq 3,

в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти маршрутах
между вершинами из множеств \{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} : a  - a2; a  - ab  - ab2  - b2a  - b2;
a - ac - ac2 - c2a - c2; b - ba - aba - a2b - a2; b - b2; b - bc - bc2 - c2b - c2; c - ca - aca - a2c - a2;
c - cb - bcb - b2c - b2; c - c2.

А граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  - m5\} , при
n \geq 3, в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти
маршрутах между вершинами из множеств \{ ba, ba2, a2b\} и \{ a2, b2a2, cba2\} , с точностью
до обращения слов: ba  - a  - a2; ba  - b2a  - b2a2; ba  - cba  - cba2; ba2  - a2; ba2  - b2a2;
ba2 - cba2; a2b - ab - b - b2 - cb2 - c2b2 - b2c - bc - c - ac - a2c - c2a2 - ca2 - a2; a2b - b2a2;
a2b - ca2b - cb2a2  - cba2.
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a) b)

Рис. 3.7. Плоская укладка графов
a) SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m5\} ) , \{ a, b\} ) = SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m41\} ) , \{ a, b\} );
b) SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m5\} ) , \{ a, b\} ) = SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m41\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.7. Planar embedding of
a) SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m5\} ) , \{ a, b\} ) = SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m41\} ) , \{ a, b\} );
b) SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m5\} ) , \{ a, b\} ) = SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m41\} ), \{ a, b\} )

Базис m6:
Аналогично тому, как в основах графов Кэли свободных полугрупп многообразий

порождаемых системами тождеств m1 и m2 каждая пара простых циклов имела не
более двух общих вершин, что приводило к возможности плоской укладки, в основе
графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} та же ситу-
ация. В частности, одна из пяти связных компонент основы графа Кэли полугруппы
F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} ), допускающая плоскую укладку, представлена на Рис. 3.8.

Плоская укладка основы левого графа Кэли свободной 2-порожденной полугруппы
многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} представлена на Рис. 3.9.

Левый граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} ,
при n \geq 3, в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти
маршрутах между вершинами из множеств \{ ba, b2a, cab\} и \{ cba, aba, ab\} : ba - cba; ba - aba;
ba - a - ca - aca - ac - c - bc - bcb - cb - b - ab; b2a - cba; b2a - aba; b2a - ab; cab - acba - cba;
cab - aba; cab - ab.

Базис m7:
Плоская укладка основы графа Cay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} ), \{ a, b, c\} ) формируется в виде плос-

ких укладок трех попарно изоморфных связных компонент, одна из которых представ-
лена на Рис. 3.10.

Граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразий \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} и \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ,
при n \geq 4, в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти
маршрутах между вершинами из множеств \{ ab, abc2, abcd\} и \{ a2bc, abc, ab2c\} : ab - a2b - 
a2bc; ab - abc; ab - ab2  - ab2c; abc2  - a2bc2  - a2bc; abc2  - abc; abc2  - ab2c2  - ab2c; abcd - 
a2bcd - a2bc; abcd - abc; abcd - ab2cd - ab2c.

Плоская укладка основы левого графа Кэли свободной 2-порожденной полугруппы
многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} представлена на Рис. 3.11. А левый граф Кэли свободной n-
порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} , при n \geq 3, в своей основе содержит
подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти маршрутах между вершинами из
множеств \{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} : a  - a2; a  - ba  - b2a  - ab2  - b2; a  - ca  - c2a  - ac2  - c2;
b - ab - aba - ba2 - a2; b - b2; b - cb - c2b - bc2 - c2; c - ac - aca - ca2 - a2; c - bc - bcb - cb2 - b2;
c - c2.

Базис m8:
Плоская укладка основы графа Cay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ), \{ a, b, c\} ) формируется в виде плос-
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Рис. 3.8. Одна из пяти связных компонент основы графа Кэли полугруппы
F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} )

Fig. 3.8. One of the five connected components of the Cayley graph base of the
semigroup F5(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} )

Рис. 3.9. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} ), \{ a, b\} ) и
SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m38\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.9. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m6\} ), \{ a, b\} ) and
SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m38\} ), \{ a, b\} )

ких укладок трех попарно изоморфных связных компонент, одна из которых представ-
лена на Рис. 3.10. А для большего числа образующих основа графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ) содержит подграф гомеоморфный K3,3 такой же как и основа графа Кэли
полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} ), при n \geq 4.

Левый граф Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ) при n \geq 2 в своей основе обнаруживает
подграф гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся
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Рис. 3.10. Плоская укладка одной из трех попарно изоморфных связных
компонент графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} ), \{ a, b, c\} ) и SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.10. Planar embedding of one of three pairwise isomorphic connected
components of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} ), \{ a, b, c\} ) and

SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m8\} ), \{ a, b, c\} )

Рис. 3.11. Плоская укладка графа SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m7\} ) , \{ a, b\} ) и
SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m39\} ) , \{ a, b\} )

Fig. 3.11. Planar embedding of the graph SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m7\} ) , \{ a, b\} ) and
SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m39\} ) , \{ a, b\} )

маршрутах между вершинами из множеств \{ ab, ba, b2a2\} и \{ ba2, aba, ab2\} : ab - ba2; ab - 
aba; ab - b - b2 - ab2; ba - a - a2 - ba2; ba - aba; ba - ab2; b2a2 - ba2; b2a2 - aba; b2a2 - ab2.

Базис m9:
Граф Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ), где n \leq 3, допускает плоскую укладку в силу

того, что каждая из связных компонент его основы является планарной. Одна из трёх
таких связных компонент основы графа Кэли полугруппы F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ) изображена на
Рис. 3.12.

Последующее увеличение числа образующих приводит к появлению в основе гра-
фа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K5 на
следующих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами множе-
ства \{ abcd, abcda, abcdb, abcdc, abcd2\} : abcd - abcda; abcd - abcdb; abcd - abcdc; abcd - abcd2;
abcda - abcdab - abcdb; abcda - abcdac - abcdc; abcda - abcdad - abcd2; abcdb - abcdbc - abcdc;
abcdb - abcdbd - abcd2; abcdc - abcdcd - abcd2.

Плоская укладка основы левого графа Кэли полугруппы F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ) представлена
на Рис. 3.13.

Для трех образующих и более в основе левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m9\} ),
где n \geq 3, обнаруживается подграф гомеоморфный графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, c\} и
\{ a2, b2, c2\} : a - a2; a - ba - ab2 - b2; a - ca - ac2 - c2; b - ab - ba2 - a2; b - b2; b - cb - bc2 - c2;
c - ac - ca2  - a2; c - bc - cb2  - b2; c - c2.

Коммутативные:
Базис m10:
Ранг планарности многообразия коммутативных полугрупп идемпотентов известен

давно. Для полноты изложения напомним лишь, что плоская укладка основы гра-
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Рис. 3.12. Одна из трех связных компонент основы графа Кэли полугруппы
F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} )

Fig. 3.12. One of the three connected components of the Cayley graph base of the
semigroup F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} )

Рис. 3.13. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.13. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m9\} ), \{ a, b\} )

фа Кэли 3-порожденной свободной полугруппы рассматриваемого многообразия имеет
изображенный на Рис. 3.14 вид, а дальнейшее увеличение числа образующих приво-
дит к появлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девяти попарно
непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, abc\} и \{ abd, ab, ac\} :
a - ad - abd; a - ab; a - ac; b - bd - abd; b - ab; b - bc - c - ac; abc - abcd - abd; abc - ab;
abc - ac.

Базис m11:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m11\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.15.
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Рис. 3.14. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m10\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.14. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m10\} ), \{ a, b, c\} )

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруп-
пы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m11\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K5 на следующих деся-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами множества \{ a, b, c, d, a2\} :
a - ab - b; a - ac - c; a - ad - d; a - a2; b - bc - c; b - bd - d; b - a2; c - cd - d; c - a2; d - a2.

Рис. 3.15. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m11\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.15. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m11\} ), \{ a, b, c\} )

Базис m12:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m12\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.16. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m12\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, abc\} и
\{ a2b, ab, ac\} : a - a2  - a2b; a - ab; a - ac; b - b2  - ab2  - a2b2  - a2b; b - ab; b - bc - c - ac;
abc - a2bc - a2b; abc - ab; abc - ac.

Рис. 3.16. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m12\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.16. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m12\} ), \{ a, b\} )

Базис m13:
В основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m13\} ), где n \geq 2, обнаруживается подграф

гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршру-
тах между вершинами из множеств \{ ab, a3b2, a2b2\} и \{ a2b3, a2b, ab2\} : ab  - ab3  - a2b3;
ab - a2b; ab - ab2; a3b2  - a3b3  - a2b3; a3b2  - a3b - a2b; a3b2  - ab2; a2b2  - a2b3; a2b2  - a2b;
a2b2  - ab2.

Базис m14:
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В основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m14\} ), где n \geq 2, обнаруживается подграф
гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршру-
тах между вершинами из множеств \{ a, b, ab2\} и \{ ab, b2, a2b\} : a  - ab; a  - a4  - b3  - b2;
a - a2  - a2b; b - ab; b - b2; b - a3b - a2b; ab2  - ab; ab2  - b2; ab2  - a2b2  - a2b.

Базис m15:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m15\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.17.

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруп-
пы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m15\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, a2\} и
\{ ac, ab, ad\} : a - ac; a - ab; a - ad; b - bc - c - ac; b - ab; b - bd - d - ad; a2  - ac; a2  - ab;
a2  - ad.

Рис. 3.17. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m15\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.17. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m15\} ), \{ a, b, c\} )

Базис m16:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m16\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.18.

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруп-
пы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m16\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, a2, b\} и
\{ ab, c, d\} : a - ab; a - ac - c; a - ad - d; a2  - ab; a2  - c; a2  - d; b - ab; b - bc - c; b - bd - d.

Рис. 3.18. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m16\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.18. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m16\} ), \{ a, b, c\} )

Базис m17:
Заметим, что из указанного базиса тождеств среди прочих выводимо тождество

xy = zt, а бесконечность ранга планарности многообразия полугрупп с нулевым умно-
жением известна давно. Для полноты изложения напомним лишь, что плоская укладка
основы графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы рассматриваемого многооб-
разия имеет вид звезды K1,n, являющейся полным двудольным графом, содержащим
одну вершину в первой из долей и n вершин во второй доле.

Базис m18:
Заметим, данная система тождеств похожа на систему m12 с единственным отли-

чием в том, что вместо x = x3 имеет место x2 = x3, следовательно, все сказанное в
пункте m12 относительно основ графов Кэли полугрупп имеет место для m18, так как
в соответствующих графах Кэли лишь на смену разнонаправленных параллельных дуг
приходят петли.
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Базис m19:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m19\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.19. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m19\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, a3\} и
\{ a2, ab, ac\} : a  - a2; a  - ab; a  - ac; b  - b2  - ab2  - a2b2  - a2b  - a2; b  - ab; b  - bc  - c  - ac;
a3  - a2; a3  - ab; a3  - ac.

Рис. 3.19. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m19\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.19. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m19\} ), \{ a, b\} )

Базис m20:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m20\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.20. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m20\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, a3\} и
\{ a2, ab, ac\} : a - a2; a - ab; a - ac; b - a2; b - ab; b - bc - c - ac; a3  - a2; a3  - ab; a3  - ac.

Рис. 3.20. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m20\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.20. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m20\} ), \{ a, b\} )

Базис m21:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m21\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.21. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m21\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, abc\} и
\{ a2b, ab, ac\} : a - a2  - a2b; a - ab; a - ac; b - b2  - ab2  - a2b2  - a2b; b - ab; b - bc - c - ac;
abc - a2bc - a2b; abc - ab; abc - ac.

Базис m22:
В основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m22\} ), где n \geq 2, обнаруживается подграф

гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся марш-
рутах между вершинами из множеств \{ a2, b2, a4\} и \{ a3, ab, ab2\} : a2  - a3; a2  - a  - ab;
a2  - a2b2  - ab2; b2  - a3; b2  - b - ab; b2  - ab2; a4  - a3; a4  - ab; a4  - ab2.

Базис m23:
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Рис. 3.21. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m21\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.21. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m21\} ), \{ a, b\} )

Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m23\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.22. Уве-
личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m23\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, abc\} и
\{ a2b, ab, ac\} : a  - a2  - a2b; a  - ab; a  - ac; b  - b2  - a2b; b  - ab; b  - bc  - c  - ac; abc  - a2b;
abc - ab; abc - ac.

Рис. 3.22. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m23\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.22. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m23\} ), \{ a, b\} )

Базис m24:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m24\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.23.

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруп-
пы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m24\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, a3\} и
\{ ab, ac, ad\} : a - ab; a - ac; a - ad; b - ab; b - bc - c - ac; b - bd - d - ad; a3  - ab; a3  - ac;
a3  - ad.

Рис. 3.23. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m24\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.23. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m24\} ), \{ a, b, c\} )
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Базис m25:
Заметим, данная система тождеств похожа на систему m21 с единственным отли-

чием в том, что вместо x2 = x4 имеет место x3 = x4, следовательно, все сказанное в
пункте m21 относительно основ графов Кэли полугрупп имеет место для m25, так как
в соответствующих графах Кэли лишь на смену разнонаправленных параллельных дуг
приходят петли.

Базис m26:
Заметим, что системы тождеств m24 и m26 эквивалентны, так как из множества

тождеств \{ xy = yx, x3 = y3, xyz3 = xyz\} выводимо каждое из тождеств во множестве
\{ xy = yx, xyz = x3\} , верна и обратная выводимость. Следовательно, все сказанное в
пункте m24 относительно основ графов Кэли полугрупп имеет место для m26.

Базис m27:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m27\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.24. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m27\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девяти
попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, a3, a2b\} и
\{ a2, ab, ac\} : a - a2; a - ab; a - ac; a3 - a2; a3 - ab; a3 - ac; a2b - a2; a2b - ab; a2b - bc - c - ac.

Рис. 3.24. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m27\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.24. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m27\} ), \{ a, b\} )

Базис m28:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m28\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.25. Уве-

личение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m28\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, abc\} и
\{ a2b, ab, ac\} : a - a2  - a2b; a - ab; a - ac; b - b2  - a2b; b - ab; b - bc - c - ac; abc - a4  - a2b;
abc - ab; abc - ac.

Рис. 3.25. Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m28\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.25. Planar embedding of the graph SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m28\} ), \{ a, b\} )

Перестановочные:
Базис m29:
Данной системе тождеств эквивалентна система \{ xyz = uvw\} , другими словами,

ею порождается многообразие нильпотентных полугрупп ступени нильпотентности 3.
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Бесконечность ранга планарности такого многообразия известна давно. Для полноты
изложения напомним лишь, что плоскую укладку основы правого (соответственно лево-
го) графа Кэли свободной n-порожденной полугруппы такого многообразия, при любом
натуральном n, относительно множества образующих X, можно получить следующим
образом: соединив каждую однобуквенную вершину s \in X ребром с двухбуквенными
вершинами st (соответственно ts), где s, t \in X, получим граф, являющийся объеди-
нением n связных компонент, попарно изоморфных звезде K1,n; после этого, каждая
двухбуквенная вершина соединяется ребром с единственной трехбуквенной вершиной
графа, что всегда возможно в силу того, что объединение n связных компонент, попар-
но изоморфных звезде K1,n является внешнепланарным графом.

Базис m30:
Плоскую укладку основы правого (соответственно левого) графа Кэли свободной

n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m30\} , при любом натуральном n, отно-
сительно множества образующих X, можно получить следующим образом: соединив
каждую однобуквенную вершину s \in X ребром с двухбуквенными вершинами st (со-
ответственно ts), где s \in X, t \in X\setminus \{ s\} , получим граф, являющийся объединением
n связных компонент, попарно изоморфных звезде K1,n - 1; после этого, каждая вер-
шина соединяется ребром с единственной трехбуквенной вершиной графа, что всегда
возможно в силу того, что объединение n связных компонент, попарно изоморфных
звезде K1,n - 1 является внешнепланарным графом.

Базис m31:
Данной системе тождеств эквивалентна система \{ xyz = uvw\} , поэтому всё сказанное

все сказанное в пункте m29 относительно основ графов Кэли полугрупп имеет место
для m31.

Базис m32:
Многообразие \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m32\} является многообразием полугрупп левых нулей, а

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ \leftarrow  -  - m32\} , – полугрупп правых нулей, в основе правых графов Кэли свободных n-
порожденных полугрупп которых лежат соответственно груда On, не содержащая ни
одного ребра, и полный граф Kn, содержащий все возможные рёбра. Поэтому первые
допускают плоскую укладку при любом натуральном n, а вторые только при n \leq 4.

Базис m33:
Основа правого графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы данного много-

образия представляет собой дизъюнктное объединение n графов (n - 1)-мерных кубов
Qn - 1, следовательно, допускает плоскую укладку при n \leq 4. А при n \geq 5 не допус-
кает плоской укладки, так как содержит подграф гомеоморфный графу K5 на следу-
ющих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества
\{ a, ab, ac, ad, ae\} : a - ab; a - ac; a - ad; a - ae; ab - abc - ac; ab - abd - ad; ab - abe - ae;
ac - acd - ad; ac - ace - ae; ad - ade - ae.

Плоская укладка графа SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m33\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.26.
Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе левого графа Кэли
полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m33\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следу-
ющих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
\{ ab, ba, bca\} и \{ ca, cba, dba\} : ab - b - cb - bc - c - ac - ca; ab - cba; ab - dba; ba - a - ca;
ba - cba; ba - dba; bca - ca; bca - cba; bca - dcba - cdba - dba.

Базис m34:
Основа правого графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы данного много-

образия представляет собой дизъюнктное объединение n графов n-мерных кубов Qn,
следовательно, допускает плоскую укладку при n \leq 3. А при n \geq 4 не допускает
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Рис. 3.26. Плоская укладка графа SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m33\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.26. Planar embedding of the graph SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m33\} ), \{ a, b, c\} )

плоской укладки, так как содержит подграф гомеоморфный графу K5 на следую-
щих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества
\{ a, a2, ab, ac, ad\} : a - a2; a - ab; a - ac; a - ad; a2  - a2b - ab; a2  - a2c - ac; a2  - a2d - ad;
ab - abc - ac; ab - abd - ad; ac - acd - ad.

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.27. Уве-
личение числа образующих приводит к появлению в основе левого графа Кэли полу-
группы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих
девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ a, b, c\} 
и \{ a2, b2, c2\} : a - a2; a - b2; a - c2; b - a2; b - b2; b - c2; c - a2; c - b2; c - c2.

Рис. 3.27. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.27. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} ), \{ a, b\} )

Базис m35:
Плоская укладка графа SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m35\} ) , \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.28.

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полу-
группы Fn (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m35\} ), где n \geq 3, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следую-
щих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств\bigl\{ 
a, ab2, abc

\bigr\} 
и
\bigl\{ 
ab, a2b, ac

\bigr\} 
: a  - ab; a  - a2  - a2b; a  - ac; ab2  - ab; ab2  - a2b2  - a2b;

ab2  - ab2c - ab2c2  - abc2  - ac2  - ac; abc - ab; abc - a2bc - a2b; abc - ac.

Рис. 3.28. Плоская укладка графа
SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m35\} ) , \{ a, b\} ) = SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m39\} ) , \{ a, b\} )

Fig. 3.28. Planar embedding of the graph
SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m35\} ) , \{ a, b\} ) = SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m39\} ) , \{ a, b\} )

В графе SLCay(Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m35\} ), \{ a, b\} ) при n \geq 2 обнаруживается подграф гомео-
морфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах

D.V. Solomatin. Planarity ranks of semigroup varieties generated by semigroups of order four



Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 2. 209

между вершинами из множеств
\bigl\{ 
ab, ba, b2a2

\bigr\} 
и
\bigl\{ 
ba2, aba, ab2

\bigr\} 
: ab  - ba2; ab  - aba;

ab - b - b2  - ab2; ba - a - a2  - ba2; ba - aba; ba - ab2; b2a2  - ba2; b2a2  - aba; b2a2  - ab2.
Базис m36:
Основой правого графа Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия

\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m36\} является паросочетание, состоящее из n попарно несмежных рёбер, следова-
тельно, она допускает плоскую укладку при любом натуральном n.

Плоская укладка графа SLCay(Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m36\} ), \{ a, b\} ) при n = 2 представлена на
Рис. 3.29, а при n \geq 3 в этом графе обнаруживается подграф гомеоморфный графу
K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств \{ a, b, c\} и

\bigl\{ 
a2, ba, ca

\bigr\} 
: a  - a2; a  - ba; a  - ca; b  - a2; b  - ba; b  - ca; c  - a2;

c - ba; c - ca.

Рис. 3.29. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m36\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.29. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m36\} ), \{ a, b\} )

Базис m37:
Плоская укладка графа SCay(Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} ) при n = 3 представлена на

Рис. 3.30, а при n \geq 4 в этом графе обнаруживается подграф гомеоморфный графу
K5 на следующих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из
множества

\bigl\{ 
a, a2, ab, ac, ad

\bigr\} 
: a  - a2; a  - ab; a  - ac; a  - ad; a2  - ab; a2  - ac; a2  - ad;

ab - abc - ac; ab - abd - ad; ac - acd - ad.

Рис. 3.30. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.30. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} )

Плоская укладка графа SLCay(Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} ) при n = 3 представлена на
Рис. 3.31, а при n \geq 4 в этом графе обнаруживается подграф гомеоморфный графу
K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами
из множеств

\bigl\{ 
a, a2, b

\bigr\} 
и \{ ba, ca, da\} : a  - ba; a  - ca; a  - da; a2  - ba; a2  - ca; a2  - da;

b - ab - ba; b - cb - bc - c - ac - ca; b - db - bd - d - ad - da.
Базис m38:
Основа правого графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы данного много-

образия представляет собой дизъюнктное объединение n графов n-мерных кубов Qn,
следовательно, допускает плоскую укладку при n \leq 3. А при n \geq 4 не допускает плос-
кой укладки, так как содержит подграф гомеоморфный графу K5 на тех же десяти по-
парно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества \{ a, a2, ab, ac, ad\} 
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Рис. 3.31. Плоская укладка графа SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.31. Planar embedding of the graph SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m37\} ), \{ a, b, c\} )

что и в основе правого графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы многообра-
зия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m34\} .

Плоская укладка основы левого графа Кэли свободной 2-порожденной полугруппы
многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m38\} представлена на Рис. 3.9. А при дальнейшем увеличении числа
образующих в этом графе обнаруживается подграф гомеоморфный графу K5 на следу-
ющих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества\bigl\{ 
ab, ba, aba, b2a, cba

\bigr\} 
: ab - b - cb - acb - bc - c - ac - aca - ca - a - ba; ab - aba; ab - b2a;

ab - cba; ba - aba; ba - b2a; ba - cba; aba - b2a; aba - cba; b2a - cba.
Базис m39:
Заметим, данная система тождеств похожа на систему m35 с единственным отличи-

ем в том, что вместо x = x3 имеет место x2 = x3, следовательно, все сказанное в пункте
m35 относительно основ правых графов Кэли полугрупп имеет место для m39, так как
в соответствующих графах Кэли лишь на смену разнонаправленных параллельных дуг
приходят петли.

Плоская укладка основы левого графа Кэли свободной 2-порожденной полугруппы
многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m39\} представлена на Рис. 3.11. А левый граф Кэли свободной n-
порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m39\} , при n \geq 3, в своей основе содержит
такой же подграф гомеоморфный K3,3 на девяти маршрутах между вершинами из
множеств \{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} как и в левом графе Кэли свободной n-порожденной
полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m7\} , при n \geq 3, не смотря та то, что графы Кэли этих
полугрупп не изоморфны, так как содержат разное количество вершин.

Базис m40:
Так как основа графа Кэли полугруппы Fn (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m40\} ) представляет собой объ-

единение n попарно изоморфных между собой планарных полных двудольных графов
K2,n, содержащих 1-буквенную и 3-буквенную вершины в одной доле, а все 2-буквенные
вершины в другой доле, то граф Кэли этой полугруппы планарен при любом n \in \BbbN .

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m40\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.32. А
основа левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m40\} ) при n \geq 3 содержит подграф го-
меоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах
между вершинами из множеств

\bigl\{ 
a, a3, ba2

\bigr\} 
и \{ a2, ba, ca\} : a - a2; a - ba; a - ca; a3  - a2;

a3  - ba; a3  - ca; ba2  - a2; ba2  - ba; ba2  - ca.
Базис m41:
Плоская укладка графа SCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m41\} ) , \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.7.a, так

как если тождества из слов над двухбуквенным алфавитом удовлетворяют системе
тождеств m41, то они удовлетворяют и системе m5. Заметим при этом, что так как
граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m5\} , для n \geq 3
в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на девяти маршрутах между
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Рис. 3.32. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m40\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.32. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m40\} ), \{ a, b\} )

вершинами из множеств \{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} проходящих через вершины являющиеся
словами над двухбуквенным алфавитом, то этот же подграф можно обнаружить и в
основе свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m41\} , при n \geq 3.

Плоская укладка графа SLCay (F2 (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m41\} ) , \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.7.b,
так как опять же, если тождества из слов над двухбуквенным алфавитом удовлетво-
ряют системе тождеств m41, то они удовлетворяют и системе m5.

А левый граф Кэли свободной n-порожденной полугруппы многообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ 41\} ,
при n \geq 3, в своей основе содержит подграф гомеоморфный K3,3 на следующих девяти
маршрутах между вершинами из множеств \{ ba, ba2, ca2\} и \{ a2, b2a2, cba2\} : ba  - a  - a2;
ba - b2a - b2a2; ba - cba - cba2; ba2 - a2; ba2 - b2a2; ba2 - cba2; ca2 - a2; ca2 - c2a2 - a2c - 
ac - c - bc - b2c - c2b2  - cb2  - b2  - b - ab - a2b - b2a2; ca2  - cba2.

Базис m42:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.33.a.

Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе графа Кэли полугруп-
пы Fn (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m42\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девя-
ти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств

\bigl\{ 
a, a2, b

\bigr\} 
и

\{ ac, ab, ad\} : a - ac; a - ab; a - ad; a2 - ac; a2 - ab; a2 - ad; b - bc - bca - cb - c - ca - aca - ac;
b - ba - aba - ab; b - bd - bda - db - d - da - ada - ad.

a) b)

Рис. 3.33. Плоская укладка графа a) SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} );
b) SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.33. Planar embedding of the graph a) SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} );
b) SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} )

Плоская укладка графа SLCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.33.b.
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Увеличение числа образующих приводит к появлению в основе левого графа Кэли
полугруппы Fn (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m42\} ), где n \geq 4, подграфа гомеоморфного графу K5 на следу-
ющих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества\bigl\{ 
a, a2, ba, ca, da

\bigr\} 
: a - a2; a - ba; a - ca; a - da; a2  - ba2  - ba; a2  - ca2  - ca; a2  - da2  - da;

ba - cba - ca; b  - dba - da; ca - dca - da.
Базис m43:
В основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m42\} при n \geq 2 обнаруживается подграф

гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршру-
тах между вершинами из множеств

\bigl\{ 
ab, a2b2, a2ba

\bigr\} 
и
\bigl\{ 
a2b, aba, ab2

\bigr\} 
: ab  - a  - a2  - a2b;

ab - aba; ab - ab2; a2b2  - a2b; a2b2  - aba; a2b2  - ab2; a2ba - a2b; a2ba - aba; a2ba - ab2.

Рис. 3.34. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m43\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.34. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m43\} ), \{ a, b\} )

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m43\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.34. А
основа левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m43\} ) при n \geq 3 содержит подграф го-
меоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах
между вершинами из множеств

\bigl\{ 
a, a3, ba2

\bigr\} 
и \{ a2, ba, ca2\} : a  - a2; a  - ba; a  - ca  - ca2;

a3 - a2; a3 - ba3 - bab - b2a2 - b2a - ba; a3 - ca3 - ca2; ba2 - a2; ba2 - ba; ba2 - cba2 - ca2.
Базис m44:
Основы правого и левого графа Кэли n-порожденной свободной полугруппы мно-

гообразия \mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m44\} являются дизъюнктным объединением n попарно изоморфных Kn

полных графов порядка n. Следовательно, правый и левый граф Кэли полугруппы
Fn (\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m44\} ) допускает плоскую укладку при n \leq 4. А для n \geq 5 основа правого
графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m44\} ) содержит подграф гомеоморфный графу K5 на
следующих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из мно-
жества \{ a, ab, ac, ad, ae \} : a - ab; a - ac; a - ad; a - ae; ab - ac; ab - ad; ab - ae; ac - ad;
ac  - ae; ad  - ae. В левом графе аналогичным образом обнаруживается подграф го-
меоморфный графу K5 на следующих десяти попарно непересекающихся маршрутах
между вершинами из множества \{ a, ba, ca, da, ea \} : a - ba; a - ca; a - da; a - ea; ab - ca;
ba - da; ba - ea; ca - da; ca - ea; da - ea.

Базис m45:
Граф SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ), \{ a, b, c, d\} ) состоит из четырёх попарно изоморфных связ-

ных компонент. Плоская укладка одной из этих компонент представлена на Рис. 3.35.
В основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m45\} ) для n \geq 5 дальнейшее увеличение
числа образующих приводит к появлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на сле-
дующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
\{ a, ab, aba \} и \{ abc, abd, abe\} : a  - ac  - acb  - abc; a  - ad  - adb  - abd; a  - ae  - aeb  - abe;
ab - abc; ab - abd; ab - abe; aba - abc; aba - abd; aba - abe.
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Рис. 3.35. Плоская укладка одной из четырёх попарно изоморфных связных
компонент графа SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ), \{ a, b, c, d\} )

Fig. 3.35. Planar embedding of one of the four pairwise isomorphic connected
components of the graph SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ), \{ a, b, c, d\} )

Тождества xyxz = x2yz и xyzy = xzy2 зеркально симметричны друг
для друга, поэтому граф SLCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ), \{ a, b, c, d\} ) изоморфен графу
SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m45\} ), \{ a, b, c, d\} ) и имеет плоскую укладку каждой из четырех сво-
их компонент аналогичную представленной на Рис. 3.35 с точностью до обращения
порядка следования букв в словах соответствующих вершин. А в основе левого графа
Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m45\} ) для n \geq 5 дальнейшее увеличение числа образующих
аналогичным образом приводит к появлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на
следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из мно-
жеств \{ a, ba, aba \} и \{ cba, dba, eba\} : a - ca - bca - cba; a - da - bda - dba; a - ea - bea - eba;
ba - cba; ba - dba; ba - eba; aba - cba; aba - dba; aba - eba.

Базис m46:
Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b, c\} ) представлена на Рис. 3.36. А в

основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m46\} ) для n \geq 4 дальнейшее увеличение числа
образующих приводит к появлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следу-
ющих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств\bigl\{ 
a, a2, aba

\bigr\} 
и \{ ab, ac, ad\} : a  - ab; a  - ac; a  - ad; a2  - ab; a2  - ac; a2  - ad; aba  - ab;

aba - abc - abca - acb - ac; aba - abd - abda - adb - ad.
Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.37. А в

основе левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m46\} ) для n \geq 3 дальнейшее увеличение
числа образующих приводит к появлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на сле-
дующих девяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множеств
\{ a, b, c\} и \{ a2, b2, c2\} : a - a2; a - ba - aba - b2; a - ca - aca - c2; b - ab - ba2  - a2; b - b2;
b - cb - bcb - c2; c - ac - ca2  - a2; c - bc - cb2  - b2; c - c2.

Базис m47:
Плоская укладка графа SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.38.a. А в

основе графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m47\} ) при n \geq 3 обнаруживается подграф го-
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Рис. 3.36. Плоская укладка графа SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b, c\} )

Fig. 3.36. Planar embedding of the graph SCay(F3(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b, c\} )

Рис. 3.37. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.37. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m46\} ), \{ a, b\} )

меоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся маршрутах
между вершинами из множеств

\bigl\{ 
a, a2b, aca

\bigr\} 
и \{ a2, aba, ac\} : a - a2; a - ab - aba; a - ac;

a2b - a2; a2b - aba; a2b - a2bc - abca - acb - ac; aca - a2c - a2; aca - ca - c - cb - bcb - 
bc - b - ba - aba; aca - ac.

a) b)

Рис. 3.38. Плоская укладка графа a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.38. Planar embedding of the graph a) SCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} );
b) SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} )

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m47\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.38.b.
А в основе левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m47\} ) при n \geq 3 обнаруживается
подграф гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся
маршрутах между вершинами из множеств

\bigl\{ 
a, ba2, aca

\bigr\} 
и \{ a2, aba, ca\} : a - a2; a - ba - aba;

a - ca; ba2  - a2; ba2  - aba; ba2  - cba2  - acba - bca - ca; aca - ca2  - a2; aca - ac - c - bc - 
bcb - cb - b - ab - aba; aca - ca.

Базис m48:
Основа графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m48\} ) планарна при любом n, так как она

является дизъюнктным объединением n полных двудольных графов K1,n содержащих
одну вершину в первой доле и n вершин во второй доле.

Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m48\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.39. А
в основе левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m48\} ) при n \geq 3 обнаруживается
подграф гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся
маршрутах между вершинами из множеств \{ a, ab, ac\} и \{ a2, ba, ca\} : a - a2; a - ba; a - ca;
ab - a2; ab - ba; ab - ca; ac - a2; ac - ba; ac - ca.
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Рис. 3.39. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m48\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.39. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m48\} ), \{ a, b\} )

Идемпотентные неперестановочные:
Базис m49:
Основа графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m49\} ) планарна при любом n, так как явля-

ется ациклическим графом, то есть лесом, состоящим из n деревьев, каждое из которых
содержит 1 + (n - 1) + (n - 1) (n - 2) + . . . + (n - 1)! = 1 +

\sum n - 1
i=1

\prod n - 1
j=i j вершин, что

после упрощения выражения равно 1 + e(n - 1)
\int \infty 
1

tn - 2

et dt.
Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m49\} ), \{ a, b\} ) представлена на Рис. 3.40. А

в основе левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r} \{ m49\} ) при n \geq 3 обнаруживается
подграф гомеоморфный графу K3,3 на следующих девяти попарно непересекающихся
маршрутах между вершинами из множеств \{ acb, ba, bca\} и \{ ca, cab, cba\} : acb - cb - bc - 
c  - ac  - ca; acb  - cab; acb  - cba; ba  - a  - ca; ba  - ab  - cab; ba  - cba; bca  - ca; bca  - cab;
bca - cba.

Рис. 3.40. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m49\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.40. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m49\} ), \{ a, b\} )

Базис m50:
Граф SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), \{ a, b, c, d\} ) состоит из четырёх попарно изоморфных связ-

ных компонент. Плоская укладка одной из таких связных компонент представлена на
Рис. 3.41. Но уже при выборе пяти образующих в основе графа Кэли полугруппы
Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), где n \geq 5, обнаруживается подграф гомеоморфный графу K5 на следу-
ющих десяти попарно непересекающихся маршрутах между вершинами из множества
\{ abcd, abcda, abcdb, abcdc, abcde\} : abcd  - abcda; abcd  - abcdb; abcd  - abcdc; abcd  - abcde;
abcda - abcdb; abcda - abcdc; abcda - abcde; abcdb - abcdc; abcdb - abcde; abcdc - abcde.

Плоская уклада основы левого графа Кэли полугруппы Fn(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ) при n = 2
представлена на Рис. 3.42, а дальнейшее увеличение числа образующих приводит к по-
явлению подграфа гомеоморфного графу K3,3 на следующих девяти попарно непере-
секающихся маршрутах между вершинами из множеств \{ acba, ba, bca\} и \{ ca, caba, cba\} :
acba - baca - aca - ca; acba - caba; acba - cba; ba - a - ca; ba - aba - caba; ba - cba; bca - ca;
bca - caba; bca - cba.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

4. Статистическая обработка результатов

Для полноты картины осуществим статистическую обработку полученных резуль-
татов методом PCA [19] с последующей кластеризацией рассмотренных многообразий
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Рис. 3.41. Плоская укладка одной из четырёх попарно изоморфных связных
компонент графа SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), \{ a, b, c, d\} )

Fig. 3.41. Planar embedding of one of the four pairwise isomorphic connected
components of the graph SCay(F4(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), \{ a, b, c, d\} )

Рис. 3.42. Плоская укладка графа SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), \{ a, b\} )

Fig. 3.42. Planar embedding of the graph SLCay(F2(\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{r}\{ m50\} ), \{ a, b\} )

по их рангам планарности. Анализ главных компонент (PCA) — это мощный статисти-
ческий метод, используемый в различных областях для упрощения сложных наборов
данных. PCA помогает сократить количество переменных в наборе данных, сохраняя
большую часть исходной изменчивости, что упрощает анализ и визуализацию. Сокра-
щая количество измерений, PCA обеспечивает более эффективное хранение и более
быструю обработку без значительной потери информации, что помогает отфильтро-
вывать шум из данных, тем самым повышая качество и точность моделей. Этот ме-
тод преобразует многомерные данные в двухмерное или трехмерное пространство, что
упрощает визуализацию и понимание закономерностей и тенденций, кроме того, опре-
деляет наиболее значимые признаки (главные компоненты) в наборе данных, которые
можно использовать в качестве входных переменных для моделей машинного обучения.
В обработке изображений и компьютерном зрении PCA используется для распознава-
ния образов и структур в данных, например, в системах распознавания лиц.

Введём в рассмотрение ряд факторов: f1) количество тождеств; f2) количество букв
во всех словах; f3) максимальная длина слов; f4) минимальная длина слов; f5) частота
символа x; f6) частота символа y; f7) частота символа z; f8) частота символа w; f9) раз-
ность между максимальной и минимальной длиной слов; f10) максимальная разность
длин слов в тождествах; f11) минимальная разность длин слов в тождествах; f12) коли-
чество разных букв во всех словах; f13) минимальное количество разных букв в словах;
f14) максимальное количество разных букв в словах; f15) максимальная разность меж-
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ду первым вхождением буквы x в левом и правом слове; f16) максимальная разность
между первым вхождением буквы y в левом и правом слове; f17) максимальная раз-
ность между первым вхождением буквы z в левом и правом слове; f18) максимальная
разность между первым вхождением буквы w в левом и правом слове; f19) минималь-
ная разность между первым вхождением буквы x в левом и правом слове; f20) ми-
нимальная разность между первым вхождением буквы y в левом и правом слове; f21)
минимальная разность между первым вхождением буквы z в левом и правом слове; f22)
минимальная разность между первым вхождением буквы w в левом и правом слове;
f23) максимальная разность между последним вхождением буквы x в левом и правом
слове; f24) максимальная разность между последним вхождением буквы y в левом и
правом слове; f25) максимальная разность между последним вхождением буквы z в ле-
вом и правом слове; f26) максимальная разность между последним вхождением буквы
w в левом и правом слове; f27) минимальная разность между последним вхождением
буквы x в левом и правом слове; f28) минимальная разность между последним вхож-
дением буквы y в левом и правом слове; f29) минимальная разность между последним
вхождением буквы z в левом и правом слове; f30) минимальная разность между послед-
ним вхождением буквы w в левом и правом слове; f31) максимальная разность между
первым и последним вхождением буквы x в левом и правом слове; f32) максимальная
разность между первым и последним вхождением буквы y в левом и правом слове;
f33) максимальная разность между первым и последним вхождением буквы z в левом
и правом слове; f34) максимальная разность между первым и последним вхождением
буквы w в левом и правом слове; f35) минимальная разность между первым и послед-
ним вхождением буквы x в левом и правом слове; f36) минимальная разность между
первым и последним вхождением буквы y в левом и правом слове; f37) минимальная
разность между первым и последним вхождением буквы z в левом и правом слове;
f38) минимальная разность между первым и последним вхождением буквы w в левом
и правом слове.

Разделение многообразий по значениям рангов планарности r\pi методом PCA дало
представленные в Таблице 4.1 результаты.

Таблица 4.1. Корреляции исходных факторов по осям

Table 4.1. Correlations of initial factors along the axes

По первой оси (Along the first axis) По второй оси (Along the second axis)
correlation p.value correlation p.value

f17 8.475E-01 8.455E-15 f3 7.233E-01 2.975E-09
f33 8.097E-01 1.082E-12 f1 6.824E-01 4.813E-08
f25 8.097E-01 1.082E-12 f2 6.739E-01 8.127E-08
f14 7.409E-01 7.636E-10 f5 6.403E-01 5.508E-07
f12 7.409E-01 7.636E-10 f31 6.323E-01 8.435E-07
f7 5.876E-01 7.244E-06 f9 6.040E-01 3.411E-06
f4 5.377E-01 5.655E-05 f6 5.771E-01 1.147E-05
f20 5.036E-01 1.931E-04 f23 4.387E-01 1.438E-03
f34 4.941E-01 2.655E-04 f15 4.235E-01 2.178E-03
f26 4.941E-01 2.655E-04 f34 4.229E-01 2.213E-03
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По первой оси (Along the first axis) По второй оси (Along the second axis)
f18 4.941E-01 2.655E-04 f26 4.229E-01 2.213E-03
f8 4.941E-01 2.655E-04 f18 4.229E-01 2.213E-03
f16 4.706E-01 5.628E-04 f8 4.229E-01 2.213E-03
f37 4.441E-01 1.235E-03 f14 2.998E-01 3.442E-02
f29 4.441E-01 1.235E-03 f12 2.998E-01 3.442E-02
f21 4.441E-01 1.235E-03 f11 -2.801E-01 4.881E-02
f36 3.817E-01 6.239E-03 f20 -3.691E-01 8.351E-03
f28 2.845E-01 4.521E-02 f36 -4.838E-01 3.713E-04
f35 -3.119E-01 2.745E-02 f28 -6.662E-01 1.287E-07
f9 -3.405E-01 1.553E-02
f10 -4.466E-01 1.150E-03

При этом разделение значений r\pi по второй оси имеет следующие характеристики:
R2 = 4.321E  - 01, p.value = 3.172E  - 05.

Далее обнаружилось, что наибольший коэффициент корреляции r = 0.59612874 с
набором найденных значений рангов планарности доставляет вспомогательный пара-
метр fn=((1+f9)(1+f12))/((1+f3)(1+f8)). Оставив ведущие факторы f17, f33 и дополнив
их параметром fn было произведено повторное разделение многообразий по значениям
рангов планарности r\pi методом PCA, что дало представленные в Таблице 4.2 резуль-
таты.

Таблица 4.2. Корреляции ведущих факторов по осям

Table 4.2. Correlations of leading factors along the axes

По первой оси (Along the first axis) По второй оси (Along the second axis)
correlation p.value correlation p.value

f33 9.837E-01 2.097E-37 fn 9.998E-01 2.786E-82
f17 9.834E-01 3.210E-37

При этом разделение значений r\pi по второй оси стало еще более статистические
значимым: R2 = 5.703E  - 01, p.value = 7.727E  - 08.

Этот набор данных содержит 50 наблюдений за значениями рангов планарности,
меняющимися при изменении тождеств базисной системы соответствующего многооб-
разия, и 4 переменные, 1 качественная переменная рассматривается как основная.

Анализ графиков не обнаруживает никаких выбросов. Представленная на Рис. 4.1
инерция первых измерений показывает, существуют ли сильные связи между пере-
менными, и указывает на количество осей, которые следует изучать. Первые две оси
анализа выражают 98,04% инерции общего набора данных, что означает, что 98,04%
переменных объясняются корреляционной плоскостью. Этот процент довольно высок,
и поэтому первая плоскость идеально отражает изменчивость данных. Это значение
больше эталонного значения, равного 79,49%, таким образом, изменчивость, объясня-
емая этой плоскостью, значима (эталонное значение представляет собой 0,95-квантиль
процентного распределения инерции, полученного путем моделирования 14634 таблиц
данных эквивалентного размера на основе нормального распределения).

На Рис. 4.2 представлены факторная плоскость и корреляционный круг. Здесь r0
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Рис. 4.1. Разложение общей инерции для правых рангов планарности

Fig. 4.1. Decomposition of the total inertia for right ranks of planarity

Рис. 4.2. Факторная плоскость и корреляционный круг для правых рангов
планарности

Fig. 4.2. Individuals factor map (PCA) and variables factor map (PCA) for right
ranks of planarity

обозначает бесконечный ранг планарности, а r1, r2, r3 и r4 соответственно ранги пла-
нарности со значениями 1, 2, 3 и 4.

Первая ось противопоставляет многообразия 29, 31, 40, 28, 16, 24 и 30 (в правой
полуплоскости, что характеризуется сильно положительной координатой на оси) мно-
гообразиям типа 1, 6, 7 и 36 (в левой полуплоскости, что характеризуется сильно от-
рицательной координатой на оси).

Группа, в которую входят многообразия 29, 31, 40, 28, 16, 24 и 30 (характеризует-
ся положительной координатой на оси), разделяется высокими значениями факторов
f17 и f33 (переменные отсортированы от самых сильных) и низкими значениями для
переменной fn.

Группа, в которой стоят многообразия 1, 6, 7 и 36 (характеризуется отрицатель-
ной координатой на оси), разделяется низкими значениями для f33 и f17 (переменные
отсортированы по возрастанию от самых слабых).

Вторая ось противопоставляет многообразия 27, 45, 50, 33, 34, 35 и 44 (в верхней
части графика, характеризующейся сильно положительной координатой на оси) много-
образиям 29, 31, 40, 1, 6, 7, 36, 28, 16 и 24 (в нижней части графика, характеризующейся
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сильно отрицательной координатой на оси).
Группа, в которую входят многообразия 27, 45, 50, 33, 34, 35 и 44 (характеризуется

положительной координатой на оси), отделена высокими значениями для переменной
fn. Группа, в которой стоят многообразия 1, 6, 7 и 36 (характеризуется отрицательной
координатой на оси), отделена низкими значениями для переменных f33 и f17 (пере-
менные отсортированы по возрастанию от самых слабых).

Группа, в которую входят многообразия 29, 31, 40, 28, 16, 24 и 30 (характеризуется
отрицательной координатой на оси), характерна тем, что имеет высокие значения для
f17 и f33 (переменные отсортированы по возрастанию от самых сильных), но низкие
значения для переменной fn.

Наконец, классификация многообразий по рангам планарности, позволяет выделить
3 кластера, визуализированные на Рис. 4.3 и Рис. 4.4.

Рис. 4.3. Иерархическое дерево для правых рангов планарности

Fig. 4.3. Hierarchical tree for right ranks of planarity

Кластер 1 состоит из многообразий 1, 6, 7 и 36. Для этой группы характерны низкие
значения для переменных f33, fn и f17 (переменные отсортированы от самых слабых).
Кластер 2 состоит из многообразий 26, 33, 34, 35, 44, 45 и 50. Для этой группы ха-
рактерны высокие значения для переменной fn. Кластер 3 состоит из многообразий
16, 22, 24, 27, 28, 29, 30, 31 и 40. Для этой группы характерны высокие значения для
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Рис. 4.4. Восходящая иерархическая классификация многообразий по правым
рангам планарности

Fig. 4.4. Ascending hierarchical classification of the individuals on right ranks of
planarity

переменных f17 и f33 (переменные отсортированы от самых сильных).

Рис. 4.5. Иерархическое дерево на факторной карте для правых рангов
планарности

Fig. 4.5. Hierarchical tree on the factorial map for right ranks of planarity

Иерархическое дерево может быть нарисовано на факторной карте с раскрашенны-
ми точками в соответствии с их кластерами так, как это представлено на Рис. 4.5.

Повторяя аналогичные рассуждения для левых рангов планарности находим вспо-
могательный параметр Lfn=(1+f4)(1+f9)/(1+f3)(1+f3), имеющий с левыми рангами
планарности наибольшую корреляцию r = 0.45563657. После добавления к факторам
f17 и f33, являющимся ведущими, новой переменной Lfn анализ главных компонент
показывает на Рис. 4.6, что первые две оси выражают 97,82% общей инерции набора
данных, что означает, что 97,82% общей изменчивости значений левых рангов планар-
ности объясняются двумерной плоскостью. Этот процент достаточно высок, и поэтому
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первая плоскость идеально отражает изменчивость данных. Это значение больше эта-
лонного значения, равного 79,49%, таким образом, изменчивость, объясняемая этой
плоскостью, значима (эталонное значение представляет собой 0, 95-квантиль процент-
ного распределения инерции, полученного путем моделирования 14397 таблиц данных
эквивалентного размера на основе нормального распределения).

Рис. 4.6. Разложение общей инерции для левых рангов планарности

Fig. 4.6. Decomposition of the total inertia for left ranks of planarity

На Рис. 4.7 представлена факторная плоскость и корреляционный круг для раз-
деления левых рангов планарности. Первая ось противопоставляет многообразия 29,
31, 40, 16, 24, 30, 28 и 27 (лежащие в правой полуплоскости, которая характеризует-
ся сильно положительной координатой на этой оси) многообразиям 10 и 32 (из левой
полуплоскости, которая характеризуется сильно отрицательной координатой на оси).

Группа, в которой находится многообразие 27 (характеризуется положительной ко-
ординатой на оси), выделяется высоким значением для f33. Группа, в которой нахо-
дятся многообразия 16, 24, 30 и 28 (тоже характеризуется положительной координатой
на оси), выделяется высокими значениями для f17 и f33 (переменные отсортированы
по убыванию от самых сильных). Группа, в которой находятся многообразия 29, 31 и
40 (характеризуется положительной координатой на оси), выделяется высокими зна-
чениями для f17 и f33 (переменные отсортированы от самых сильных), но низкими
значениями для переменной Lfn. Группа, в которой находятся многообразия 10 и 32
(характеризуется отрицательной координатой на оси), выделяется высокими значения-
ми для переменной Lfn. Наконец, группа 5 и группа 6 (характеризуется отрицательной
координатой на оси) выделяется низкими значениями для переменных f17 и f33 (пере-
менные отсортированы по возрастанию, начиная от самых слабых).

Классификация рассматриваемых многообразий по левым рангам планарности, поз-
воляет выделить 6 кластеров, визуализированных на Рис. 4.8 и Рис. 4.9.

Кластер 1 состоит из многообразий 10 и 32. Для этой группы характерны высокие
значения для переменной Lfn. Кластер 2 состоит из многообразий, которые выделя-
ются высокими значениями для переменной Lfn и низкими значениями для f33 и f17
(переменные отсортированы по возрастанию от самых слабых). Кластер 3 состоит из
многообразий 9, 13, 14 и 36. Для этой группы характерны низкие значения Lfn. Кластер
4 состоит из многообразий, значения определяющих факторов у которых существенно
не отличаются от среднего. Кластер 5 состоит из многообразий 16, 22, 24, 27, 28 и 30.
Для этой группы характерны высокие значения f33 и f17 (переменные отсортированы
от самых сильных). Кластер 6 состоит из многообразий 29, 31 и 40. Для этой группы ха-
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Рис. 4.7. Факторная плоскость и корреляционный круг для левых рангов
планарности

Fig. 4.7. Individuals factor map (PCA) and variables factor map (PCA) for left
ranks of planarity

Рис. 4.8. Иерархическое дерево для левых рангов планарности

Fig. 4.8. Hierarchical tree for left ranks of planarity

рактерны высокие значения f17 и f33 (переменные отсортированы от самых сильных),
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Рис. 4.9. Восходящая иерархическая классификация многообразий по левым
рангам планарности

Fig. 4.9. Ascending hierarchical classification of the individuals on left ranks of
planarity

но низкие значения для переменной Lfn.

Рис. 4.10. Иерархическое дерево на факторной карте для левых рангов
планарности

Fig. 4.10. Hierarchical tree on the factorial map for left ranks of planarity

Иерархическое дерево может быть нарисовано на факторной карте с раскрашенны-
ми точками в соответствии с их кластерами так, как это представлено на Рис. 4.10.

В результате применения статистического анализа приходим к выводу о том, что ве-
дущими факторами из рассмотренных числовых характеристик базиса тождеств, ока-
зывающих наибольшее влияние на значение ранга планарности соответствующего мно-
гообразия, являются: f17) максимальная разность между первым вхождением буквы z
в левом и правом слове; f33) максимальная разность между первым и последним вхож-
дением буквы z в левом и правом слове.
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5. Заключение

Основная часть новых результатов, полученных в статье, была анонсирована ранее в
материалах работы Международной конференции «МАЛЬЦЕВСКИЕ ЧТЕНИЯ» 2024
года [20].

Полученные результаты имеют практическое значение для дискретной математи-
ки, теории полугрупп и алгоритмической теории графов, способствуя дальнейшему
исследованию взаимосвязей между алгебраическими и топологическими свойствами
конечных структур.

Подводя итог, можно сказать, что полугруппы четвертого порядка являются бога-
тым предметом изучения с далеко идущими последствиями в алгебре, вычислениях
и моделировании явлений реального мира. Их простота в сочетании со структурным
разнообразием делает их важнейшим шагом на пути к пониманию более сложных ал-
гебраических систем.
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Асимптотическое и численное исследование
уравнения Шамеля с затуханием
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Аннотация. Приведено аналитическое и численное решение модельного уравнения
Шамеля с затуханием, описывающим динамику ионно-звуковых волн в замагниченной
плазме. Малый параметр в уравнении введен перед диссипативным слагаемым, так что
в его отсутствие решением уравнения Шамеля является уединенная волна (солитон).
Для его решения применен асимптотический метод, являющийся разновидностью ме-
тода многих масштабов Крылова-Боголюбова-Митропольского. В первом приближении
по малому параметру решение описывается уединенной бегущей волной с параметра-
ми, медленно изменяющимися со временем. Во втором приближении находятся законы
изменения амплитуды и фазы солитона, как функции «медленного» времени. Наряду с
этим используются интегральные законы массы и энергии волнового поля, вытекающие
точно из исходного модульного уравнения Шамеля с диссипацией. Показывается, что
эти интегралы позволяют оценить величину излучения солитона, в частности, массу
так называемого хвоста, возникающего за солитоном в процессе его диссипации. Пря-
мое численное решение исходного уравнения псевдоспектральным методом подтвердило
асимптотические законы изменения амплитуды солитона из-за его диссипации. Иссле-
дован также другой предельный случай сильной диссипации (по сравнению с нелиней-
ностью и диссипацией), когда солитон затухает как линейный импульс, этот процесс
подтвержден численно.
Ключевые слова: ионно-звуковые волны, уравнение Шамеля, уединенная волна, ме-
тод многих масштабов, псевдоспектральный метод
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1. Introduction

The Schamel equation was first introduced in the study of undamped electrostatic
waves in a Maxwellian plasma [1], [2]. Its analytical solutions in the form of solitary
waves taking into account the forcing are obtained in [3], [4]. The interactions between
ions and electrons, considering various factors like distribution functions, plasma density,
temperature gradients, and collisions are analyzed in [5]-[8]. The same equation describe
the nonlinear wave dynamics of cylindrical shells [9]. Unlike the well-known Korteweg–de
Vries (KdV) equation, the Schamel equation incorporates a modular term that modifies
the representation of nonlinearity. This crucial difference renders the Schamel equation
nonintegrable, introducing mathematical challenges due to the non-analytic nature of the
function–challenges that do not arise in integrable equations commonly encountered in
plasma physics, such as the modified KdV (mKdV) equation and the Gardner equation [1],
[2], [10], [11]. The Schamel equation allows for solitary wave solutions of both polarities, but
because of its nonintegrability, their interactions are inelastic, resulting in a small-amplitude
dispersive tail that forms immediately after two solitary waves collide [12], [13]. Flamarion et
al. [14] extended this analysis to an ensemble, examining the interactions of multiple solitary
waves with random phases. They demonstrated that the dispersive tails generated during
each collision can act as a mechanism for the formation of freak waves.

The interaction between solitary waves and an external force has also been explored
within the framework of the Schamel equation. Chowdhury et al. [4] derived a Schamel-type
equation that accounts for the presence of an external force and investigated the interaction
between a solitary wave and a time-dependent external periodic force, using both asymptotic
analysis and numerical simulations. Later, Flamarion and Pelinovsky [15] studied the effects
of a spatially dependent force on solitary waves, identifying conditions for resonance between
the external force and the solitary waves through asymptotic and numerical methods. Since
its derivation in 1972, the Schamel equation continues to present intriguing challenges and
remains a vibrant area of research.

Shan [16] explored the nonlinear characteristics of high-frequency electron-acoustic (EA)
in a dissipative plasma, consisting of a cold beam electron fluid, Schamel-kappa distributed
hot trapped electrons, and stationary ions. Using the multiple scale expansion method,
Shan derived a damped Schamel equation to describe small-amplitude electrostatic potential
disturbances, incorporating dissipative effects. This damped equation was later employed by
Sultana and Kourakis [17] in their study of the electrostatic potential, where they analyzed
the nonlinear properties of dissipative ion-acoustic solitary waves in the presence of trapped
electrons. Although numerical solutions were obtained in both studies, their mathematical
properties were not thoroughly investigated.

The goal of this work is to examine the damped Schamel equation derived in [16], [17]
and obtain an asymptotic solution by assuming that a solitary wave undergoes adiabatic
evolution. We demonstrate that a tail forms behind the solitary wave with negative mass.
The asymptotic results are then compared with direct numerical simulations, revealing good
qualitative agreement.
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The article is structured as follows: Section 2 presents the canonical damped Schamel
equation, while Section 3 covers the asymptotic results. Numerical results are discussed in
Section 4, and final conclusions are provided in Section 5.

2. The damped Schamel equation

As mentioned in the introduction, the damped Schamel equation has appeared in the
literature in various contexts. In this work, we focus on investigating the evolution of solitary
wave solutions in the presence of damping. To achieve this, we consider the Schamel equation
in its canonical form

ut +
\sqrt{} 
| u| ux + uxxx + \epsilon \nu u = 0. (2.1)

In this equation, u(x, t) represents the wave field at position x and time t, \nu denotes the
damping coefficient, and \epsilon is a small positive parameter that characterizes the strength of
the viscosity. In the absence of damping, the Schamel equation(2.1) admits solitary wave
solutions, which can be expressed as follows

u(x, t) = a sech4
\Bigl( 
k(x - ct)

\Bigr) 
, where c =

8
\sqrt{} 
| a| 

15
, k =

\sqrt{} 
c

16
. (2.2)

Here, a denotes the solitary wave amplitude, which can also take on negative values, c
represents the solitary wave speed, and k characterizes the solitary wave wavenumber.

The damped Schamel equation has two important quantities: the mass and momentum
associated with equation (2.1) are, respectively,

M(t) =

\int +\infty 

 - \infty 
u(x, t)dx and E(t) =

\int +\infty 

 - \infty 
u2(x, t)dx.

The momentum equation is
dE

dt
=  - 2\epsilon \nu E(t), (2.3)

which has solution E(t) = E0e
 - 2\epsilon \nu t, where E0 stands for the initial momentum. Meanwhile

the mass balance equation
dM

dt
=  - \epsilon \nu M(t), (2.4)

which has solution
M(t) =M0e

 - \epsilon \nu t. (2.5)

Here, M0 represents the initial mass.

3. Asymptotical solitary wave solution of the damped Schamel
equation

When the damping term is introduced into the Schamel equation, solitary wave solutions
of the form (2.2) cease to exist. However, if the damping is weak, it is reasonable to expect
that the solitary wave might nearly preserve its main characteristics, such as amplitude,
speed, and width, over short periods. In other words, it is natural to assume that the solitary
wave undergoes an adiabatic transformation [18]-[20].
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We assume that the solitary wave is expressed asymptotically in the slowly varying time
scale T = \epsilon t

u(\bfPhi , T ) = a(T )sech4
\Bigl( 
k(T )\bfPhi 

\Bigr) 
, \bfPhi = x - X(T ), X(T ) = x0 +

1

\epsilon 

\int T

0

c(T )dT,

where a(T ) is the modulated amplitude, X(T ) is the solitary wave crest position and x0 its
phase, c(T ) is the variable speed and k(T ) the typical variable solitary wave width. Here,
x0 is the phase, a is the modulated amplitude and c is the speed. The wave field is given by
the asymptotic expansion [21]-[23]

u(\bfPhi , T ) = u0 + \epsilon u1 + \epsilon 2u2 + \cdot \cdot \cdot ,
c(T ) = c0 + \epsilon c1 + \epsilon 2c2 + \cdot \cdot \cdot .

The first order solutions, u0 and c0 are directly determined through formula (2.2). We
consider a solitary wave with positive polarity (a > 0). In the first order \epsilon , we have

Lu1 \equiv  - c0
\partial u1
\partial \bfPhi 

+
\partial 

\partial \bfPhi 

\Bigl[ 
f \prime (u0)u1

\Bigr] 
+
\partial 3u1
\partial \bfPhi 3

= F1 \equiv  - \nu u0  - 
\partial u0
\partial T

+ c1
\partial u0
\partial \bfPhi 

,

where f(u) = u| u| 1/2. The operator L is a self-adjoint operator and

L\xi = 0 =\Rightarrow \xi = u0,

is the only bounded solution. The compatibility condition is\int +\infty 

 - \infty 
F1\xi d\bfPhi = 0 =\Rightarrow 

\int +\infty 

 - \infty 
F1u0d\bfPhi = 0

Consequently we have that \int +\infty 

 - \infty 
u0
\partial u0
\partial T

d\bfPhi =  - \nu 
\int +\infty 

 - \infty 
u20d\bfPhi .

In other words,
1

2

d

dT

\int +\infty 

 - \infty 
u20d\bfPhi =  - 2\nu 

\int +\infty 

 - \infty 
u20d\bfPhi .

Using the fact that T = \epsilon t we obtain

1

2

d

dt

\int +\infty 

 - \infty 
u20d\bfPhi =  - 2\epsilon \nu 

\int +\infty 

 - \infty 
u20d\bfPhi . (3.1)

Notice that equations and (2.3) and (3.1) are the same, it means that tails does not contribute
in the momentum in the first-order approximation. As a result, the momentum can be
computed analytically as follows

E(T ) =
a2(T )

2

\int +\infty 

 - \infty 
sech8(k\bfPhi )d\bfPhi =

a2(T )

2k

\int +\infty 

 - \infty 
sech8(\bfPhi )d\bfPhi =

16

35

\surd 
30 a7/4(T ). (3.2)

Substituting equation (3.2) in 2.3 leads to the following ordinary differential equation for
the solitary wave amplitude

da

dt
=  - 8

7
\epsilon \nu a(t). (3.3)
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Consequently,
a(t) = a0e

 - 8
7 \epsilon \nu t. (3.4)

It is important to note that the asymptotic procedure does not account for the mass
balance. This occurs because the contribution of the tail is neglected in the asymptotic
expansion. Consequently, the total mass of the wave field should be considered as comprising
two components: the mass contribution to the solitary wave and the mass contribution to
its tail, which are separated as follows

M(t) =Ms(t) +Mt(t),

where Ms represents the mass contribution of the solitary wave and Mt accounts for the tail
mass. The tail mass can be computed in terms of total mass and solitary wave mass as

Mt(t) =M(t) - Ms(t),

where M(t) is give in equation (2.5). On the other hand, the solitary wave mass is

Ms(T ) =
a(T )

2

\int +\infty 

 - \infty 
sech4(k\bfPhi )d\bfPhi =

a(T )

k

\int +\infty 

 - \infty 
sech4(\bfPhi )d\bfPhi =

4

3

\surd 
30a3/4(T ).

Substituting (3.4) into (2.4) that the solitary wave mass is

Ms(t) =
4

3

\surd 
30 a

3/4
0 e - 

6
7 \epsilon \nu t

Now, notice that our initial data is a solitary wave, thus the initial mass

M0 =Ms(0) =
4

3

\surd 
30 a

3/4
0 .

Thus the tail mass is given by

Mt(t) =M(t) - Ms(t) =
4

3

\surd 
30 a

3/4
0 e - \epsilon \nu t  - 4

3

\surd 
30 a

3/4
0 e - 

6
7 \epsilon \nu t =

=
4

3

\surd 
30 a

3/4
0 e - \epsilon \nu t(1 - e 1

7 \epsilon \nu t). (3.5)

This expression shows that for the total mass can be negative. Physically, this means that
a tail forms just behind the solitary waves. Figure 3.1 displays the evolution of the ratio of
the tails mass and the initial solitary wave mass.

4. Numerical simulation of the damped Schamel equation

We solve equation (2.1) using the standard pseudospectral method detailed in [24].
Spatial derivatives are computed spectrally and then equation is integrated over time using
the classical explicit forth-order Runge-Kutta method. The same method has been employed
to solve equation (2.1) in [14], [25], [26].

Figure 4.1 illustrates the evolution of a solitary wave in a weakly damped wave field. As
the solitary wave propagates to the right, a tail forms behind it. The effect of damping
is evident in the solitary wave amplitude, which decreases over time. The tail exhibits
oscillatory behavior with negative mass. A series of snapshots capturing this evolution is
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Рис. 3.1. Временная эволюция массы хвостов солитонного решения

Fig. 3.1. The evolution of the tail mass quantity

Рис. 4.1. Эволюция солитонного решения в среде со слабым затуханием
(\epsilon \nu = 0.01)

Fig. 4.1. The evolution of a solitary wave in the weak damping field. Here,
\epsilon \nu = 0.01

provided in Figure 4.2. The tail, which is of order \scrO (10 - 4), is small compared to the solitary
wave amplitude at early times. The wave field in the vicinity of u = 0 is smooth, but the
nonlinearity here is not analytic. This is because, in the opposite case, the third derivative
would have a jump.

In the case of strong damping, the solitary wave amplitude decays more rapidly, and
the tail forms more quickly than in the previous scenario. Notably, the amplitude of
the dispersive tail is larger under strong damping. Our simulations indicate that the tail
amplitude scales with \scrO (\nu 2). Figure 4.3 shows the evolution of a solitary wave in a stronger
damping field, where a tail forms behind the solitary wave. For further details, see Figure
4.4. Despite the quantitative differences with higher damping values, the qualitative features
remain consistent.

As we increase further the damping coefficient to \nu = 1. In this case, the damping is so
strong the the solitary wave is destroyed in a short period of time. An example of such case
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a) t = 25

b) t = 50

Рис. 4.2. Моментальные снимки эволюции солитонного решения. Начальная
амплитуда уединённой волны a0 = 1, коэффициент затухания \epsilon \nu = 0.01.

Fig 4.2. Snapshots of the solitary wave evolution. The initial solitary wave
amplitude is a0 = 1 and the damping coefficient \epsilon \nu = 0.01.

Рис. 4.3. Эволюция солитонного решения в среде с затуханием (\epsilon \nu = 0.1)

Fig. 4.3. The evolution of a solitary wave in the damping field. Here, \epsilon \nu = 0.1

is shown in Figure 4.5.
Finally, Figure 4.6 compares the amplitude of the solitary wave computed asymptotically
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a) t = 4

b) t = 10

Рис. 4.4. Моментальные снимки эволюции солитонного решения. Начальная
амплитуда уединённой волны a0 = 1, коэффициент затухания \epsilon \nu = 0.1.

Fig 4.4. Snapshots of the solitary wave evolution. The initial solitary wave
amplitude is a0 = 1 and the damping coefficient \epsilon \nu = 0.1.

Рис. 4.5. Эволюция солитонного решения в среде с сильным затуханием
(\epsilon \nu = 1)

Fig. 4.5. The evolution of a solitary wave in the strong damping field. Here, \epsilon \nu = 1

with that obtained from numerical simulations for different values of \nu . Both approaches
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yield qualitatively similar results. However, the quantitative agreement is observed only at
early times, with discrepancies emerging as time progresses. Notice yet that when damping
is stronger, the solitary wave cannot maintain its shape or behave as a pulse of constant
width, as the effects of nonlinearity and dispersion become smaller compared to damping.
In this scenario, the energy balance (or the direct Schamel equation without nonlinearity
and dispersion) results in a(t) \sim \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \epsilon \nu t). Consequently, the slope of the curves in Figure
4.6 (right) changes from 8/7 for weak damping to 1 for strong damping, indicating a slower
rate of decay.
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Рис. 4.6. Сравнение амплитуд солитонных решений, полученных с помощью
асимптотической теории, с результатами численного моделирования в

полулогарифмическом масштабе.

Fig 4.6. Comparison between the solitary wave amplitudes predicted by the
asymptotic theory and the numerical simulations in the semi-log scale.

5. Conclusion

In the framework of the Schamel equation, we asymptotically determined the solitary
wave amplitude and its decay rate, as well as the solitary wave’s position at any given time.
Additionally, we demonstrated that a tail forms behind the solitary wave and calculated
its mass, showing that the tail mass is negative. To validate the asymptotic results, we
performed numerical simulations. Overall, there is good qualitative agreement between the
asymptotic predictions and the numerical results for weak and strong damping.
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Численный алгоритм для исследования дозвукого
потока с химическими реакциями в присутствии
лазерного излучения
Е. Е. Пескова, О. С. Язовцева, М.С. Мустайкин

МГУ им. Н.П. Огарёва (г. Саранск, Российская Федерация)
Аннотация. В статье разработан численный алгоритм для исследования дозвуковых
вязких химически активных потоков в присутствии лазерного излучения. Модель про-
цесса описана в приближении уравнений Навье-Стокса с поправкой на дозвуковой ре-
жим течения, добавлением источниковых членов, отвечающих химическим превраще-
ниям, и внедрением дополнительного обыкновенного дифференциального уравнения,
описывающего распространение лазерного излучения по длине исследуемой области.
Вычислительный алгоритм построен с применением принципа расщепления по физи-
ческим процессам. Это позволяет отдельно рассчитывать изменения концентраций в
ходе химических превращений, конвективные потоки, диссипативные члены, динами-
ческое отклонение давления и распространение лазерного излучения. Для учета дис-
сипативных слагаемых (диффузия, вязкость и теплопроводность) используется метод
локальных итераций, основанный на упорядочивании полиномов Чебышева. Программ-
ная реализация построенного алгоритма выявила более короткие времена расчетов с
использованием метода локальных итераций для расчета диссипативных членов в срав-
нении с алгоритмом, вычисляющим их на основе схемы с центральными разностями, за
счет возможного использования более крупного общего расчетного шага по времени. Ве-
рификация алгоритма проведена на примере конверсии метана сравнением с расчетом
стехиометрического баланса брутто-реакции процесса, а также исследованием сходи-
мости решения на последовательности сгущающихся сеток. На основе разработанного
алгоритма проведено численное исследование неокислительной конверсии метана под
воздействием лазерного излучения в трубе круглого сечения, получены графики рас-
пределения основных характеристик смеси.
Ключевые слова: уравнения Навье-Стокса, схема ЛИ-М, дозвуковые течения, неокис-
лительная конверсия метана, лазерное излучение
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1. Введение

Математическое моделирование химически активных течений в настоящее время
является не до конца изученным направлением исследования физико-химических яв-
лений. Системы сложны, неразрешимы аналитически, а вычислительные алгоритмы
трудоемки и требуют специализированных подходов. Благодаря повсеместному распро-
странению таких течений в природе (химия [1], физиологии [2], экологии [3]) разработка
вычислительных алгоритмов для исследования подобных систем остается актуальной
на протяжении долгого времени.

Исследование химически активных течений напрямую связано с необходимостью
разработки новых математических моделей и вычислительных алгоритмов, обеспечи-
вающих анализ течения многокомпонентных неизотермических процессов с целью вы-
явления наиболее эффективных и безопасных условий течения реакций. Особую слож-
ность при моделировании дозвуковых течений представляет выбор математической мо-
дели. Во-первых, требуется выявление необходимости учета диссипативных членов в
модели: описание изменения энергии уравнением относительно энтальпии смеси допус-
кает упрощение, связанное с незначительностью вклада внутреннего трения в полную
энергию системы [4], но диссипативные члены остаются важной частью модели в зако-
нах сохранения массы и импульса [5]. Во-вторых, важен учет изменения давления, су-
щественно влияющего на скорость [6], что усложняет вычислительный алгоритм в силу
малости его изменения. Физические особенности дозвуковых химически реагирующих
газовых потоков с учетом многокомпонентной диффузии, вязкости и теплопроводности
обуславливают несколько основных проблем построения вычислительных алгоритмов
для их исследования [7]. При использовании явных схем интегрирования по времени,
которые являются предпочтительными при учете большого количества разномасштаб-
ных процессов, возникает жесткое ограничение на шаг интегрирования, связанное с
самым быстрым процессом в изучаемой системе. Еще одна сложность заключается в
возникновении уравнения Пуассона для давления, решение которого является трудо-
емкой задачей, особенно при моделировании процессов в 3D геометрии.

Исследование химически реагирующих течений под воздействием лазерного излу-
чения остается актуальной проблемой на протяжении многих лет [8]. Вопрос изучения
воздействия излучения на процессы химии возник еще до активного изучения лазеров.
Первым масштабным исследованием процессов фотохимии является статья [9]. Основ-
ной теоретически значимый результат заключается в наблюдении активного внутримо-
лекулярного переноса энергии, изменяющего характер течения реакции. Изменение хо-
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да химических превращений под воздействием CO2-лазера представлено в работе [10].
Появление неожиданных продуктов реакции обусловило возможности управления па-
раллельными и последовательными реакциями с использованием лазерного излучения.
Теоретические оценки вероятности рекомбинации атомов и их влияние на ход термохи-
мического процесса описаны в работе [11]. Здесь же приведены обоснования значимости
использования математических методов для решения задач лазерной термохимии. Под-
вод в систему лазерного излучения и, как следствие, локальные изменения температуры
и компонентного состава смеси может накладывать серьезные ограничения на постро-
ение вычислительного алгоритма, в частности, может влиять на шаг интегрирования
по времени общей системы уравнений.

В силу необходимости учета большого набора физико-химических процессов, харак-
теризующимися существенно отличными временами протекания, а также локальными
изменениями характеристик течения в исследуемых областях, вопрос построения вы-
числительных алгоритмов для подобных течений остается актуальным. Вычислитель-
ные алгоритмы должны обладать высокой точностью при сохранении приемлемого вре-
мени получения результатов на высокопроизводительных вычислительных системах.

Целью настоящей работы является разработка численного алгоритма на основе схе-
мы локальных итераций для моделирования химически активных дозвуковых потоков
под воздействием лазерного излучения. Алгоритм протестирован на задаче неокисли-
тельной конверсии метана в осесимметричном приближении течения среды.

2. Математическая модель дозвукового химически активного
газового потока в присутствии лазерного излучения

В зависимости от характера газовых течений применяется та или иная модификация
уравнений типа Навье-Стока. Мы рассматриваем течения при малом изменении дав-
ления в области и при малых числах Маха. Однако, течение не может быть признано
несжимаемым, поскольку за счет нагрева смеси и химических реакций происходит из-
менение объема [6]. При малых изменениях давления система уравнений Навье-Стокса
может быть записана относительно поправки к давлению, постоянному в области [7],
и обуславливает сложность подбора численного метода для решения системы с целью
учета влияния давления на скорость потока. Учет энергии лазерного излучения реа-
лизуется как дополнительный источниковый член в уравнении энергии величины его
интенсивности, изменение которой определяется из обыкновенного дифференциально-
го уравнения [12]. Таким образом, математическая модель химически реагирующих
течений под воздействием лазерного излучения описана модифицированной системой
уравнений Навье-Стокса [7], дополненной уравнением для интенсивности лазерного из-
лучения [13]:

\partial \rho Ym
\partial t

=  - \nabla \cdot (\rho Ym\vec{}v) - \nabla \cdot \vec{}Jm +Rm, (2.1)

\partial \rho \vec{}v

\partial t
=  - \nabla \cdot (\rho \vec{}v\vec{}v) - \nabla \pi +\nabla \cdot \tau , (2.2)

\partial \rho h

\partial t
=  - \nabla \cdot (\rho h\vec{}v) - \nabla \cdot \vec{}q + \alpha \theta , (2.3)

d\theta (l)

dl
=  - \alpha \theta (l), (2.4)
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где m = 1,M , M – количество компонент в газовой смеси; \rho — плотность смеси; Ym —
массовая доля m-ой компоненты смеси; \vec{}v — вектор скорости; h — энтальпия смеси;
\vec{}Jm — вектор диффузионного потока; Rm — скорость образования или расхода m-ой
компоненты смеси; p — давление; \tau — тензор вязких напряжений; \vec{}q — вектор потока
тепла для смеси; \alpha — коэффициент поглощения; \theta — интенсивность излучения; l –
координата вдоль направления распространения лазерного излучения; \pi = p  - p0 –
отклонение давления от давления p0, постоянного в области; p – полное давление, при

этом
| \pi | 
p0
\sim O(M2).

Вектор диффузии описывает диффузию многокомпонентного потока:

\vec{}Jm =  - \rho Dm,mix\nabla Ym, (2.5)

где Dm,mix(Ym, T ) – средний по смеси коэффициент диффузии m-ой компоненты.
Вектор потока тепла включает в себя конвективный теплоперенос и изменение тем-

пературы в ходе химических реакций:

\vec{}q =  - \lambda \nabla T  - 
\sum 
m

hm\rho Dm,mix\nabla Ym, (2.6)

где hm(T ) – энтальпия компоненты m.
Тензор вязких напряжений примет вид:

\tau = \mu 
\Bigl( 
\nabla \vec{}v + (\nabla \vec{}v)T

\Bigr) 
 - 2

3
\mu (\nabla \cdot \vec{}v) I, (2.7)

где \mu (Ym, T ) – вязкость смеси.
Динамика температуры определяется изменением энергии в системе. Энтальпия

смеси рассчитывается как средневзвешенное энтальпий компонент

h(T, Ym) =
\sum 
m

Ymhm(T ). (2.8)

Условие на дивергенцию вектора скорости выводится из недивергентного вида урав-
нения неразрывности, уравнения состояния идеального газа и уравнения (2.3), что еще
раз указывает на сжимаемость исследуемых течений:

\nabla \cdot \vec{}v =
1

\rho CpT

\Biggl( 
\nabla \cdot \lambda \nabla T +

\sum 
m

\rho Dm,mix\nabla Ym\nabla hm + \alpha \theta 

\Biggr) 
+ (2.9)

+
1

\rho 

\sum 
m

Mw

Mwm
(\nabla \cdot \rho Dm,mix\nabla Ym) +

1

\rho 

\sum 
m

\biggl( 
Mw

Mwm
 - hm
CpT

\biggr) 
Rm \equiv S, (2.10)

где Cp(Ym, T ) – теплоемкость смеси при постоянном давлении; Mw – молекулярная мас-
са смеси. Дивергенция скорости далее используется при расчете отклонения давления
\pi и скорости в уравнении (2.2).

3. Вычислительный алгоритм

3.1. Разработка алгоритма

В настоящей работе построение алгоритма выполнено на основе принципа расщеп-
ления по физическим процессам [14]. Интегрирование по времени производится явным
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методом Эйлера, шаг выбирается из условия устойчивости для гиперболической ча-
сти системы [15] посредством использования схемы локальных итераций для диссипа-
тивных составляющих модели. В работе [16] приведена детализация вычислительного
алгоритма на основе схемы локальных итераций для многокомпонентных уравнений
Навье-Стокса в приближении малых чисел Маха без слагаемых для учета лазерно-
го излучения. Однако, подвод лазерного излучения локально меняет температуру и
компонентный состав смеси, что может усилить диффузионные ограничения на шаг
интегрирования по времени. В настоящей работе проведено расширение алгоритма,
который представляет собой следующую последовательность вычислений:

1. Решение системы уравнений химической кинетики.

Для решения системы дифференциальных уравнений, полученной из схемы хи-
мических реакций, подключен модуль RADAU5, который представляет собой про-
граммную реализацию трехстадийного метода Рунге-Кутты пятого порядка точ-
ности с адаптивным шагом [17].

2. Решение задачи Коши для уравнения интенсивности лазерного излучения.

Расчет интенсивности излучения вдоль оси трубы проведен с использованием мо-
дуля RADAU5.

3. Решение гиперболической задачи для конвективных составляющих системы
(2.1) – (2.3).

Для расчета конвективных потоков применены потоки Русанова с модифициро-
ванным стабилизирующим членом [6].

4. Решение параболической задачи для учета членов, отвечающих процессам диф-
фузии, вязкости, теплопроводности, в системе (2.1) – (2.3).

Решение самой трудоемкой задачи – расчет диссипативных членов. Для расчета
применена явная схема локальных итераций на основе упорядочивания корней по-
линома Чебышева [15]. Применение схемы позволило значительно увеличить шаг
интегрирования по времени за счет ослабления условия устойчивости – устойчи-
вость достигается за счет использования определенного порядка корней полино-
мов Чебышева как итерационных параметров.

5. Решение эллиптической задачи для динамического давления и коррекция вектора
скорости.

Расчет динамической составляющей давления выполнен с использованием мето-
да Якоби. Его эффективность на данном этапе обусловлена малостью изменения
давления – за начальное приближение берется давление на предыдущем времен-
ном шаге.

3.2. Верификация алгоритма

Ввиду отсутствия в широком доступе экспериментальных данных по неокислитель-
ной конверсии метана в присутствии лазерного излучения верификация алгоритма про-
водилась на основании стехометрического уравнения для брутто-реакции процесса:

2CH4 = C2H6 +H2.
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Из стехиометрического уравнения слудет, что 2 моль метана CH4 превращаются в
1 моль водорода H2 и 1 моль этана C2H6.

Для проведения вычислительного эксперимента рассмотрим цилиндрическую трубу
длины 0.1 м и радиуса 0.05 м, на 100% заполненную метаном без подвода реакционной
смеси. При подаче энергии от нагрева стенок и лазерного излучения расчет для полного
распада метана дает следующие концентрации продуктов: 6.3% водорода и 93.7% этана.

С учетом значений молярной массы используемых веществ:

M(CH4) = 16 г/моль, M(H2) = 2 г/моль, M(C2H6) = 28 г/моль

сделаем пересчет на 1 кг реакционной смеси по результатам вычислительного экспери-
мента:

CH4 : 1000 г \sim 62.5 моль, H2 : 63 г \sim 31.2 моль, C2H6 : 937 г \sim 31.5 моль.

Из пересчета количества продуктов на 1 кг реакционной смеси по стехиометриче-
скому уравнению

CH4 : \sim 62.5 моль, H2 : \sim 31.25 моль, C2H6 : \sim 31.25 моль,

Из хорошей согласованности расчетных данных и результатов, вычисленных по сте-
хиометрическому уравнению, следует адекватность материального баланса модели и
вычислительного алгоритма.

Исследуем сходимость алгоритма на последовательности сгущающихся сеток. Были
выбраны сетки размерности 300\times 10, 600\times 20, 1200\times 40, интегрирование велось с сохра-

нением числа Куранта
a\Delta t

h
\approx 0.01. Рис. 3.1 иллюстрирует результаты расчета для раз-

личных размеров пространственных сеток (измельчающихся шагов по пространству).

a) b)

Рис. 3.1. Расчет на последовательности сгущающихся сеток:
a) массовая доля метана, b) температура газа

Fig. 3.1. Calculation based on a sequence of thickening grids:
a) mass fraction of methane, b) gas temperature

На рис. 3.1 размер шага обозначен в легенде в правых верхних углах поля графиков.
Как видно, алгоритм показывает достаточно быструю сходимость: графики для шагов
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интегрирования по пространству 0.5 \cdot 10 - 3м и 0.25 \cdot 10 - 3м отличаются незначительно.
Порядок аппроксимации по пространству рассчитан по правилу Рунге в норме L2. Для
массовой доли метана получено значение 2.38, для температуры газа – 1.94.

Было проведено сравнение расчетного времени разработанного алгоритма и алго-
ритма, в котором не предусмотрено отщепление диффузионных потоков [6]. Посред-
ством вычислительных экспериментов при сравнении двух алгоритмов расчетный шаг
по времени увеличен в 5 раз по сравнению с требованиями диффузионных ограниче-
ний. Получено ускорение расчетов по разработанному алгоритму приблизительно в 6
раз при расчетах на кластере МГУ им. Н.П. Огарева на 12 вычислительных узлах.

4. Численное эксперименты по исследованию течения газа в
осесимметричной трубе круглого сечения

Для проведения вычислительного эксперимента выбраны следующие расчетные па-
раметры. Цилиндрическая труба длины 0.3 м, диаметра 0.02 м. В начальный момент
времени труба заполнена метаном температурой 1073 K, температура ее стенок 1173 K.
На вход подана смесь состава метан (97%), этилен (3%) с объемной скоростью 60 л/ч,
температуры 300 K. Через левый торец трубы вдоль оси симметрии пущен лазерный
луч мощности излучения 30 Вт. Давление на выходе из трубы 101325 Па. Для опи-
сания схемы химических превращений принята радикальная схема конверсии метана,
включающая 15 компонент смеси [1].

Для расчета выбраны следующие шаги интегрирования по радиусу реактора и его
оси: hr = hz = 10 - 3 м. Шаг интегрирования по времени равен 5 \cdot 10 - 5 с. В качестве
исследуемого процесса выбрана неокислительная конверсия метана. На рис. 4.1 пред-
ставлены результаты расчетов, полученные с использованием программной реализации
разработанного алгоритма при времени 5 секунд.

a) b)

c) d)

Рис. 4.1. Результаты расчетов для неокислительной конверсии метана под
воздействием лазерного излучения: a) интенсивность излучения, Вт/м2,

b) температура, К, c) скорость, м/с, d) массовая доля метана

Fig 4.1. Calculation results for non-oxidative conversion of methane under the
influence of laser radiation: a) radiation intensity, W/m2, b) temperature, K,

c) velocity, m/s, d) mass fraction of methane

Лазерное излучение поглощается этиленом, что объясняет снижение его интенсив-
ности от левого торца трубы к правому (рис. 4.1a). Вклад поглощаемой энергии дает
картину распределения температурного поля – в области максимального поглощения
лазерного излучения температура увеличилась на 160 К по сравнению с температурой
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стенок (рис. 4.1b). Распределение скорости (рис. 4.1c) параболично, что согласуется
с ранее наблюдаемыми эффектами в вычислительных экспериментах [6]. При этом в
первой половине трубы, в которой поглощается большая часть лазерного излучения,
запускается процесс разложения метана (рис. 4.1d) с образованием радикалов и продук-
тов реакции. Во второй половине трубы реакции в основном протекают за счет энергии,
подаваемой от стенок (рис. 4.1b).

5. Заключение

В статье представлен численный алгоритм для исследования дозвуковых химиче-
ски реагирующих потоков с учетом многокомпонентных теплопроводности, вязкости,
диффузии и в присутствии лазерного излучения, которое существенно меняет темпе-
ратуру компонентный состав смеси. Исследуемая математическая модель представля-
ет собой модифицированную систему уравнений Навье-Стокса в приближении малых
чисел Маха. Вычислительный алгоритм основан на принципе расщепления по физи-
ческим процессам: задача разделена на несколько подзадач, для решения каждой из
которых применен адекватный ей численный метод. Особенностью алгоритма является
адаптация в него схемы локальных итераций для снятия диффузионных ограничений
на шаг интегрирования по времени. Алгоритм исследован на сходимость в постановке
сгущающихся сеток с сохранением числа Куранта. Верификация алгоритма проведена
на примере брутто-реакции неокислительной конверсии метана.

В дальнейшем планируется расширение разработанного алгоритма на решение трех-
мерных задач в цилиндрической системе координат, а также на расчет течения много-
фазной среды газ-пылевая твердая фаза с химическими реакциями на ее поверхности.

Финансирование. Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда,
проект N 23-21-002, https://rscf.ru/project/23-21-00202/.

Список литературы

1. Лашина Е. А., Пескова Е. Е., Снытников В.Н. Математическое моделирование
нестационарной температурной конверсии метан-этановых смесей в широком диа-
пазоне температур // Химия в интересах устойчивого развития. 2023. Т. 31, № 3.
C. 288–296. DOI: 10.15372/KhUR2023467

2. Bezyaev V. I., Sadekov N. K. On Hemodynamics Problems on Graphs. Journal of
Mathematical Sciences. 2019. Vol. 239, no. 6. P. 725–738. DOI: 10.1007/S10958-019-
04322-W

3. Сухинов А. И., Чистяков А. Е., Белова Ю. В., Кузнецова И. Ю. Аналитическое и
численное исследование задачи динамики планктонных популяций при наличии
микропластика // Математическое моделирование. 2024. Т. 36, № 3. С. 95–114.
DOI: 10.20948/mm-2024-03-07

4. Majda A., Sethian J. The derivation and numerical solution of the equations for zero
Mach number combustion. Combustion Science and Technology. 1985. Vol. 42, no. 3-4.
P. 185–205. DOI: 10.1080/00102208508960376

Пескова Е.Е., Язовцева О.С., Мустайкин М.С.. Численный алгоритм для исследования дозвукого . . .



252 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 2.

5. Rehm R. G., Baum H. R. The equation of motion for thermally driven, buoyant flows.
Journal of Research of the National Bureau of Standards. 1978. Vol. 83, no. 3. P. 297–
308. DOI: 10.6028/jres.083.019

6. Пескова Е. Е., Снытников В. Н., Жалнин Р.В. Вычислительный алгоритм для
изучения внутренних ламинарных потоков многокомпонентного газа с разномас-
штабными химическими процессами // Компьютерные исследования и моделиро-
вание. 2023. Т. 15, № 5. С. 1169–1187. DOI: 10.20537/2076-7633-2023-15-5-1169-1187

7. Day M. S., Bell J. B. Numerical simulation of laminar reacting flows with complex
chemistry. Combustion Theory and Modelling. 2000. Vol. 4, no. 4. P. 535–556. DOI:
10.1088/1364-7830/4/4/309

8. Бункин Ф. В., Кириченко Н. А., Лукьянчук Б. С. Термохимическое действие ла-
зерного излучения // Успехи физических наук. 1982. Т. 138, № 1. С. 45–94. DOI:
10.3367/UFNr.0138.198209b.0045

9. Hall R. T., Pimentel G. C. Isomerization of Nitrous Acid: An Infrared Photochemical
Reaction. The Journal of Chemical Physics. 1963. Vol. 38, no. 8. P. 1889–1897. DOI:
10.1063/1.1733892

10. Басов Н. Г., Маркин Е. П., Ораевский А. Н., Панкратов А. В. Фотохимическое дей-
ствие инфракрасного излучения // Докл. АН СССР. 1971. Т. 198, № 5. С. 1043–
1045.

11. Торбин А. П., Михеев П. А., Азязов В. Н. Гетерогенные реакции атомов йода в
лазерной среде O2 (1\Delta ) - I // Известия Самарского научного центра РАН. 2013.
Т. 15, № 4. С. 133–135.

12. Snytnikov Vl. N., Snytnikov V. N., Masyuk N. S., Markelova T. V. The Absorption
of CO2 Laser Radiation by Ethylene in Mixtures with Methane. Journal of
Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer. 2020. Vol. 253, 107119. DOI:
10.1016/j.jqsrt.2020.107119

13. Пескова Е. Е., Снытников В. Н. Численное исследование конверсии метановых
смесей под воздействием лазерного излучения // Журнал Средневолжского ма-
тематического общества. 2023. Т. 25, № 3. С. 159–173. DOI: 10.15507/2079-
6900.25.202303.159-173

14. Марчук Г. И. Методы расщепления. – М.: Наука, 1988. – 263 с.

15. Zhukov V.T., Feodoritova O. B., Novikova N. D., Duben A. P. Explicit-Iterative
Scheme for the Time Integration of a System of Navier–Stokes Equations. Mathematical
Models and Computer Simulations. 2020. Vol. 12, no. 6. P. 958–968. DOI:
10.1134/S2070048220060174

16. Peskova E.E., Yazovtseva O. S. Application of the Explicitly Iterative Scheme
to Simulating Subsonic Reacting Gas Flows. Computational Mathematics
and Mathematical Physics. 2024. Vol. 64, no. 2. P. 326–339. DOI:
10.1134/S0965542524020106

17. Hairer E., Wanner G. Solving Ordinary Differential Equations II. Springer-Verlag,
1996. DOI: 10.1007/978-3-662-09947-6

E.E. Peskova, O. S. Yazovtseva, M. S. Mustaykin. Numerical study of subsonic flow with chemical . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2025. Т. 27, № 2. 253

Поступила 18.02.2025; доработана после рецензирования 22.04.2025;
принята к публикации 28.05.2025

Авторы прочитали и одобрили окончательный вариант рукописи.
Конфликт интересов: авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

References

1. E.A. Lashina, E. E. Peskova, V.N. Snytnikov, “Mathematical Modeling of the
Dynamics of Thermal Conversion of Methane-Ethane Mixtures in a Wide Temperature
Range”, Chemistry for Sustainable Development, 31:3 (2023), 278–286. DOI:
10.15372/KhUR2023467

2. V. I. Bezyaev, N.K. Sadekov, “On Hemodynamics Problems on Graphs”, Journal of
Mathematical Sciences, 239:6 (2019), 725–738. DOI: 10.1007/S10958-019-04322-W

3. A. I. Sukhinov, A. E. Chistyakov, Yu.V. Belova, I. Yu. Kuznetsova, “Analytical and
numerical study of the problem of plankton population dyncrossrefamics in the
presence of microplastics”, Matematicheskoe modelirovanie, 36:3 (2024), 95–114 (In
Russ.). DOI: 10.20948/mm-2024-03-07

4. A. Majda, J. Sethian, “The derivation and numerical solution of the equations for zero
Mach number combustion”, Combustion Science and Technology, 42 (1986), 185–205.
DOI: 10.1080/00102208508960376

5. R.G. Rehm, H.R. Baum, “The equation of motion for thermally driven, buoyant flows”,
Journal of Research of the National Bureau of Standards, 83:3 (1978), 297–308. DOI:
10.6028/jres.083.019

6. E. E. Peskova, V.N. Snytnikov, R.V. Zhalnin, “The computational algorithm for
studying internal laminar flows of a multicomponent gas with different-scale
chemical processes”, Computer research and modeling, 15:5 (2023), 1169–1187. DOI:
10.1080/00102208508960376

7. M. S. Day, J. B. Bell, “Numerical simulation of laminar reacting flows with
complex chemistry”, Combustion Theory and Modelling, 4:4 (2000), 535–556. DOI:
10.1088/1364-7830/4/4/309

8. F.V. Bunkin, N.A. Kirichenko, B. S. Luk’yanchuk, “Thermochemical action of
laser radiation”, Uspekhi fizicheskih nauk, 138:1 (1982), 45–94 (In Russ.). DOI:
10.3367/UFNr.0138.198209b.0045

9. R.T. Hall, G.C. Pimentel, “Isomerization of Nitrous Acid: An Infrared Photochemical
Reaction”, The Journal of Chemical Physics, 38:8 (1963), 1889–1897. DOI:
10.1063/1.1733892

10. N.G. Basov, E. P. Markin, A.N. Oraevsky, A.V. Pankratov, “Photochemical action
of infrared radiation”, Doklady Akademii Nauk SSSR, 198:5 (1971), 1043–1045
(In Russ.).

11. A. P. Torbin, P.A. Mikheyev, V.N. Azyazov, “Heterogeneous reactions of iodine atoms
in the laser medium O2 (1\Delta )  - I”, Izvestiya Samarskogo Nauchnogo Tsentra, 15:4
(2013), 133–135 (In Russ.).

Пескова Е.Е., Язовцева О.С., Мустайкин М.С.. Численный алгоритм для исследования дозвукого . . .



254 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2025. Vol. 27, No. 2.
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- содержательными (отражать основное содержание статьи и результаты исследований);
- структурированными (следовать логике описания результатов в статье);
- "англоязычными"(написаны качественным английским языком).
Ключевые слова. Ключевые слова, составляющие семантическое ядро статьи, являются

перечнем основных понятий и категорий, служащих для описания исследуемой проблемы.
Эти слова служат ориентиром для читателя и используются для поиска статей в электронных
базах, поэтому должны отражать дисциплину (область науки, в рамках которой написана
статья), тему, цель и объект исследования.

В качестве ключевых слов могут использоваться как одиночные слова, так и словосочета-
ния в единственном числе и именительном падеже. Рекомендуемое количество ключевых слов
— 5–7 на русском и английском языках, количество слов внутри ключевой фразы – не более
трех.

Текст статьи. При изложении текста статьи рекомендуется придерживаться следующей
структуры.

— Введение. В этом разделе следует описать проблему, с которой связано исследование;
привести обзор литературы по теме исследования; указать задачи, решение которых не из-
вестно на сегодняшний день и решению которых посвящена эта рукопись; сформулировать
цели и задачи исследования, а также показать их новизну и практическую значимость.

— Теоретические основы, методы решения задачи и принятые допущения. В этом разделе
подробно приводится общая схема исследования, в деталях описываются методы и подходы,
которые использовались для получения результатов.

При использовании стандартных методов и процедур лучше сделать ссылки на соответ-
ствующие источники, не забывая описать модификации стандартных методов, если таковые
имелись. Если же используется собственный новый метод, который еще нигде ранее не публи-
ковался, важно дать все необходимые детали. Если ранее метод был опубликован в известном
журнале, можно ограничиться ссылкой. Однако рекомендуется полностью представить метод
в рукописи, если ранее он был опубликован в малоизвестном журнале и не на английском
языке.

— Результаты. Это основной раздел, в котором излагается авторский оригинальный ма-
териал, содержащий полученные в ходе исследования теоретические или экспериментальные
данные. По объему эта часть занимает центральное место в научной статье.

Результаты проведенного исследования необходимо описывать достаточно полно, чтобы
читатель мог проследить его этапы и оценить обоснованность сделанных автором выводов.

Результаты при необходимости подтверждаются иллюстрациями — таблицами, графиками,
рисунками, которые представляют исходный материал или доказательства в свернутом виде.

Если рукопись носит теоретический характер, то в этом разделе приводятся математиче-
ские выкладки с такой степенью подробности, чтобы можно было компетентному специалисту
легко воспроизвести их и проверить правильность полученных результатов.
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— Обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее известны-
ми. Этот раздел содержит интерпретацию полученных результатов исследования, предполо-
жения о полученных фактах, сравнение полученных собственных результатов с результатами
других авторов.

— Заключение. Заключение содержит главные идеи основного текста статьи. Рекомен-
дуется сравнить полученные результаты с теми, которые планировалось получить. В конце
приводятся выводы и рекомендации, определяются основные направления дальнейших иссле-
дований в данной области.

– Благодарности. В данном разделе принято выражать благодарность коллегам, которые
оказывали помощь в выполнении исследования или высказывали критические замечания в
адрес вашей статьи. Так же указываются источники финансирования исследования (грант,
государственное задание, государственный контракт, стипендия и т.д.).

Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются ссыл-
ки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье.

Список литературы на русском языке оформляется в соответствии с требованиями
ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка. Их можно скачать из раздела Полезные
материалы меню Для автора на сайте журнала.

Список литературы на русском языке так же необходимо оформить в формате AMSBIB
(см. ниже) и привести в закомментиронном виде после списка, оформленного по стандарту
ГОСТ.

Список литературы на английском языке оформляется согласно стилю цитирова-
ния, принятому для использования в области математики Американским математическим
обществом (American Mathematical Society) и Европейским математическим обществом
(European Mathematical Society). Для этого используется формат AMSBIB, реализованный в
стилевом пакете svmobib.sty. Этот пакет разработан на основе пакета amsbib.sty.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Если статья или книга на русском языке и нет параллельного заглавия на английском

языке, то необходимо привести в квадратных скобках перевод заглавия на английский язык.
Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Параллельное заглавие статьи на английском языке (без квадратных скобок) или [перевод

заглавия статьи на английском языке (в квадратных скобках)];
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов можно не

делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые (по-

следнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– [Перевод названия книги на английском языке в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке (например, Moscow, St.

Petersburg); издательство на английском языке, если это организация ((например, Moscow
St. Univ. Publ.) и транслитерация с указанием на английском, что это издательство, если
издательство имеет собственное название (например, Nauka Publ.);

– Количество страниц в издании;
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Для транслитерации русского алфавита латиницей в журнале принята систе-

ма BGN/PCGN без диакритических знаков. Ей можно воспользоваться на сайте
https://www.translit.site/ru/type/bgn-pcgn-simplified. Здесь необходимо выбрать BGN/PCGN
упрощенная без диакритических знаков.
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Примеры оформления библиографических ссылок для раздела References.

Статьи в журналах на русском языке.
а) отсутсвует параллельное название на английском языке:
P. A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

б) параллельное название на английском языке имеется:
P. A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal SVMO,
18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке.
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке.
M.S. Chelyshov, P. A. Shamanaev, “An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке.
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A. V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке.
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке.
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в материале
Правила верстки рукописей в системе LaTex.
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The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published and not
intended for publication in another edition.

The article should contain the following sections in Russian and English:
– UDC (only in Russian);
– MSC2020 (only in English);
– article title;
– affiliation of the author(s);
– information about every author(s);
– abstract;
– keywords;
– text of the article (in English);
– references.
UDC. The Universal Decimal Classification (UDC) is a system for classifying information widely

used all over the world to systematize works of science, literature and art, periodicals.
MSC2020 codes The Subject Classification Index (MSC 2020) by AMS is used for thematic

link separation in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the American
Mathematical Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European Mathematical
Union. The directories of MSC 2020 codes can be downloaded from the Useful Materials section
of the For Authors section of the journal website.

The UDC and MSC2020 codes can be downloaded from the Useful materials section of the
For author menu on the journal’s website.

Affiliate author(s): the name of the organization at the place of main work or organization
where the research was carried out, city, country.

Information about the author(s). The section contains the following information for each
author:

a) Surname, First name, Patronymic (for the section in Russian); First name, P., Surname (for
the section in English);

b) Position, Department (indicated if available);
c) the affiliation of the author: the name of the organization at the place of the main work or

organization where the research was conducted;
d) the postal address is indicated in the form: postcode, country, city, street, house (in Russian)

and house street, postcode, country (in English);
e) academic degree (indicated if available);
f) ORCID. To obtain an ORCID, you must register at https://orcid.org/.
g) email of the author.
Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic of

the result description in the article. The text should be concise and clear, free from background
information, and have convincing wording.

bf The volume of annotations in Russian and English should be on average bf from 150 to 250
words.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content: the
subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the work and the
scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of the
article; the method or methodology of the work should be described if they show some novelty or
they are of interest from the point of view of this work.

Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed to give
the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to its value in the
SI system.
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The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your opinion

and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for example»,

«as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It is

tested in this study».
Keywords. The keywords that make up the semantic core of the article are a list basic concepts

and categories that serve to describe the problem under study. These words serve as a guide for the
reader and are used to search for articles in electronic bases, therefore, should reflect the discipline
(the field of science within which the article), topic, purpose and object of research.

As keywords, both single words and nominative and singular phrases. Recommended the number
of keywords — 5-7 in Russian and English, the number of words within a key phrase - no more than
three.

Text of the article.When presenting the text of the article, it is recommended to adhere to
the following structure.

— Introduction. In this section, you should describe the problem with which the research is
connected; review the literature on the research topic; indicate the problems, the solution of which
is not known today and the solution of which this manuscript is devoted to; to formulate the goals
and objectives of the study, as well as to show their novelty and practical significance.

— Theoretical foundations, methods of solving the problem and accepted assumptions. This
section details the general design of the study, detailing the methods and approaches that were
used to obtain the results.

When using standard methods and procedures, it is best to refer to relevant sources,
remembering to describe modifications of standard methods, if any. If you use your own new method,
which is still has not been published anywhere before, it is important to give all the necessary details.
If previously the method was published in a well-known journal, you can limit yourself to a link.

— Results. This is the main section that sets out the author’s original material containing
theoretical or experimental data obtained in the course of the research. In terms of volume, this
part is central to the scientific article.

The results of the study must be described in sufficient detail, so that the reader can trace its
stages and assess the validity of the conclusions made by the author.

The results, if necessary, are confirmed by illustrations - tables, graphs, figures, which present
the original material or evidence in a collapsed form.

If the manuscript is of a theoretical nature, then this section provides mathematical calculations
with such a degree of detail that a competent specialist can easily reproduce them and check the
correctness of the results obtained.

— Discussion and analysis of the obtained results and their comparison with the previously known
ones. This section contains the interpretation of the obtained research results, assumptions about
the obtained facts, comparison of the obtained results with the results of other authors.

— Conclusion. The conclusion contains the main ideas of the main text of the article. It is
recommended to compare the results obtained with those that it was planned to receive. At the
end, conclusions and recommendations are given, and the main directions for further research in
this area are determined.

- Thanks. In this section, it is customary to express gratitude to colleagues who assisted with
research or criticized your article. The sources of research funding (grant, state assignment, state
contract, scholarship, etc.) are also indicated.
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References formatted according to the citation style adopted for use in mathematics
American Mathematical Society (American Mathematical Society) and European Mathematical
Society (European Mathematical Society). To do this, use the AMSBIB format, implemented in
the svmobib.sty style package. This package is developed based on the amsbib.sty package.

References should contain only those sources that are referenced in the text of the work.
Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number should not
exceed 20.

Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
- Parallel title of the article in English (without square brackets) or [translation of the title of

the article in English (in square brackets)];
– The name of the Russian-language source (transliteration);
– [Translation of the source name into English – paraphrase (for journal one may not do it)];
– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the description

standard used);
– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of publishing

house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the publisher has its
own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book;
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
For transliteration of the Russian alphabet into Latin, the journal uses the BGN/PCGN

system without diacritics. It can be used on the website https://www.translit.site/ru/type/bgn-pcgn-
simplified. Here you need to select BGN/PCGN simplified without diacritics.

Examples of bibliographic references for the section References.

Journal articles in Russian.
a) there is no parallel name in English:
P. A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

b) a parallel name in English is available:
P. A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal
Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii
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Articles in collections in Russian:
A.V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev, “Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Books (monographs and collections) in Russian:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules for the
layout of manuscripts in the LaTex system.
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистрибутив
которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются следующие файлы: файл-преамбула, файл-шаблон,
стилевые пакеты svmo.sty и svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Пра-
вила оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. Текст
рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он включается
командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы и стилевых пакетов изменять нельзя. Определение новых
команд автором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформления
заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды \headerRus
и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Фамилия
И.О.} {И.О. Фамилия со сносками на организацию(-и)} {Организации (название, город, стра-
на) со сносками на автора(-ов)} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на англ.
яз.} {И.О. Фамилия на англ. яз.}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы (на англ.): {MSC 2020} {Название ста-
тьи} {И.О. Фамилия } {И.О. Фамилия со сносками на организацию(-и)} {Организации (на-
звание, город, страна) со сносками на автора(-ов)} {Аннотация} {Ключевые слова}

Для оформления заголовков статьи на английском языке используются команды
\headerFirstEn и \headerSecondRus, соответственно.

Аргументы команды \headerFirstEn: {MSC2020} {Название статьи на англ. яз.} {И.О.
Фамилия на англ. яз.} {И.О. Фамилия со сносками на организации на англ.} {Организации
(название, город, страна) со сносками на автора(-ов) на англ. яз.} {Аннотация на англ. яз.}
{Ключевые слова на англ. яз.} {Название статьи на рус. яз.} {Фамилия И.О. на рус. яз.}

Аргументы команды \headerSecondRus на рус. яз.: {УДК} {Название статьи } {Фами-
лия И.О.} {И.О. Фамилия со сносками на организацию(-и)} {Организации (название, город,
страна) со сносками на автора(-ов)} {Аннотация} {Ключевые слова} {Фамилия И.О. }.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вложенно-
сти. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect с одним па-
раметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в Ва-
шей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной и будет
подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение equation. Ну-
меровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте статьи. Для остальных
формул следует использовать окружение equation*.

Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти формулы необходимо ис-
пользовать соответственно команды \label{метка} и \eqref{метка}, где в качестве метки
нужно использовать строку следующего вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Напри-
мер, формулу (14) в статье Иванова нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой
статьи — \label{ivanovt5} и т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отлич-
ные от формул, нужно использовать команду \ref{метка}).

Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний и при-
меров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB и
Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений, их следует окружить
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командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказательство.’ и ’Доказательство за-
кончено.’ соответственно).

Для оформления таблиц следует использовать окружение table с вложенным окружением
tabular:

\begin{table}[h!]
\caption{Название таблицы на русском языке \\ \textbf{Table

\ref{shamanaevtable1}.} Название на английском языке }
\label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
Название первого столбца & Название второго столбца \\
Название первого столбца на английском языке & Название второго столбца

на английском языке \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Оформление рисунков. Все вставляемые рисунки в текст статьи должны находиться
в файлах в формате EPS (Encapsulated PostScript). В редакцию журнала также необходимо
предоставить те же рисунки в формате JPG с разрешением 300 точек на дюйм (dpi).

Для вставки рисунков в текст статьи можно пользоваться следующими командами:

а) вставка одного рисунка

\insertpicture1{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{подпись} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

е) вставка двух рисунков

\insertpicture2 {метка} {имя_фай-ла.eps} {степень_сжатия}
{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{общая_под-пись_под_рисунком} {об-
щая_подпись_на_английском_языке}

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на русском и
английском языках следует использовать окружения thebibliography и thebibliographyEn,
соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, реализу-

ющие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой этого паке-
та является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны в инструкции
amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следующие ко-
манды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры см. в файле-
преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографических ссылок нужно
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использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных бибилиографических ссылок
– ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.

Примеры оформления библиографических ссылок с помощью команд из сти-
левого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П.А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмущением в
виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P. A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М.С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с нелинейными
ограничениями с использованием метода ортогональной циклической редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
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\yr 2016
\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П.А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю.Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
\publ Высш. шк.
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\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu. N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в перемен-
ной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций (ORM2016):
Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this package
can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

The following files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmo.sty and svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the
section Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input in
the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands by the
author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that could be defined
in articles of other authors.

Design of article titles.
To format article headings in English, use the following commands: \headerFirstEn и

\headerSecondRus, respectively.
Command arguments \headerFirstEn: {MSC2020} {Article title in English} {I. O. Last name

in English} {I. O. Last name with footnotes to organizations in English} {The organizations (name,
city, country) with footnotes to authors in English } {Abstract in English} {Keywords in English}
{Article title in Russian} {Last name I. O. in Russian}

Command arguments \headerSecondRus in Russian: {UDC} {Article title } {Last name I.
O. } {I. O. Last name with footnotes to organizations } {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors } {Abstract } {Keywords } {Last name I. O. }.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any nesting. Top-level
subheadings are entered using the command \sect with one parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection, \subsubsection
and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your article, the
numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double and will be subject
to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only for
those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the equation*
environment.

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors must
use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string must be used
as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14) in Ivanov’s article
should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles — \label{ivanovt5}, etc.
(For references to theorems, lemmas and other objects other than formulas, one need to use the
command \ref{label}).

For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and examples
the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB and
Example. If the article provides evidences of the statements, they should be surrounded by
commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The proof is complete.’
respectively).

To format tables, use the table environment with the nested tabular environment:
\begin{table}[h!]
\caption{Table name \\ \textbf{Table \ref{shamanaevtable1}.} Table name in

English} \label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
First column name & Second column name \\
First column name in English & Second column name in English \\
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\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Design of pictures. All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
The editors of the journal must also provide the same images in JPG format with a resolution of
300 dots per inch (dpi).

To insert pictures into the text of an article, one must use following commands:
a) insert one picture

\insertpicture1 {label} {file_name.eps} {degree_of_comression}
{caption_of_the_figure} {caption of_the_figure_in_English}

f) insert two pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\insertpicture2 {label} {file_name.eps} {degree_of_compression} {file_name.eps}
{degree_of_compression} {common_caption} {common_caption_in_English}

Design of references. For design of references in Russian and in English authors should use
the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.

Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that implement

the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this package is the
amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must
use the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references,
use the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references -
’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the svmobib.sty
package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P. A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.
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Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P. A. Velmisov, A. V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu. N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
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\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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