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Аннотация. Работа направлена на создание алгебраических систем, описывающих
композицию нейронных сетей, и изучение алгебраических свойств данных систем. Стро-
ится группоид, элементы которого ассоциированы с многослойными нейронными сетя-
ми прямого распространения сигнала. Построенный группоид получает название «пол-
ный группоид композиции нейронных сетей». Моделирование многослойной нейронной
сети прямого распространения сигнала (далее – нейронные сети) происходит с помо-
щью определения кортежа специального вида. Компоненты данного кортежа опреде-
ляют слои нейронов и структурные отображения, которые задают веса синаптических
связей, функции активации и пороговые значения. С помощью модели искусственно-
го нейрона (Мак-Каллока – Питтса) для каждого такого кортежа можно определить
отображение, которое моделирует работу нейронной сети как вычислительной схемы.
Данный подход отличается от определения нейронной сети с помощью абстрактных ав-
томатов и близких конструкций. Моделирование нейронных сетей предложенным спо-
собом дает возможность описывать архитектуру нейронной сети (т. е. граф нейронной
сети, веса синаптических связей и т. д.). Операция в полном группоиде композиции
нейронных сетей моделирует композицию двух нейронных сетей. Нейронная сеть, по-
лученная в виде произведения пары нейронных сетей, действует на входных сигналах
путем последовательного применения исходных сетей, и содержит информацию об их
структуре. Доказано, что построенный группоид является свободным.

Ключевые слова: группоид, свободный группоид, многослойная нейронная сеть пря-
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Abstract. The authors construct a groupoid whose elements are associated with multilayer
feedforward neural networks. This groupoid is called the complete groupoid of the
composition of neural networks. Multilayer feedforward neural networks (hereinafter referred
to as neural networks) are modelled by defining a special type of tuple. Its components define
layers of neurons and structural mappings that specify weights of synaptic connections,
activation functions and threshold values. Using the artificial neuron model (that of
McCulloch-Pitts) for each such tuple it is possible to define a mapping that models the
operation of a neural network as a computational circuit. This approach differs from defining
a neural network using abstract automata and related constructions. Modeling neural
networks using the proposed method makes it possible to describe the architecture of the
network (that is, the network graph, the synaptic weights, etc.). The operation in the full
neural network composition groupoid models the composition of two neural networks. A
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1. Введение

В данной работе рассматриваются только многослойные нейронные сети с прямым
распределением сигнала (далее, просто сети, нейросети или нейронные сети). Инфор-
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мацию о нейронных сетях и их структурах (архитектурах) можно найти в [1–4]. Работа
направлена на построение группоидов, позволяющих моделировать композицию мно-
гослойных нейронных сетей.

В работах [5–6] изучались коммутативные (но в общем случае не ассоциативные)
группоиды AGS(N ), элементы которых тесно связаны с подсетями нейронной сети N .
Изучались эндоморфизмы (см. теорема 2 из [5] и теорема 1 из [6]) этих группоидов
и их подгруппоиды (см. теорема 1 из [5]). Определение 2.1, которое формализует по-
нятие нейронной сети в данной работе, строится на основании определения нейронной
сети из работ [5–6]. Нейронная сеть в смысле данного определения является матема-
тическим объектом: кортежем, элементы которого определяют структуру (по другому
архитектуру или внутреннее устройство) нейронной сети.

Другим подходом к математической формализации понятия нейронной сети являет-
ся понятие абстрактной нейронной сети, построенное в работе [7]. Такой подход имеет
свои достоинства и близок к подходу, использующемуся в теории абстрактных авто-
матов ([8]). Представление нейронной сети в виде конкретного абстрактного автомата,
который при этом не является конструкцией, построенной с помощью других абстракт-
ных автоматов, не дает возможности изучать или принимать во внимание архитекту-
ру нейронной сети. Данное обстоятельство является хорошо известным и отмечалось
В. М. Глушковым в обзоре [8] для любых конкретных автоматов, представляемых в
виде абстрактных автоматов.

Основные результаты. В работе строится полный группоид композиции много-
слойных нейронных сетей (см. определение 2.2). Основным результатом работы явля-
ется Теорема 5.1, которая показывает, что полный группоид композиции является сво-
бодным группоидом. Найдена система свободных образующих группоида построенного
группоида (см. теорема 5.1, лемму 5.2 и предложение 5.3). Свойство группоида быть
свободным достаточно полно характеризует его алгебраические свойства. В частности,
можно считать известным моноид всех эндоморфизмов такого группоида.

Результаты работы будут полезны для разработки методов исследования нейрон-
ных сетей с помощью алгебраических объектов. Другим подходом исследований в этом
направлении является моделирование композиции с помощью частичных группоидов
(результаты авторов по этому направлению в настоящее время готовятся к отправке в
журнал).

2. Основные определения и обозначения

Всюду далее R – множество действительных чисел; N – множество натуральных
чисел и F (R) := Hom(R,R) – множество всех отображений множества R в множество
R. Сформулируем определение многослойной нейронной сети. Как обычно, мощность
множества X обозначим через |X |.

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть заданы следующие объекты:
1) кортеж (M1, ...,Mn) длины n ≥ 1 конечных непустых множеств, где при i 6= j

справедливо условие Mi ∩Mj = ∅;
2) множество S := (M1 ×M2) ∪ (M2 ×M3) ∪ ... ∪ (Mn−1 ×Mn);
3) отображение f : S → R;
4) множество A := M1 ∪ ... ∪Mn;
5) отображение g : A → F (R);
6) отображение l : A → R;
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7) биективное отображение i : M1 → {1, 2, ..., |M1|};
8) биективное отображение o : Mn → {1, 2, ..., |Mn|}.
Тогда кортеж N = (M1, ...,Mn, i, o, f, g, l) будем называть многослойной нейронной

сетью прямого распределения.

Отображение f задает веса синаптических связей, отображение g определяет функ-
ции активации у каждого нейрона, l определяет пороговые значения нейронов (подроб-
ную информацию о перечисленных структурных единицах можно найти, например,
в [5]). Совокупность нейронов M1 будем называть входным слоем, а Mn – выходным
слоем. Отображения i и o задают упорядочение входного и выходного слоя. Отоб-
ражения i, o, f, g, l будем называть структурными отображениями нейронной сети
N = (M1, ...,Mn, i, o, f, g, l), поскольку они определяют структуру сети N . Количество
слоев в сети N будем обозначать через n(N ).

Приведенное определение построено на основе определения 1 из [5], в котором отсут-
ствовали пункты 7) и 8). Последнее объясняется тем, что в работе [5] изучались подсети
нейронной сети и не было необходимости рассматривать пункты 7) и 8), которые от-
вечают за упорядочение входного и выходного слоя нейронов. Последнее необходимо
в контексте передачи выходного сигнала первой сети на вход второй сети. Кроме того,
определение 2.1 разрешает однослойные нейронные сети (в отличии от определения 1
из [5]).

Для каждого целого n ≥ 0 и непустого множества P введем следующие обозначения:

D0(P ) := P, Dn(P ) := {(d, i) | d ∈ Dn−1(P ), i ∈ {1, 2}} (n > 0).

В частности, выполняются равенства

D1(P ) = {(p, i) | p ∈ P, i ∈ {1, 2}},
Dn(P ) = {(((...((p, i1), i2), ...), in−1), in) | p ∈ P ; i1, i2, ...., in ∈ {1, 2}}.

О п р е д е л е н и е 2.2. Для любого множества Q 6= ∅ через SN(k,Q) обо-
значим множество всевозможных нейронных сетей, таких что нейронная сеть из
SN(k,Q) имеет ровно k входов и ровно k выходов, а ее нейроны являются элемента-
ми множества Q. Пусть P 6= ∅ – множество свободное от специальных кортежей.
Тогда введем множество нейронных сетей

SAN(k, P ) := SN

(

k, P ∪
(

⋃

s∈N

Ds(P )

))

,

где объединение берется по всем натуральным s.

Всюду далее P – это множество свободное от кортежей, содержащих компоненты,
равные числам 1 или 2 (или просто множество, свободное от специальных корте-
жей). Обозначение SAN возникает как аббревиатура Set of All Networks. В следующем
разделе на множестве SAN(k, P ) будет введена бинарная алгебраическая операция (см.
определение 4.1).

Две сети N1 = (M1, ...,Mn, i, o, f, g, l) и N2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i

′, o′, f ′, g′, l′) из SAN(k, P )
считаем равными, когда они равны как кортежи. Ясно, что N1 = N2 тогда и только
тогда, когда выполняются равенства

n = d, M1 = M ′
1, M2 = M ′

2, ...,Mn = M ′
d, i = i′, o = o′, f = f ′, g = g′, l = l′,

где под равенством отображений понимается поточечное равенство.

A. V. Litavrin, T.V. Moiseenkova. About one groupoid associated with the composition of multilayer . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26, № 2. 115

3. Описание основных результатов

Каждой нейронной сети N ∈ SAN(k, P ) будет соответствовать отображение FN :
R

k → R
k, которое реализует действие нейронной сети N на входных сигналах

x = (x1, ..., xk) из R
k. Отображение FN определяется стандартным способом с помо-

щью модели искусственного нейрона Мак-Каллока – Питтса, (подробную информацию
об этом можно найти, например, в [1] или [2]).

На множестве SAN(k, P ) вводится бинарная алгебраическая операция (⊙) (см. опре-
деление 4.1), которая любым двум сетям N1 и N2 ставит в соответствие нейронную сеть
N1 ⊙N2, такую что на любом входном сигнале x ∈ R

k имеет место равенство

FN1⊙N2
(x) = FN2

(FN1
(x)) (3.1)

(см. утверждение 4.1). Поэтому нейронная сеть N1 ⊙N2 действует на множестве вход-
ных сигналов R

k как последовательное применение сетей N1 и потом N2. Такой подход,
с точки зрения теории абстрактных автоматов, можно интерпретировать, как подачу
выходных сигналов первого автомата на вход второго автомата (см., например, опреде-
ление 25 [8, с. 54]). Операция (⊙) некоммутативна и неассоциативна (следует из теоремы
5.1).

Нейронная сеть T := N1 ⊙N2 содержит в себе информацию о структуре нейронных
сетей N1 и N2. Однако при этом сеть T не содержит нейронов, входящих в сети N1 и
N2. Вместо них нейронами сети T выступают кортежи (n1, 1) и (n2, 2), где n1 – нейрон
сети N1 и n2 – нейрон сети N2. Данный прием необходим для корректного определения
сети T как математического объекта, введенного определением 2.1 (подробнее см. за-
мечание 4.1). Группоид SAN(k, P ) строился так, чтобы для любых двух сетей N1 и N2,
принадлежащих ему, выполнялось соотношение (3.1) (это позволяет использовать его
для моделирования композиций сетей). Свойство группоида SAN(k, P ) быть свободным
не обеспечивалось специально.

4. Построение группоида SAN(k, P )

В данном разделе строится группоид SAN(k, P ) = (SAN(k, P ),⊙), в котором N1⊙N2

будет являться сетью из SAN(k, P ), полученной в соответствие с принципом компози-
ции нейронных сетей. Введем объекты, которые необходимы для формулировки груп-
поида SAN(k, P ). Как правило, X×Y – декартово произведение множеств. Для всякого
множества X и каждого i ∈ {1, 2} определим множество Li(X) := X × {i}.

Каждой паре сетей

N1 = (M1, ...,Mn, i1, o1, f1, g1, l1), N2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i2, o2, f2, g2, l2)

из SAN(k, P ) сопоставим множества

A(N1) :=

n
⋃

i=2

(L1(Mi−1)× L1(Mi)); B(N2) :=

d
⋃

i=2

(L2(M
′
i−1)× L2(M

′
i);

S[N1,N2] := A(N1) ∪ (L1(Mn)× L2(M
′
1)) ∪B(N2).

Пусть h1 : X1 → Y1 и h2 : X2 → Y2 – два отображения. Тогда через [h1, h2] будем
обозначать отображение множества L1(X1) ∪ L2(X2) в множество Y1 ∪ Y2, которое для
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любого x1 ∈ X1 и x2 ∈ X2 действует по правилу:

[h1, h2]((x1, 1)) = h1(x1); [h1, h2]((x2, 2)) = h2(x2).

Пусть h : X → Y и i ∈ {1, 2}. Тогда через ⌈h⌉i обозначим отображение множе-
ства Li(X) в множество Y , которое для любого x ∈ X действует следующим образом:
⌈h⌉i((x, i)) = h(x).

О п р е д е л е н и е 4.1. Для любых нейронных сетей

N1 = (M1, ...,Mn, i1, o1, f1, g1, l1), N2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i2, o2, f2, g2, l2)

из множества SAN(k, P ) определяем отображения

i3 := ⌈i1⌉1, o3 := ⌈o2⌉2, g3 := [g1, g2], l3 := [l1, l2]

и отображение f3 : S[N1,N2] → R, которое однозначно определяется соотношениями:

f3((a, 1), (b, 1)) = f1((a, b)) ((a, 1), (b, 1) ∈ A(N1));

f3((a
′, 2), (b′, 2)) = f2((a

′, b′)) ((a′, 2), (b′, 2) ∈ B(N2));

f3((m, 1), (m′, 2)) = 1 ⇐⇒ o1(m) = i2(m
′) (m ∈ Mn,m

′ ∈ M ′
1);

f3((m, 1), (m′, 2)) = 0 ⇐⇒ o1(m) 6= i2(m
′) (m ∈ Mn,m

′ ∈ M ′
1).

Операцию (⊙) определим равенством

N1 ⊙N2 = (L1(M1), ..., L1(Mn), L2(M
′
1), ..., L2(M

′
d), i3, o3, f3, g3, l3). (4.1)

З а м е ч а н и е 4.1. Отметим, что отображения L1 и L2 выполняют функцию
покраски элементов множества в два различных цвета (первый цвет и второй цвет).
Покраска является необходимым условием корректности определения 4.1. В самом
деле, для покрашенных множеств выполняется равенство

(L1(M1) ∪ ... ∪ L1(Mn)) ∩ (L2(M
′
1) ∪ ... ∪ L2(M

′
d)) = ∅,

которое обеспечивает корректность введения структурных отображений
i3, o3, f3, g3, l3. При отсутствии покраски и наличия в двух сетях одинаковых
нейронов данный способ задания структурных отображений результирующей сети
приводил бы к тому, что на одном нейроне одно и то же отображение имеет
различные значения. Последнее не корректно.

Структурные отображения i3, o3, f3, g3, l3 из определения 4.1 подобраны так, что-
бы сеть N1 ⊙N2 действовала на любом входном сигнале, как последовательное при-
менение сетей N1 и N2.

О п р е д е л е н и е 4.2. Группоид SAN(k, P ) = (SAN(k, P ),⊙) назовем полным
группоидом композиции многослойных нейронных сетей.

Работа сети. Работу нейронной сети N = (M1, ...,Md, i, o, f, g, l) из SAN(k, P ) как
вычислительной схемы будет реализовывать функция FN : Rk → R

k. Действие этой
функции опишем помощью модели искусственного нейрона Мак-Каллока – Питтса
([1]). Пусть n – нейрон слоя Mj при j > 1. Нейрон n получает сигнал (в виде числа) от
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каждого нейрона предыдущего слоя. Обозначим эти нейроны символами n1, ..., n|Mj−1|,
а сигналы (числа), которые они посылают, обозначим символами a1, ..., a|Mj−1|. Тогда
n генерирует свой сигнал Gn по правилу

Gn = yn





|Mj−1|
∑

s=1

f((ns, n)) · as + l(n)



 ,

где yn := g(n) – функция активации нейрона n (для каждого нейрона n функцию
активации определяет структурное отображение g; здесь g(n) – значение отображения g
на нейроне n). Дальше сигнал передается через соответствующие синаптические связи.

Действие функции FN состоит в том, что сигнал (x1, ..., xk) ∈ R
k передается на

входной слой M1 так, что нейрон n ∈ M1 получает сигнал xs, когда i(n) = s. Нейроны
входного слоя передают свои сигналы yn(xs + l(n)) (yn = g(n), i(n) = s) по синапти-
ческим связям на второй слой. Далее сигнал распространяется по сети в соответствии
с моделью искусственного нейрона, описанной выше. Выходной слой Md генерирует
вектор (u1, ..., uk), где число us сгенерировано нейроном n ∈ Md таким, что o(n) = s.

У т в е р ж д е н и е 4.1. Для любых двух сетей N1 и N2 из SAN(k, P ) и всякого
сигнала x ∈ R

k выполняется равенство FN1⊙N2
(x) = FN2

(FN1
(x)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сети

N1 = (M1, ...,Mn, i1, o1, f1, g1, l1), N2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i2, o2, f2, g2, l2)

из множества SAN(k, P ).
Из построения сети N1 ⊙ N2 видно, что сигнал x распространяется по слоям

L1(M1), L1(M2), ..., L1(Mn) так же, как он распространялся бы по сети N1 (действи-
тельно, это гарантируется способом задания структурных отображений сети N1 ⊙N2).
Поэтому слой L1(Mn) сгенерирует сигнал FN1

(x). Нейрон (a, 1) из L1(Mn) будет соеди-
няться с нейроном (b, 2) ∈ L2(M

′
1) синаптической связью, имеющей вес 1, тогда и только

тогда, когда o1(a) = i2(b). С другими нейронами слоя L2(M
′
1) нейрон a соединяется си-

наптическими связями, имеющими вес 0. Следовательно, слой L2(M
′
1) получает сигнал

FN1
(x), который распространяется по слоям L2(M

′
1), L2(M

′
2), ..., L2(M

′
d) так же, как он

распространялся бы по сети N2. Поэтому сеть N1⊙N2 возвращает сигнал FN2
(FN1

(x)),
когда на ее вход подается сигнал x. Утверждение доказано.

5. Структура группоида SAN(k, P )

Главным результатом данного раздела будет являться теорема 5.1, которая пока-
зывает, что группоид SAN(k, P ) является свободным группоидом. Вспомогательные
утверждения дадут арифметические свойства данного группоида в терминах нейрон-
ных сетей.

Если элемент группоида нельзя разложить в произведение двух элементов данного
группоида, то будем называть такой элемент простым элементом. Для каждой сети
N из SAN(k, P ) определим множество

Θ(N ) := {(N1,N2) ∈ SAN(k, P )× SAN(k, P ) | N1 ⊙N2 = N}.
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Будем использовать обозначение

K(P ) := P ∪ (
⋃

s∈N

Ds(P )).

Ясно, что K(P ) – это множество всех возможных нейронов, из которых формируются
нейронные сети группоида SAN(k, P ).

О п р е д е л е н и е 5.1. Для каждой нейронной сети N из SAN(k, P ) введем
натуральное число Del1(N ) такое, что выполняются условия:
1) если сеть N имеет вид

N = (L1(M1), ..., L1(Mn), L2(Mn+1), ..., L2(Md), i, o, f, g, l)

для подходящих подмножеств M1, ...,Mn,Mn+1, ...,Md множества K(P ) и выполня-
ются неравенства n ≥ 1, d ≥ n+ 1, то полагаем по определению Del1(N ) := n;
2) если не существует натурального числа n такого, что выполняются условия пер-
вого пункта, то Del1(N ) := 0.

Число Del1(N ) назовем разделителем первого типа сети N .

Из определения 4.1 операции (⊙) вытекает

П р е д л о ж е н и е 5.1. Если Del1(N ) = 0, то N – простой элемент группоида
SAN(k, P ).

Если разделитель первого типа сети N равен n = 0, то это означает, что основной
кортеж нейронов сети N имеет структуру непригодную для того, чтобы представить
данную сеть в виде произведения некоторых двух сетей из группоида SAN(k, P ) (см.
равенство (4.1)).

При n 6= 0 выполняется необходимое (но не достаточное) условие того, что нейрон-
ную сеть N можно представить в виде произведения N = N1 ⊙N2, где n(N1) = n.

Не сложно увидеть, что все однослойные нейронные сети из SAN(k, P ) являются
простыми элементами группоида SAN(k, P ) (обратное не верно). Последнее вытекает
из того, что группоид для любого N из SAN(k, P ) выполняется неравенство n(N ) ≥ 1
и равенство n(N1 ⊙N2) = n(N1) + n(N2).

Далее введем объект, который позволит сформулировать необходимое и достаточное
условие того, что нейронную сеть можно представить в виде композиции двух сетей
(см. ниже предложение 5.2 пункт 3).

О п р е д е л е н и е 5.2. Пусть нейронная сеть N принадлежит SAN(k, P ). То-
гда определим множество Del2(N ), состоящее из всевозможных натуральных чисел
n (и только из них), таких что одновременно выполняются условия:

1) сеть N имеет вид N = (M1, ...,Mn,Mn+1, ...,Md, i, o, f, g, l);
2) выполняются равенства |Mn| = |Mn+1| = k;
3) выполняются неравенства n ≥ 1 и d ≥ n+ 1;
4) в каждый нейрон u, входящий в Mn+1, входит только одна синаптическая связь

с весом 1, а все остальные синаптические связи, входящие в нейрон u, имеют нулевой
вес;

5) из каждого нейрона v, принадлежащего Mn, выходит только одна синаптиче-
ская связь с весом 1, а все остальные синаптические связи, выходящие из нейрона v,
имеют нулевой вес.

Множество Del2(N ) будем называть разделителем второго типа сети N .

A. V. Litavrin, T.V. Moiseenkova. About one groupoid associated with the composition of multilayer . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26, № 2. 119

Рассмотрим условия на число n из определения 5.2. Условие 2) продиктовано тем,
что в множество SAN(k, P ) входят только нейронные сети, у которых во входном слое k
нейронов и в выходном слое k нейронов. Условие 3) продиктовано тем, что в множество
SAN(k, P ) входят нейронные сети, у которых число слоев строго больше 1. Условия 4)
и 5) объясняются определением структурного отображения f3 результирующей сети из
определения 4.1.

Вхождение некоторого натурального числа n в разделитель второго типа сети N яв-
ляется необходимым условием для того, чтобы нейронную сеть N можно было разбить
в произведение N = N1 ⊙N2, где n(N1) = n. Из определений 4.1, 5.1 и 5.2 вытекает

П р е д л о ж е н и е 5.2. Выполняются следующие утверждения:
1) Если Del2(N ) = ∅, то N – простой элемент группоида SAN(k, P ).
2) Если Del1(N ) /∈ Del2(N ), то N – простой элемент группоида SAN(k, P ).
3) Сеть N не является простым элементом группоида SAN(k, P ) тогда и толь-

ко тогда, когда разделитель первого типа является элементом разделителя второго
типа.

Пусть Π(SAN(k, P )) – множество всех простых элементов группоида SAN(k, P ). То-
гда из пункта 3) предложения 5.2 вытекает

П р е д л о ж е н и е 5.3. Справедливо равенство

Π(SAN(k, P )) = {N ∈ SAN(k, P ) | Del1(N ) /∈ Del2(N )}.

Л е м м а 5.1. Для каждого элемента N группоида SAN(k, P ) выполняется
условие |Θ(N )| ≤ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если N – простой элемент группоида SAN(k, P ), то
|Θ(N )| = 0. В этом случае неравенство из утверждения выполняется.

Пусть |Θ(N )| > 0. Тогда существуют сети

N1 = (M1, ...,Mn, i1, o1, f1, g1, l1), N2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i2, o2, f2, g2, l2)

из множества SAN(k, P ) такие, что N = N1 ⊙N2. Предположим, что существуют сети
N ′

1 и N ′
2 такие, что N = N ′

1 ⊙ N ′
2 и (N1,N2) 6= (N ′

1,N ′
2) В этом случае выполняются

равенства

N = N1 ⊙N2 = (L1(M1), ..., L1(Mn), L2(M
′
1), ..., L2(M

′
d), i3, o3, f3, g3, l3) = N ′

1 ⊙N ′
2,

которые вместе с определением опреации (⊙) показывают, что

N ′
1 = (M1, ...,Mn, i

′
1, o

′
1, f

′
1, g

′
1, l

′
1), N ′

2 = (M ′
1, ...,M

′
d, i

′
2, o

′
2, f

′
2, g

′
2, l

′
2).

Из определения операции (⊙) следует, что структурные отображения сети N ′
i сов-

падают со структурными отображениями сети Ni при i = 1, 2. Поэтому (N1,N2) =
= (N ′

1,N ′
2), следовательно, имеем противоречие, которое дает условие |Θ(N )| = 1. Лем-

ма доказана.
Далее под символом (\) будем понимать разность двух множеств.

Л е м м а 5.2. Группоид SAN(k, P ) порождается своим множеством простых
элементов.

А. В. Литаврин, Т. В. Моисеенкова. Об одном группоиде, ассоциированном с композицией . . .



120 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Истинность этого утверждения вытекает из существова-
ния процедуры, которая за конечное число шагов позволяет представить любую сеть
из группоида SAN(k, P ) в виде алгебраического выражения, записанного с помощью
скобок, операции (⊙) и простых элементов группоида SAN(k, P ) (далее это алгебраи-
ческое выражение будем называть разложением через простые элементы). Опишем
указанную процедуру.

Этап 1. Пусть N – произвольная сеть из SAN(k, P ). Если N – простой элемент
группоида, то оставляем его без изменений. Если N – сеть из множества SAN(k, P ) \
Π(SAN(k, P )), то данная сеть раскладывается в произведение N = N1⊙N2, где N1,N2 –
подходящие сети (единственные в силу леммы 5.1) такие, что выполняются неравенства
n(N1) < n(N ) и n(N2) < n(N ).

Этап 2. Если обе сети N1,N2 являются простыми элементами группоида, то фик-
сируем это (т. е. записываем полученное выражение). В этом случае мы получили, что
сеть N принадлежит < Π(SAN(k, P )) >, следовательно, получим разложение этой сети
через простые элементы.

Этап 3. Если одна или обе из сетей N1,N2 окажутся не простыми элементами груп-
поида SAN(k, P ), то будем раскладывать их в произведения подходящих сетей (при-
меняем к этим сетям первый этап процедуры). Данный процесс продолжаем, пока не
получим разложение сети N через простые элементы.

Построенный процесс обязательно приведет к получению разложения сети N через
простые элементы. Каждый раз, когда мы раскладываем некоторую сеть A в произ-
ведение подходящих сетей A′

1,A′′
2 , то число слоев в сетях A′

1,A′′
2 будет строго меньше,

чем число слоев в сети A. Поскольку для каждой сети A из SAN(k, P ) число слоев n(A)
– конечное число и все сети T из SAN(k, P ) с условием n(T ) ≤ 1 являются простыми
элементами, то за конечное число шагов можно получить разложение любой сети через
простые элементы. Лемма доказана.

Свободный группоид слов в заданном алфавите. Будем говорить, что G –
свободный группоид слов со свободной системой образующих X , если элементами груп-
поида G являются слова в алфавите X , где под словом понимают любую конечную
упорядоченную систему элементов из X с любыми повторениями, причем в этой систе-
ме задано распределение скобок (каждый символ считается взятым в скобки, а затем
скобки расставлены так, что каждый раз перемножаются только две скобки).

В свободном группоиде слов любая пара различных слов дает пару различных эле-
ментов, а множество свободных образующих является множеством всех простых эле-
ментов данного свободного группоида. Например, если X = {a, b} – система свободных
образующих, то слова a ∗ b ∗ a, b ∗ b ∗ b не являются элементами свободного группоида
(т. к. нет корректной расстановки скобок), а слова (a) ∗ (b ∗ a), (a ∗ b) ∗ (a) являются
элементами свободного группоида (кроме того, данные слова различны).

Всякий группоид G, который изоморфен свободному группоиду слов, будем назы-
вать свободным группоидом. Если группоид G порождается множеством всех своих
простых элементов и каждый непростой элемент этого группоида можно только одним
способом представить в виде произведения двух элементов этого группоида, то G –
свободный группоид (в этом случае любое отображение множества простых элементов
группоида G в группоид G продолжается до эндоморфизма группоида G).

Т е о р е м а 5.1. Группоид SAN(k, P ) является свободным группоидом со
свободной системой образующих Π(SAN(k, P )).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 5.2 мы можем считать, что Π(SAN(k, P )) –
система образующих группоида SAN(k, P ). Лемма 5.1 показывает, что всякий элемент
группоида SAN(k, P ) либо простой элемент, либо единственным образом раскладыва-
ется в произведение элементов этого группоида. Следовательно, два различных слова
в алфавите Π(SAN(k, P )) являются различными элементами в группоиде SAN(k, P ).
Поэтому множество Π(SAN(k, P )) является свободной системой образующих группои-
да SAN(k, P ). Теорема доказана.
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задач для выпукло вогнутых дифференцируемых функций, обоснование которого мо-
жет быть проведено аналогично данному для исследованного в статье метода. Новые
вспомогательные неравенства, представляющие самостоятельную ценность также и для
обоснования других методов исследования операций, дополняют необходимый для обос-
нования сходимости и оценки скорости сходимости седлового метода математический
аппарат выпуклого анализа. С помощью приведённых вспомогательных неравенств и
инструментария выпуклого анализа, сначала доказана сходимость седлового метода для
выпукло-вогнутых гладких функций с Липшицевыми частными градиентами. При до-
полнительных условиях, для дважды непрерывно дифференцируемых седловых функ-
ций, доказаны и сверхлинейная, и квадратичная скорости сходимости седлового метода.

Ключевые слова: выпукло-вогнутая седловая функция, седловая задача, проекцион-
ный обобщённый двухточечный экстраградиентный квазиньютоновский седловой метод

Для цитирования: Малинов В. Г. Модифицированный проекционный обобщённый
двухточечный двухэтапный экстраградиентный квазиньютоновский метод решения
седловых задач // Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26,
№ 2. С. 123–142. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-6900.26.202402.123-142

Об авторе:
Малинов Валериан Григорьевич, канд. физ.-мат. наук, независимый исследова-
тель, ORCID: http://orcid.org/0009-0007-1758-9770, vgmalinov@mail.ru

© В.Г. Малинов

Контент доступен по лицензии Creative Commons Attribution 4.0 International License.

This is an open access article distributed under the terms of the Creative Commons

Attribution 4.0 International License.



124 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 2.

Original article

MSC2020 49N4

Modified projection generalized two-point two-stage

extragradient quasinewton method for saddle point

problems

V. G. Malinov

Independent researcher

Abstract. The purpose of this work is to investigate a new method mentioned in the
article’s name. This method is designed for solving saddle problems with convexo-concave
differentiable function that is defined on a convex closed subset of some finite-dimensional
euclidean space and has “ravine” level hypersurfaces. The paper contains a brief survey of
native publications devoted to new projection gradient methods for solving saddle problems.
A mathematical statement of a saddle problem, information about solution method, some
auxiliary inequalities, and method’s convergence are discussed in the article as well. Moreover,
iterative formulas are exemplified for another perspective saddle method for convexo-concave
differentiable saddle functions, which may be validated as well as formulas proved in this
work. New auxiliary inequalities complete mathematical apparatus of convex analysis for
justification of convergence and rate of convergence and have value also for justification
of another methods of operations research. By using obtained inequalities, convex analysis
and numerical mathematics, convergence of the saddle method for convexo-concave smooth
saddle functions with Lipschitz partial gradients is proved. Under supplementary conditions,
for twice continuously differentiable saddle functions, superlinear and quadratic rate of
convergence of saddle method are proved, too.

Keywords: convexo-concave saddle function, saddle point problem, projection generalized
two-point two-stage extragradient quasinewton saddle method

For citation: V.G. Malinov. Modified projection generalized two-point two-stage
extragradient quasinewton method for saddle point problems . Zhurnal Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva. 26:2(2024), 123–142. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-
6900.26.202402.123-142

About the author:
Valerian G. Malinov, Ph.D. (Phys.-Math.), Independent researcher, ORCID:
http://orcid.org/0009-0007-1758-9770, vgmalinov@mail.ru

1. Введение

В интенсивно развивающемся разделе вычислительной математики востребованы
как непрерывные, так и итеративные методы решения седловых и равновесных за-
дач. Мы рассматриваем итеративные проекционные методы отыскания седловых то-
чек (ИПМОСТ). Напомним, что по определению, для всякой функции ϕ(x,u), x ∈ Q,
u ∈ U, с непустыми выпуклыми и замкнутыми множествами Q ⊂ En и U ⊂ Em, в
евклидовых пространствах En и Em, точку (x∗,u∗) ∈ Q × U ⊂ En × Em, называют
седловой точкой функции, если эта точка есть решение системы неравенств
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ϕ(x∗,u) ≤ ϕ(x∗,u∗) ≤ ϕ(x,u∗) ∀x ∈ Q,u ∈ U. (1.1)

Седловой задачей называют задачу отыскания седловой точки. Седловым методом
называют метод численного решения седловой задачи.

Известно, что к решению седловой задачи приводят экстремальные задачи матема-
тической физики, теории игр, математической экономики, оптимального управления и
другие. Часто ИПМОСТ строятся на основе известных методов оптимизации (см., на-
пример, [1] – [9]). В работах [1] – [3], [7] имеются обзоры, в [8] – [11] — краткие обзоры,
публикаций об исследовании методов решения седловых задач.

Простейший ИПМОСТ — это известный метод проекции градиента (МПГ) седловой,
который решает для выпукло-вогнутых гладких функций ϕ(x,u) седловые задачи с
хорошими (“неовражными”) гиперповерхностями уровней.

В связи с нуждами решения седловых задач науки и приложений, разрабатывают-
ся и обосновываются высокоскоростные методы их решения для седловых функций с
“овражными” гиперповерхностями уровней. Методы переменной метрики (МПМ) для
задач минимизации “овражных” функций характеризуются хорошей локальной скоро-
стью сходимости, и при их реализации для седловых функций с овражными гиперпо-
верхностями уровней ожидаются преимущества перед другими седловыми методами
(см., например, [7], [11]) (хотя бы в случаях не самых сложных “оврагов” седловых
функций).

Ввиду этого на основе идеи непрерывного "овражного"МПГ первого порядка с пе-
ременной метрикой (НМПГПМ) для задач минимизации, предложенного в работе [4],
построен, авторами работы [4] и их учениками, ряд методов сначала для решения задач
минимизации, затем равновесных. Например, в работе [5] исследован НМПГПМ второ-
го порядка для решения "овражных"задач минимизации функции f(x), отличающий-
ся от метода первого порядка из работы [4] дифференциальным оператором второго
порядка. Доказана сходимость этого метода, а также двух регуляризованных версий
метода для решения неустойчивых задач минимизации. В [4], [5] использован оператор

проектирования P
G(x(t))
Q в переменной метрике G(x), в гильбертовом пространстве H .

Метрика определена скалярным произведением (G(x(t))y,y), ∀ x,y ∈ H .
В работе [6] идея использования переменной метрики из [4] продолжена с дифферен-

циального на итеративный метод минимизации функций с гиперповерхностями уров-
ней “овражной структуры”, а именно, на предложенный в [6] проекционный обобщённый
двухточечный двухэтапный экстраградиентный метод квазиньютоновский (ПОДЭМК)
минимизации “овражных” функций f(x), с оператором PQ проектирования на выпук-
лое замкнутое множество Q в исходной метрике евклидова пространства En.

Мы исследуем в этой работе ИПМОСТ для “овражных” седловых функций ϕ(x,u) с
операторами PQ и PU проектирования на выпуклые замкнутые множества Q и U в ис-
ходной метрике евклидовых пространств En и Em. В работе [7] предложен и исследован
ИПМОСТ для “овражной” седловой функции ϕ(x,u), (x,u) ∈ Q×U , построенный на ос-
нове ПОДЭМК минимизации из [6], так называемый ПОДЭМК седловой (ПОДЭМКС),
доказана его сходимость и линейная скорость сходимости для выпукло-вогнутых сед-
ловых функций, без предположения о сильной выпукло-вогнутости седловой функции.

В работах [8]–[10] были исследованы другие итеративные методы решения седло-
вых и равновесных задач; в [11] исследован непрерывный проекционный обобщённый
экстраградиентный квазиньютоновский метод второго порядка для решения седловых
задач; доказана его сходимость и экспоненциальная скорость сходимости для выпукло-
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вогнутых функций.
Целью предлагаемой работы является исследование ПОДЭМКС модифицирован-

ного (ПОДЭМКСМ), построенного на основе ПОДЭМКС из работы [7], для решения
седловой задачи (1.1) со сложными функциями ϕ(x,u), имеющими “овражные” гипер-
поверхности уровней. Для ПОДЭМКСМ доказана сходимость для выпукло-вогнутых
функций с Липшицевыми частными градиентами и сверхлинейная, и квадратичная,
скорости сходимости для дважды непрерывно дифференцируемых седловых функций,
при дополнительных условиях.

Сформулируем математическую постановку седловой задачи. Cедловые задачи для
конкретных математических моделей решаются при своих требованиях (к простран-
ствам, множествам и функциям), выражающихся в постановке задачи и влияющих на
метод её решения; мы здесь предполагаем следующие:

а) Пусть множества Q ⊂ En, U ⊂ Em, Q × U ⊂ En × Em непустые выпуклые и
замкнутые;

б) выпукло-вогнутая функция ϕ(x,u) с "овражными"гиперповерхностями уровней
определена на множестве W = Q×U ⊂ En×Em выпукла по x ∈ Q ⊂ En, и вогнута
по u ∈ U ⊂ Em, то есть для всех фиксированных u ∈ U функция g(x) = ϕ(x,u)
выпукла на Q ⊂ En, а ∀x ∈ Q фиксированного функция h(u) = ϕ(x,u) вогнута
на U ∈ Em;

в) множество седловых точек (x∗,u∗) функции ϕ(x,u) на W ⊂ En × Em непусто,
W∗ = Q∗ × U∗ 6= ∅;

г) частные градиенты функции ϕ(x,u) Липшицевы на Q× U :

‖∇ϕx(x,u) −∇ϕx(x
′,u)‖ ≤ L‖x− x′‖, u ∈ U, x,x′ ∈ Q;

‖∇ϕu(x,u)−∇ϕu(x,u
′)‖ ≤ L0‖u− u′‖, x ∈ Q, u,u′ ∈ U,

(1.2)

где L > 0, L0 > 0 — константы Липшица, ∇ϕx – частный градиент, ∇2ϕxx – гесси-
ан по первому аргументу, ∇ϕu – частный градиент, ∇2ϕuu – гессиан по второму
аргументу. Скаляры индексы xx и uu означают индексы для элементов матриц
Гессе, соответственно, xixj , i ∈ [1 : n], j ∈ [1 : n], uiuj , i ∈ [1 : m], j ∈ [1 : m].

В терминах оператора проектирования седловая точка (x∗,u∗) ∈ W∗ задачи (1.1)
характеризуется равенствами [3]

x∗ = PQ [x∗ − τ∇ϕx(x
∗,u∗)] , u∗ = PU [u∗ − τ∇ϕu(x

∗,u∗)] , τ > 0, (1.3)

где PQ и PU – операторы проектирования на множества Q и U .

2. Метод решения задачи

Схема решение задачи (1.1)-(1.3) ПОДЭМКСМ строится следующим образом:
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пусть (x0,u0), (x1,u0), (x1,u1) ∈ En × Em − начальные точки такие, что

ϕ(x0,u0) > ϕ(x1,u0), ϕ(x1,u0) < ϕ(x1,u1);

I этап: yk = xk − xk−1, vk = uk − uk−1,

zk = PQ

(

xk + αky
k
)

, wk = PU

(

uk + αkv
k
)

;

II этап: xk+1 = PQ

(

zk − βkA
−1
k ∇ϕx(z

k,uk)
)

,

uk+1 = PU

(

wk + λkB
−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk)
)

, k ≥ 1,

(2.1)

где αk, βk, λk – положительные параметры метода; при каждом фиксированном x ∈ En

A(x): En −→ En и ∀u ∈ Em фиксированном B(u): Em −→ Em — положительно
определённые самосопряженные операторы, изменяющие метрику пространства.

Оператор A(x) ∀ x ∈ En (в (2.1) Ak = A(zk)), и оператор B(u) ∀ u ∈ Em (в (2.1)
Bk = B(wk)) таковы, что:

m‖v‖2 ≤ (A(x)v,v) ≤ M‖v‖2, 0 < m ≤ M, v,x ∈ Q, (2.2)

p‖v‖2 ≤ (B(u)v,v) ≤ P‖v‖2, 0 < p ≤ P, v,u ∈ U. (2.3)

Обратные операторы таковы, что

‖v‖2/M ≤ (A−1(x)v,v) ≤ ‖v‖2/m, v,x ∈ Q;

‖v‖2/P ≤ (B−1(u)v,v) ≤ ‖v‖2/p, v,u ∈ U.
(2.4)

Для ПОДЭМКС (2.1) характеристики (1.3) седловой точки запишутся в виде

x∗ = PQ

[

x∗ − βA−1(x∗)∇ϕx(x
∗,u∗)

]

, β > 0, (2.5)

u∗ = PU

[

u∗ + λB−1(u∗)∇ϕu(x
∗,u∗)

]

, λ > 0. (2.6)

З а м е ч а н и е 2.1. Отметим, что критерии проекций по первой и второй
переменным соответственно будут по евклидовой исходной метрике (см. [13], с. 189):

(w − v, z−w) ≥ 0, z ∈ Q, (w − v,u−w) ≥ 0, u ∈ U, (2.7)

а при использовании в (2.1) операторов проектирования в новой метрике критериями
проекций были бы неравенства

(A(z)(w − v),x −w) ≥ 0, x ∈ Q, (B(z)(w − v),u−w) ≥ 0, u ∈ U,

но здесь мы пользуемся (2.7), ибо в (2.1) операторы проектирования в исходной мет-
рике.

3. Вспомогательные утверждения

Неравенства в леммах дополняют необходимый для доказательства сходимости и
скорости сходимости метода математический аппарат.
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Л е м м а 3.1. Пусть ∀ uk ∈ U ⊂ Em из (2.1) выпуклая функция g(x) ∈ C2,1(Q)
удовлетворяет соотношениям

∇g(x) = A−1(x)∇ϕx(x,u
k), ‖∇g(w)−∇g(v)‖ ≤ K‖w− v‖, w,v ∈ Q, K =

L

m
.

Тогда
(∇g(x∗), z− x∗) ≥ 0, z ∈ Q, x∗ ∈ Q∗. (3.1)

Доказательство дано для работы [7].

Л е м м а 3.2. Пусть ∀ xk ∈ Q ⊂ En из (2.1) вогнутая функция h(u) ∈ C2,1(U)
удовлетворяет соотношениям

∇h(u) = B−1(u)∇ϕu(x
k,u), ‖∇h(u)−∇h(v)‖ ≤ R‖u− v‖, u,v ∈ U, R =

L0

2m
.

Тогда
(∇h(u∗),u∗ −w) ≥ 0, w ∈ U, u∗ ∈ U∗. (3.2)

Доказательство дано для работы [7].

Л е м м а 3.3. Для всякой тройки точек u,v,w ∈ En (или u,v,w ∈ Em)
справедливо неравенство

(1 − ε)‖u− v‖2 + (1− ε−1)‖v −w‖2 ≤ ‖u−w‖2 ≤
≤ (1 + ε)‖u− v‖2 + (1 + ε−1)‖v −w‖2, ε > 0. (3.3)

Доказательство приведено, например, в работе [6].

4. Сходимость ПОДЭМКСМ

Т е о р е м а 4.1. Пусть выполнены: предположения а)– г) из п. 1 о задаче (1.1)
и функции ϕ(x,u); неравенства (2.2) – (2.4); параметры константы ПОДЭМКСМ
(2.1) таковы:

0 < α < 1/3, 0 < β < 2(1− 3α)m/[L(1− α)],

0 < λ < 4p(1− 3α)/[L0(1− α)].
(4.1)

Тогда процесс (2.1), (4.1) по норме пространства En × Em сходится к решению
(x∗,u∗) ∈ W∗ задачи (1.1), то есть xk → x∗ ∈ Q∗, uk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим каждое уравнение из (2.1), пользуясь (2.7), в
виде вариационного неравенства, тогда этот итерационный процесс запишется в форме:

(

zk − xk − αky
k,v − zk

)

≥ 0, v ∈ Q, (4.2)
(

xk+1 − zk + βkA
−1
k ∇ϕx(z

k,uk),v − xk+1
)

≥ 0, (4.3)
(

wk − uk − αkv
k,u−wk

)

≥ 0, u ∈ U, (4.4)
(

uk+1 −wk − λkB
−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk),u− uk+1
)

≥ 0. (4.5)

Далее почти везде обозначим αk = α, βk = β, λk = λ.
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Здесь сначала преобразуем (4.2), (4.3), пользуясь свойствами скалярного произве-
дения, формулой (2.1) и вспомогательными неравенствами.

Пользуясь неравенством Коши-Буняковского и нерасширяющим свойством опера-
тора проектирования ([13], с. 190), из (4.2) имеем:

‖zk − xk‖2 ≤ α(yk , zk − xk) ≤ α‖yk‖‖zk − xk‖ =

= α‖yk‖‖PQ(x
k + αyk)− PQ(x

k)‖ ≤ α2‖yk‖2. (4.6)

Первое слагаемое в неравенстве, следующем из (4.3) с учётом леммы 3.1,

(

xk+1 − x∗,xk+1 − zk
)

≤ β(∇g(zk),x∗ − xk+1), (4.7)

где ∇g(zk) = [A(zk)]−1∇ϕx(z
k,uk), zk ∈ Q, uk ∈ U , преобразуем с помощью тождества

‖u−w‖2 = ‖u− v‖2 + 2(u− v,v −w) + ‖v −w‖2 ∀ v,u,w ∈ En. (4.8)

Получим

−
(

x∗ − xk+1,xk+1 − zk
)

= −
(

‖x∗ − zk‖2 − ‖x∗ − xk+1‖2 − ‖xk+1 − zk‖2
)

/2.

С учётом этого преобразования из (4.7) следует неравенство

‖x∗ − xk+1‖2 + ‖xk+1 − zk‖2 − ‖x∗ − zk‖2 ≤ 2β(∇g(zk),x∗ − xk+1). (4.9)

В (4.9) преобразуем третье слагаемое, пользуясь нерастягивающим свойством опе-
ратора проектирования,

‖zk − x∗‖2 = ‖PQ(x
k + αyk)− PQ(x

∗)‖2 ≤
≤ ‖xk + αyk − x∗‖2 = ‖xk − x∗‖2 + 2α(xk − x∗,yk) + α2‖yk‖2,

и здесь преобразуем среднее слагаемое с помощью (4.8),

2α(xk − x∗,yk) = α
(

‖xk − x∗‖2 + ‖yk‖2 − ‖xk−1 − x∗‖2
)

,

тогда

−||zk − x∗||2 ≥ −(1 + α)||xk − x∗||2 + α||xk−1 − x∗‖2 − (α+ α2)||yk‖2.
Правую часть (4.9) сложим с неравенством (3.1) из леммы 3.1 при z = xk+1, умно-

жив на 2β и, c учётом константы Липшица K = L
m для градиента гладкой выпуклой

функции g(x) из леммы 1, применим неравенство для таких функций ([12], гл. 1, c. 25)

2β
(

∇g(zk)−∇g(x∗),x∗ − xk+1
)

≤ 2β
K

4
‖zk − xk+1‖2 = Lβ

2m
‖zk − xk+1‖2,

z,xk+1 ∈ Q, x∗ ∈ Q∗. Подставив эти оценки слагаемых, из (4.9) получим,

‖xk+1 − x∗‖2 + (1 − Lβ

2m
)‖zk − xk+1‖2 + α‖xk−1 − x∗‖2 ≤

≤ (1 + α)‖x∗ − xk‖2 + (α2 + α)‖yk‖2, k ≥ 1. (4.10)

В. Г. Малинов. Модифицированный проекционный обобщённый двухточечный двухэтапный . . .



130 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 2.

В (4.10) второе слагаемое преобразуем с помощью левого неравенства (3.3), затем
(4.6). Получим

‖xk+1 − zk‖2 ≥ (1 − α)‖xk+1 − xk‖2 + (1− α−1)‖xk − zk‖2 ≥
≥ (1 − α)‖xk+1 − xk‖2 − (1− α)α‖yk‖2,

отсюда

(1− Lβ

2m
)‖xk+1 − zk‖2 ≥ (1 − Lβ

2m
)(1 − α)

(

‖xk+1 − xk‖2 − α‖yk‖2
)

.

Подставив это преобразование в (4.10), получим неравенство

‖xk+1 − x∗‖2 + a1‖xk+1 − xk‖2 + α‖xk−1 − x∗‖2 ≤
≤ (1 + α)‖x∗ − xk‖2 + a2‖yk‖2, k ≥ 1, (4.11)

где a1 = (1− α)(1 − Lβ
2m ), a2 = 2α− Lβ

2m (α− α2), 0 < β < 2m
L .

Теперь рассмотрим неравенства (4.4) и (4.5). Представим неравенство (4.5) в форме

(

uk+1 −wk,uk+1 − u∗) ≤ λ
(

∇h(wk),uk+1 − u∗) , (4.12)

где по лемме 3.2 ∇h(wk) = B−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk) и, поскольку

(

∇h(wk),uk+1 − u∗) = −
(

∇h(wk),u∗ −wk
)

˘
(

∇h(wk),wk − uk+1
)

,

для преобразования получим неравенство

(

uk+1 −wk,uk+1 − u∗)+ λ
(

∇h(wk),u∗ −wk
)

+ λ
(

∇h(wk),wk − uk+1
)

≤ 0. (4.13)

С помощью нерасширяющего свойства оператора проектирования ([13], с. 190) и
неравенства Коши-Буняковского, из (4.4) имеем

‖wk − uk‖2 ≤ α(vk,wk − uk) ≤ α‖vk‖‖wk − uk‖ ≤
≤ α‖vk‖‖PU (w

k)− PU (u
k)‖ ≤

≤ α‖vk‖‖uk + αvk − uk‖ = α2‖vk‖2. (4.14)

Первое слагаемое из (4.13) преобразуем с помощью тождества (4.8),

−
(

u∗ − uk+1,uk+1 −wk
)

= −
(

‖u∗ −wk‖2 − ‖u∗ − uk+1‖2 − ‖uk+1 −wk‖2
)

/2.

Ко второму и третьему слагаемым из (4.13) применим соответственно неравенства
(см. [14], гл. 2, с.44; и [13], гл. 2, с. 93)

(

∇h(wk),u∗ −wk
)

≥ h(u∗)− h(wk),

(

∇h(wk),wk˘uk+1
)

≥ h(wk)− h(uk+1)− R

2
‖uk+1 −wk‖2

здесь число R = L0/(2p) определено в лемме 3.2.
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Приведя подобные, учитывая условие вогнутости h(u∗) − h(uk+1) ≥ 0 и лемму 3.2,
правая часть (4.12) с учётом (4.13) преобразуется к виду

λ
(

∇h(wk),uk+1 − u∗) ≤ λ
R

2
‖uk+1 −wk‖2 =

L0λ

4p
‖uk+1 −wk‖2.

Тогда из (4.12) и, следовательно, (4.13), следует,

‖uk+1 − u∗‖2 + (1 − L0λ

4p
)‖uk+1 −wk‖2 − ‖wk − u∗‖2 ≤ 0. (4.15)

Преобразуем здесь второе слагаемое с помощью левого неравенства (3.3) при ε = α,
учтём оценку (4.14),

‖uk+1 −wk‖2 ≥ (1− α)‖uk+1 − uk‖2 + (1− α−1)‖uk −wk‖2 ≥
≥ (1− α)‖uk+1 − uk‖2 + (1− α−1)α2‖vk‖2,

b‖uk+1 −wk‖2 ≥ (1− α)b‖uk+1 − uk‖2 − (1 − α)αb‖vk‖2,
b = 1 − L0λ

4p , а третье слагаемое преобразуем с помощью нерастягивающего свойства

оператора проектирования и (4.8),

‖wk − u∗‖2 ≤ ‖PU (u
k + αvk)− PU (u

∗)‖2 ≤ ‖uk + αvk − u∗‖2 =
= ‖uk − u∗‖2 + 2α(vk,uk − u∗) + α2‖vk‖2 ≤

≤ (1 + α)‖uk − u∗‖2 + (α2 + α)‖vk‖2 − α‖uk−1 − u∗‖2,

−‖wk − u∗‖2 ≥ −(1 + α)‖uk − u∗‖2 − (α2 + α)‖vk‖2 + α‖uk−1 − u∗‖2,
где использована получаемая с помощью (4.8) оценка

2α(vk,uk − u∗) = −2α(uk−1 − uk,uk − u∗) = α‖vk‖2 − α‖uk−1 − u∗‖2 + α‖uk − u∗‖2.
С учётом этих преобразований из (4.15) получим,

‖uk+1−u∗‖2+a3‖uk+1−uk‖2+α‖uk−1−u∗‖2 ≤ (1+α)‖uk−u∗‖2+a4‖vk‖2, k ≥ 1, (4.16)

где a3 = 1− α− L0(1−α)λ
4p , a4 = 2α− L0λ

4p (α− α2), 0 < λ < 4p
L0 .

Сложив неравенства (4.11) и (4.16), имеем

‖xk+1 − x∗‖2 + ‖uk+1 − u∗‖2 + a1‖xk+1 − xk‖2+
+ a3‖uk+1 − uk‖2 + α(‖xk−1 − x∗‖2 + ‖uk−1 − u∗‖2) ≤
≤ (1 + α)(‖x∗ − xk‖2 + ‖uk − u∗‖2) + a2‖yk‖2 + a4‖vk‖2, k ≥ 1. (4.17)

Просуммируем (4.17) от k = 1 до k = m, m ≥ 1, тогда

α(‖x0 − x∗‖2 + ‖u0 − u∗‖2) + ‖xm+1 − x∗‖2+
+ a1‖xm+1 − xm‖2 + ‖um+1 − u∗‖2 + a3‖um+1 − um‖2+

+

k=m−1
∑

k=1

(

(a1 − a2)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − a4)‖uk+1 − uk‖2
)

≤

≤ a2‖x1 − x0‖2 + a4‖u1 − u0‖2 + ‖x1 − x∗‖2+
+ ‖u1 − u∗‖2 + α(‖xm − x∗‖2 + ‖um − u∗‖2), (4.18)
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где a1 − a2 = 1 − 3α − L(1−α)2β
2m > 0, a3 − a4 = 1 − 3α − L0λ

4p (1 − α)2 > 0, 0 < α < 1/3,

0 < β < 2m(1−3α)
L(1−α)2 , 0 < λ < 4p(1−3α)

L0(1−α)2 .

К первым двум, пятому и шестому слагаемым правой части (4.18) применим правое
неравенство (3.3) при ε = 1

a2‖x1 − x0‖2 ≤ 2a2(‖x1 − x∗‖2 + ‖x0 − x∗‖2),
a4‖u1 − u0‖2 ≤ 2a4(‖u1 − u∗‖2 + ‖u∗ − u0‖2),

α(‖xm − x∗‖2 + ‖um − u∗‖2) ≤
≤ 2α(‖xm − xm+1‖2 + ‖xm+1 − x∗‖2 + ‖um − um+1‖2 + ‖um+1 − u∗‖2).

Тогда из (4.18) следует,

(1 − 2α)
(

‖xm+1 − x∗‖2 + ‖um+1 − u∗‖2
)

+

+ (a1 − 2α)‖xm+1 − xm‖2 + (a3 − 2α)‖um+1 − um‖2+

+

k=m−1
∑

k=1

(

(a1 − a2)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − a4)‖uk+1 − uk‖2
)

≤

≤ a5‖x0 − x∗‖2 + a6‖u0 − u∗‖2 + a7‖x1 − x∗‖2 + a8‖u1 − u∗‖2, (4.19)

где

a5 = 2a2 − α = 3α− L(α− α2)β

m
> 0,

a6 = 2a4 − α = 3α− L0(α− α2)λ

2p
> 0,

1− 2α > 0, a7 = 1 + 2a2, a8 = 1 + 2a4,

и, с учётом неравенств

0 < α < 1/3,

0 < a1 − 2α < a1 − a2, 0 < a3 − 2α < a3 − a4,

0 < β < 2m(1− 3α)/[L(1− α)],

0 < λ < 4p(1− 3α)/[L0(1− α)],

неравенство (4.19) упростится

(1 − 2α)
(

‖xm+1 − x∗‖2 + ‖um+1 − u∗‖2
)

+

+

k=m
∑

k=1

(

(a1 − 2α)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − 2α)‖uk+1 − uk‖2
)

≤

≤ a5‖x0 − x∗‖2 + a6‖u0 − u∗‖2 + a7‖x1 − x∗‖2 + a8‖u1 − u∗‖2. (4.20)

Из (4.20) при m → ∞ следует сходимость ряда

k=∞
∑

k=1

(

(a1 − 2α)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − 2α)‖uk+1 − uk‖2
)

.
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Тогда (4.20) эквивалентно неравенству

(1 − 2α)
(

‖xm+1 − x∗‖2 + ‖um+1 − u∗‖2
)

≤
≤ a5‖x0 − x∗‖2 + a6‖u0 − u∗‖2 + a7‖x1 − x∗‖2 + a8‖u1 − u∗‖2.

Следовательно, из (4.20) следует: ‖xk − x∗‖ → 0, ‖uk − u∗‖ → 0, k → ∞;
последовательность

{

‖xk − x∗‖2 + ‖uk − u∗‖2
}

невозрастающая и ограничена и,
по теореме Больцано-Вейерштрасса, существует сходящаяся подпоследовательность
{

xki ,uki
}

→ (x∗,u∗), ki → ∞ и ‖xki − x∗‖+ ‖uki − u∗‖ → 0, ki → ∞,

‖xki − xki−1‖+ ‖uki − uki−1‖ → 0, ki → ∞. (4.21)

Тогда при k → ∞ из второго и четвёртого уравнений (2.1) следуют равенства (2.5),
(2.6), эквивалентные характеристике (1.3) седловой точки в терминах оператора проек-
тирования; следовательно, (x∗,u∗) — седловая точка функции ϕ(x,u), то есть решение
задачи (1.1).

Положим x∗ = xc, u∗ = uc, выберем ∀ε > 0 и числа ki0 = r и r ≥ m− 1 так, чтобы
выполнялись неравенства

‖xki − xki−1‖2 ≤ ε/(4a2 − 2α), ‖uki − uki−1‖2 ≤ ε/(4a3 − 2α),

‖xm − xc‖2 ≤ ε/(4 + 4α), ‖um − uc‖2 ≤ ε/(4 + 4α).
(4.22)

Просуммируем (4.17) от k = m до k = N при x∗ = xc, u∗ = uc, N > r ≥ m− 1:

‖xN+1 − xc‖2 + a1‖xN+1 − xN‖2 + ‖uN+1 − uc‖2 + a3‖uN+1 − uN‖2+
+ α(‖xm−1 − xc‖2 + ‖um−1 − uc‖2)+

+

k=N−1
∑

k=m

(

(a1 − a2)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − a4)‖uk+1 − uk‖2
)

≤

≤ ‖xm − xc‖2 + ‖um − uc‖2 + α(‖xN − xc‖2 + ‖uN − uc‖2)+
+ a2‖xm − xm−1‖2 + a4‖um − um−1‖2. (4.23)

Третье, четвёртое слагаемые в правой части (4.23) оценим с помощью правого нера-
венства (3.3) при ε = 1:

α‖xN − xc‖2 ≤ 2α(‖xN − xN+1‖2 + ‖xN+1 − xc‖2),
α‖uN − uc‖2 ≤ 2α(‖uN − uN+1‖2 + ‖uN+1 − uc‖2),

пятое и шестое слагаемые в левой части (4.23) оценим с помощью левого неравенства
(3.3) при ε = 1/2:

α‖xm−1 − xc‖2 ≥ α(‖xm−1 − xm‖2/2− α‖xm − xc‖2,
α‖um−1 − uc‖2 ≥ α(‖um−1 − um‖2/2− α‖um − uc‖2.

С учётом их, и неравенств 0 < a1 − 2α < a1 − a2, 1 − 2α > 0, 0 < a3 − 2α < a3 − a4,
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верных при условиях (4.1), и подбора подобных, из (4.23) следует

(1 − 2α)
(

‖xN+1 − xc‖2 + ‖uN+1 − uc‖2
)

+

+

k=N
∑

k=m

(

(a1 − 2α)‖xk+1 − xk‖2 + (a3 − 2α)‖uk+1 − uk‖2
)

≤

≤ (1 + α)(‖xm − xc‖2 + ‖um − uc‖2) + (a2 − α/2)‖xm − xm−1‖2+
+ (a4 − α/2)‖um − um−1‖2.

Отсюда с учётом (4.22), (4.23) и рассуждений и выкладок после (4.20), получим:

(1 − 2α)
(

‖xN+1 − xc‖2 + ‖uN+1 − uc‖2
)

≤
≤ (1 + α)(‖xm − xc‖2 + ‖um − uc‖2)+
+ (a2 − α/2)‖xm − xm−1‖2 + (a4 − α/2)‖um − um−1‖2 ≤ ε.

Из этого неравенства и предыдущих рассуждений после (4.20), следует,
что вся последовательность

{

xk,uk
}

сходится к седловой точке задачи (1.1),
{

xk,uk
}

→ (xc,uc) = (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗, k → ∞, ибо пространства En и Em полные,
неравенства (4.23) выполняются для седловой точки (x∗,u∗) ∈ Q∗ × U∗ и последова-
тельность

{

‖xk − x∗‖2 + ‖uk − u∗‖2
}

монотонна и ограничена.
Из сходимости по норме для аргумента, как известно из функционального анали-

за, следует сходимость по функционалу; прямое доказательство этого факта имеется,
например, в работе [7].
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 4.1. Поскольку по теореме 4.1 (расстояние до точки минимума
монотонно убывает) последоательность {xk,uk} сходится монотонно, то имеют
место неравенства

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ ‖xk − x∗‖2 ≤ · · · ≤ ‖x0 − x∗‖2,
‖uk+1 − u∗‖2 ≤ ‖uk − u∗‖2 ≤ · · · ≤ ‖u0 − u∗‖2,

‖xk−1 − xk‖2 ≥ ‖xk − xk+1‖2 ≥ ‖xk+1 − xk+2‖2 ≥ · · · ,
‖uk−1 − uk‖2 ≥ ‖uk − uk+1‖2 ≥ ‖uk+1 − uk+2‖2 ≥ · · · .

5. Оценка сверхлинейной скорости сходимости ПОДЭМКСМ

Сначала получим вспомогательное неравенство, пользуясь неравенством (3.3).

Л е м м а 5.1. Если последовательность {xk} → x∗ ∈ Q∗ построена методом
класса ПОДМ или другим методом минимизации, то для приращения yk = xk−xk−1,
(k ≥ 1) аргумента функции f(x) имеет место формула

‖yk‖ ≤
(

1−(1−ε−1)(1−ε−1

1
)

1−ε+(1−ε−1)(1−ε1)

)1/2

‖xk − x∗‖,

0 < ε < 1, ε1 > 1.

(5.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из левого неравенства (3.3) при u = xk, v = xk−1, w = x∗,
следует неравенство ‖xk − x∗‖2 ≥ (1 − ε)‖yk‖2 + (1 − ε−1)‖xk−1 − x∗‖2, ε > 0. Отсюда

имеем ‖yk‖2 ≤ 1
1−ε‖xk − x∗‖2 − 1−ε−1

1−ε ‖xk−1 − x∗‖2, ε 6= 1. Применяя еще раз левое

неравенство (3.3) при u = xk−1, v = xk, w = x∗, ε = ε1 > 0, получим ‖xk−1 − x∗‖2 ≥
(1 − ε1)‖xk−1 − xk‖2 + (1 − ε−1

1 )‖xk − x∗‖2, ε1 > 0. Подставим его в правую часть
предыдущего неравенства и выберем подходящие интервалы параметров:

‖yk‖2 ≤ 1
1−ε‖xk − x∗‖2 − (1−ε−1)(1−ε1)

1−ε ‖xk−1 − xk‖2 − (1−ε−1)(1−ε−1

1
)

1−ε ‖xk − x∗‖2,
0 < ε < 1, ε1 > 1.

Приведём подобные и получим неравенство

(

1 + (1−ε−1)(1−ε1)
1−ε

)

‖yk‖2 ≤
(

1
1−ε − (1−ε−1)(1−ε−1

1
)

1−ε

)

‖xk − x∗‖2,

или
‖yk‖2 ≤ 1−(1−ε−1)(1−ε−1

1
)

1−ε+(1−ε−1)(1−ε1)
‖xk − x∗‖2,

0 < ε < 1, ε1 > 1.
(5.2)

Для (5.2) выбраны интервалы значений параметров ε, ε1 так, чтобы иметь положи-
тельный коэффициент в правой части (5.1); из (5.2) следует неравенство (5.1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 5.1. Теоретически в (5.1) годны все значения параметров ε,
ε1 из указанных интервалов, но в практике применения разумно брать их не слиш-
ком большими или не слишком малыми (то есть не слишком близкими к границам
допустимого для эпсилон интервала).

Например, при 1) ε = 3
4 , ε1 = 2 (или ε = 2

3 , ε1 = 3
2), 2) ε = 1

2 , ε1 = 3
2 , а также

3) ε = 2
3 , ε1 = 3, из (5.1) имеем соответственно:

1) ‖yk‖ ≤
√
2‖xk − x∗‖;

2) ‖yk‖ ≤ 2√
3
‖xk − x∗‖; (5.3)

3) ‖yk‖ ≤ ‖xk − x∗‖.

Оценку сверхлинейной скорости сходимости метода (2.1), (4.1) для выпукло вогну-
той функции можно получить, если дополнить условия теоремы 5.1 предположением,
что функция ϕ(x,u) ∈ C2,1(Q × U), и заметить, что в силу теоремы 1 и следствия:
‖xk −x∗‖ → 0, ‖zk −x∗‖ → 0, и ‖uk −x∗‖ → 0, ‖wk −u∗‖ → 0, при ‖yk‖ → 0, ‖vk‖ → 0,
k → ∞.

Тогда, ввиду непрерывности частных гессианов по переменным x и u, при k → ∞

‖∇2ϕxx(x
k,uk)−∇2ϕxx(x

∗,uk)‖ → 0,

‖∇2ϕxx(z
k,uk)−∇2ϕxx(x

∗,uk)‖ → 0,
(5.4)

‖∇2ϕuu(x
k,uk)−∇2ϕuu(x

k,u∗)‖ → 0,

‖∇2ϕuu(x
k,wk)−∇2ϕuu(x

k,u∗)‖ → 0.
(5.5)
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Предположим, что ∀ x ∈ Q∗, как и в (5.4) ∀ uk ∈ U , при k → ∞ имеем

‖A(zk)−A(x∗)‖ → 0, ‖A(zk)−∇2ϕxx(x,u
k)‖ → 0, (5.6)

∀ u ∈ U∗; как и в (5.5) ∀ xk ∈ Q, при k → ∞ имеем

‖B(wk)−B(u∗)‖ → 0, ‖B(wk)−∇2ϕuu(x
k,u)‖ → 0. (5.7)

Т е о р е м а 5.1. Пусть выполнены все условия теоремы 4.1, леммы 5.1 и,
кроме того:

1) функция ϕ(x,u) ∈ C2,1(Q× U);
2) для последовательности {xk,uk} → (x∗,u∗) ∈ W∗ = Q∗ × U∗, вырабатываемой

ПОДЭМКСМ (2.1)-(2.4), (4.1), существует номер N > 1 такой, что βk = 1, λk = 1
при k ≥ N ;

3) выполнены соотношения (5.4), (5.5) и (5.6), (5.7).
Тогда последовательность {xk,uk}, определяемая ПОДЭМКСМ (2.1), (4.1), со

сверхлинейной скоростью сходится к решению задачи (1.1) при k → ∞ и

‖xk+1 − x∗‖+ ‖uk+1 − u∗‖ ≤ q1k‖xk − x∗‖+ q2k‖uk − u∗‖,
q1k = ‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ

k,uk)‖(1 +
√
2α)/m → 0,

q2k = ‖B(wk)−∇2ϕuu(z
k, ηk)‖(1 +

√
2α)/p → 0,

(5.8)

где ξk = zk − θ(zk − x∗), k ≥ 1, ηk = wk − θ(wk − u∗), θ ∈ [0; 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Результаты и выкладки теоремы 4.1 здесь справедливы.
Запишем неравенство (4.3) в форме

(xk+1 − v,xk+1 − v) + (zk − v,v − xk+1) ≤ β
(

A−1
k ∇ϕx(z

k,uk),v − xk+1
)

,

‖xk+1 − v‖2 ≤ (zk − v,xk+1 − v) + β
(

A−1
k ∇ϕx(z

k,uk),v − xk+1
)

,

k ≥ 1, v ∈ Q. Положим здесь v = x∗ ∈ Q∗ и сложим с неравенством
(

A−1(x∗)∇ϕx(x
∗,uk),x∗ − xk+1

)

≤ 0, полученным из (3.1):

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ (zk − x∗,xk+1 − x∗)+

+ β
(

A−1
k ∇ϕx(z

k,uk)−A−1(x∗)∇ϕx(x
∗,uk),x∗ − xk+1

)

, k ≥ 1.

Здесь в правой части с учётом (5.6) вынесем A−1
k , a во втором скалярном произве-

дении воспользуемся формулой Лагранжа. Получим

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ A−1
k [ A(zk)

(

zk − x∗,xk+1 − x∗)+

+ βk

(

∇2ϕxx(ξ
k,uk)(zk − x∗),x∗ − xk+1

)

] =

= A−1
k [ Ak − β∇2ϕxx(ξ

k,uk) ]
(

zk − x∗),x∗ − xk+1
)

, (5.9)

где
k ≥ 1, ξk = zk − θ(zk − x∗), θ ∈ [0; 1].

Пользуемся условиями теоремы, неравенством Коши-Буняковского, и учтём, что
βk = 1 при k ≥ N ; тогда из (5.9) получим
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‖xk+1 − x∗‖2 ≤ 1

m
‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ

k,uk)‖‖zk − x∗‖‖xk+1 − x∗‖,
или

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 1

m
‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ

k,uk)‖‖zk − x∗‖. (5.10)

Последний сомножитель в правой части (5.10) оценим с помощью нерастягивающего
свойства оператора проектирования и (5.1) в варианте первого соотношения (5.3),

‖zk − x∗‖ = ‖PQ(x
k + αyk)− PQ(x

∗)‖ ≤
≤ ‖xk − x∗‖+ α‖yk‖ ≤ (1 +

√
2α)‖xk − x∗‖. (5.11)

После подстановки оценки (5.11) из (5.10) следует

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 1

m
‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ

k,uk)‖(1 +
√
2α)‖xk − x∗‖. (5.12)

Из (5.12) следует оценка

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q1k‖xk − x∗‖, (5.13)

где q1k = 1+
√
2α

m ‖A(zk) − ∇2ϕxx(ξ
k,uk)‖ → 0 при k → ∞, ибо ввиду (5.4) и (5.6) при

k → ∞

‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ
k,uk)‖ ≤ ‖A(zk)−∇2ϕxx(x

∗,uk)‖ −→ 0 + . (5.14)

Теперь преобразуем неравенство (4.5).

(

uk+1 − u,u− uk+1
)

+ (u−wk,u− uk+1)− λ
(

B−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk),u− uk+1
)

≥ 0,

‖uk+1 − u‖2 ≤ (u−wk,u− uk+1)− λ
(

B−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk),u− uk+1
)

.

Положим здесь u = u∗ ∈ U∗ и сложим с неравенством
λ
(

B−1(u∗)∇ϕu(x
k+1,u∗),u∗ − uk+1

)

≥ 0, полученным из (3.2):

‖uk+1 − u‖2 ≤ (wk − u∗,uk+1 − u∗)+
+λ
(

B−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk)−B−1(u∗)∇ϕu(x
k+1,u∗),uk+1 − u∗) , k ≥ 1.

С учётом (5.7), в правой части этого неравенства вынесем B−1
k и применим во вто-

рой скобке формулу Лагранжа, затем вынесем скалярное произведение и применим
неравенство Коши-Буняковского:

‖uk+1 − u‖2 ≤
≤ B−1

k

[

Bk(w
k − u∗,uk+1 − u∗)− λk

(

∇2ϕuu(z
k, ηk)(wk − u∗),uk+1 − u∗)] ≤

≤ B−1
k (wk − u∗,uk+1 − u∗)

(

Bk − λk∇2ϕuu(z
k, ηk)

)

≤

≤ 1

p
‖wk − u∗‖ · ‖uk+1 − u∗‖ · ‖Bk − λk∇2ϕuu(z

k, ηk)‖,

k ≥ 1, ηk = wk − θ(wk − u∗), θ ∈ [0; 1].
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Отсюда следует,

‖uk+1 − u∗‖ ≤ 1

p
‖wk − u∗‖ · ‖Bk − λ∇2ϕuu(z

k, ηk)‖. (5.15)

Сомножитель в правой части (5.15) оценим с помощью нерастягивающего свойства
оператора проектирования и (5.1) в варианте первого из неравенств (5.3),

‖wk − u∗‖ = ‖PU (u+ αvk)− PU (u
∗)‖ ≤

≤ ‖uk − u∗‖+ α‖vk‖ ≤ (1 +
√
2α)‖uk − u∗‖. (5.16)

Подставим оценку (5.16) в (5.15) и учтём, что λk = 1 при k ≥ N ; тогда из (5.15)
получим

‖uk+1 − u∗‖ ≤ 1

p
(1 +

√
2α)‖uk − u∗‖‖Bk −∇2ϕuu(z

k, ηk)‖. (5.17)

Из (5.17) следует оценка

‖uk+1 − u∗‖ ≤ q2k‖uk − u∗‖, q2k → 0, k → ∞, (5.18)

где q2k = 1+
√
2α

p ‖Bk − ∇2ϕuu(z
k, ηk)‖ −→ 0 при k → ∞, ибо ввиду (5.5) и (5.7) при

k → ∞
‖Bk −∇2ϕuu(z

k, ηk)‖ ≤ ‖Bk −∇2ϕuu(z
k,u∗)‖ −→ 0. (5.19)

Сложив неравенства (5.13) и (5.18), получим доказываемую оценку

‖xk+1 − x∗‖+ ‖uk+1 − u∗‖ ≤ q1k‖xk − x∗‖+ q2k‖uk − u∗‖, q1k → 0, q2k → 0, k → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 5.2. Заметим следующее.
1) Если принять qk = max{q1k; q2k}, qk → 0, k → ∞, то вместо (5.8) можно

записать
‖xk+1 − x∗‖+ ‖uk+1 − u∗‖ ≤ qk

(

‖xk − x∗‖+ ‖uk − u∗‖
)

,

qk → 0, k → ∞.

2) Если вместо (5.13) и (5.18) сложим квадраты неравенств (5.13) и (5.18), то
придём к неравенству

‖xk+1 − x∗‖2 + ‖uk+1 − u∗‖2 ≤ q21k‖xk − x∗‖2 + q22k‖uk − u∗‖2,

затем, при q2k = max{q21k; q22k}, получим вместо (5.8)

ρ2(xk+1,uk+1) ≤ q2kρ
2(xk,uk), qk → 0+, k → ∞,

где обозначено ρ2(xk,uk) = ‖xk − x∗‖2 + ‖uk − u∗‖2.
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6. Оценка квадратичной скорости сходимости ПОДЭМКСМ

При дополнительном условии относительно операторов Ak, Bk получим оценку
квадратичной сходимости ПОДЭМКCМ (2.1). Воспользуемся обобщением неравенства
из работы [15]. Предположим, что константы c1 > 0, c2 > 0 и число N таковы, что
∀ k ≥ N имеют место неравенства

‖A(zk)−∇2ϕxx(x
∗,uk)‖ ≤ c1‖zk − x∗‖, ∀ uk ∈ Em, (6.1)

‖B(wk)−∇2ϕuu(x
k,u∗)‖ ≤ c2‖wk − u∗)‖, ∀ xk ∈ En. (6.2)

Т е о р е м а 6.1. Пусть выполнены все условия теорем 4.1 и 5.1, неравен-
ства (6.1), (6.2). Тогда последовательность {xk,uk} ПОДЭМКСМ (2.1)–(2.4), (4.1) с
квадратичной скоростью сходится к решению {x∗,u∗} ∈ W∗ задачи (1.1), причем

‖xk+1 − x∗‖+ ‖uk+1 − u∗‖ ≤ cρ2(xk,uk), k ≥ N, (6.3)

где c = (1 +
√
2α)2c3, c3 = max{c1/m; c2/p}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что при условиях теоремы 6.1 все выкладки
теорем 4.1, и 5.1, а также неравенства (5.11), (5.12) и (5.16), (5.17) справедливы. Здесь
сначала воспользуемся в (5.12) неравенствами из (5.11), (5.14) и (6.1),

‖A(zk)−∇2ϕxx(ξ
k,uk)‖ ≤ ‖A(zk)−∇2ϕxx(x

∗,uk)‖ ≤
≤ c1‖zk − x∗‖ ≤ c1(1 +

√
2α)‖xk − x∗‖.

Подставив эту оценку в (5.12), получим

‖xk+1 − x∗‖ ≤ 1

m
‖A(zk)−∇2ϕxx(x

∗,uk)‖(1 +
√
2α)‖xk − x∗‖ ≤

≤ c1
1

m
(1 +

√
2α)2‖xk − x∗‖2, k ≥ N. (6.4)

Воспользуемся неравенствами из (5.16), (5.19) и (6.2),

‖B(wk)−∇2ϕuu(z
k, ξk)‖ ≤ ‖B(wk)−∇2ϕuu(z

k,u∗)‖ ≤
≤ c2‖wk − u∗‖ ≤ c2(1 +

√
2α)‖uk − u∗‖,

и воспользуемся полученной оценкой в (5.17), тогда из (5.17) имеем

‖uk+1 − u∗‖ ≤ 1

p
(1 +

√
2α)‖uk − u∗‖‖B(wk)−∇2ϕuu(z

k,u∗)‖ ≤

≤ c2
1

p
(1 +

√
2α)2‖uk − u∗‖2, k ≥ N.

Сложив это неравенство с (6.4), получим

‖xk+1 − x∗‖+ ‖uk+1 − u∗‖ ≤
≤ (1 +

√
2α)2

(

c1‖xk − x∗‖2/m+ c2‖uk − u∗‖2/p
)

, k ≥ N. (6.5)

Здесь примем c3 = max{c1/m; c2/p}; c = (1 +
√
2α)2c3. Тогда из (6.5) следует (6.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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З а м е ч а н и е 6.1. Можно доказать аналоги теорем 4.1 – 6.1 для обоснования
модификации ПОДЭМКCM (2.1), часто успешной для численных реализаций:

zk = PQ

[

xk + αky
k/(‖yk‖)

]

,

xk+1 = PQ

[

zk − βkA
−1
k ∇ϕx(z

k,uk)/(‖∇ϕx(z
k,uk)‖)

]

,

wk = PU

[

uk + αkv
k/(‖vk‖)

]

,

uk+1 = PU

[

wk + λkB
−1
k ∇ϕu(x

k+1,wk)/(‖∇ϕu(x
k+1,wk)‖)

]

, k ≥ 1,

где используются те же обозначения, что и в (2.1).

7. Заключение

В данной статье доказаны: сходимость ПОДЭМКСМ (2.1) для решения седловых
задач с выпукло-вогнутыми седловыми функциями с Липшицевыми частными гради-
ентами и сверхлинейная, и квадратичная, скорости сходимости метода в случае дважды
непрерывно дифференцируемых, а следовательно, сильно выпукло-вогнутых седловых
функций при соответствующих дополнительных условиях. ПОДЭМКСМ (2.1) обла-
дает преимуществами, присущими двум классам методов решения седловых и равно-
весных задач: обобщённым двухточечным экстраградиентным и квазиньютоновским.
Такие методы представляют значительный научный и прикладной интерес. Методы с
квадратичной скоростью сходимости для решения седловых задач являются большой
редкостью, они ценны для науки и приложений, поэтому их разработка и исследование
актуальны.

Список литературы

1. Демьянов В.Ф., Певный А.Б. Численные методы разыскания седловых точек//
Журнал вычислительной математики и математической физики. 1972. Т.12. № 5.
С. 1099–1127.

2. Корпелевич Г.М. Экстраполяционные градиентные методы и их связь с моди-
фицированными функциями Лагранжа // Экономика и математические методы.
1983. Т. 19. Вып. 4. С. 694–703.

3. Антипин А.С. Градиентный и экстраградиентный подходы в билинейном и рав-
новесном программировании. М.: Изд-во ВЦ РАН, 2002. 131 c.

4. Антипин А.С., Васильев Ф.П. О непрерывном методе минимизации в простран-
ствах с переменной метрикой // Известия вузов. Математика. 1995. № 12 (403).
С. 3–9.

5. Амочкина Т.В. Непрерывный метод проекции градиента второго порядка с пере-
менной метрикой// ЖВМ и МФ. 1997. Т. 37, № 10. С. 1174–1182.

6. Малинов В.Г. О проекционном квазиньютоновском обобщённом двухшаговом ме-
тоде минимизации и оптимизации траектории летательного аппарата // Журнал
Средневолжского математического общества. 2010. Том 12, № 4. С. 37–48.

V. G. Malinov . Modified projection generalized two-point two-stage extragradient quasinewton method . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26, № 2. 141

7. Малинов В.Г. Проекционный обобщенный двухточечный экстраградиентный ква-
зиньютоновский метод решения седловых и других задач // Журнал вычисли-
тельной математики и математической физики. 2020. Т. 60, № 2. С. 221–233.

8. Malinov V.G. On the Extragradient projection method for saddle-point problems //
VI Moscow International Conference on Operation Research (ORM2010). Moscow.
October 19-23, 2010. Proceedings. pp. 207 – 209.

9. Малинов В.Г. Версии двух проекционных двухшаговых методов для решения сед-
ловых и других задач // VII Московская международная конференция по ис-
следованию операций (ORM2013). Москва, 15-19 октября 2013 г. Труды. Том II.
Москва: ВЦ РАН, 2013. С. 25 – 27.

10. Малинов В.Г. О версиях двух проекционных обобщённых двухшаговых экстрагра-
диентных методов для равновесных и других задач // Прикладная математика и
механика. Сборник научных трудов. Ульяновск. УлГТУ, 2014. С. 161 – 178.

11. Малинов В.Г. Непрерывный проекционный обобщенный экстраградиентный ква-
зиньютоновский метод второго порядка для решения седловых задач // Журнал
вычислительной математики и математической физики. 2022. Т. 62, № 5. С. 777–
789.

12. Антипин А.С. Методы нелинейного программирования, основанные на прямой и
двойственной модификации функции Лагранжа. М.: ВНИИ системных исследо-
ваний, 1979. 74 с.

13. Васильев Ф.П. Численные методы решения экстремальных задач. М.: Наука, 1988.
552 c.

14. Карманов В.Г. Математическое программирование. М.: Наука, 1975. 272 c.

15. Conn A.R., Gould N.I.M., Toint Ph.L. Convergence of quasi-Newton matrices
generated by the symmetric rank one update // Mathematical Programming. 1991.
Vol. 50, no. 2. pp. 177–195.

Поступила 14.11.2023; доработана после рецензирования 12.04.2024; принята к публикации
29.05.2024

Автор прочитал и одобрил окончательный вариант рукописи.

Конфликт интересов: автор заявляют об отсутствии конфликта интересов.

References

1. V. F. Demyanov, A. B. Pevnyi, “[Numerical methods of searhing of saddle points]”,
[Journal of Computational Mathematics and Mathematical Physics], 12.:5 (1972),
1099–1127 (In Russ. ).

2. G. M. Corpelevich, “[Extrapolated gradient methods and their connection with modi-
fied Lagrange functions]”, Economic and Mathematical Methods, 19:4 (1983.), 694–703.
(In Russ. ).

В. Г. Малинов. Модифицированный проекционный обобщённый двухточечный двухэтапный . . .



142 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 2.

3. A. S. Antipin, [Gradient and Extragradient approach in bilinear and Equilibrium pro-
gramming], Publishers CC RAS, M., 2002 (In Russ. ), 131 p.

4. A. S. Antipin, F. P. Vasil’ev, “[On continuous method of minimization in variable metric
spaces]”, Russian Mathematics, 39:12 (1995), 1–6 (In Russ. ).

5. T. V. Amochkina, “[Continuous second order gradient projection variable metric
method]”, Journal of Computational Mathematics and Mathematical Physics, 37:10
(1997), 11374 – 1142. .

6. V. G. Malinov, “On projection quasinewton generalized two-step minimization method
and on optimization of the trajectory of aero craft”, Zhurnal Srednevolzhskogo matem-
aticheskogo obshchestva, 12:4 (2010), 37– 48 .

7. V. G. Malinov, “[Projection generalized two-point extragradient quasinewton method
for saddle-point and other problems]”, Journal of Computational Mathematics and
Mathematical Physics, 60:2 (2020), 221–233. (In Russ ).

8. V. G. Malinov, VI Moscow International Conference on Operation Research
(ORM2010). Moscow. October, 19-23, 2010. Proceedings., MAKS PRESS, Moscow,
2010 (In Russ ).

9. V. G. Malinov, VII Moscow International Conference on Operation Research
(ORM2013). Moscow, 15-19 October 2013. Proceedings. Vol. 2., CC RAS, Moscow,
2013 (In Russ ).

10. V. G. Malinov, [Applied Mathematics and Mechanics]., UlGTU, Ulyanovsk, 2014 (In
Russ ).

11. V. G. Malinov, “[Continuous projection generalized extragradient quasinewton second
order method for saddle-point problems]”, Journal of Computational Mathematics and
Mathematical Physics, 62:5 (2022), 777–789 (In Russ. ).

12. A. S. Antipin, [Methods of nonlinear programming, based on direct and dual modifi-
cations Lagrange function], VNII systems research Publ., Moscow, 1979 (In Russ. ),
74 p.

13. F. P. Vasil’ev, [Numerical methods solution of Extremal problems], Nauka Publ.,
Moscow, 1988 (In Russ. ), 552 p.

14. V. G. Karmanov, Mathematical Programming, Nauka Publ., M., 1975 (In Russ. ),
272 p.

15. A. R. Conn, N. I. M. Gould, Ph. L. Toint, “Convergence of quasi-Newton matrices gen-
erated by the symmetric rank one update”, Mathematical Programming, 50:2 (1991),
177–195 .

Submitted 14.11.2023; Revised 12.04.2024; Accepted 29.05.2024

The author have read and approved the final manuscript.

Conflict of interest: The author declare no conflict of interest.

V. G. Malinov . Modified projection generalized two-point two-stage extragradient quasinewton method . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26, № 2. 143

Прикладная математика и механика

DOI 10.15507/2079-6900.26.202402.143-156 ISSN 2079-6900 (Print)
Оригинальная статья ISSN 2587-7496 (Online)

УДК 519.63

Применение вычислительных алгоритмов

повышенного порядка точности для моделирования

двумерных задач о развитии гидродинамической

неустойчивости

Р. В. Жалнин
1
, А. И. Кулягин

2
, М.С. Нефедов

2

1 Институт гидродинамики им. М.А. Лаврентьева СО РАН (г. Новосибирск,
Российская Федерация),
2 ФГБОУ ВО «МГУ им. Н. П. Огарёва» (г. Саранск, Российская Федерация)
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1. Введение

Неустойчивость Рихтмайера-Мешкова (далее – НРМ) возникает при прохождении
ударной волны через разделительную границу между жидкостями разной плотности.
Она инициализирована накоплением завихренности на границе раздела из-за сдвига
градиентов давления и плотности на границе ударной волны и материала.

На данный момент прямое численное моделирование турбулентного перемешива-
ния, возникающего при развитии неустойчивостей, остается слишком затратным с вы-
числительной точки зрения. Тем не менее, предыдущие исследования включали в себя
множество точных вычислений и использование LES-моделей для изучения процесса
развития турбулентного перемешивания при неустойчивостях.

Исследования, посвященные численному моделированию развития неустойчивости
Рихтмайера-Мешкова на основе уравнений Эйлера, не учитывали влияние газового вза-
имопроникновения (например, работы [1–2]). Кроме того, было отмечено, что замена
ступенчатого профиля плотности на контактном разрыве непрерывным распределени-
ем в слое конечной ширины может снизить скорость роста возмущений на начальной
стадии развития неустойчивости Рихтмайера-Мешкова. Этот факт подтвержден в ис-
следованиях, проведенных в работах [3–4]. Также, в работе [5] было указано на необхо-
димость использования моделей многокомпонентных смесей для описания разрушения
контактной границы и образования области смеси.

Современные стандарты качества математического моделирования гидродинамиче-
ских неустойчивостей требуют проведения расчетов на подробных сетках (до несколь-
ких миллионов ячеек и более) с использованием высокоточных схем. Такие схемы, как
правило, основанные на методах высокого порядка аппроксимации, активно разраба-
тываются и исследуются в настоящее время [6].

Актуальные и эффективные схемы для решения задач о развитии неустойчивости
Рихтмайера-Мешкова включают в себя различные методы численного моделирования
и анализа таких процессов. Некоторые из них включают в себя: метод конечных эле-
ментов [7], метод конечных разностей [8–9], метод сглаженных частиц [10] и т.д.

Эти методы могут быть комбинированы и адаптированы в зависимости от конкрет-
ной задачи и требований исследования неустойчивости Рихтмайера-Мешкова. Важно
учитывать особенности конкретного физического процесса и подходить к выбору ме-
тода решения задачи индивидуально.

В данной работе исследовались две задачи о набегании ударной волны на область
из более тяжелого газа с использованием схем второго и пятого порядка точности.

2. Математическая модель

Будем рассматривать двумерную систему уравнений двухкомпонентной газовой ди-
намики, записанную в консервативной форме:

∂U

∂t
+

∂F (U)

∂x
+

∂G(U)

∂y
= 0, (2.1)
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Здесь ρ – плотность жидкости, v = (u, v) – вектор скорости, p – давление и

E = ρ(ε +
u2 + v2

2
) – полная энергия, ε – удельная внутренняя энергия идеального

газа.
Система (2.1) замыкается уравнением состояния p/ρ = RT/M,R/M = Cp − Cv,

где R – универсальная газовая постоянная, Cp, Cv – удельные теплоемкости смеси при
постоянном давлении и постоянном объеме соответственно, M – молекулярная масса
смеси. Cp и M вычисляются следующим образом:

Cp = Y Cp1 + (1− Y )Cp2, (2.2)

1

M
=

Y

M1
+

1− Y

M2
, (2.3)

где Y – концентрация, Mi, Cpi – молекулярная масса и теплоемкость i-й компоненты
смеси соответственно (i = 1, 2).

При рассмотрении конкретной модели также необходимо задать начальные и гра-
ничные условия, для полного описания решаемой задачи.

3. Вычислительный алгоритм

Построим дискретную модель для расчетной области прямоугольной формы
Ω = [0, Lx]× [0, Ly]. Для этого область Ω заменим ортогональной сеткой, равномер-
ной по каждому направлению:

ω∆ = ω∆x × ω∆y ,

где

ω∆x = {∆i, i = 1, . . . , Nx,∆i = [xi−1/2, xi+1/2], |∆i| = hx, hxNx = Lx},
ω∆y = {∆j, j = 1, . . . , Ny,∆j = [yj−1/2, yj+1/2], |∆j | = hy, hyNy = Ly}.

(3.1)

Для аппроксимации системы (2.1) используем нелинейную консервативную
дифференциально-разностную схему повышенного порядка точности:

dUij

dt
+

Fi+1/2j − Fi−1/2j

hx
+

Gij+1/2 −Gij−1/2

hy
= 0, (3.2)

где Uij =
1

hxhy

xi+1/2
∫∫

xi−1/2

yj+1/2
∫

yj−1/2

Udxdy – соотнесенные к центру ячейки усредненные значения

консервативных газодинамических переменных, Fi+1/2j , Gij+1/2 – дискретные потоки
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на соответствующих границах между ячейками, являющиеся функциями двух пере-
менных

Fi+1/2j = F̂ (UL
i+1/2j , U

R
i+1/2j), (3.3)

Gi+1/2j = Ĝ(UL
ij+1/2, U

R
ij+1/2), (3.4)

для которых выполнено условие согласования:

F̂ (Uij , Uij) = F (Uij), (3.5)

Ĝ(Uij , Uij) = G(Uij). (3.6)

Здесь UL
i+1/2j , U

R
i+1/2j – «левые» и «правые» значения вектора U на грани между i и

i + 1 ячейками, для которой вычисляется поток Fi+1/2j , m = 1, 2, 3; UL
ij+1/2, U

R
ij+1/2 –

«левые» и «правые» значения вектора U на грани между j и j+1 ячейками. Для того,
чтобы вычислить значения вектора U на указанных гранях между ячейками введем
новый вектор переменных Q = Q(U). Проведем его интерполяцию на грань между
ячейками и затем пересчитаем искомое значение вектора U = U(Q) на данной грани.
В расчетах полагалось Q = (ρ, p, u, v, Y ), дискретные потоки вычислялись по схемам
Лакса-Фридрихса (LF) [11] и Хартена-Лакса-ван Лира с учетом контактного разрыва
(HLLC) [12].

Для интерполяции значений Q на грани между ячейками использовались схема
TVD с лимитером minmod [9] (далее – TVD2) и схема WENO5 [13].

Дискретизация по времени проводилась с использованием TVD-схемы Рунге-Кутта
3-го порядка [13]. А именно, для уравнения вида

∂U

∂t
= Lh(U), (3.7)

где Lh(U) – пространственный разностный оператор из (3.2), используем:

U∗ = Un +∆t · Lh(U
n), (3.8)

U∗∗ =
3

4
Un +

1

4
U∗ +

1

4
∆t · Lh(U

∗), (3.9)

Un+1 =
1

3
Un +

2

3
U∗∗ +

2

3
∆t · Lh(U

∗∗). (3.10)

4. Постановка задач

Задача 1. Рассматривается задача о развитии неустойчивости Рихтмайера-Мешкова
при прохождении ударной волны через прямоугольную неоднородность из тяжелого
газа. Начально-краевые условия взяты согласно эксперименту [14] и расчетам, описан-
ным в работе [15], в которой используется схема КАБАРЕ.

Расчетная область – прямоугольная [0, Lx] × [0, Ly] = [0, 0.45]× [0, 0.2], изображена
на Рис. 4.1. В начальный момент времени в примыкающей к стенке прямоугольной
подобласти [0.1, 0.25]×[0, 0.1] (подобласть II на Рис. 4.1) находится покоящийся тяжелый
газ – фторид серы VI (SF6, элегаз), в остальной части находится покоящийся воздух
(подобласть I на Рис. 4.1), оба газа находятся в статическом равновесии. На левой грани
задается условие входа ударной волны, на остальных гранях – адиабатические стенки
с проскальзыванием. Параметры сред, принятые для вычислительного эксперимента,
указаны в таблице 4.1.
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a

b

l

I

II

Ly

Lx

Рис. 4.1. Схема расчетной области для задачи 1

Fig 4.1. Scheme of the computational domain for problem 1

Таблица 4.1. Данные для численного эксперимента для задачи 1

Table 4.1. Data for numerical experiment for problem 1

Ударная волна Воздух (I) SF6 (II)
ρ, кг/м3 1.6672 1.53 5.805
v, м/с (133.273, 0) (0, 0) (0, 0)
p, Па 163256.0 96856.0 96856.0

Cp, Дж/(кг·K) 1008.0 660.08
Cv, Дж/(кг·K) 720.0 613.46

Задача 2. Была принята следующая постановка задачи в соответствии с эксперимен-
том, описанным в работе [16]. Расчетная область – прямоугольная [0, Lx]× [0, Ly] =
= [0, 0.2]× [0, 0.14] (Рис. 4.2).

a

a

I

II

III

Lsw

Ly

Lx

Рис. 4.2. Схема расчетной области для задачи 2

Fig 4.2. Scheme of the computational domain for problem 2

В начальный момент времени в квадратной подобласти II со стороной a = 0.0566
находится покоящийся тяжелый газ – фторид серы VI (SF6, элегаз) в остальной части
находится азот (подобласти I и III на Рис. 4.2). Фронт ударной волны, движущейся
вправо с числом Маха 1.17, находится на расстоянии Lsw = 0.02 от левой границы.
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Область с тяжелым газом располагается перед фронтом ударной волны на расстоянии,
соответствующем достижению ударной волной контактной границы за 4 мкс и по цен-
тру относительно оси Oy. Давление полагалось равным 101 325 Па, а температура –
равной 298 К. На левой грани задается условие втекания газа с параметрами за фрон-
том ударной волны, на остальных гранях – условия свободного вытекания. Параметры
газов приведены в таблице 4.2.

Таблица 4.2. Данные для численного эксперимента для задачи 2

Table 4.2. Data for numerical experiment for problem 2

Азот (N2) Фторид серы VI (SF6)
M 0.02801 0.14606

Cp , Дж/(кг·K) 1040 665.1376

5. Результаты расчетов

5.1. Задача 1

На Рис. 5.1 показаны результаты расчетов различными методами на сетках размер-
ности 360 × 160, 720 × 320 и 1080 × 480. Видно, что использование солвера HLLC для
вычисления дискретных потоков позволяет воспроизвести корректную картину течения
даже на грубой сетке, а использование реконструкции WENO5 позволяет смоделиро-
вать достаточно подробную структуру течения.

В работе [14] приводятся результаты измерения положения границ области с элега-
зом в различные моменты времени. На основе этих данных было вычислено значение
ширины зоны с элегазом в эксперименте и выполнено сравнение с результатами рас-
четов в данной работе. На Рис. 5.2 приводится сравнение изменения ширины зоны с
элегазом для различных методов на последовательности измельчающихся сеток. Вид-
но, что до момента (≈ 1.5 мс) прохождения вторичной ударной волны, отраженной от
правой границы, все методы демонстрируют приемлемое совпадение изменения шири-
ны наблюдаемой зоны с элегазом. Далее во всех расчетах значение ширины занижено,
за исключением результатов, полученных с использованием реконструкции WENO5,
которые попадают в доверительный интервал экспериментальных данных.

a)
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TVD2
+

LF

TVD2
+

HLLC

WENO5
+

LF

WENO5
+

HLLC

360×160 720×320 1080×480

b)

Рис. 5.1. Задача 1 – картина течения на момент времени 4 046 мкс:
a) эксперимент [14]; b) результаты расчетов (концентрация)

Fig 5.1. Problem 1 – flow pattern at time 4 046 µs: a) experiment [14];
b) calculation results (concentration)

a) b)
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c) d)

e) f)

Рис. 5.2. Задача 1 – изменение ширины области с элегазом: a) схема первого
порядка точности, поток LF; b) схема первого порядка точности, поток HLLC;

c) реконструкция TVD2, поток LF; d) реконструкция TVD2, поток HLLC;
e) реконструкция WENO5, поток LF; f) реконструкция WENO5, поток HLLC

Fig 5.2. Task 1 – changing the width of the area with SF6 gas: a) first-order
accuracy circuit, LF flux; b) first order accuracy circuit, HLLC flux;

c) reconstruction of TVD2, LF flux; d) TVD2 reconstruction, HLLC flux; e)
WENO5 reconstruction, LF flux; f) WENO5 reconstruction, HLLC flux

5.2. Задача 2

На Рис. 5.3 показаны численные шлирен-картины по истечении 887 мкс с момента
достижения ударной волной левой границы области II.
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a)

TVD2
+

LF

TVD2
+

HLLC

WENO5
+

LF

WENO5
+

HLLC

250×90 500×180 1000×360

b)

Рис. 5.3. Задача 2 – численные шлирен-картины на момент времени 877 мкс:
a) эксперимент [16]; b) результаты расчетов

Fig 5.3. Problem 2 – numerical schlieren pictures at time 877 µs:
a) experiment [16]; b) calculation results

Легко заметить, что с повышением порядка точности схемы увеличивается детали-
зация картины течения. Схема на основе WENO позволяет разрешить более «тонкие»
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детали развития вихревых структур на границе раздела двух газов. Картины течения,
полученные с помощью WENO-схем, имеют более закрученные вихревые структуры,
чем в эксперименте [16] (Рис. 5.3a). Это можно объяснить тем, что в модели не учиты-
вается вязкость, которая увеличивала бы диссипацию вихревых структур.

На Рис. 5.4 представлена динамика изменения ширины области с тяжелым газом в
сравнении с экспериментом.

a) b)

c) d)

Рис. 5.4. Изменение ширины области с тяжелым газом: a) сетка 250× 90;
b) сетка 500 × 180; c) сетка 1000 × 360; d) схема WENO5 с потоками LF и HLLC

на сгущающихся сетках

Fig 5.4. Dynamics of the width of the region with heavy gas: a) grid 250× 90;
b) grid 500× 180; c) grid 1000× 360; d) WENO5 scheme with LF and HLLC fluxes

on condensed grids

Видно, что наиболее близко к эксперименту изменение ширины области с элега-
зом воспроизводит схема с дискретным потоком HLLC и реконструкцией WENO 5-го
порядка точности.
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6. Заключение

В работе решены две задачи о развитии гидродинамической неустойчивости при на-
бегании ударной волны на область с более плотным газом. Получены картины течения
и проанализирована динамика изменения области с плотным газом. Расчеты проведены
с использованием вычислительных алгоритмов на основе интегро-интерполяционного
метода первого порядка точности и с реконструкцией решения на границах ячеек по
схеме TVD второго порядка точности и по схеме WENO птого порядка точности. Для
вычисления дискретных потоков на границах ячеек использовались потоки Лакса-
Фридрихса и HLLC. Что наиболее близкие к эксперименту результаты демонстрирует
схема с реконструкцией WENO и дискретными потоками HLLC.
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Аннотация. В статье проводится исследование нелокального метода перидинамики,
который позволяет моделировать хрупкое разрушение твердого тела без использования
пространственных производных. Основное уравнение движения частицы с заданным
объемом записывается в интегральном виде. В статье рассматривается модель, сочета-
ющая в себе ключевые особенности механики сплошной среды и нелокального метода.
Для задания сил межчастичного взаимодействия использовалась зависимость тензора
напряжений Коши от тензора градиента скорости деформаций. Такая формулировка
корректно описывает поведение материала при разрушении и позволяет избавиться
от ограничений, свойственных простым моделям на основе связи и на основе обычно-
го состояния. В качестве критерия разрушения используется максимальное значение
напряжения при растяжении, которое задает процесс зарождения и эволюцию повре-
ждений. Для тестирования реализованной модели использовались задачи в двумерной
постановке. На примере упругой задачи об одноосном растяжении тонкого стержня
показана сходимость численного решения при уменьшении горизонта взаимодействия
и увеличении числа частиц. Вторая задача демонстрирует возможности реализованной
модели описывать зарождение и эволюцию трещины при одноосной нагрузке на пла-
стину с начальным горизонтальным дефектом.
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Abstract. The article investigates the nonlocal method of peridynamics, which makes it
possible to simulate the brittle fracture of a solid body without using spatial derivatives.
The basic motion equation of a particle with a given volume is written in integral form.
A model combining the key features of continuum mechanics and of the nonlocal method
is considered. To determine the forces of pair interaction, the dependence of the Cauchy
stress tensor on the rate-of strain tensor was used. This formulation correctly describes the
behavior of the material during damage and allows to get rid of the limitations inherent
to simple bond-based model and ordinary state-based model. The maximum value of the
tensile stress is used as a criterion of fracture, which describes the process of nucleation and
evolution of damage. To test the implemented model, tasks in a two-dimensional formulation
were used. Using the example of the elastic problem about uniaxial tension of a thin rod,
the convergence of the numerical solution is shown with a decrease of interaction horizon
and an increase of particles number. The second task demonstrates the capabilities of the
implemented model to describe the nucleation and evolution of a crack under uniaxial load
on a plate with an initial horizontal defect.

Keywords: peridynamic, nonlocal interactions, interaction horizon, bond, fracture criterion,
strain gradient tensor

For citation: Yu.N. Deryugin, D.A. Shishkanov. Continuum Model of Peridynamics
for Brittle Fracture Problems. Zhurnal Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva.
26:2(2024), 157–174. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-6900.26.202402.157-174

About the authors:
Yuriy N. Deryugin, Dr.Sci. (Phys.-Math.), Professor of the Department of Applied
Mathematics, Differential Equations and Theoretical Mechanics, National Research
Mordovia State University (68/1 Bolshevistskaya St., Saransk 430005, Russia), ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-3955-775X, dyn1947@yandex.ru
Dmitry A. Shishkanov, Postgraduate Student of the Department of Applied
Mathematics, Differential Equations and Theoretical Mechanics, National Research
Mordovia State University (68/1 Bolshevistskaya St., Saransk 430005, Russia), ORCID:
https://orcid.org/0000-0002-3063-4798, dima.shishkanov.96@mail.ru

1. Введение

Статья является продолжением исследования метода перидинамики [1–2] – альтер-
нативного подхода для решения задач механики твердых тел. Формулировка перидина-
мики построена на использовании интегральных уравнений, избегая пространственных
производных [3]. Область континуума задается в виде системы взаимодействующих
между собой частиц с заданным объемом. Взаимодействие частиц осуществляется по-
средством связи в пределах замкнутого горизонта – масштаба длины δ.
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Non-ordinary state-based (NOSB) модель перидинамики [4] является обобщением
подходов, рассмотренных в [1]. Она использует формулировку классической теории
и перидинамики, которая позволяет избавиться от ограничений, свойственных моде-
лям bond-based (BB) и ordinary state-based (OSB) [1–2]. Зависимость вектора силы ча-
стицы от тензоров деформаций и напряжений позволяет задавать любое направление
действия силы, что гораздо более реалистично для моделирования континуума.

В нелокальной теории точность вычисления тензоров зависит от расстояния между
частицами ∆x и горизонта взаимодействия δ. Согласно теории сходимости [5], уравне-
ния перидинамики превращаются в уравнения механики сплошной среды (МСС) при
уменьшении δ. Предельные численные решения этих уравнений также будут совпа-
дать при увеличении числа частиц дискретной модели и измельчении сетки в МСС. В
задачах разрушения для получения корректного результата моделирования при мини-
мально возможных вычислительных затратах рекомендуется использовать δ ≈ 3∆x [6].

Исследование, проведенное в данной работе, заключается в реализации и тестиро-
вании NOSB модели перидинамики на примере двумерных задач упругости и разру-
шения. В качестве критерия разрушения используется максимальное значение напря-
жения при растяжении [7].

2. Метод перидинамики

Теория перидинамики была введена Силингом [3] как способ решения задач меха-
ники твердого тела без использования пространственных производных, основываясь на
интегральных уравнениях. Твердое тело представляется в виде системы взаимодейству-
ющих между собой частиц с заданными массой — mi, плотностью — ρi, начальными
координатами — ~r0i

(

x0
i , y

0
i , z

0
i

)

). Каждая дискретная частица ~ri взаимодействует с дру-

гими частицами ~rk на конечном расстоянии ~ξi = ~rk − ~ri посредством связи в пределах
замкнутого горизонта — δ. Движение деформируемой среды описывается векторами от-
носительных смещений ~ηi = ~uk−~ui и векторами относительных положений ~Yi = ~ξi+~ηi.

Уравнение движения частицы ~ri (xi, yi, zi) задается в виде

ρi~̈u (~ri, t) =

∫

H~ri

~fi (~uk − ~ui, ~rk − ~ri) dV ~rk +~b (~ri, t) , (2.1)

где ~b — граничные условия.
Выделяют две основные формулировки перидинамики — на основе связи (bond-

based) [3, 8] и на основе состояний (state-based) [4, 9]. Модель на основе состояний в свою
очередь подразделяется на ordinary state-based (OSB) и NOSB. NOSB модель обобщает
рассмотренные ранее PMB и LPS модели [1, 2]. Более подробно теория перидинамики
представлена в [10, 11].

3. NOSB модель

Рассматриваемая модель основана на вычислении вектора силы каждой частицы в
связи [7, 12, 13]. Описание модели начинается с задания энергии деформирования, как
и в МСС. Для упругих деформаций:

Wi =
λi

2

∑

k

Ei
kkE

i
kk +Gi

∑

m,l

EmlEml, (3.1)
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где λi = Ki −
2

3
Gi — коэффициенты Ламэ; Ki — объемный модуль упругости; Gi —

модуль сдвига; Ei — упругий тензор деформаций Грина:

Ei =
1

2

(

FT
i Fi − I

)

, (3.2)

где FT
i Fi — упругий тензор деформаций Коши-Грина; I — единичная матрица; Fi —

тензор градиента деформаций:

Fi =







∫

H~ri

ω
(

|~ξi|
)(

~ξi + ~ηi

)

⊗ ~ξidV~rk






·K−1

i , (3.3)

где ω
(

|~ξi|
)

— функция влияния в виде кубического сплайна 3.5; Ki — шаровой тензор

деформаций:

Ki =

∫

H~ri

ω
(

|~ξi|
)(

~ξi ⊗ ~ξi

)

dV~rk , (3.4)

ω
(

|~ξi|
)

=



















2

3
− 4d2 + 4d3, d ≤ 1

2
,

4

3
− 4d+ 4d2 − 4

3
d3,

1

2
< d ≤ 1, d =

|~ξi|
δ

,

0, d > 1,

(3.5)

Тензор напряжений для системы координат начального состояния (второй тензор
напряжений Пиолы-Кирхгофа) определяется по закону Гука 3.6. Симметричный тензор
напряжений в деформированном состоянии (тензор напряжений Коши) записывается
в виде 3.7.

Si =
∂Wi

∂Ei
= λiTr(Ei)gkl + 2GiEi, (3.6)

где gkl =

{

1, k = l
0, k 6= l

— дельта-функция,

σi = Fi

(

1

det (Fi)
Si

)

FT
i . (3.7)

Вычисление σi относительно начальной конфигурации (3.2), (3.6), (3.7) использует-
ся для описания малых упругих деформаций [13]. Преобразование напряжения из на-
чальной конфигурации в деформируемую конфигурацию некорректно описывает пове-
дение материала при хрупком разрушении. В данной работе для описания кинематики
частицы используется тензор градиента скорости деформаций [14]. Тензор напряжений
Коши записывается в виде (3.11).

Тензор градиента скорости деформаций задается в виде:

Li = ḞiF
−1, (3.8)

где Ḟi — производная тензора градиента деформаций по времени:
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Ḟi =







∫

H~ri

ω
(

|~ξi|
)

~̇
iY ⊗ ~ξidV~rk






·K−1

i . (3.9)

Симметричная часть тензора градиента скорости описывает скорость тензора де-
формаций:

di =
1

2

(

Li + LT
i

)

. (3.10)

Тензор напряжений Коши обновляется на каждом временном шаге:

σn+1
i = σn

i +∆σi, (3.11)

где ∆σi — тензор приращения напряжений 3.12.
Тензор приращения напряжений ∆σi (3.12) получается в зависимости от тензора

приращения деформаций ∆Ei (3.13).

∆σi = λiTr (∆Ei) gkl + 2Gi∆Ei (3.12)

∆Ei = di ·∆t (3.13)

Подставляя (3.8) и (3.10) в (3.13), получаем (3.14) – зависимость ∆Ei от тензора
приращения градиента деформаций ∆Fi (3.15).

∆Ei =
1

2

(

∆FiF
−1
i + F−T

i ∆FT
i

)

, (3.14)

∆Fi =







∫

H~ri

ω
(

|~ξi|
)

∆~Yi ⊗ ~ξidV~rk






·K−1

i , (3.15)

где ∆~Yi = ∆~uk − ∆~ui — приращение относительного положения частицы i, ∆~ui =
= ∆~un+1

i −∆~un
i — приращение смещения частицы i.

Вектор силы ~Ti для каждой частицы в связи задается в виде:

~Ti = ω
(

|~ξi|
)

PiK
−1
i

~ξi, (3.16)

где Pi — первый тензор напряжений Пиолы-Кирхгофа:

~Pi = JσiF
−T
i , J = det (Fi). (3.17)

Тогда сила парного взаимодействия в связи ~fi для (2.1) вычисляется как

~fi = ω
(

|~ξi|
)

PiK
−1
i

~ξi − ω
(

|~ξk|
)

PkK
−1
k

~ξk, (3.18)

где i и k — индексы данной частицы ~ri и частицы ~rk из множества соседей H~ri соот-
ветственно.

Ю. Н. Дерюгин, Д.А. Шишканов. Континуальная модель перидинамики для задач хрупкого . . .



162 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2024. Vol. 26, No. 2.

4. Объемы дискретных частиц

При численном интегрировании, уравнения движения (2.1) аппроксимируются дис-
кретными объемами частиц в области H~ri :

ρi~̈u
n
i =

∑

k∈H~ri

~fi
(

~un
k − ~un

i , ~r
0
k − ~r0i

)

∆Vk +~bni (4.1)

В (4.1) суммирование идет по частицам, представленным на рисунке 4.1a. В МСС
область интегрирования сплошная, как показано на рисунке 4.1b. Для улучшения ап-
проксимации в данной работе используется корректировка объемов частиц, описанная
в справочниках по перидинамике [10, 11]:

∆Vk = k
(

~ξi

)

·∆x3, (4.2)

где k
(

~ξi

)

— линейная корректирующая функция:

k(~ξi) =



























δ +
∆x

2
− |~ξi|

∆x
, δ − ∆x

2
≤ |~ξi| ≤ δ,

1, |~ξi| ≤ δ − ∆x

2
,

0, |~ξi| > δ,

(4.3)

a) b)

Рис. 4.1. Объемы дискретных частиц в H~ri
: a) — перидинамика; b) — МСС

Fig 4.1. Discret particles volumes in H~ri
: a) — peridynamics; b) — continuum

mechanics

5. Повреждение и критерий разрушения

Локальное повреждение (5.1) задается в зависимости от числа разорванных свя-
зей каждой частицы в пределах ее горизонта взаимодействия и принимает значения в
диапазоне 0 ≤ φi ≤ 1, где 0 означает, что материал целый, а 1 означает завершенный
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разрыв связей частицы со всеми частицами, с которыми она изначально взаимодей-
ствовала [7]:

φi = 1−

∫

H~ri

µ
(

~ri, t, ~ξi

)

dV~rk

∫

H~ri

dV~rk
, (5.1)

где µ — скалярная функция положения материальной точки, которая принимает зна-
чения 1 или 0, определяется формулой

µ

(

~
ri, t, ~ξi

)

=

{

1, σI
ij < ft ∀0 ≤ t

′ ≤ t

0, σI
ij ≥ ft ∀0 ≤ t

′ ≤ t,
(5.2)

где ft — критическое значение напряжения связи, пока предполагается константой;
σI
ij — максимальное главное напряжение (5.4), полученное из тензора:

σij =
1

2
(σi + σj), (5.3)

где j — индекс частицы из H~ri .

σI
ij =

1

2

(

σ11
ij + σ22

ij

)

+

√

√

√

√

(

σ11
ij − σ22

ij

2

)2

+
(

σ12
ij

)2
, (5.4)

где σ11
ij , σ

22
ij , σ

12
ij — компоненты тензора σij .

Частица ~ri внутри H~ri взаимодействует со всеми своими соседями ~rk до момента
разрыва связи, как показано на рисунке 5.1a. Вектор сил двух взаимодействующих ча-
стиц в связи вычисляется в зависимости от градиента деформаций, который является
функцией относительных смещений. При достижении максимальным главным напря-
жением σI

ij критического значения напряжения ft, взаимодействие прекращается, как
показано на рисунке 5.1b. После этого тензор градиента деформаций вычисляется без
учета разорванной связи.

6. Тестовые расчеты

Перидинамика относится к числу нелокальных методов с масштабом длины δ. Точ-
ность вычисления тензоров зависит от способа дискретизации области континуума и от
выбора горизонта взаимодействия. Согласно теории сходимости [5], уравнения периди-
намики превращаются в уравнения МСС при уменьшении δ, а также при увеличении
числа частиц дискретной модели и измельчении сетки в МСС. В задачах разрушения
для получения корректного результата моделирования при минимально возможных
вычислительных затратах рекомендуется использовать δ ≈ 3∆x [6].

Для тестирования нелокального метода использовались простая задача на исследо-
вание упругих свойств материала и задача разрушения хрупкого материала.
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a) b)

Рис. 5.1. Схема взаимодействующих частиц: a) — нет разорванных связей;
b) — есть разорванная связь

Fig 5.1. Scheme of interacting particles: a) — there are no broken bonds; b) — there
is a broken bond

7. Одноосное растяжение тонкого стержня в 2D-постановке

Тонкий стержень подвергается растяжению с левого конца при фиксированном пра-
вом. Начальная постановка задачи и аналитическое решение взяты из [13]. Использу-
ются безразмерные величины.

Геометрия задачи: 0 < x < L,−H

2
< y <

H

2
, L = 100, H = 10.

Свойства материала: модуль Юнга Е = 100, коэффициент Пуассона ν = 0, плот-
ность ρ = 1.

Граничные условия

wx (x = 0, t) = 0.0001, wx (x = L, t) = 0. (7.1)

применяются для одного слоя частиц с каждого конца стержня как показано на рисун-
ке 7.1. К левому концу прикладывается постоянное давление P = −1.

Рис. 7.1. Геометрия задачи и граничные условия
Fig 7.1. Problem geometry and boundary conditions

Данная задача рассматривается при условии плоского напряжения. Результаты чис-
ленного моделирования сравниваются с аналитическим решением из [13].

В расчетах исследуется сходимость реализованной модели для различных значений
числа частиц и горизонта взаимодействия. Используются графики смещения и напря-
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жения вдоль оси Ox на начальный момент времени (рис. 7.2, 7.5), смещения и напря-
жения частицы в сечении x = L/2 на всем временном интервале (рис. 7.3, 7.6), а так-
же диаграммы среднеквадратичного отклонения смещения от аналитического решения
(рис. 7.4, 7.7).

В первой части расчетов варьируется горизонт взаимодействия δ = 3.015∆x, δ =
= 2.015∆x, δ = 1.015∆x при фиксированном числе частиц N = 25551 (∆x = 0.2).
Сходимость достигается при уменьшении горизонта взаимодействия (Рис. 7.5 – 7.7).

a) b)

c) d)

Рис. 7.2. Смещение (a, b, c) и напряжение (d) вдоль оси Ox в момент времени
t = 4 для различных δ.

Fig 7.2 Displacement (a, b, c) and stress (d) along the Ox axis at time t = 4 for
different δ
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a) b)

c) d)

Рис. 7.3. Зависимость смещения (a, b, c) и напряжения (d) частицы в сечении
x = L/2 от времени для различных δ

Fig 7.3. The dependence of the displacement (a, b, c) and stress (d) of the particle
in the cross section x = L/2 on time for different δ

Рис. 7.4. График среднеквадратичного отклонения смещения частиц
от эталона на времена для различных δ:

1 — δ = 1.015∆x, 2 — δ = 2.015∆x, 3 — δ = 3.015∆x
Fig 7.4. Mean-square deviation graph of particle diaplacement from analytical

solution for times for different δ:
1 — δ = 1.015∆x, 2 — δ = 2.015∆x, 3 — δ = 3.015∆x
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a) b)

c) d)

Рис. 7.5. Смещение (a, b, c) и напряжение (d) вдоль оси Ox
в момент времени t = 4 для различного числа частиц

Fig 7.5. Displacement (a, b, c) and stress (d) along the Ox axis
at time t = 4 for different particles number

a) b)
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c) d)

Рис. 7.6. Зависимость смещения (a, b, c) и напряжения (d) частицы
в сечении x = L/2 от времени для различного числа частиц.

Fig 7.6 The dependence of the displacement (a, b, c) and stress (d) of the particle
in the cross section x = L/2 on time for different particles number

Рис. 7.7. График среднеквадратичного отклонения смещения частиц
от эталона на времена для различного числа частиц:

1 - N = 1111, 2 - N = 4223, 3 - N = 16441, 4 - N = 25551

Fig 7.7. Mean-square deviation graph of particle diaplacement from analytical
solution for times for different particles number:

1 - N = 1111, 2 - N = 4223, 3 - N = 16441, 4 - N = 25551

Во второй части расчетов варьируется число частиц N = 1111 (∆x = 1), N =4221
(∆x = 0.5), N = 16441(∆x = 0.25), N = 25551(∆x = 0.2) при фиксированном значении
δ = 3.015∆x. Сходимость наблюдается при увеличении числа частиц.

8. Разрушение пластины с горизонтальной трещиной

при одноосной нагрузке

Прямоугольная пластина с горизонтальным дефектом подвергается постоянной
симметричной нагрузке как показано на рисунке 8.1. В качестве хрупкого материала
используется стекло. Постановка задачи взята из [7].
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Рис. 8.1. Геометрия и условия нагрузки для прямоугольной пластины
Fig 8.1. Geometry and load conditions for a rectangular plate

Геометрия задачи: −L

2
< x <

L

2
, −h

2
< y <

h

2
, L = 0.1м, h = 0.04м, d = 0.05м.

Свойства материала: модуль Юнга Е = 65ГПа, коэффициент Пуассона ν = 0.2,
плотность ρ = 2 235 кг/м3.

В качестве критерия разрушения используется критическое значение напряжения
при растяжении ft = 10 МПа. Дефект задается как локальное повреждение по формуле
(5.1) с заданным числом разорванных связей. Начальное значение прикладываемой
нагрузки σ0 = 1 МПа, горизонт взаимодействия δ = 3.015∆x, шаг сетки ∆x = 5 ·10−4 м,
число частиц N = 16 000, счетный шаг ∆t = 0.01 мкс, конец счета при t = 60 мкс.

Результаты расчета представлены в виде растровых картин разрушения и напря-
жения пластины, полученные в ParaView 5.9.0. На Рис. 8.2a видно, что предельное
значение напряжения достигается в центре пластины в области начального дефекта
на момент времени 7.6 мкс, где происходит зарождение трещины, то есть первый раз-
рыв связей под нагрузкой в области концентрации максимальных главных напряжений.
При дальнейшей нагрузке повреждение развивается горизонтально вдоль прямой ли-
нии (Рис. 8.2b) до момента начала ветвления (Рис. 8.2c). Образовавшиеся ветви трещи-
ны распространяются симметрично относительно оси Ox до конца счета задачи (Рис.
8.2d). Качественное сравнение результата разрушения представлено на рисунке 8.3.
Наблюдается адекватное поведение эволюции разрушения с сохранением симметрии
ветвления. На рисунке 8.4 показана скорость образования трещины в сравнении с дан-
ными из открытых источников. Видно, что начало зарождения разрушения совпадает
с результатом, полученным по методу конечных элементов [16], однако дальнейшее рас-
пространение трещины протекает медленнее. С этим связано и разное конечное время
счета задачи (60 мкс по NOSB модели и 45 мкс по методу конечных элементов).
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a)

b)

c)

d)

Рис. 8.2. Растровые картины максимального главного напряжения (первый
столбец, Па) и повреждения (второй столбец) на времена:
a) t = 7.6 мкс; b) t = 20 мкс; c) t = 29 мкс; d) t = 60 мкс

Fig 8.2. Raster pictures of the maximum main stress (first column, Pa) and damage
(second column) at times: a) t = 7.6µs; b) t = 20µs; c) t = 29µs; d) t = 60µs
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a) b)

c) d)

e)

Рис. 8.3. Сравнение картины ветвления трещины на конечный момент
времени: a) — эксперимент [15]; b) — численная модель из [7];

c) — метод конечных элементов XFEM из [16]; d) — bond-based модель из [17];
e) — NOSB модель

Fig 8.3. Comparison of the crack branching pattern at a finite point in time:
a) — experiment [15]; b) — numerical model in [7]; c) — XFEM finite element

method in [16]; d) — bond-based model in [17]; e) — NOSB model

Рис. 8.4. Скорость эволюции трещины: 1 — эксперимент [15]; 2 — численная
модель из [7]; 3 — метод конечных элементов XFEM [16];

4 — bond-based модель из [17]; 5 — NOSB модель
Fig 8.4. The rate of crack evolution: 1 — experiment [15]; 2 — numerical model
in [7]; 3 — XFEM finite element method in [16]; 4 — bond-based model из [17];

5 — NOSB model
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9. Заключение

В результате проделанной работы реализована и протестирована NOSB модель пе-
ридинамики. Показаны сходимость численного решения упругой задачи к аналитике
и возможность реализованной модели описывать хрупкое разрушение с применением
критерия максимального напряжения при растяжении. Использование большого го-
ризонта взаимодействия δ ≈ 3∆x для задачи с дефектом с одной стороны позволяет
адекватно моделировать процесс разрушения, с другой стороны вносит погрешность
численного интегрирования при вычислении тензора градиента деформаций.
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Гидродинамический механизм формирования

динамической структуры системы вращающихся

частиц

С. И. Мартынов, Л.Ю. Ткач

БОУ ВО «Сургутский государственный университет» (г. Сургут, Российская
Федерация)

Аннотация. На основе гидродинамического механизма, учитывающего взаимодей-
ствие всех частиц, проведено численное моделирование формирования динамической
структуры в результате коллективной динамики вращающихся частиц в вязкой жид-
кости. Считается, что частицы обладают магнитным моментом и приводятся во вра-
щение внешним переменным однородным магнитным полем. Представлены результаты
численного моделирования коллективной динамики для трех исходных структур, ко-
торые могут быть образованы дипольными частицами за счет взаимодействия между
собой в отсутствии внешнего магнитного поля. Такие равновесные структуры представ-
ляют собой прямолинейную цепочку, замкнутую цепочку и периодическую структуру
в виде плоской системы цепочек частиц. Вращение частиц приводит окружающую их
жидкость в движение, течение которой создает гидродинамические силы и моменты,
перемещающие частицы. Коллективная динамика системы вращающихся частиц при-
водит к формированию из первоначальной структуры новой динамической, имеющей
свои характерные особенности для каждого рассмотренного случая. Проводится каче-
ственное сравнение результатов динамики системы частиц, приходящих в движение за
счет действия или внешнего момента, или внешней силы. Предложенный гидродина-
мический механизм формирования динамической структуры в результате коллектив-
ной динамики системы вращающихся частиц может быть использован для управления
структурообразванием в системе жидкость-частицы.

Ключевые слова: коллективная динамика, динамическая структура, численное мо-
делирование, вязкая жидкость, гидродинамическое взаимодействие, вращающиеся ча-
стицы.
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Abstract. Based on the hydrodynamic mechanism, which takes into account the interaction
of all particles, a numerical simulation of the formation of a dynamical structure in a viscous
fluid was carried out. This structure is a result of the collective dynamics of rotating particles
in the fluid. It is supposed that the particles have a magnetic moment and are driven into
rotation by an external variable uniform magnetic field. The results of numerical modeling of
collective dynamics are presented for three initial structures that can be formed by interacting
dipole particles in the absence of an external magnetic field. Such equilibrium structures are
a straight chain, a closed chain, and a periodic structure in the form of a flat system of
particle chains. The rotation of particles sets the surrounding fluid in motion, whose flow
creates hydrodynamic forces and moments that move the particles. The collective dynamics
of a system of rotating particles leads to the formation of a new dynamical structure from
the original one, and this new structure has its own characteristic features for each case
considered. A qualitative comparison of the results of the dynamics for a particles’ system
set in motion due to the action of an external moment or an external force is carried out. The
proposed hydrodynamic mechanism for the formation of a dynamical structure as a result
of the collective dynamics of a rotating particles’ system can be used to control structure
formation in a liquid-particle system.
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1. Введение

Результаты, представленные в международных публикациях за последнее десятиле-
тие, свидетельствуют об обширных и интенсивно проводимых исследованиях неравно-
весных систем с активными частицами. Неравновесное состояние может быть вызвано
воздействием внешних полей (электрических, магнитных, акустических, световых), хи-
мических реакций или гидродинамических течений. Такие системы демонстрируют воз-
можность динамической самосборки, как результат коллективного поведения активных
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частиц в условиях неравновесного состояния [1–2], вызванного действием указанных
выше причин. Активно проводятся эксперименты по формированию и управлению кол-
лективным поведением систем активных частиц во внешних полях как в объеме жид-
кости (трехмерные структуры) [3–5], так и на поверхности раздела жидкость-газ (двух-
мерные структуры) [6–8]. Воздействие внешним полем взывает интерес также в связи
с возможностью сборки многообразных структур из синтетических частиц, имеющих
анизотропные свойства поверхности [9]. Все эти исследования проводятся для конкрет-
ных практических задач, связанных с целевой доставкой груза, параллельной сборкой,
очисткой жидкости и других задач, как в лабораторных, так и в естественных условиях.
При этом в публикациях отмечаются и такие проблемы с практическим применением
систем, как недостаточная их грузоподъемность и управляемость в реальных условиях
их использования. Поскольку внешние поля непосредственно воздействуют на части-
цы, приводя их в определенное движение, то для решения указанных выше задач необ-
ходимо понимание механизмов, формирующих коллективную динамику, как результат
динамики составляющих ее индивидуальных частиц. В то же время коллективная дина-
мика определяет, какие динамические структуры могут быть сформированы в системе.
Коллективное поведение системы большого числа частиц определяется их взаимодей-
ствием между собой с силами, непосредственно действующими между частицами, и
взаимодействием через жидкость, в которой происходит их движение. Для понимания
механизмов, отвечающих за преобразование динамики отдельных частиц в коллектив-
ную динамику системы, необходимо корректно учитывать все взаимодействия между
частицами. Актуален и в настоящее время обзор моделей и подходов, используемых
для описания динамики систем активных частиц, приведен в работе [10]. В частности,
указывается, что гидродинамическое взаимодействие если и учитывается, то в сильно
упрощенном виде. А именно в виде силы вязкого трения, действующей на отдельную
частицу, или в приближении среднего поля. Этот вывод подтверждается и более позд-
ними работами по моделированию динамики системы активных частиц [11–15]. Между
тем трудно переоценить роль таких взаимодействий. В работе [16] подчеркивается ве-
дущая роль именно гидродинамических взаимодействий в самосборке, эмергентности,
транспорте и смешении коллоидных суспензий с внешним приводом. Следует понимать,
что и межчастичное взаимодействие в теоретических моделях учитывается в прибли-
жении парных взаимодействий, что для большого числа взаимодействующих частиц
дает некорректный результат [17]. Поэтому разработка новых теоретических моделей
и подходов, на основе которых моделируется коллективная динамика системы актив-
ных частиц с учетом их взаимодействия, является актуальной задачей.

Динамика системы определяется внутренним взаимодействием частиц и действием
и сил и моментов со стороны внешнего поля. Для дипольных частиц внешнее магнитное
или электрическое поле может создавать силу и момент силы, приводящие их в посту-
пательное и вращательное движение. Двигаясь в жидкости, частицы искажают рас-
пределение скорости и давление вокруг себя, что приводит к появлению действующих
на них гидродинамических сил и моментов со стороны жидкости. Гидродинамическое
взаимодействие совместно с межчастичным взаимодействием и формирует коллектив-
ную динамику системы. Учитывать гидродинамическое взаимодействие большого чис-
ла частиц позволяет метод, разработанный в работе [18] и проверенный на различных
задачах [19–20]. В частности, этим методом в работе [19] проведено численного модели-
рование коллективной динамики облака случайно расположенных частиц в результате
действия на каждую частицу постоянной внешней силы. Было найдено, что скорость
частиц в центральной части облака больше, чем на его крае. Это приводит к тому, что
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происходит постоянная циркуляция частиц из центра облака в ее переднюю часть, где
происходит их торможение и смещение на край, а затем в хвостовую часть. Частицы,
находящиеся в хвостовой части облака, отстают от центральных частиц, что приводит
к постепенному распаду облака на отдельные группы частиц, в которых происходит
такая же динамика. В конечном итоге распад завершается образованием следа облака
в виде отдельных частиц. Отличие динамики системы активных частиц при действии
на них внешнего момента можно оценить на примере моделей агрегатов, перемещаю-
щихся в жидкости за счет гидродинамической силы, создаваемой окружающей жидко-
стью за счет вращения частиц [17]. На этом примере уже видно отличие коллективной
динамики системы вращающихся частиц от случая, когда движение частиц вызвано
действием силы со стороны внешнего поля. В настоящей работе оценивается роль ме-
ханизма гидродинамического взаимодействия вращающихся частиц в коллективной ди-
намике системы и формировании динамической структуры. Цель проводимого исследо-
вания – проверка гипотезы, что при вращательном движении частиц механизм гидро-
динамического взаимодействия приводит к формированию динамической структуры,
как результат коллективной динамики системы. Для проверки гипотезы используется
математическая модель, состоящая из уравнений движения жидкости в приближении
малых чисел Рейнольдса с соответствующими граничными условиями на поверхности
частиц, квазистатических уравнений поступательного и вращательного движения для
каждой из частиц, входящих в систему. В качестве исходного состояния системы ча-
стиц выбирались структуры, образующиеся в результате действия диполь-дипольного
взаимодействия в отсутствии внешнего поля.

2. Постановка задачи и метод решения

Рассматривается система из N твердых сферических частиц радиуса a, помещенных
в несжимаемую жидкость вязкости η и обладающих магнитным моментом m. Прило-
женное внешнее однородное переменное магнитное поле приводит их во вращатель-
ное движение. Движение частиц приводит к возникновению течения вязкой жидкости
и формированию гидродинамических сил и моментов, действующих на частицы.

Динамика рассматриваемой системы определяется уравнениями движения жидко-
сти и каждой частицы, входящей в систему. В уравнениях движения частиц необходимо
учитывать внутренние силы, внешние силы и силы гидродинамического взаимодей-
ствия, а также моменты сил, действующих на частицы. Такой подход уже применялся
ранее в работах авторов и дает хорошее согласие с экспериментальными результатами
[20]. Система уравнений динамики частиц записывается в виде:

F
(i)
k + F

(e)
k + F

(h)
k = 0, T

(i)
k +T

(e)
k +T

(h)
k = 0. (2.1)

Здесь F
(h)
k – силы; T(h)

k – моменты сил со стороны жидкости; F(e)
k , T(e)

k – силы и мо-

менты сил со стороны внешнего поля; F(i)
k , T(i)

k – силы и моменты диполь-дипольного
взаимодействия, действующие на частицу с номером k со стороны других частиц. Эта
система уравнений динамики системы частиц, для которых силы инерции не учиты-
ваются. Легко получаемые оценки показывают, что в случае малых чисел Рейнольдса
силы инерции малы по сравнению вязким трением, что позволяет использовать систе-
му (2.1) для описания динамики системы частиц. В случае воздействия на частицы
переменного поля имеется интервал частот, для которых силы инерции можно не учи-
тывать (случай малых частот), и интервал частот, при которых силы инерции учи-
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тывать необходимо (быстропеременные поля) даже в случае малых чисел Рейнольдса.
Детально постановка задачи и метод решения задачи о гидродинамическом взаимодей-
ствии частиц в случае воздействия на них быстропеременного поля приведен в работе
[21]. В настоящей работе рассматривается случай малых частот изменения поля. Учет
внутренних сил взаимодействия проводится на основе парных взаимодействий. Для
большого числа частиц такой подход приводит к проблеме сходимости, аналогичной
случаю парного гидродинамического взаимодействия и подробно проанализированной
в [17].

Для нахождения гидродинамических сил F
(h)
k и моментов T

(h)
k , действующих на ча-

стицы, решается система уравнений гидродинамики. В случае малых чисел Рейнольдса
система уравнений для скорости u и давления p жидкости имеет вид:

∇u = 0, −∇p+ η∆u = 0.

На поверхности частицы с номером k должны выполняться условия:

ui = V k
i +Ωk

ijx
k
j , | Xk |= ak.

Здесь, введены следующие обозначения: Vk – вектор абсолютной линейной скорости;
Ωk

ij – тензор угловой скорости; Xk – вектор положения точки жидкости относительно

центра частицы с номером k и радиусом ak.
Далеко от частиц должны выполняться условия:

ui → 0, p → p0 если | X |→ ∞.

Здесь p0 – невозмущенное давление в жидкости.
Алгоритм расчета динамики частиц следующий. Имеется некоторое начальное рас-

положение частиц в жидкости. Это расположение определяется внутренними силами
из условия минимальности энергии взаимодействия между частицами. Течение жид-
кости и движение частиц рассматривается относительно неподвижной системы коор-
динат. Задаются силы и моменты силы, действующих на частицы и приводящих их
в движение с поступательной и угловой скоростью. Движение частиц вызывает течение
окружающей их жидкости. Находится распределение скорости и давления жидкости,
вызванное движением частиц с соответствующими линейными и угловыми скоростями,
и вычисляются гидродинамические силы и моменты, действующие на частицы. В силу
линейности уравнений и граничных условий для течения жидкости, гидродинамиче-
ские силы и моменты линейно зависят от скоростей частиц. Из уравнений динамики
находятся поступательная и угловая скорости частиц относительно жидкости для дан-
ной конфигурации их расположения. Задается малый промежуток времени, за который
происходит малое перемещение и угол поворота частиц и формирование новой кон-
фигурации их положения относительно друг друга. Для новой конфигурации частиц
происходит перерасчет скорости и давления в жидкости и, соответственно, гидродина-
мических сил и моментов. Далее определяются новые значения поступательной и уг-
ловой скорости частиц, а также последующая новая конфигурация их относительного
положения. Указанные вычисления повторяются многократно с целью получения ди-
намической картины относительного расположения частиц через каждый выбранный
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промежуток времени. На каждом шаге происходит контроль точности проведенных
вычислений. Все расчеты и визуализация динамики системы проводились с использо-
ванием зарегистрированного программного комплекса «Turtle» (свидетельство о реги-
страции от 15.01.2016 No. 2016610634), предназначенного для моделирования течения
вязкой жидкости с большим числом взаимодействующих частиц.

3. Принятые допущения

Предполагается, что в отсутствии внешнего поля в результате действия сил диполь-
дипольного взаимодействия частицы образуют некоторую структуру. Такими образо-
ваниями могут быть одномерные структуры в виде цепочки частиц, двумерные струк-
туры в виде правильных многоугольников, в вершинах которых находятся частицы,
двухмерные периодические, трехмерные капельные структуры.

При изучении равновесных структур, образующихся из дипольных частиц, исполь-
зуется выражение для энергии парного взаимодействия частиц. Например для частиц
с номерами k и l, обладающих разными магнитными дипольными моментами mk, ml ,
это выражение имеет вид [22]:

Ukl =
mk ·ml

r3kl
− 3

r5kl
(ml · rkl)(mk · rkl).

Здесь вектор rkl соединяет центры частиц с номерами k и l.
Для динамических структур, образующихся из дипольных частиц, необходимо учи-

тывать силы и моменты, действующие между частицами. Между частицами с номера-
ми k и l, действуют силы, равные по величине и противоположные по направлению.
Так, выражение для силы, действующий на частицу с номером k со стороны частицы
l, имеет вид:

F
(i)
k =

3

r5kl
[(mkrkl)ml + (mlrkl)mk + (mkml)rkl]−

15

r7
(mkrkl)(mlrkl)rkl. (3.1)

Выражения для моментов сил, действующих на частицы, имеют вид

T
(i)
k =

3

r5kl
(mlrkl)(mk × rkl) +

1

r5kl
(ml ×mk),

T
(i)
l =

3

r5kl
(mkrkl)(ml × rkl) +

1

r5kl
(mk ×ml). (3.2)

Здесь необходимо отметить следующее. Сумма вращательных моментов пары вза-
имодействующих частиц не равна нулю. Это может вызвать вопрос о корректности
приведенных выражений, так как это, на первый взгляд, противоречит классическому
принципу механики, согласно которому сумма моментов внутренних сил должна быть
равна нулю. Однако противоречия указанному принципу нет, если учесть, что силы
взаимодействия пары частиц не лежат на одной прямой, а образуют пару сил, имею-
щий момент, который тоже внутренний. Это означает, что нулю должна быть равна
сумма не двух, а трех слагаемых: вращательных моментов и момента пары сил. Лег-
ко проверить, что это выполняется. Таким образом, динамика дипольных частицы в
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результате действия внутренних сил и моментов представляется следующим образом.
Частицы вращаются каждая вокруг своей оси, а обе – вокруг общей оси так, что-
бы энергия их взаимодействия стала минимальна, что соответствует расположению их
дипольных моментов вдоль вектора, соединяющие центры частиц. При этом частицы
сближаются до минимального расстояния между их центрами. В случае если энергия
взаимодействия частиц отличается от минимального значения, то это означает, что над
системой была совершена работа по перемещению их относительно друг друга, так что-
бы изменить ориентацию магнитных моментов частиц и расстояние между ними. Все
это соответствует известным принципам механики. Хотя выражения для сил и момен-
тов при диполь-дипольном взаимодействии частиц известны давно и их можно найти
в задачнике для студентов [23], это до сих пор приводит к указанному выше недопони-
маю. Это при том, что спустя десятилетия это послужило причиной публикации статьи
в научном журнале [24], в которой обосновываются приведенные выше аналитические
выражения для вращательных моментов взаимодействующих дипольных частиц. Эти
выражения в настоящей работе используются для определения средних значений сил
и вращательных моментов, действующих между парой взаимодействующих дипольных
частиц.

Помимо внутренних моментов, со стороны внешнего магнитного поля на частицы
с номерами k и l действуют соответствующие моменты:

T
(e)
k = (mk ×H),

T
(e)
l = (ml ×H).

Таким образом, получим, что суммарные магнитные моменты равны

Tk = T
(i)
k +T

(e)
k ,

Tl = T
(i)
l +T

(e)
l .

Предполагается, что магнитные моменты частиц ориентированы в одном направ-
лении и однородное внешнее переменное магнитное поле с вектором напряженности
H = {0;−H cos(Ωt);H sin(Ωt)} создает одинаковый момент силы, вращающий частицы
в одном направлении. При этом силы и моменты диполь-дипольного взаимодействия,
действующие на выбранную частицу со стороны других, считаются равными нулю.
Такое предположение упрощает задачу изучения влияния только гидродинамического
взаимодействия частиц на формирования коллективной динамики системы. Обоснова-
нием этого предположения может служить тот факт, что средние значения приведен-
ных выше сил (3.1) и моментов (3.2) парного диполь-дипольного взаимодействия за
период вращения частиц равны нулю. Еще одним фактором, позволяющим принять
такое предположение служит величина напряженности внешнего магнитного поля, ко-
торую можно взять такую большую, что величина момента диполь-дипольного взаи-
модействия частиц будет много меньше момента, создаваемым внешним полем. Фак-
тически принятые допущения означают, что при моделировании учитываются только
силы трения со стороны жидкости и внешний момент (3.3), одинаковый для всех ча-
стиц с равными магнитными моментами. Вообще говоря, величина внешнего момента
равна

T
(e)
k = mkH sin((Ω− ωk)t+ α).

и такое предположение подразумевает, что угол между вектором напряженности внеш-
него поля и магнитным моментом частицы не меняется и всегда остается равным α
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(угол запаздывания поворота вектора магнитного момента частицы относительно пово-
рота вектора напряженности внешнего магнитного поля). В начальный момент времени
считается, что угол α равен нулю (магнитные моменты частиц ориентированы вдоль
вектора напряженности магнитного поля), а затем после начала вращения внешне-
го магнитного поля из-за гидродинамического сопротивления образуется острый угол
между вектором магнитного момента частицы и вектором напряженности внешнего
магнитного поля. Для того чтобы внешний момент был постоянен необходимо, что-
бы вращение частиц происходило с угловой скоростью ωk равной скорости вращения
внешнего поля Ω. Однако гидродинамическое взаимодействие приводит к тому, что
угловая скорость вращения частиц зависит от места частицы в общей конфигурации
системы. Это приводит к тому, что угловая скорость частицы может быть как боль-
ше, так и меньше скорости вращения магнитного поля. Однако при этом, как следует
из выражения для величины внешнего момента, угол между вектором напряженности
внешнего поля и магнитным моментом частицы уменьшается или увеличивается по
сравнению с углом α, что, соответственно, приводит к уменьшению или увеличению
момента, действующего на частицу. В свою очередь, уменьшение внешнего момента
приводит к уменьшению угловой скорости частицы, а увеличение внешнего момента
наоборот, к увеличению угловой скорости частицы. Таким образом, вращение частицы
подстраивается под вращение внешнего поля. Фактически условие постоянства внешне-
го моменты, действующего на частицы, является приближенным, средним. При этом,
для того чтобы использовать такое приближение, отклонения от этого среднего должно
быть мало. Как будет показано ниже, результаты моделирования дают хорошее согла-
сие с принятым выше допущением.

Приведенные выше рассуждения в полном объеме касаются и частиц с электриче-
ским дипольным моментом с той только разницей, что вращающееся электрическое
поле приводит их во вращение, противоположное тому, что имеют частицы с магнит-
ным дипольным моментом.

4. Параметры моделирования

При компьютерном моделировании вместо реальных параметров задачи использу-
ются модельные: размер частицы â, вязкость несущей жидкости η̂, величина внешнего
момента силы T̂ , действующего на частицы с магнитным моментом m̂, и ее направление,
а также промежуток времени t̂. Модельные и реальные параметры связаны определен-
ными соотношениями, полученными из условий подобия и приведенными в работах [20,
17].

Вращательный модельный момент T̂ = |m × H| прикладывается к частицам во всех
рассмотренных случаях модельных структур. Его величина берется равной 1 г·см2/с2.
Считается, что величина вращательного момента T̂ остается постоянной и максималь-
ной. Для этого необходимо, чтобы угол между векторами m и H остается неизменным.
Это возможно, когда угловая скорость частиц и частота вращения вектора H одина-
ковые ω = Ω. Уравнения вращения модельной и реальной частицы в структуре имеют
следующий вид:

8Kπηa3ω = T, 8Kπη̂â3ω̂ = T̂ .

Здесь коэффициент K характеризует геометрию структуры и не зависит от размеров
частиц в структуре, но зависит от того, в каком месте находится частица в данной
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структуре. Каждая частица в системе имеет свою скорость вращения. Считая, что ча-
стицы сделаны из одного материала с намагниченностью насыщения Ms, их магнитный
момент определяется, как m = Ms4πa

3/3. Подставляя выражение для магнитного мо-
мента частицы в эти уравнения, получим

8Kπηa3ω =
4πa3

3
MsH, 8Kπη̂â3ω̂ =

4πâ3

3
MsĤ.

Эти уравнения дают соотношения между реальными и модельными параметрами
при вращении частиц

ηω

η̂ω̂
=

H

Ĥ
.

Другое соотношение следует из равенства чисел Рейнольдса модельного и реального
течений жидкости при вращении частиц

ρωa2

η
=

ρω̂â2

η̂
.

Из последних двух равенств следует соотношение между реальным и модельным
значением напряженности магнитного поля

H =
η2â2

η̂2a2
Ĥ.

Приняв намагниченность насыщения Ms для ферромагнетиков равным 450 Г, для
модельной частицы размером â = 1 см получаем модельное значение напряженности
магнитного поля, равное Ĥ = 5.31 · 10−4 Э. При моделировании вязкость жидкости
считалась равной η̂ = 1 г/(см · с). Для частиц размером a = 10−4 см и жидкости фак-
тической вязкости η = 10−2 г/(см · с) получим, что реальная величина напряженности
магнитного поля должна быть H = 5.31Э. Увеличения величины напряженности маг-
нитного поля приводит к увеличению момента, прикладываемого к частицам. Это ведет
к увеличению скорости вращения частиц и более выраженной коллективной динамики
рассматриваемых систем. Это проявляется также на промежутке времени, за который
происходит характерное изменение в динамике системы. Так, модельному промежутку
времени t̂ = 1 с при принятых значениях размера частиц и вязкости жидкости соответ-
ствует реальный t = 3 · 10−6 с. Поэтому полученные за достаточно большие модельные
промежутки времени изменения в системах, моделируемых как результат коллектив-
ной динамики частиц, входящих в нее, для реальных систем происходит намного быст-
рее. Модельная и реальная частота изменения магнитного поля соответственно равны
Ω̂ = 3.6 · 10−2 c−1, Ω = 3.6 · 104 c−1.

Для частиц с электрическим дипольным моментом p полагаем p = qa, где q электри-
ческий заряд. Проводя аналогичные магнитным частицам анализ модельных и реаль-
ных параметров, получаем, что следующие модельные и реальные параметры. Для на-
пряженности электрического поля и величины заряда: q̂Ê = 1 г ·см/с2, qE = 104 г ·м/с2;
для модельной и реальной частоты изменения электрического поля Ω̂ = 3.6 · 10−2 c−1,
Ω = 3.6 · 104 c−1. Указанная выше связь между модельными и соответствующими им
реальными параметрами используется для всех рассматриваемых в настоящей работе
расчетах коллективной динамики структур из гибридных частиц с магнитным и элек-
трическим дипольными моментами.
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5. Формирование динамической структуры в результате кол-

лективной динамики вращающихся частиц

Одно из возможных образований, формирующееся в результате диполь-дипольного
взаимодействия магнитных частиц, представляет собой структуру в виде цепочки ча-
стиц [25]. Для моделирования коллективной динамики такой структуры рассмотрены
три цепочки из 6, 8 и 15 частиц соответственно. Частицы в цепочках имеют модельный
радиус â = 1 см, их центры располагаются на оси OY на расстоянии 3â друг от дру-
га. Считается, что вращательный модельный момент M̂ = 1 г · см2/с2, направленный
вдоль оси OX , прикладывается к каждой частице во всех рассмотренных случаях мо-
дельных структур. Действие момента приводит во вращение частицы, что формирует
течение окружающей их вязкой жидкости. В результате гидродинамического взаимо-
действия частиц создается сила, перемещающая частицы. Первоначальная структура
частиц меняется и формируется новая, как результат их коллективной динамики.

На Рис. 5.1 представлено последовательное формирование новой структуры в ре-
зультате коллективной динамики 6 частиц, первоначально расположенных в виде гори-
зонтальной цепочки. Как видно из приведенной динамики, первоначальная структуры
распадается на две группы симметрично расположенных частиц. Каждая группа со-
стоит из трех частиц, образующих вершины треугольника, вращающегося с некоторой
угловой скоростью вокруг оси, параллельной оси вращения частиц, и при этом обе груп-
пы совместно совершают вращательное движение вокруг оси симметрии структуры.
Численные расчеты подтверждают, что формирующаяся структура остается симмет-
ричной. Например. найдено, что координаты центра тяжести системы не изменяются,
что при отсутствии внешней силы соответствует наличию симметрии системы.

a) b)
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c) d)

e) f)

Рис. 5.1. Последовательное формирование структуры в результате
коллективной динамики цепочки из 6 вращающихся частиц: a) начальная

конфигурация цепочки (t̂ = 0 с); b) разделение цепочки на две группы
вращающихся частиц (t̂ = 1400 с); c), d), e), f) динамика образованной

структуры из двух групп вращающихся частиц (t̂ = 2900, 3700, 5300, 6500 с)

Fig 5.1. Sequential formation of a structure as a result of the collective dynamics of
a chain of 6 rotating particles: a) initial configuration of the chain (t̂ = 0 s); b)

division of the chain into two groups of rotating particles (t̂ = 1400 s); it c), d), e),
f) dynamics of the formed structure of two groups of rotating particles

(t̂ = 2900, 3700, 5300, 6500 s)

Изменение числа частиц в цепочке меняет формирующуюся структуру. Так для
цепочки из 8 частиц, коллективная динамика которой приведена на Рис. 5.2, форми-
руется структура из двух групп по 4 частицы в каждой, которые так же совместно
вращаются вокруг оси симметрии. Но уже для цепочки из 15 частиц, формирующая-
ся структура более сложная. На Рис. 5.3 показана последовательность формирования
структуры в результате коллективной динамики такой цепочки. Как видно из приве-
денной динамики цепочка разбивается на пять групп: две группы по четыре частицы в
каждой, две группы по две частицы и одна центральная из трех частиц. Каждая груп-
па вращается вокруг собственной оси, а все вместе вращаются вокруг оси симметрии.
Если во всех рассмотренных случаях частицы в цепочке расположены вдоль оси OX ,
т. е. перпендикулярно вектору напряженности приложенного магнитного поля и вдоль
вектора действующего момента, то их вращение не меняет первоначальную структуру.
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a) b)

c) d)

Рис. 5.2. Последовательное формирование структуры в результате
коллективной динамики цепочки из 8 вращающихся частиц: a) фаза

деформации цепочки (t̂ = 150 с); b) разделение цепочки на две группы
вращающихся частиц (t̂ = 750 с); c), d) динамика образованной структуры из

двух групп вращающихся частиц (t̂ = 1350, 1650 с)

Fig 5.2. Sequential formation of a structure as a result of the collective dynamics of
a chain of 8 rotating particles: a) chain deformation phase (t̂ = 150 s); b) division of

the chain into two groups of rotating particles (t̂ = 750 s); c), d) dynamics of the
formed structure of two groups of rotating particles (t̂ = 1350, 1650 s).

Другой структурой дипольных частиц, образующейся в результате межчастично-
го взаимодействия, является правильный многоугольник, в вершинах которого рас-
полагаются частицы и суммарный момент которого равен нулю. В настоящей работе
моделируется динамика системы из пяти твердых сферических частиц, образующих
двухмерную структуру, близкую к правильному пятиугольнику и лежащую в плос-
кости Y OZ на окружности радиуса 3â. Векторы магнитных моментов частиц также
лежат в этой плоскости. Приложенное внешнее магнитное поле, лежащее в плоскости
диполей, приводит их во вращательное движение.
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a) b)

c) d)

Рис. 5.3. Последовательное формирование структуры в результате
коллективной динамики цепочки из 15 вращающихся частиц: a) начало

формирования структуры (t̂ = 600 с); b) разделение цепочки на три группы
вращающихся частиц (t̂ = 1500 с); c) начало формирования пяти групп

вращающихся частиц (t̂ = 2280 с); d) сформированные группы вращающихся
частиц (t̂ = 4780 с)

Fig 5.3. Sequential formation of a structure as a result of the collective dynamics of
a chain of 15 rotating particles: a) beginning of structure formation (t̂ = 600 s); b)

division of the chain into three groups of rotating particles (t̂ = 1500 s); c)
beginning of formation of five groups of rotating particles (t̂ = 2280 s); d) formed

groups of rotating particles (t̂ = 4780 s)

Ниже на Рис. 5.4 приведена динамика такой структуры в результате гидродина-
мического взаимодействия частиц. Результаты моделирования показывают, что такая
структура не трансформируется в другую, а остается неизменной и вращение частиц
приводит к вращению всей структуры вокруг оси симметрии OX . Из рассмотренной
двумерной системы частиц в виде пятиугольников можно собрать пространственную
структуру, последовательно располагая их с определенным шагом вдоль оси симмет-
рии OX . Коллективная динамика такой пространственной структуры в рассматрива-
емом внешнем магнитном поле аналогична динамики одиночной системы: структура не
трансформируется и все ее составляющие вращаются вокруг оси симметрии с одинако-
вой угловой скоростью. Если расположить одиночную структуру в плоскости, парал-
лельной оси OX так, чтобы она была симметричной относительно этой оси, то действие
вектора момента, направленного тоже вдоль оси OX , приводит к вращению всей си-
стемы вокруг оси симметрии без ее трансформации.
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a) b)

Рис. 5.4. Коллективная динамики кольца из пяти вращающихся частиц:
a) начальная структура (t̂ = 0 с); b) сохранение структуры в результате

динамики вращающихся частиц (t̂ = 650 с)

Fig 5.4. Collective dynamics of a ring of five rotating particles: a) initial structure
(t̂ = 0 s); b) preservation of structure as a result of the dynamics of rotating

particles (t̂ = 650 s)

Еще одна структура, образование которой также возможно в результате диполь-
дипольного взаимодействия, представляет собой систему периодически расположенных
частиц. Моделировалась коллективная динамика периодической структуры из 16 ча-
стиц, расположенных в плоскости Y OZ с шагом 3â по каждой из осей, с магнитными
моментами, лежащими в той же плоскости. Такую структуру можно рассматривать,
как четыре параллельно расположенных цепочки. В случае, если вектор внешнего маг-
нитного поля перпендикулярен плоскости структуры, то получаем рассмотренный вы-
ше случай для одной цепочки: динамика и трансформация всех четырех цепочек будут
подобны одной. На Рис. 5.5 представлен результат моделирования коллективной ди-
намики периодической структуры, когда вектор напряженности внешнего магнитного
поля лежит в той же плоскости, что и сама структура. Как видно из приведенных
на Рис. 5.5 слайдах, происходит сложная трансформация первоначальной структуры
с перемешиванием частиц и образованием повторяющихся конфигураций. При этом так
же, как и для всех выше рассмотренных структур, происходит вращение всей системы
вокруг оси симметрии. Пространственную периодическую структуру можно рассматри-
вать, как набор последовательно расположенных вдоль оси OX с определенным шагом
двумерной периодической системы. При этом вектор напряженности внешнего магнит-
ного поля для одних слоев структуры будет направлен перпендикулярно плоскости, в
которой они лежат, а для других слоев структуры будет параллелен им. Коллективная
динамика такой пространственной структуры должна иметь характерные особенности
коллективной динамики цепочечной и двумерной структур, приведенные выше.
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a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 5.5. Характерные фазы динамической структуры из из 16 вращающихся
частиц: a) начальная структура (t̂ = 0 с); b), e) повторяющиеся фазы

динамической структуры (t̂ = 2450, 3780 с); c) , d) , f) фазы перестройки
динамической структуры (t̂ = 2800, 3150, 4200 с)

Fig 5.5. Characteristic phases of the dynamic structure of 16 rotating particles: a)
initial structure (t̂ = 0 s); b), e) repeating phases of the dynamic structure

(t̂ = 2450, 3780 s); c) , d) , f) phases of dynamic structure restructuring
(t̂ = 2800, 3150, 4200 s)
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Во всех рассмотренных случаях коллективная динамика вращающихся частиц су-
щественно отличается от динамики поступательно перемещающихся частиц [19]. Так,
для системы в виде цепочки частиц при любой ее ориентации относительно вектора
приложенной внешней силы, коллективная динамика приводит к ее разрушении на от-
дельные частицы. Еще одно отличие можно продемонстрировать на примере системы из
пяти частиц, расположенных в вершинах пятиугольника. Если помимо приложенного
момента добавить и действие внешней силы с модельным значением F (e) = 1 г/(см·с),
действующей на каждую частицу вдоль оси OY , то результаты численного моделиро-
вания показывают распад такой системы в результате гидродинамического взаимодей-
ствия. Однако увеличением величины приложенного момента можно стабилизировать
структуру так, чтобы она, вращаясь вокруг некоторой оси, поступательно перемеща-
лась, не разрушаясь. Такая динамика качественно согласуется с экспериментами по
динамике подобных структур на межфазной поверхности жидкость-газ [6].

Что касается допущения о постоянстве приложенного к частицам момента со сто-
роны внешнего поля, то, как указывалось выше, оно может быть использовано при
условии малого отклонения угловых скоростей частиц от некоторой средней величи-
ны (угловой скорости вращения поля). Проведенные вычисления подтвердили этот ре-
зультат: во всех рассмотренных случаях отклонение угловых скоростей от среднего
значения не превышали нескольких процентов.

6. Заключение

Проведено численное моделирование коллективной динамики дипольных частиц,
вращающихся в вязкой жидкости. Вращение дипольных частиц генерируется внешним
переменным полем. В качестве исходной системы принято равновесное состояние, в ко-
тором она находятся в отсутствии внешнего поля. В этом случае частицы могут объеди-
няться в структуры в результате дипольного взаимодействия между частицами. Рас-
смотрены три такие структуры: прямолинейная цепочка, замкнутая цепочка и плоская
периодическая система частиц. В качестве основного механизма, отвечающего за кол-
лективную динамику системы вращающихся частиц, принят механизм гидродинамиче-
ского взаимодействия. Результаты численного моделирования коллективной динамики
рассмотренных систем вращающихся частиц показывают формирование характерной
динамической структуры для каждого из трех возможных их первоначальных рав-
новесных состояний. Полученные результаты подтверждают гипотезу, что вращение
частиц формирует динамическую структуру за счет гидродинамического механизма.
Коллективная динамика системы вращающихся частиц, вызванная действием прило-
женного момента, качественно отличается от динамики, вызванной действием внешней
силы. В первом случае формируемая динамическая структура группирует частицы,
а во втором, наоборот, рассеивает их по объему. Такое различие в коллективной дина-
мике в этих двух случаях внешнего воздействия связано с отличиями в генерируемой
этими воздействиями гидродинамики окружающей жидкости. Полученные результаты
могут быть использованы для управления образованием структур в системе жидкость-
частицы во внешнем переменном однородном поле.
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языке.

— Результаты. Это основной раздел, в котором излагается авторский оригинальный ма-
териал, содержащий полученные в ходе исследования теоретические или экспериментальные
данные. По объему эта часть занимает центральное место в научной статье.

Результаты проведенного исследования необходимо описывать достаточно полно, чтобы
читатель мог проследить его этапы и оценить обоснованность сделанных автором выводов.

Результаты при необходимости подтверждаются иллюстрациями — таблицами, графиками,
рисунками, которые представляют исходный материал или доказательства в свернутом виде.

Если рукопись носит теоретический характер, то в этом разделе приводятся математиче-
ские выкладки с такой степенью подробности, чтобы можно было компетентному специалисту
легко воспроизвести их и проверить правильность полученных результатов.
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— Обсуждение и анализ полученных результатов и сопоставление их с ранее известны-
ми. Этот раздел содержит интерпретацию полученных результатов исследования, предполо-
жения о полученных фактах, сравнение полученных собственных результатов с результатами
других авторов.

— Заключение. Заключение содержит главные идеи основного текста статьи. Рекомен-
дуется сравнить полученные результаты с теми, которые планировалось получить. В конце
приводятся выводы и рекомендации, определяются основные направления дальнейших иссле-
дований в данной области.

– Благодарности. В данном разделе принято выражать благодарность коллегам, которые
оказывали помощь в выполнении исследования или высказывали критические замечания в
адрес вашей статьи. Так же указываются источники финансирования исследования (грант,
государственное задание, государственный контракт, стипендия и т.д.).

Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются ссыл-
ки в тексте работы. Источники располагаются в порядке их упоминания в статье.

Список литературы на русском языке оформляется в соответствии с требованиями
ГОСТ P 7.0.5.-2008 Библиографическая ссылка. Их можно скачать из раздела Полезные
материалы меню Для автора на сайте журнала.

Список литературы на русском языке так же необходимо оформить в формате AMSBIB
(см. ниже) и привести в закомментиронном виде после списка, оформленного по стандарту
ГОСТ.

Список литературы на английском языке оформляется согласно стилю цитирова-
ния, принятому для использования в области математики Американским математическим
обществом (American Mathematical Society) и Европейским математическим обществом
(European Mathematical Society). Для этого используется формат AMSBIB, реализованный в
стилевом пакете svmobib.sty. Этот пакет разработан на основе пакета amsbib.sty.

Описание схем библиографических ссылок для раздела References.
Если статья или книга на русском языке и нет параллельного заглавия на английском

языке, то необходимо привести в квадратных скобках перевод заглавия на английский язык.
Статьи в журнале на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– Параллельное заглавие статьи на английском языке (без квадратных скобок) или [перевод

заглавия статьи на английском языке (в квадратных скобках)];
– Название русскоязычного источника (транслитерация);
– [Перевод названия источника на английский язык – парафраз (для журналов можно не

делать)];
– Выходные данные с обозначениями на английском языке, либо только цифровые (по-

следнее, в зависимости от применяемого стандарта описания);
– Указание на язык статьи (in Russ.) после описания статьи.
Книги (монографии и сборники) на русском языке:
– Автор(ы) (транслитерация);
– [Перевод названия книги на английском языке в квадратных скобках];
– Выходные данные: место издания на английском языке (например, Moscow, St.

Petersburg); издательство на английском языке, если это организация ((например, Moscow
St. Univ. Publ.) и транслитерация с указанием на английском, что это издательство, если
издательство имеет собственное название (например, Nauka Publ.);

– Количество страниц в издании;
– Указание на язык (in Russ.) после описания книги.
Для транслитерации русского алфавита латиницей можно воспользоваться сайтом

https://translit.ru/ru/bgn/. Здесь необходимо использовать систему BGN (Board of Geographic
Names).
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Примеры оформления библиографических ссылок для раздела References.

Статьи в журналах на русском языке.
а) отсутсвует параллельное название на английском языке:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

б) параллельное название на английском языке имеется:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal SVMO,
18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Статьи в журналах на английском языке.
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Статьи в электронном журнале на русском языке.
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii

Статьи в сборниках на русском языке.
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “[Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Книги (монографии и сборники) на русском языке.
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Статьи в материалах конференций на русском языке.
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Подробные технические инструкции по оформлению рукописей содержатся в материале
Правила верстки рукописей в системе LaTex.

The rules of article design



Журнал Средневолжского математического общества. 2024. Т. 26, № 2. 201

The rules of article design

The editorial staff accepts manuscripts in Russian and English that are not published and not
intended for publication in another edition.

The article should contain the following sections in Russian and English:
– UDC (only in Russian);
– MSC2020 (only in English);
– article title;
– affiliation of the author(s);
– information about every author(s);
– abstract;
– keywords;
– text of the article (in English);
– references.
UDC. The Universal Decimal Classification (UDC) is a system for classifying information widely

used all over the world to systematize works of science, literature and art, periodicals.
MSC2020 codes The Subject Classification Index (MSC 2020) by AMS is used for thematic

link separation in two abstract databases – the Mathematical Reviews (MR) of the American
Mathematical Society (AMS) and Zentralblatt MATH (zbMATH) of the European Mathematical
Union. The directories of MSC 2020 codes can be downloaded from the Useful Materials section
of the For Authors section of the journal website.

The UDC and MSC2020 codes can be downloaded from the Useful materials section of the
For author menu on the journal’s website.

Affiliate author(s): the name of the organization at the place of main work or organization
where the research was carried out, city, country.

Information about the author(s). The section contains the following information for each
author:

a) Surname, First name, Patronymic (for the section in Russian); First name, P., Surname (for
the section in English);

b) Position, Department (indicated if available);
c) the affiliation of the author: the name of the organization at the place of the main work or

organization where the research was conducted;
d) the postal address is indicated in the form: postcode, country, city, street, house (in Russian)

and house street, postcode, country (in English);
e) academic degree (indicated if available);
f) ORCID. To obtain an ORCID, you must register at https://orcid.org/.
g) email of the author.
Abstract should be clearly structured, the material presentation should follow the logic of

the result description in the article. The text should be concise and clear, free from background
information, and have convincing wording.

bf The volume of annotations in Russian and English should be on average bf from 150 to 250
words.

It is recommended to include in the abstract the following aspects of the article’s content: the
subject, purpose of the work, method or methodology of the work, the results of the work and the
scope of their application, conclusions.

The subject and purpose of the work are indicated if they are not clear from the title of the
article; the method or methodology of the work should be described if they show some novelty or
they are of interest from the point of view of this work.

Units of physical quantities should be given in the international SI system. It is allowed to give
the value of the physical quantity in original system of units in parentheses next to its value in the
SI system.
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The abstract should not contain references to the publication numbers in the article’s
bibliography.

When writing annotations author(s) should remember the following points:
– it is necessary to follow the article’s chronology and to use its headings as a guide;
– do not include non-essential details;
– use the technical (special) terminology of your scientific area, clearly expressing your opinion

and bearing in mind that you write for an international audience;
– the text should be connected by the use of words «consequently», «moreover», «for example»,

«as a result», etc., or separate statements should logically follow from one another;
– it is better to use active voice rather than passive, i.e. «The study tested», but not «It is

tested in this study».
Keywords. The keywords that make up the semantic core of the article are a list basic concepts

and categories that serve to describe the problem under study. These words serve as a guide for the
reader and are used to search for articles in electronic bases, therefore, should reflect the discipline
(the field of science within which the article), topic, purpose and object of research.

As keywords, both single words and nominative and singular phrases. Recommended the number
of keywords — 5-7 in Russian and English, the number of words within a key phrase - no more than
three.

Text of the article.When presenting the text of the article, it is recommended to adhere to
the following structure.

— Introduction. In this section, you should describe the problem with which the research is
connected; review the literature on the research topic; indicate the problems, the solution of which
is not known today and the solution of which this manuscript is devoted to; to formulate the goals
and objectives of the study, as well as to show their novelty and practical significance.

— Theoretical foundations, methods of solving the problem and accepted assumptions. This
section details the general design of the study, detailing the methods and approaches that were
used to obtain the results.

When using standard methods and procedures, it is best to refer to relevant sources,
remembering to describe modifications of standard methods, if any. If you use your own new method,
which is still has not been published anywhere before, it is important to give all the necessary details.
If previously the method was published in a well-known journal, you can limit yourself to a link.

— Results. This is the main section that sets out the author’s original material containing
theoretical or experimental data obtained in the course of the research. In terms of volume, this
part is central to the scientific article.

The results of the study must be described in sufficient detail, so that the reader can trace its
stages and assess the validity of the conclusions made by the author.

The results, if necessary, are confirmed by illustrations - tables, graphs, figures, which present
the original material or evidence in a collapsed form.

If the manuscript is of a theoretical nature, then this section provides mathematical calculations
with such a degree of detail that a competent specialist can easily reproduce them and check the
correctness of the results obtained.

— Discussion and analysis of the obtained results and their comparison with the previously known
ones. This section contains the interpretation of the obtained research results, assumptions about
the obtained facts, comparison of the obtained results with the results of other authors.

— Conclusion. The conclusion contains the main ideas of the main text of the article. It is
recommended to compare the results obtained with those that it was planned to receive. At the
end, conclusions and recommendations are given, and the main directions for further research in
this area are determined.

- Thanks. In this section, it is customary to express gratitude to colleagues who assisted with
research or criticized your article. The sources of research funding (grant, state assignment, state
contract, scholarship, etc.) are also indicated.
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References formatted according to the citation style adopted for use in mathematics
American Mathematical Society (American Mathematical Society) and European Mathematical
Society (European Mathematical Society). To do this, use the AMSBIB format, implemented in
the svmobib.sty style package. This package is developed based on the amsbib.sty package.

References should contain only those sources that are referenced in the text of the work.
Sources are arranged in the order of their mention in the article and their number should not
exceed 20.

Description of the bibliographic reference schemes for the References section.
Articles in the journal in Russian:
– Author(s) (transliteration);
- Parallel title of the article in English (without square brackets) or [translation of the title of

the article in English (in square brackets)];
– The name of the Russian-language source (transliteration);
– [Translation of the source name into English – paraphrase (for journal one may not do it)];
– Output data with notation in English, or only digital (the latter, depending on the description

standard used);
– An indication of the article language (in Russ.) after the article’s description.
Books (monographs and collections) in Russian:
– Author(s) (transliteration);
– title of the book (transliteration);
– [Translation of the book’s name in square brackets];
– Imprint: place of publication in English – Moscow, St. Petersburg; English name of publishing

house if it is an organization (Moscow St. Univ. Publ.) and transliteration, if the publisher has its
own name, indicating in English that it is a publisher: Nauka Publ.;

– The number of pages in the book;
– Reference to the language (in Russ.) after the description of the book.
For transliteration of the Russian alphabet in Latin it is necessary to use the BGN (Board of

Geographic Names) system. On the website https://translit.ru/ru/bgn/ you can use the program of
transliteration of the Russian alphabet into the Latin alphabet for free.

Examples of bibliographic references for the section References.

Journal articles in Russian.
a) there is no parallel name in English:
P.A. Shamanaev, “[On the local reducibility of systems of differential equations with

perturbation in the form of homogeneous vector polynomials]”, Trudy Srednevolzhskogo
matematicheskogo obshchestva, 5:1 (2003), 145–151 (In Russ.).

b) a parallel name in English is available:
P.A. Shamanaev, “The branching of periodic solutions of inhomogeneous linear differential

equations with a the perturbation in the form of small linear term with delay”, Zhurnal
Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva, 18:3 (2016), 61–69 (In Russ.).

Journal articles in English:
M.J. Berger, J. Oliger, “Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations”,

Journal of Computational Physics, 53 (1984), 484–512.
Articles in the electronic journals in Russian:
M.S. Chelyshov, P.A. Shamanaev, “[An algorithm for solving the problem of minimizing a

quadratic functional with nonlinear constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]”,
Ogarev-online, 20 (2016) (In Russ.), Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-
zadachi-minimizacii-kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-
metoda-ortogonalnoj-ciklicheskoj-redukcii
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Articles in collections in Russian:
A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev, “Investigation of pipeline dynamics for delay of

external influences]”, Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics],
10, UlGTU Publ., Ulyanovsk, 2014, 4-13 (In Russ.).

Books (monographs and collections) in Russian:
B.F. Bylov, R. E. Vinograd, D.M. Grobman, V.V. Nemyitskiy, Teoriya pokazateley Lyapunova

i ee prilozheniya k voprosam ustoychivosti [The theory of Lyapunov exponents and its applications
to stability problems], Nauka Publ., Moscow, 1966 (In Russ.), 576 p.

Conference proceedings in Russian:
P. A. Shamanaev, “[On the question of the perturbation of a linear equation by two small

linear terms]”, Mezhdunarodnoy konferentsii po differentsial’nym uravneniyam i dinamicheskim
sistemam [International Conference on Differential Equations and Dynamical Systems], Tezisy
dokladov [Abstract] (Suzdal, 6-11 July 2018), 218-219 (In Russ.).

Detailed technical instructions on the design of manuscripts are contained in the Rules for the
layout of manuscripts in the LaTex system.
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Правила верстки рукописей в системе LaTex

Обращаем Ваше внимание на то, что указанные ниже правила должны выполняться
абсолютно точно. В случае, если правила оформления рукописи не будут выполнены, Ваша
статья будет возвращена на доработку.

Компиляцию статьи необходимо производить с помощью пакета MiKTeX, дистрибутив
которого можно получить на официальном сайте – http://www.miktex.org.

Для верстки рукописи используются следующие файлы: файл-преамбула, файл-шаблон,
стилевые пакеты svmo.sty и svmobib.sty. Их можно получить на сайте журнала в разделе Пра-
вила оформления рукописей. Адрес доступа: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. Текст
рукописи должен быть помещен в файл-шаблон с именем <ФамилияИО>.tex. Он включается
командой \input в файл-преамбулу. Например, \input{shamanaev.tex}

Содержание файла-преамбулы и стилевых пакетов изменять нельзя. Определение новых
команд автором статьи не допускается для предупреждения конфликтов имен с командами,
которые могли бы быть определены в статьях других авторов.

Оформление заголовков статьи. Если статья на русском языке, то для оформления
заголовков статьи на русском и английском языке следует использовать команды \headerRus
и \headerEn, соответственно.

Команда \headerRus имеет следующие аргументы: {УДК} {Название статьи} {Автор(ы)}
{Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со сносками
на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова} {Название статьи на английском языке} {Ав-
тор(ы) на английском языке}

Команда \headerEn имеет следующие аргументы: {MSC 2020} {Название статьи} {Ав-
тор(ы)} {Автор(ы) со сносками на организации} {Организации (название, город, страна) со
сносками на авторов} {Аннотация} {Ключевые слова}

Если же статья на английском языке, то для этого используется команда
\headerFirstEn с такими же параметрами, как для команды \headerEn.

Оформление текста статьи. Статья может содержать подзаголовки любой вложенно-
сти. Подзаголовки самого верхнего уровня вводятся при помощи команды \sect с одним па-
раметром: \sect{Заголовок}

Подзаголовки более низких уровней вводятся как обычно командами \subsection,
\subsubsection и \paragraph.

Следует иметь в виду, что вне зависимости от уровня вложенности подзаголовков в Ва-
шей статье, нумерация объектов (формул, теорем, лемм и т.д.) всегда будет двойной и будет
подчинена подзаголовкам самого верхнего уровня.

Для оформления занумерованных формул следует использовать окружение equation. Ну-
меровать нужно только те формулы, на которые есть ссылки в тексте статьи. Для остальных
формул следует использовать окружение equation*.

Для нумерования формул и создания последующих ссылок на эти формулы необходимо ис-
пользовать соответственно команды \label{метка} и \eqref{метка}, где в качестве метки
нужно использовать строку следующего вида: ’Фамилия АвтораНомер Формулы’. Напри-
мер, формулу (14) в статье Иванова нужно пометить \label{ivanov14}, теорему 5 из этой
статьи — \label{ivanovt5} и т. п. (Для ссылок на теоремы, леммы и другие объекты, отлич-
ные от формул, нужно использовать команду \ref{метка}).

Для оформления теорем, лемм, предложений, следствий, определений, замечаний и при-
меров следует использовать соответственно окружения Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB и
Example. Если в Вашей статье приводятся доказательства утверждений, их следует окружить
командами \proof и \proofend (для получения строк ’Доказательство.’ и ’Доказательство за-
кончено.’ соответственно).

Для оформления таблиц следует использовать окружение table с вложенным окружением
tabular:
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\begin{table}[h!]
\caption{Название таблицы на русском языке \\ \textbf{Table

\ref{shamanaevtable1}.} Название на английском языке }
\label{shamanaevtable1}
\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
Название первого столбца & Название второго столбца \\
Название первого столбца на английском языке & Название второго столбца

на английском языке \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Оформление рисунков. Для вставки в текст статьи рисунков необходимо пользоваться
следующими командами:

а) вставка занумерованного рисунка с подписью

\insertpicturewcap {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рисунком} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

б) вставка занумерованного рисунка с подписью и с указанием степени сжатости

\insertpicturecapscale{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжатия}{подпись} {под-
пись_под_рисунком_на_английском_языке}

в) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками и общей подписью

\inserttwopictures {метка} {имя_файла.eps} {подпись_под_рис} {подпись
под_рис_на_английском_языке} {имя файла.eps} {подпись_под_рис}
{подпись_под_рис_на_английском_языке} {общая_подпись} {общая под-
пись_на_английском_языке}

г) вставка двух рисунков с двумя подписями под рисунками, с указанием степени сжатия
каждого рисунка и общей подписью.

\inserttwopictureswithcompression {метка}{имя_файла.eps}{подпись_под
рис\\подпись_под_рис_на_английском_языке}{степень сжатия} {имя фай-
ла.eps} {подпись_под_рис\\подпись_на_английском_языке} {степень сжатия}
{общая подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

д) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками.

\inserttwopictureswithonecaptiononly {метка} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

е) вставка двух рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.
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\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {метка} {имя_фай-
ла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps}{степень_сжатия}{общая_под-
пись_под_рисунком} {общая_подпись_на_английском_языке}

ж) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками.

\insertthreepictures{метка}{имя_файла.eps} {имя_файла.eps} {имя_фай-ла.eps}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

з) вставка трех рисунков только с общей подписью под рисунками и с указанием степени
сжатия каждого рисунка.

\insertthreepictureswithcompression{метка}{имя_файла.eps}{степень_сжа-тия}
{имя_файла.eps} {степень_сжатия} {имя_файла.eps} {степень_сжа-тия}
{общая_подпись} {общая_подпись_на_английском_языке}

Все вставляемые картинки должны находиться в файлах в формате EPS (Encapsulated
PostScript).

Оформление списков литературы. Для оформления списков литературы на русском и
английском языках следует использовать окружения thebibliography и thebibliographyEn,
соответственно.

Каждая русскоязычная библиографическая ссылка оформляется командой
\RBibitem{метка для ссылки на источник},
а англоязычная библиографическая ссылка – командой
\Bibitem{метка для ссылки на источник}.
Далее для описания библиографической ссылки следует использовать команды, реализу-

ющие формат AMSBIB и относящиеся к стилевому пакету svmobib.sty. Основой этого паке-
та является стилевой файл amsbib.sty. Более подробно эти команды описаны в инструкции
amsbib.pdf.

Для ссылок на источники из списка литературы необходимо использовать следующие ко-
манды: \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (параметры см. в файле-
преамбуле). В качестве имени меток для русскоязычных бибилиографических ссылок нужно
использовать ’ФамилияRBibНомерСсылки’, а для англоязычных бибилиографических ссылок
– ’ФамилияBibНомерСсылки’.

Метки всех объектов статьи должны быть уникальными.

Примеры оформления библиографических ссылок с помощью команд из сти-
левого пакета svmobib.sty

Статьи в журналах на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib1}
\by П.А. Шаманаев
\paper О локальной приводимости систем дифференциальных уравнений с возмущением в
виде однородных векторных полиномов
\jour Труды Средневолжского математического общества
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
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В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Статьи в журналах на английском языке (в разделах thebibliography и
thebibliographyEn оформляются одинаково):

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512

Статьи в электронном журнале на русском языке

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib3}
\by М. С. Челышов, П. А. Шаманаев,
\paper Алгоритм решения задачи минимизации квадратичного функционала с нелинейными
ограничениями с использованием метода ортогональной циклической редукции
\jour Огарёв-online
\vol 20
\yr 2016
\elink Доступно по адресу: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii
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Статьи в сборниках на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib4}
\by А. В. Анкилов, П.А. Вельмисов, А. В. Корнеев
\paper Исследование динамики трубопровода при запаздывании внешних воздействий
\inbook Прикладная математика и механика
\publaddr Ульяновск
\publ УлГТУ
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Книги (монографии и сборники) на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib5}
\by Ю. Н. Бибиков
\book Курс обыкновенных дифференциальных уравнений
\publaddr М.
\publ Высш. шк.
\yr 1991
\totalpages 303

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Статьи в материалах конференций на русском языке:

В разделе thebibliography:

\RBibitem{shamanaevBib6}
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\by В. Г. Малинов
\paper Непрерывный метод минимизации второго порядка с оператором проекции в перемен-
ной метрике
\inbook VIII Московская международная конференция по исследованию операций (ORM2016):
Труды
\bookvol II
\procinfo Москва. 17–22 октября 2016 г.
\yr 2016
\pages 48–50
\publ ФИЦ ИУ РАН
\publaddr М.

В разделе thebibliographyEn:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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The rules for article layout in the LaTex system

Please note that the rules below must be strictly followed. In case the rules are not fulfilled, your
manuscript will be returned for revision.

The article should be compiled using the MiKTeX package. The distribution kit of this package
can be downloaded from the official website – http://www.miktex.org.

The following files are used for manuscript layout: the preamble file, the template file and style
package svmo.sty and svmobib.sty. They can be downloaded from the website of the journal in the
section Rules for Manuscripts: http://www.journal.svmo.ru/page/rules. The article text should
be placed in a template file named <LastName>.tex. It is enabled with the command \input in
the preamble file. For example, \input{shamanaev.tex}

The contents of the preamble file can not be changed. The definition of new commands by the
author of the article is not allowed to prevent name conflicts with commands that could be defined
in articles of other authors.

Design of article titles. If the article is in Russian, then the following commands should
be used to format the article headings in Russian and English \headerRus and \headerEn,
respectively.

The command \headerRus has the following arguments: {UDC} {Article title} {The
author(s)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords} {Title of the article in English} {Author(s) in
English}

The command \headerEn has the following arguments: {MSC 2010 } {Article title} {The
authors)} {The author(s) with footnotes to organizations} {The organizations (name, city, country)
with footnotes to authors} {Abstract} {Keywords}

If the article is in English, then the title of the article is in English only. To do this, use the
command \headerFirstEn with the same parameters as for the command \headerEn.

Design of the article text. The article may contain subheadings of any nesting. Top-level
subheadings are entered using the command \sect with one parameter:\sect{Header}

Subheadings of lower levels are entered as usual by commands \subsection, \subsubsection
and \paragraph.

It should be borne in mind that regardless of the nesting level of subheadings in your article, the
numbering of objects (formulas, theorems, lemmas, etc.) will always be double and will be subject
to the subheadings of the highest level.

To design numbered formulas, use the environment equation. Numbering is needed only for
those formulas that are referenced in the text of the article. For other formulas, use the equation*
environment.

For numbering formulas and creating subsequent references to these formulas authors must
use the commands \label{label} and \eqref{label}, where the following string must be used
as a label: ’Author’sLastNameFormulaNumber’. For example, formula (14) in Ivanov’s article
should be marked \label{ivanov14}, Theorem 5 of this articles — \label{ivanovt5}, etc.
(For references to theorems, lemmas and other objects other than formulas, one need to use the
command \ref{label}).

For the design of theorems, lemmas, sentences, corollaries, definitions, comments and examples
the authors should use corresponding environments Th, Lemm, Prop, Cor, Defin, NB and
Example. If the article provides evidences of the statements, they should be surrounded by
commands \ proof and \proofend (to get strings ’Evidence.’ and ’The proof is complete.’
respectively).

To format tables, use the table environment with the nested tabular environment:
\begin{table}[h!]
\caption{Table name \\ \textbf{Table \ref{shamanaevtable1}.} Table name in

English} \label{shamanaevtable1}
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\begin{center}
\begin{tabular}{|C{6cm}|C{6cm}|}
\hline
First column name & Second column name \\
First column name in English & Second column name in English \\
\hline
1 & 2 \\
\hline
3 & 4 \\
\hline
\end{tabular}
\end{center}
\end{table}

Design of pictures. To insert pictures into the text of an article, one must use following
commands:

a) insert a numbered picture with the signature

\insertpicturewcap {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure} {caption
of_the_figure_in_English}

b) insert a numbered picture with a caption and indicating compression ratio

\insertpicturecapscale {label} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{caption_of_the_figure} {caption_of_the_figure_in_English}

c) insert two pictures with two captions under the pictures and common caption

\inserttwopictures {label} {file_name.eps} {caption_of_the_figure}
{caption_of_the_figure_in_English} {file name.eps} {caption_of_the
figure} {caption_of_the_figure_in_English} {common_caption} {common
caption_in_English}

d) insert two pictures with two captions under the pictures, the compression ratio of each picture
and common caption

\inserttwopictureswithcompression {label} {file_name.eps} {caption_of_the
figure \\ caption_of_the_figure_in_English} {degree_of_compression} {file
name.eps} {caption_of_the_figure \\ caption_of_the_figure_in_English}
{degree_of_compression} {common_caption} {common caption_in_English}

e) insert two pictures with common caption only

\inserttwopictureswithonecaptiononly {label} {file_name.eps} {file name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

f) insert two pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\inserttwopictureswithonecaptiononlywithcompression {label} {file_name.eps}
{degree_of_compression} {file_name.eps} {degree_of_compression}
{common_caption} {common_caption_in_English}

g) insert of three pictures with common caption only
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\insertthreepictures {label} {file_name.eps} {file_name.eps} {file_name.eps}
{common_caption} {common_caption_in_English}

h) insert of three pictures with common caption and the compression ratio of each picture

\insertthreepictureswithcompression {label} {file_name.eps} {degree_of
compression} {file name.eps} {degree_of_compression} {file name.eps}
{degree_of_compression}{common_caption}{common_caption_in_English}

All inserted images must be in EPS format (Encapsulated PostScript).
Design of references. For design of references in Russian and in English authors should use

the environment thebibliography and thebibliographyEn, respectively.
Each Russian bibliographic reference is made by a command
\RBibitem{label for a link to the source },
and every English reference – by a command
\Bibitem{label for a link to the source }.
Further, to describe the bibliographic reference, authors must use the commands that implement

the AMSBIB format and refer to the svmobib.sty style package. The basis of this package is the
amsbib.sty style file. These commands are described in more detail in the amsbib.pdf instruction.

To make the reference to element of the reference list in the article text authors must
use the commands \cite, \citetwo, \citethree, \citefour, \citetire, \pgcite (parameters,
see the preamble file). For the name of tags for Russian-language bibliographic references,
use the ’LastNameRBibNumberOfReference’, and for English-language bibliographic references -
’LastNameBibNumberOfReferences’.

Labels of all article’s objects must be unique.

Examples of bibliographic references’ using commands from the svmobib.sty
package

Journal articles in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib1En}
\by P.A. Shamanaev
\paper [On the local reducibility of systems of differential equations with perturbation in the form
of homogeneous vector polynomials]
\jour Trudy Srednevolzhskogo matematicheskogo obshchestva
\yr 2003
\vol 5
\issue 1
\pages 145–151
\lang In Russ.

Journal articles in English:

\Bibitem{shamanaevBib2}
\by M. J. Berger, J. Oliger
\paper Adaptive mesh refinement for hyperbolic partial differential equations
\jour Journal of Computational Physics
\yr 1984
\vol 53
\pages 484–512
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Articles in the electronic journals in Russian

\Bibitem{shamanaevBib3En}
\by M. S. Chelyshov, P. A. Shamanaev,
\paper [An algorithm for solving the problem of minimizing a quadratic functional with nonlinear
constraints by the method of orthogonal cyclic reduction]
\jour Ogarev-online
\vol 20
\yr 2016
\lang In Russ.
\elink Available at: http://journal.mrsu.ru/arts/algoritm-resheniya-zadachi-minimizacii-
kvadratichnogo-funkcionala-s-nelinejnymi-ogranicheniyami-s-ispolzovaniem-metoda-ortogonalnoj-
ciklicheskoj-redukcii

Articles in collections in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib4En}
\by A.V. Ankilov, P.A. Velmisov, A.V. Korneev
\paper [Investigation of pipeline dynamics for delay of external influences]
\inbook Prikladnaya matematika i mekhanika [Applied Mathematics and Mechanics]
\publaddr Ulyanovsk
\publ UlGTU Publ.
\yr 2014
\issue 10
\pages 4–13
\lang In Russ.

Books (monographs and collections) in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib5En}
\by Yu.N. Bibikov
\book Kurs obyknovennykh differentsial’nykh uravneniy [The course of ordinary differential
equations]
\publaddr Moscow
\publ Visshay shkola Publ.
\yr 1991
\totalpages 303
\lang In Russ.

Conference proceedings in Russian:

\Bibitem{shamanaevBib6En}
\by V.G. Malinov
\paper Continuous second order minimization method with variable metric projection operator
\inbook VIII Moscow International Conference on Operations Research (ORM2016): Proceedings
\bookvol II
\procinfo Moscow, October 17-22, 2016
\yr 2016
\pages 48–50
\publ FRC CSC RAS Publ.
\publaddr Moscow
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В 2008 г. на XVI Международной профессиональной
выставке «Пресса» журнал «Труды Средневолжского
математического общества» удостоен Знака отличия
«Золотой фонд прессы-2008» в номинации «Наука,
техника, научно-популярная пресса».

С 2009 года журнал носит название «Журнал Сред-
неволжского математического общества».
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