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°²±�³3´8µ,¶¸·�¹�ºi»3¼�½�±�¾�¿�½�±�¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�ÄÅ¾�¿�¹�·�À�À'µ,Æ�·g±
¼�ºi¿�´�À8ÇÅÀ�È�·g±
¶+¾�É"±"Ê)±"Á�À'¹�Ë�µ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�ÀÂ�À�Âx¾�¿�½ÌÊ�À�ÍCÍC¿�·�¿�´�Î�Àg±�ºi»�´�Ï�Ð@µ,·g±
¼�´�¿�´�À�Ä&É"±ÑÃ*¹�´�¿�Á�´�¹�¿CÀ&Ë�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿T¼�·�¿�½$ÇkÒÓE·�À�µ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�À�É"±TÃ*¹�´�¿�Á�´�¹�¿�¼�·�¿�½$Ç3Æ�·�¹�À8É�¼�¹�ºi»�´g±�Ç3ÍCÀ�Ã*Â�À�·�¹�¼�±
´�´g±�Ç�¾�¹�Á�Ã,±MÆ�¿�·�¿�¼�¹�Ê�À8¾�ÔÂ�ÇÕ¼3Ê�·8µ,Èxµ,¶ÖÆ�·�¹�À8É�¼�¹�ºi»�´8µ,¶×¾�¹�Á�Ã8µÅÉ"±Ø¹�Æ�·�¿�Ê�¿|ºi¿�´�´�¹�¿�¼�·�¿�½$Ç

T
Ò#°ÙÂ|ºgµ,Ág±
¿Ñµ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�ÀÕÉ"±Ë�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿�¼�·�¿�½$Ç'ÍCÀ�Ã*Â�À�·�¹�¼�±
´�´g±�ÇÚ¾�¹�Á�Ã,±�Æ�¿�·�¿�¼�¹�Ê�À8¾�Â�ÇÛ¼�Â�Ã*¹�ºi»3µ,È�¹�Ê�´�¹Ø½�±�ºgµ,¶¸¹�Ã�·�¿�Âx¾�´�¹�Âx¾�»Ê�·8µ,È�¹�Ä&¾�¹�Á�Ã�ÀkÜgÆ�·�À�Á�¿�½­¼MÊ)±�ºi»�´�¿�Ä8Ý�¿�½­À8ÉTÞx¾�¹�ÄÚ¹�Ã�·�¿�Âx¾�´�¹�Âx¾�À'Æ�¿�·�¿�¼�¹�Ê�À�½�±�Ç&¾�¹�Á�Ã,±Ñ´�¿C¼�Ï�Ð�¹�Ê�À8¾�Ò°ß·g±
Ë�¹
¾�¿áàâ.�ã�Æ�·�¹�ÍC¿�Â�Â�¹�·�¹�½×äIÒ °�Ò�°�¹�Â�Ã�·�¿�Â�¿�´�Â�Ã�À�½Ö·g±
Â�Â�½(¹
¾�·�¿�´¬¼�¹�Æ�·�¹�Â&¹�ËÕµ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�À´�¿|ºiÀ�´�¿�Ä�´�Ï�ÐÚÂ�À�Âx¾�¿�½¬¼�À*Ê)±

∂x

∂t
= A(t)x+B(t)u+ f(t, x, u) + F (t) å .�Òæ.�çÉ"±ÑÃ*¹�´�¿�Á�´�¹�¿TÀ@Ë�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿M¼�·�¿�½$Ç@¼�¹�Æ�·�¿�Ê�¿|ºi¿�´�´�Ï�ÐÚÃ,º�±
Â�Â�±�Ð3Ê�¹�Æ8µ�Âx¾�À�½(Ï�ÐÚµ,Æ�·g±
¼�ºi¿�´�À�Ä'è�Òé�±
´�´�ÏI¿�µ�Â|ºi¹�¼�À8ÇØÆ�¹�ºgµ,Á�¿�´�Ïê´g±M¹�Â�´�¹�¼�¿!±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�Ä@¾�¿�¹�·�À�À@À�´8¾�¿�È�·�À�·�¹�¼�±
´�À8ÇØµ,·g±
¼�´�¿|Ô´�À�Ä�Ê�¼�À8³�¿�´�À8Ç&À&½(¿x¾�¹�Ê)±ÑÂ�·g±
¼�´�¿�´�À8ÇkÒ�ÓE·�À�Á�¿�½Ìµ,·g±
¼�´�¿�´�À�¿�½­Â�·g±
¼�´�¿�´�À8Ç@Ç�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�Ç
∂y

∂t
= A(t)y +B(t)u+ F (t) å .�Òë/�çÒíì Ê�´�À�½'À8É�µ�Â|ºi¹�¼�À�ÄMµ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�ÀMÉ"±RË�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿²¼�·�¿�½$ÇCÇ�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�Ç�Âxµ*î�¿�Âx¾�¼�¹�¼�±
´�À�¿I±
Â�À�½(Æ,Ô¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹�·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8Ç@µØÂ�À�Âx¾�¿�½(ÏÙÆ�¿�·�¼�¹�È�¹�Æ�·�À�Ë�ºiÀ8³�¿�´�À8Ç

∂y

∂t
= A(t)y å .�Ò ï�çÒ éTºgÇ&Â�À�Âx¾�¿�½(Ï å .�Ò ï�ç�Âxµ*î�¿�Âx¾�¼�¹�¼�±
´�À�¿�±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹�·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8Ç&Â|ºi¿�Êiµ,¶+î�¿�¿
ÒÓ!µ�Âx¾�»

Y (t)
Ô�ÍEµ,´*Ê)±
½(¿�´8¾�±�ºi»�´g±�ÇM½�±�¾�·�À�Îg±Iµ,·g±
¼�´�¿�´�À8Ç å .�Ò ï�ç|Ü�´�¹�·�½(À�·�¹�¼�±
´�´g±�ÇC¼R´8µ"ºi¿
Ü Y (0) =

E
Ü

lim
t→+∞

Y (t) = Y (+∞)
Ü
detY (+∞) 6= 0

Ò
ð�¹�ÈyÊ)±áÈ�¹�¼�¹�·�Ç8¾�Ü�Á8¾�¹ñÂ�À�Âx¾�¿�½�± å .�Ò ï�çÑÀ�½(¿�¿x¾Ì±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�¿Û·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À�¿
Ò

ì Ê�´g±
Ã*¹ò½(¹"³3´�¹Æ�¹�Ã,±�É"±�¾�»�Ü#Á8¾�¹&Þx¾�¹&µ�Â|ºi¹�¼�À�¿�´�¿ÑÇ�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�Çá¼&¹�Ë
î�¿�½KÂ|ºgµ,Ág±
¿�´�¿�¹�Ë�Ð�¹�Ê�À�½(ÏI½YÊgºgÇÛµ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Âx¾�ÀÂ�À�Âx¾�¿�½(Ï å .�Òæ.�ç�É"±ÑË�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿T¼�·�¿�½$ÇkÒÓE·�À�½(¿�·kÒ�ó�±
Â�Â�½(¹
¾�·�À�½­Â�Ã,±�ºgÇ�·�´�¹�¿Cµ,·g±
¼�´�¿�´�À�¿
∂x

∂t
= −x+ u å .�Ò ô*çõ!·g±
¼�´�¿�´�À�¿TÆ�¿�·�¼�¹�È�¹�Æ�·�À�Ë�ºiÀ8³�¿�´�À8Ç
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∂y

∂t
= −y å .�Ò � ç´�¿CÀ�½(¿�¿x¾�±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹Ø·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8ÇkÜ8¾�±
ÃÚÃ,±
Ã&¹�Ë
î�¿�¿C·�¿xÝ�¿�´�À�¿Tµ,·g±
¼�´�¿�´�À8Ç �

y(t) = ce−t å .�Ò � ç
ÀkÜ�Â|ºi¿�Ê�¹�¼�±�¾�¿|ºi»�´�¹�Ü

lim
t→+∞

Y (t) = 0
Ü
∀c ∈ R

Ò
ÓE¹�Ã,±�³�¿�½IÜ
Á8¾�¹!µ,·g±
¼�´�¿�´�À�¿ å .�Ò ô*ç�Ç�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�Ç�µ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(ÏI½ÛÉ"±!Ë�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿I¼�·�¿�½$ÇkÒ�Ó!µ�Âx¾�»E¾�¹�Á,ÔÃ8µ
x0
Æ�¹�¾�·g±
¿�Ã8¾�¹�·�À�À@µ,·g±
¼�´�¿�´�À8Ç å .�Ò ô*ç�´�¿�¹�Ë�Ð�¹�Ê�À�½(¹ÑÆ�¿�·�¿�¼�¿�Âx¾�À&É"±MË�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿C¼�·�¿�½$ÇØ¼M¾�¹�Á�Ã8µ

x1
Ü�¾�¹�¿�Âx¾�»

x(t0) = x0
Ü
x(+∞0) = x1

Ò
� ±
Âx¾�´�¹�¿T·�¿xÝ�¿�´�À�¿Cµ,·g±
¼�´�¿�´�À8Ç å .�Ò ô*ç|Ü�Æ�·�¹�Ð�¹�ÊiÇ8î�¿�¿MÁ�¿�·�¿xÉT¾�¹�Á�Ã8µ (t0

Ü
x0)

À�½(¿�¿x¾3¼�À*Ê �

x(t) = e−t(

t
∫

t0

esu(s)ds+ x0e
to) å .�Òë0�ç

� ±
Ä*Ê�¿�½Ì¾�±
Ã*¹�¿Cµ,Æ�·g±
¼�ºi¿�´�À�¿
u
Ü Á8¾�¹

lim
t→∞

x(t) = x1
Ò

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

t
∫

t0

esu(s)ds+ x0e
t0

et
å .�Ò � çÒ ä(Â|ºiÀ'Æ�¹
¾�·�¿�Ë�¹�¼�±�¾�»3´�¿�Æ�·�¿�·�ÏI¼�´�¹�Âx¾�»ØÍEµ,´�Ã�Î�À�ÀÚ´g±�Æ�·�¹�½(¿x³�µ*¾�Ã*¿

[t0
Ü
+∞)

Üg¾�¹3Ã&Æ�¹�Â|ºi¿�Ê�´�¿�½$µÆ�·�¿�Ê�¿|ºgµ@½(¹"³3´�¹ÑÆ�·�À�½(¿�´�À8¾�»3Æ�·g±
¼�À,ºi¹ 	 ¹�Æ�À8¾�±�ºgÇkÒgð�¹�ÈyÊ)±
lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

etu(t)

et
= lim

t→∞
u(t) å .�Ò � çÒ ð�¹ ¿�Âx¾�» À�Â�Ã*¹�½(ÏI½ µ,·g±
¼�´�¿�´�À�¿�½ ½(¹"³�¿x¾ Ë�Ï²¾�» ºi¶�Ë�±�Çê´�¿�Æ�·�¿�·�ÏI¼�´g±�Ç ÍEµ,´�Ã�Î�À8ÇY¾�±
Ã,±�ÇkÜRÁ8¾�¹

lim
t→∞

u(t) = x1
Òi°¬Ág±
Âx¾�´�¹�Âx¾�ÀkÜ�½(¹"³3´�¹ÑÆ�¹�ºi¹"³3À8¾�»

u(t) = x1 
 u(t) = x1 + 1
t 
 u(t) = x1 −

1
t

Ò
ð$±
Ã�À�½ ¹�Ë�·g±�É�¹�½IÜgÂ�À�Âx¾�¿�½�± å .�Ò ô*ç�Ç�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�ÇÚµ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(¹�Ä&É"±ÑË�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿M¼�·�¿�½$ÇkÜ�Ð�¹
¾"ÇÚµ,·g±
¼�Ô´�¿�´�À�¿CÆ�¿�·�¼�¹�È�¹�Æ�·�À�Ë�ºiÀ8³�¿�´�À8ÇÚ´�¿CÀ�½(¿�¿x¾�±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹�·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8ÇkÒì Æ�·�¿�Ê�¿|ºi¿�´�´�ÏIÄáÀ�´8¾�¿�·�¿�Â�Æ�·�¿�Ê�Âx¾�±
¼�ºgÇ�¶+¾ÚÃ,º�±
Â�Â�Ï µ,·g±
¼�´�¿�´�À�ÄkÜ�ÊgºgÇÛÃ*¹
¾�¹�·�Ï�ÐÛÂxµ*î�¿�Âx¾�¼�¹�¼�±
´�À�¿±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹ñ·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8Ç µòµ,·g±
¼�´�¿�´�À8ÇÌÆ�¿�·�¼�¹�È�¹áÆ�·�À�Ë�ºiÀ8³�¿�´�À8ÇÌ´�¿ØÇ�¼�ºgÇ�¿x¾�Â�Ç ´�¿�¹�Ë�Ð�¹�Ê�À,Ô½(ÏI½ À,ºiÀÌ´�¿�¹�Ë�Ð�¹�Ê�À�½(ÏI½ ÀòÊ�¹�Âx¾�±�¾�¹�Á�´�ÏI½ µ�Â|ºi¹�¼�À�¿�½IÒ � ±
Ä*Ê�¿�½¸Ã,º�±
Â�Â3Ê�À�ÍCÍC¿�·�¿�´�Î�Àg±�ºi»�´�Ï�ÐÌÂ�À,ÔÂx¾�¿�½IÜ�µ,Æ�·g±
¼�ºgÇ�¿�½(Ï�Ð�É"±�Ë�¿�Â�Ã*¹�´�¿�Á�´�¹�¿C¼�·�¿�½$ÇØ¼�´�¿�Ã*¹
¾�¹�·�¹�½ Ã,º�±
Â�Â�¿+Ê�¹�Æ8µ�Âx¾�À�½(Ï�Ð@µ,Æ�·g±
¼�ºi¿�´�À�Ä&Ë�¿xÉÆ�·�¿�Ê�Æ�¹�ºi¹"³�¿�´�À8ÇØÂxµ*î�¿�Âx¾�¼�¹�¼�±
´�À8Ç@±
Â�À�½(Æ8¾�¹
¾�À�Á�¿�Â�Ã*¹�È�¹�·g±
¼�´�¹�¼�¿�Â�À8Ç�Â�À�Âx¾�¿�½(ÏYÆ�¿�·�¼�¹�È�¹�Æ�·�À�Ë�ºiÀ8³�¿|Ô´�À8Ç ∂x
∂t

= A(t)x
Òó�±
Â�Â�½(¹
¾�·�À�½¬Â�À�Âx¾�¿�½$µ

{

∂x
∂t

= A(t)x+ f(t, x, u),
x(t0) = x0, x(+∞) = x1,

å .�Òæ. � ç
ÈyÊ�¿

x(t) ⊂ Rn
Ü
u(t) ⊂ Rm

Ü
T ≤ t < +∞

Ü
A(.) : [T,+∞) → �
��� (Rn, Rn)

Ô�´�¿�Æ�·�¿�·�ÏI¼�´�¹�¿M¹
¾�¹�Ë�·g±�³�¿�´�À�¿
Ü
f ∈ C([T,+∞) ×Rn × Rm × Rn)

Ò
� ¿�¹�Ë�Ð�¹�Ê�À�½(¹3Æ�¿�·�¿�¼�¿�Âx¾�À'¾�¹�Á�Ã8µ

x0
¼Ñ¾�¹�Á�Ã8µ

x1
Æ�¹�¾�·g±
¿�Ã8¾�¹�·�À�À'µ,·g±
¼�´�¿�´�À8Ç å .�Òæ. � ç�É"±ÑË�¿�Â�Ã*¹�Ô´�¿�Á�´�¹�¿C¼�·�¿�½$ÇkÒ
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Ó!µ�Âx¾�»

y = x − x1
Ò#ð�¹�ÈyÊ)±

ẏ = ẋ å ¾�¹�Á�Ã*¹�Äá¹�Ë�¹
É�´g±"Á�¿�´g±&Æ�·�¹�À8É�¼�¹�Ê�´g±�ÇáÆ�¹ t
ç|Ü
x = y + x1

Ò
� À�Âx¾�¿�½�± å .�Òæ. � ç�Æ�¿�·�¿�Æ�À8Ý�¿x¾�Â�ÇÅ¼Ñ¼�À*Ê�¿

{

ẏ = A(t)y + A(t)x1 + f(t, y + x1, u),
y(t0) = x0 − x1, y(+∞) = 0.

å .�Òæ.�.�çì Ë�¹
É�´g±"Á�À�½
ϕ(t) = A(t)x1

Ü
f̃(t, y, u) = f(t, y + x1, u)

Ò ÓE·�¿�Ê�Æ�¹�ºi¹"³3À�½IÜ Á8¾�¹
‖f̃(t, y, u) +

ϕ(t)‖ ≤ ψ(t)‖y‖ + η(t, u(t))
ÜgÈyÊ�¿

ψ ∈ C([t0,+∞), R)
Ü
η ∈ C([t0,+∞) ×Rm, R).ð�¹�ÈyÊ)±ÑË
µ�Ê�¿�½ÌÀ�½(¿x¾�»

‖y(t)‖ ≤
t
∫

t0

η(l, u(l)) exp

(

t
∫

l

(Λ(s) + ψ(s))ds

)

dl + ‖x0 − x1‖ exp

(

t
∫

t0

(Λ(s) + ψ(s))ds

)

=

exp

(

t
∫

t0

(Λ(s)+ψ(s))ds

)[

‖x0−x1‖+
t
∫

t0

η(l, u(l)) exp

[

t
∫

l

(Λ(s)+ψ(s))ds−
t
∫

t0

(Λ(s)+ψ(s))ds

]

dl

]

=

exp

(

t
∫

t0

(Λ(s) + ψ(s))ds

)[

‖x0 − x1‖ +
t
∫

t0

η(l, u(l)) exp

[

t
∫

l

(Λ(s) + ψ(s))ds

]

dl

]

ÓE¹�Â|ºi¿�Ê�´�¿�¿T¼�ÏI·g±�³�¿�´�À�¿TÆ�·�À
t→ 0

Ê�¹�ºg³3´�¹ÑÂx¾�·�¿�½(À8¾�»�Â�ÇÅÃ@´8µ"ºi¶MÒ
ó�±
Â�Â�½(¹
¾�·�À�½

lim
t→+∞

‖x0−x1‖+
t∫

t0

η(l,u(l)) exp

(

t∫

l

(Λ(s)+ψ(s))ds

)

dl

exp

(

−
t∫

t0

(Λ(s)+ψ(s))ds

)

Ò
ÓE·�¿�Ê�Æ�¹�ºi¹"³3À�½IÜgÁ8¾�¹�¼�ÏIÆ�¹�ºi´8Ç�¿x¾�Â�Ç'Â|ºi¿�Êiµ,¶+î�¿�¿Tµ�Â|ºi¹�¼�À�¿
+∞
∫

t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = −∞
Ü +∞

∫

t0

η(l, u(l)) exp

(

t0
∫

l

(Λ(s) + ψ(s))ds

)

dl = ∞
Ü

±áÍEµ,´�Ã�Î�À8Ç
u(t)
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−
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η(t,u(t))
Λ(t)+ψ(t)
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+∞
∫

t0

(Λ(s) + ψ(s))ds = −∞ 6 +∞
∫

t0

η(l, u(l)) exp

(

t0
∫

l

(Λ(s) + ψ(s))ds

)

dl = ∞ 6
� lim

t→+∞

η(t,u(t))
Λ(t)+ψ(t)

= 0 63��47
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