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Аннотация. Датчик является первичным звеном приборного оборудования для изме-
рения давления газожидкостной среды. Он поставляет данные о давлении рабочей сре-
ды, определяющем надлежащее функционирование машин, механизмов, систем. Мате-
матическое моделирование функционирования систем измерения давления играет важ-
ную роль на этапе их проектирования. В данной статье исследуется нелинейная одно-
мерная модель механической системы «трубопровод – датчик давления», предназна-
ченной для измерения и контроля давления рабочей газожидкостной среды в камерах
сгорания двигателей. В такой системе для ослабления воздействия виброускорений и
высоких температур датчик соединен с двигателем с помощью трубопровода и распо-
лагается на некотором расстоянии от него. Целью работы является разработка мате-
матической модели системы «трубопровод – датчик давления» и исследование динами-
ки и устойчивости совместных колебаний чувствительного элемента датчика давления
и рабочей среды в трубопроводе при заданном законе изменения давления в камере
сгорания, в предположении, что рабочая среда идеальная и сжимаемая. Для описа-
ния движения рабочей среды (газа или жидкости) используется нелинейная модель
механики жидкости и газа. Для начально-краевой задачи, постановка которой содер-
жит нелинейное дифференциальное уравнение с частными производными, предложен
численно-аналитический метод решения на основе метода Галеркина, позволяющий све-
сти исследование задачи к решению системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Проведен численный эксперимент и представлены примеры расчета динамики
чувствительного элемента датчика. Предложенная математическая модель позволяет
определять закон изменения отклонения чувствительного элемента датчика в зависи-
мости от закона изменения давления в камере сгорания.
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Nonlinear mathematical model of pressure measurement

systems in gas-liquid media
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Abstract. The primary element of the instrumentation for measuring the pressure of a
gas-liquid medium is a sensor that supplies data on the pressure of the working medium.
It determines the proper functioning of machines, mechanisms, and systems. Increasing
the service life, reducing development time, and reducing the cost of sensors is one of the
important tasks. Mathematical modeling of pressure measurement systems’ functioning plays
an important role at the design stage of such systems. This article examines a nonlinear one-
dimensional model of a mechanical system “pipeline – pressure sensor” designed to measure
and control the pressure of the working gas-liquid medium in the combustion chambers of
engines. In such a system, the sensor is connected to the engine via a pipeline and is located at
some distance from it to reduce the impact of vibration accelerations and high temperatures.
The purpose of the work is to study the dynamics and stability of joint oscillations of the
elastic sensitive element in the pressure sensor and of the working medium in the pipeline for
a given law of pressure change in the combustion chamber. The study is provided under the
assumption that the working medium is ideal and compressible. To describe the movement
of the working medium (gas or liquid), a nonlinear model of fluid and gas mechanics is
used. Mathematical description of the process of interest includes an initial boundary value
problem, whose formulation contains a nonlinear partial differential equation. To solve it,
numerical-analytical method of solution based on the Galerkin method is proposed, which
makes it possible to reduce the study of the problem to solving a system of ordinary
differential equations. A numerical experiment is carried out and examples of calculating the
dynamics of the sensor’s sensitive element are presented. The proposed mathematical model
makes it possible to determine the law of change in the deviation of the sensor’s sensitive
element depending on the law of change in pressure in the combustion chamber. The research
results are intended for use at the design stage of pressure measurement systems.
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1. Введение

Во многих отраслях науки и техники важное место занимает проблема повышения
надежности и долговечности конструкций, взаимодействующих с потоком жидкости
или газа. Такая проблема, в частности, возникает при проектировании датчиков дав-
ления газожидкостных сред. В связи с этим возникает задача исследования динамики
и устойчивости колебаний элементов конструкций, так как воздействие потока может
приводить к значениям амплитуды, скорости, ускорений колебаний, не позволяющим
осуществлять их надежную эксплуатацию и обеспечивать необходимую функциональ-
ную точность. Развитие ракетно-космической, авиационной и другой техники требует
как разработки новых типов первичных преобразователей, так и постоянного совершен-
ствования существующих. Во многих работах представлено описание датчиков изме-
рительных систем, принципы их работы, технические характеристики, например [1–6].

Каждый датчик давления в той или иной степени критичен к воздействию тем-
ператур и виброускорений. При размещении датчиков давления непосредственно на
двигателе на них воздействуют широкие диапазоны температур и повышенные вибро-
ускорения, что приводит к дополнительной погрешности измерений, и в ряде случаев
к разрушению чувствительного элемента датчика. В работе [7] рассмотрены вопросы,
связанные с построением и оптимизированным исследованием математических моделей
датчиков давления, работающих в нестационарных неоднородных полях измеряемой и
окружающей сред. Работа [8] посвящена вопросам повышения вибростойкости тонко-
пленочных нано- и микросистем и датчиков давления на их основе. Совокупность неко-
торых моделей и методов исследования механической системы «трубопровод – датчик
давления» представлена в [9–10]. В случае несжимаемости рабочей среды математи-
ческие модели системы «трубопровод – датчик давления» рассматривались в работах
[11–13]. В работах [14–16] исследуется взаимодействие упругих тел с вязкой несжима-
емой жидкостью. Для сжимаемой рабочей среды исследования механической системы
«трубопровод – датчик давления» в линейной модели проводились, например, в рабо-
тах [17–18].

В данной статье на основе нелинейной одномерной модели, представляющей со-
бой начально-краевую задачу для системы дифференциальных уравнений, исследует-
ся совместная динамика чувствительного элемента датчика давления и рабочей среды
в трубопроводе в предположении, что среда идеальная и сжимаемая. Движение рабо-
чей среды описывается нелинейной моделью механики жидкости и газа. Для описания
динамики чувствительного элемента датчика используется модель, основой которой яв-
ляется обыкновенное дифференциальное уравнение, описывающее колебательный про-
цесс одномассовой системы. С помощью метода Галеркина [19] исследование начально-
краевой задачи сведено к решению систем дифференциальных уравнений. Разработана
программа в системе Mathematica 12.0, позволяющая при различном задании закона
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изменения давления рабочей среды получать графики деформации чувствительного
элемента датчика.

2. Постановка задачи

На рисунке 2.1 в начальном сечении x = 0 трубопровода (на выходе из камеры сго-
рания двигателя) задан закон изменения давления рабочей среды P = P0 + P∗(t), где
P0 - давление в состоянии покоя, P∗(t) - избыточное давление. Состоянию покоя соот-
ветствует положение x = l поршня, являющегося составной частью датчика давления
и закрепленного с помощью системы упругих связей и демпферов. Отклонение поршня
от положения равновесия обозначим w(t). Поставим своей целью получение уравнения,
связывающего закон изменения давления в двигателе P∗(t) с величиной перемещения
поршня w(t) в любой момент времени t.

Рис. 2.1. Схема механической системы "трубопровод -датчик давления"

Fig. 2.1. Scheme of the mechanical system "pipeline-pressure sensor"

Математическая модель рассматриваемой механической системы может быть пред-
ставлена в виде

Φtt + 2ΦxΦxt +Φ2
xΦxx =

[

a20 − (χ− 1)

(

Φt +
1

2
Φ2
x

)]

Φxx, (2.1)

P (0, t) = P0 + P∗(t), (2.2)

Φx(l∗(t), t) = ẇ(t), l∗ = l + w(t), (2.3)

L(w(t)) ≡ mẅ(t) + αẇ(t) + γw(t) = P (l∗(t), t). (2.4)

В (2.1)-(2.4) Φ(x, t) - потенциал скорости; P (x, t) - давление в рабочей среде (в жид-
кости или газе); a0 - скорость звука, соответствующая состоянию покоя рабочей среды;
χ – коэффициент Пуассона; m – масса чувствительного элемента; α, γ – коэффициен-
ты демпфирования и жесткости упругой связи; индексы x, t снизу обозначают частные
производные по координате x и времени t, точка сверху – производную по t.

Уравнения (2.1), (2.4) следует дополнить начальными условиями. Эти условия будут
записаны при решении задачи Коши для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений, к которой будет сведено решение задачи (2.1)-(2.4).

Уравнение (2.1) для потенциала скорости Φ(x, t) описывает движение сжимаемой
рабочей среды (в модели идеального газа) в трубопроводе, условие (2.2) задает закон
изменения давления P∗(t) рабочей среды на выходе из камеры сгорания (на входе в
трубопровод x = 0), условие (2.3) – условие непротекания на поверхности поршня, (2.4)
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– уравнение, описывающее движение поршня. При этом давление в потоке определяется
интегралом Лагранжа – Коши

P (x, t) = P0

[

1− χ− 1

a20

(

Φt +
1

2
Φ2
x

)]
χ

χ−1

(2.5)

Условие (2.2) с учетом (2.5) можно записать в виде

(

Φt +
1

2
Φ2
x

)

x=0

= ψ(t) =
a20

χ− 1

[

1−
(

1 +
P∗(t)

P0

)
χ−1
χ

]

(2.6)

3. Построение решения задачи

Введем функции u = Φx, v = Φt+
1

2
Φ2
x. Тогда уравнения (2.1)-(2.5), представляющие

математическую модель, будут иметь вид

vt + uvx −
[

a20 − (χ− 1)v
]

ux = 0, (3.1)

vx − ut − uux = 0, (3.2)

v(0, t) = ψ(t), (3.3)

u(l∗, t) = ẇ(t), (3.4)

L(w) = P0

[

1− χ− 1

a20
v(l∗, t)

]
χ

χ−1

(3.5)

В (3.4)-(3.5) l∗ = l + w(t). Исходя из граничных условий (3.3), (3.4), будем искать
функции u(x, t), v(x, t) в виде отрезков степенных рядов

u(x, t) = ẇ(t) +

N
∑

n=1

un(t)(l∗ − x)n, (3.6)

v(x, t) = ψ(t) +

N
∑

k=1

vk(t)x
k, (3.7)

выбрав тем самым в качестве пробных функций {(l∗ − x)n} , n = 1÷∞ и
{

xk
}

, k = 1÷∞.
Подставляя (3.6), (3.7) в (3.1), (3.2), записывая условия ортогональности полученных
невязок к функциям {θn(x)}, образующих на [0, l∗] полную систему, получим 2N урав-
нений для (2N + 1) функции w(t), u1(t), ..., uN (t), v1(t), ..., vN (t) . К этим уравнениям
следует добавить уравнение (3.5). Ввиду граничных условий (3.3),(3.4) в качестве по-
верочных функций [19] θn(x) можно выбрать, например,

θn(x) = x(l∗ − x)n, θn(x) = xn(l∗ − x), θn(x) = sin

(

nπ

l∗
x

)

, n = 1÷∞. (3.8)

Рассмотрим в качестве примера N = 1, тогда

u(x, t) = ẇ(t) + u1(t)(l∗ − x), v(x, t) = ψ(t) + v1(t)x. (3.9)
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Подставим (3.9) в (3.1), (3.2):

v1(t)− ẅ(t)− u̇1(t)(l∗ − x)− u1(t)ẇ(t) + [ẇ(t) + u1(t)(l∗ − x)] u1(t) = 0,

ψ̇(t) + v̇1(t)x+ [ẇ(t) + u1(t)(l∗ − x)] v1(t) +
[

a20 − (χ− 1)(ψ(t) + v1(t)x)
]

u1(t) = 0.

Умножим полученные невязки на x(l∗ − x) и проинтегрируем в пределах от 0 до l∗

2(v1 − ẅ)− l∗(u̇1 − u21) = 0, (3.10)

2
[

ψ̇ + ẇv1 + (a20 − (χ− 1)ψ)u1

]

+ [v̇1 − (χ− 1)v1u1 + u1v1] l∗ = 0. (3.11)

Уравнение (3.5) принимает вид

L(w) = P0

[

1− χ− 1

a20
(ψ(t) + v1(t)l∗)

]
χ

χ−1

. (3.12)

Отметим, что к исследованию точно такой же системы дифференциальных урав-
нений (3.10)-(3.12) приводит использование в качестве поверочных функций θn(x) =

sin
(

nπ
l∗
x
)

(в первом приближении θ1(x) = sin
(

πx
l∗

)

).

Система трех нелинейных уравнений (3.10)-(3.12) служит для определения трех
функций u1(t), v1(t), w(t) и является основой для проведения численного эксперимен-
та. Для решения в пакете Mathematica 12.0 система уравнений (3.10)-(3.12) приведена
к нормальной форме и имеет вид










































ẏ1 = y2,

ẏ2 =
1

m
P0

[

1− χ− 1

a20
(ψ(t) + y4(l + y1))

]
χ

χ−1

− α

m
y2 −

γ

m
y1,

ẏ3 = y23 +
2

l + y1

(

y4 −
1

m
P0

[

1− χ− 1

a20
(ψ(t) + y4(l + y1))

]
χ

χ−1

+
α

m
y2 +

γ

m
y1

)

,

ẏ4 = (χ− 2)y3y4 −
2

l + y1
(ψ̇ + y2y4 + (a20 − (χ− 1)ψ)y3),

(3.13)
где y1(t) = w(t), y2(t) = ẇ(t), y3(t) = u1(t), y4(t) = v1(t).

4. Тепловая задача

Математическая постановка тепловой задачи для механической системы
«трубопровод-датчик давления» с учетом движения рабочей среды в случае, ко-
гда стенки трубопровода и чувствительный элемент датчика теплоизолированы, имеет
вид

ρc

(

∂T

∂t
+ u

∂T

∂x

)

= k
∂2T

∂x2
, (4.1)

T (0, t) = T∗(t), (4.2)

∂T

∂x
(l∗, t) = 0. (4.3)

Здесь T (x, t) - закон изменения температуры рабочей среды; T∗(t) - закон изменения
температуры на входе в трубопровод (на выходе из камеры сгорания); k - коэффициент
теплопроводности среды; ρ - плотность среды; c - коэффициент теплоемкости среды.
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Учитывая граничные условия (4.2),(4.3), функцию T (x, t) будем искать в виде

T (x, t) = T∗(t) +
N+1
∑

n=2

Tn−1(t)(x
n − nln−1

∗ x). (4.4)

При N = 1 имеем
T (x, t) = T∗(t) + T1(t)(x

2 − 2l∗x). (4.5)

Подставляя (4.5), (3.9) в (4.1), получим

Ṫ∗(t)+ Ṫ1(t)(x
2−2l∗x)−2Ṫ1(t)xẇ(t)+2T1(t)(x− l∗)(ẇ(t)+u1(t)(l∗−x)) =

2k

ρc
T1(t). (4.6)

Умножая полученную невязку на x(l∗ − x) и интегрируя в пределах от 0 до l∗,
получим уравнение

10(Ṫ∗(t)− 2T1(t)ẇ(t)l∗ −
2k

ρc
T1(t)) − l2∗(7Ṫ (t) + 6T2(t)u1(t)) = 0, (4.7)

которое в нормальной форме имеет вид (учитывая введенные функции в (3.13))

Ṫ1(t) =
1

7(l + y1(t))

[

−6T1(t)y3(t) + 10(Ṫ∗ − 2T1(t)y2(t)(l + y1(t))−
2k

ρc
T1(t))

]

. (4.8)

Таким образом, система пяти уравнений (3.13), (4.8) служит для определения пяти
функций y1(t), y2(t), y3(t), y4(t), T1(t) и является основой для проведения численного
эксперимента. Для решения в системе Mathematica 12.0 начальные условия заданы в
виде: y1(0) = 0, y2(0) = 0, y3(0) = 0, y4(0) = 0, T1(0) = 0.

5. Численный эксперимент

Пусть рабочая среда - воздух (ρ = 1.225). Параметры механической системы: P0 =
101325, c = 1.005, k = 0.022, a0 = 332, χ = 1.5, l = 3, m = 0.01, α = 108, γ = 109

(все значения приведены в системе СИ). На рисунках 5.1-5.4 представлены примеры
численных расчетов при задании различных законов изменения давления P∗(t) и T∗(t).

Графики рисунка 5.1 соответствуют случаю, когда на постоянное рабочее давление
в двигателе, находящемся в стационарном режиме работы, наложено периодическое
возмущение. Случай, когда рабочее давление в двигателе постоянно, представлен на
рисунке 5.2. Графики рисунков 5.3, 5.4 соответствуют случаям, когда на постоянное
рабочее давление в двигателе, находящемся в стационарном режиме работы, наложены
экспоненциально убывающее (рис. 5.3) и возрастающее (рис. 5.4) возмущения.
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a) b)

Рис. 5.1. Результаты численного эксперимента при P∗ = 4 ∗ 106 + 105Cos(5t),
T∗ = 1226− 20Cos(5t): a) отклонение поршня от положения равновесия w(t), м;

b) температура рабочей среды T (x, t) в точке x = l∗, C
o

Fig 5.1. Results of a numerical experiment with P∗ = 4 ∗ 106 + 105Cos(5t),
T∗ = 1226− 20Cos(5t): a) deviation of the piston from the equilibrium position
w(t), m; b) temperature of the working medium T (x, t) at a point x = l∗, C

o

a) b)

Рис. 5.2. Результаты численного эксперимента при P∗ = 5 ∗ 106, T∗ = 1226:
a) отклонение поршня от положения равновесия w(t), м; b) температура

рабочей среды T (x, t) в точке x = l∗, C
o

Fig 5.2. Results of a numerical experiment with P∗ = 5 ∗ 106, T∗ = 1226: a)
deviation of the piston from the equilibrium position w(t), m; b) temperature of the

working medium T (x, t) at a point x = l∗, C
o
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a) b)

Рис. 5.3. Результаты численного эксперимента при P∗ = 2 ∗ 106 ∗ (e−2t + 1),
T∗ = 1226(e−2t + 1): a) отклонение поршня от положения равновесия w(t), м;

b) температура рабочей среды T (x, t) в точке x = l∗, C
o

Fig 5.3. Results of a numerical experiment with P∗ = 2 ∗ 106 ∗ (e−2t + 1),
T∗ = 1226(e−2t + 1): a) deviation of the piston from the equilibrium position w(t),

m; b) temperature of the working medium T (x, t) at a point x = l∗, C
o

a) b)

Рис. 5.4. Результаты численного эксперимента при P∗ = 105 ∗ (e0.4t − 1),
T∗ = 20 + e0.1t: a) отклонение поршня от положения равновесия w(t), м; b)

температура рабочей среды T (x, t) в точке x = l∗, C
o

Fig 5.4. Results of a numerical experiment with P∗ = 105 ∗ (e0.4t − 1),
T∗ = 20 + e0.1t: a) deviation of the piston from the equilibrium position w(t), m; b)

temperature of the working medium T (x, t) at a point x = l∗, C
o
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Предложенная математическая модель механической системы «трубопровод-датчик
давления» позволяет определять закон изменения отклонения чувствительного элемен-
та датчика в зависимости от закона изменения давления рабочей среды в камере сго-
рания. С помощью метода Галеркина построены решения соответствующей начально-
краевой задачи и приведены примеры численных расчетов.
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