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О подобии над кольцом целых чисел некоторых

нильпотентных матриц максимального ранга
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ФГАОУ ВО «Национальный исследовательский Нижегородский государствен-
ный университет им. Н.И. Лобачевского» (г. Нижний Новгород, Российская
Федерация)

Аннотация. Работа посвящена проблеме распознавания подобия матриц над кольцом
целых чисел для некоторых семейств матриц. А именно, рассматриваются нильпотент-
ные верхние треугольные матрицы максимального ранга, у которых только первая
и вторая супердиагонали ненулевые. Получено несколько необходимых условий подо-
бия таких матриц матрицам вида superdiag(a1, a2, . . . , an−1) с одной ненулевой супер-
диагональю (обобщение жордановой клетки Jn(0) = superdiag(1, 1, . . . , 1)). Эти усло-
вия сформулированы в простых терминах делимости и наибольших общих делителей
матричных элементов. Результат получен посредством сведения задачи распознавания
подобия к задаче решения в целых числах системы линейных уравнений и применения
известных необходимых условий подобия для произвольных матриц. При некоторых до-
полнительных условиях на элементы a1, a2, . . . , an−1 первой супердиагонали матрицы
A доказано, что A подобна матрице superdiag(a1, a2, . . . , an−1) независимо от значений
элементов второй супердиагонали. Кроме того, для рассматриваемых матриц третьего и
четвёртого порядков получены легко проверяемые необходимые и достаточные условия
подобия матрице вида superdiag(a1, a2, . . . , an−1).
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Abstract. This paper is devoted to the problem of matrix similarity recognition over the
ring of integers for some families of matrices. Namely, nilpotent upper triangular matrices of
maximal rank are considered such that only first and second superdiagonals of these matrices
are non-zero. Several necessary conditions are obtained for similarity of such matrices to
matrices of the form superdiag(a1, a2, . . . , an−1) with a single non-zero superdiagonal, that
is a generalization of the Jordan cell Jn(0) = superdiag(1, 1, . . . , 1). These conditions are
formulated in simple terms of divisibility and greatest common divisors of matrix elements.
The result is obtained by reducing the problem of similarity recognition to the problem
of solving in integers a system of linear equations and applying the known necessary
similarity conditions for arbitrary matrices. Under some additional conditions on the elements
a1, a2, . . . , an−1 of the first superdiagonal of matrix A, it is proven that the matrix A is similar
to matrix superdiag(a1, a2, . . . , an−1) regardless of the values of the elements of the second
superdiagonal. Moreover, for the considered matrices of the third and the fourth orders,
easily verifiable necessary and sufficient similarity conditions are obtained describing their
similarity to a matrix of the form superdiag(a1, a2, . . . , an−1).
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1. Введение

Задача подобия матриц над кольцом целых чисел Z является естественным обобще-
нием классической задачи о подобии матриц над полем рациональных чисел Q. Матри-
ца A ∈ Qn×n подобна матрице B ∈ Qn×n над полем Q, если B = X−1AX для некоторой
матрицы X ∈ Qn×n, detX 6= 0.
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Напомним, что через GL(n,Z) обозначается множество целочисленных матриц, име-
ющих определитель 1 или −1. Матрицу X ∈ GL(n,Z) будем называть унимодулярной.

О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что матрица A ∈ Zn×n подобна
матрице B ∈ Zn×n над кольцом целых чисел Z, если существует такая матрица
X ∈ GL(n,Z), что AX = XB. При этом матрица X называется трансформирующей
матрицей.

Если матрица A подобна над Z матрице B, то будем обозначать это A ∼ B.

О п р е д е л е н и е 1.2. Классом подобия KZ(A) матрицы A ∈ Zn×n над
Z называется множество всех целочисленных матриц, которым матрица A подобна
над Z, т. е.

KZ(A) = {B ∈ Zn×n | A ∼ B}.

Впервые алгоритмическая разрешимость задачи распознавания подобия матриц над
Z была доказана независимо в [1–2]. В [3] получен новый алгоритм распознавания по-
добия в GL(n,Z), основанный на идеях из [2]. В [4] решена проблема целочисленного
подобия для нильпотентных и полупростых матриц; в [5] — для матриц с характеристи-
ческим многочленом, свободным от квадратов; в [6] разработан алгоритм для матриц
конечного порядка в GL(n,Z); в [7] описано множество классов подобия в SL(n,Z).

Зачастую задача распознавания подобия над Z упрощается, если все собственные
значения матриц лежат в Z. Например, в [8] получен квазиполиномиальный алгоритм
распознавания подобия над Z для матриц, имеющих целочисленный спектр и жор-
данова форма которых не содержит клеток одинакового порядка для одного и того
же собственного числа. Также в [8] получена верхняя оценка числа классов подобия,
если алгебраическая кратность всех собственных чисел равна 1. Кроме того, помимо
разработки алгоритмов распознавания подобия интересны и другие аспекты рассмат-
риваемой задачи — нахождение критериев подобия для каких-то специальных классов
матриц и исследование структуры классов подобия (в частности, нахождение канони-
ческих матриц). Например, в работах [9–12] исследованы классы подобия над Z матриц
2-го и 3-го порядков. Отметим, что классификация матриц относительно подобия над
Z возникает в топологии (см., например, [13, 14]).

Поскольку отношение подобия матриц над Z есть отношение эквивалентности, то
вместо фразы «матрица A подобна над Z матрице B» можно говорить просто «мат-
рицы A и B подобны над Z». Очевидно, что если A ∼ B, то A подобна B над полем
рациональных чисел Q. Обратное неверно. Таким образом, подобие матриц над Q —
необходимое (но не достаточное!) условие для подобия над Z. Простейшие контрприме-
ры можно посмотреть, например, в [12; 15; 16]. Переход от поля Q к кольцу Z сильно
усложняет задачу распознавания подобия и нахождения трансформирующей матрицы.
Класс подобия матрицы A над Q, не совпадает с KZ(A), а является объединением неко-
торого семейства классов подобия над Z. Это семейство может быть как конечным, так
и счётным (см. [12]).

Существует много других необходимых условий подобия над Z ([12]). Рассмот-
рим некоторые из этих условий, требуемых для исследования. Напомним, что квад-
ратные матрицы A и B называются эквивалентными над Z, если существуют такие
P,Q ∈ GL(n,Z), что PAQ = B (аналогично для неквадратных матриц). Очевидно, что
если A ∼ B, то A и B эквивалентны над Z. Обозначим через ∆k(A) наибольший общий
делитель (НОД) всех миноров k-го порядка матрицы A. Известно, что критерием экви-
валентности матриц A и B над Z является равенство НОД миноров соответствующих
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порядков (см. [17, 18]). Таким образом, если A ∼ B, то ∆k(A) = ∆k(B) для любого
k = 1, . . . , n.

Из работ Г. Фробениуса известно, что если все собственные числа матрицы A ле-
жат в Z, то A подобна над Q жордановой форме. Как показывают примеры в [12,
15], принадлежность всех собственных значений кольцу Z не достаточна для подобия
жордановой форме (даже для (2 × 2)-матриц). В работе [15] получены необходимые
и достаточные условия подобия над Z жордановой клетке Jn(α). Если характеристи-
ческий многочлен матрицы A имеет вид det(A − λE) = (α − λ)n, то без ограниче-
ния общности можно считать, что α = 0 (т. е. матрица A нильпотентна), поскольку
A ∼ B ⇐⇒ (A − αE) ∼ (B − αE). Поэтому естественным является вопрос, при каких
условиях нильпотентная матрица подобна некоторому обобщению жордановой клетки,
а именно, матрице superdiag(a1, a2, . . . , an−1), в которой отличны от 0 только элемен-
ты первой супердиагонали (очевидно, что Jn(0) = superdiag(1, 1, . . . , 1)). В статье мы
частично отвечаем на этот вопрос. Далее ограничимся рассмотрением верхних тре-
угольных нильпотентных матриц A = (aij) ∈ Zn×n, имеющих максимальный ранг (а
именно, rank(A) = n − 1). Треугольный вид нильпотентной матрицы не ограничивает
общность, поскольку любая нильпотентная матрица подобна над Z некоторой верхней
треугольной матрице (см. [16]). Все такие матрицы подобны над Q жордановой клет-
ке, для них характеристический многочлен λn совпадает с минимальным многочленом.
Другая характеризация матриц такого вида — все элементы ai,i+1 первой наддиагонали
(супердиагонали) отличны от нуля. Как будет показано далее, это свойство элементов
супердиагонали накладывает дополнительные ограничения (помимо принадлежности
GL(n,Z)) на вид трансформирующих матриц.

2. Верхние треугольные нильпотентные матрицы

Для некоторых классов исходных матриц A и B любая трансформирующая мат-
рица X = (xij) имеет верхний треугольный вид, т. е. xij = 0 при i > j. Кроме того,
в силу унимодулярности матрицы X её диагональные элементы xii будут при этом
удовлетворять условию xii ∈ {−1, 1}. Таким образом, в этом случае задача распозна-
вания подобия матриц упрощается, поскольку условия AX = XB, X ∈ GL(n,Z) будут
равносильны разрешимости в целых числах хотя бы одной из 2n систем уравнений

j
∑

k=1

aikxkj =

n
∑

k=i

xikbkj , xii ∈ {−1, 1}, (i, j = 1, . . . , n)

(для каждого набора диагональных элементов x11, x22, . . . , xnn ∈ {−1, 1}). Нахождение
целочисленных решений систем линейных уравнений — классическая задача. Самый
известный алгоритм её решения — приведение матрицы системы к нормальной диаго-
нальной форме Смита ([18]).

Одним из таких классов матриц являются верхние треугольные нильпотентные мат-
рицы, в которых все элементы первой супердиагонали отличны от 0.

Л е м м а 2.1. Пусть A = (aij), B = (bij) — целочисленные нильпотентные
верхние треугольные матрицы порядка n максимального ранга n− 1, т. е. при любых
1 ≤ j ≤ i ≤ n имеем aij = bij = 0, причём ai,i+1 6= 0, bi,i+1 6= 0 для любого 1 ≤ i ≤ n− 1.
Тогда если A ∼ B, то

1. ai,i+1 = ±bi,i+1, i = 1, . . . , n− 1;
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2. Любая трансформирующая матрица X = (xii) является верхней треугольной,
причём xii = ±1, i = 1, . . . , n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть AX = XB и X = (xij) ∈ GL(n,Z) — трансформирую-
щая матрица. Тогда X — верхняя треугольная матрица ([4], с. 117, Утверждение 4.22).
Поскольку det(X) ∈ {−1, 1}, то xii ∈ {−1, 1}, i = 1, . . . , n. Тогда из условия AX = XB
следует, что

ai,i+1xi+1,i+1 = xiibi,i+1, i = 1, . . . , n− 1,

стало быть, ai,i+1 = ±bi,i+1, i = 1, . . . , n− 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Доказанная Лемма позволяет свести задачу распознавания подобия для нильпо-
тентных матриц максимального ранга к решению в целых числах системы линейных
уравнений.

Л е м м а 2.2. Пусть A = (aij) — целочисленная нильпотентная верхняя
треугольная матрица порядка n максимального ранга n − 1 т. е. при любых 1 ≤ j ≤
≤ i ≤ n имеем aij = 0, причём ai,i+1 6= 0 для любого 1 ≤ i ≤ n− 1. Тогда существует
такая нильпотентная верхняя треугольная матрица матрица C = (cij), что A ∼ C
и

ci,i+1 =

{

ai,i+1, если ai,i+1 > 0,

−ai,i+1, если ai,i+1 < 0

для любого 1 ≤ i ≤ n− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем искать диагональную матрицу Y , такую что
AY = Y C. Тогда ai,i+1yi+1,i+1 = yi,ici,i+1 = yi,iεiai,i+1, где εi — знак элемента ai+1, т. е.

εi =

{

+1, если ai,i+1 > 0,

−1, если ai,i+1 < 0.

Поскольку ai,i+1 6= 0, то равенство AY = Y C для диагональной матрицы Y равно-
сильно условиям yi+1,i+1 = εiyi,i. Положив y1,1 = 1, получим yi+1,i+1 = ε1ε2 . . . εi,
i = 1, . . . , n−1. Таким образом, C = Y −1AY, где Y = diag(1, ε1, ε1 ·ε2, . . . , ε1 ·ε2 ·. . .·εn−1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Эта Лемма показывает, что без ограничения общности можно рассматривать верх-
ние треугольные нильпотентные матрицы максимального ранга, в которых все элемен-
ты первой наддиагонали положительны.

3. Матрицы специального вида: с одной и двумя ненулевыми

супердиагоналями

В работе будем исследовать, при каких условиях подобны над Z нильпотентные
матрицы A и B вида

S. V. Sidorov, G.V.Utkin. On the similarity over the ring of integers of certain nilpotent matrices of . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2023. Т. 25, № 4. 289

A =























0 a1 b1 0 . . . 0 0
0 0 a2 b2 . . . 0 0
0 0 0 a3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 0 . . . 0 an−1

0 0 0 0 . . . 0 0























,

B =























0 c1 0 0 . . . 0 0
0 0 c2 0 . . . 0 0
0 0 0 c3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . cn−2 0
0 0 0 0 . . . 0 cn−1

0 0 0 0 . . . 0 0























,

(3.1)

где ai 6= 0, ci 6= 0 (i = 1, . . . , n− 1).
Последнюю матрицу будем обозначать B = superdiag(c1, c2, . . . , cn−1).

Л е м м а 3.1. Пусть A и B — матрицы вида (3.1). Тогда

A ∼ B =⇒ A ∼ superdiag(a1, a2, . . . , an−1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку A ∼ B, то по Лемме 2.1 имеем ci = ±ai,
(i = 1, . . . , n − 1). Если обозначить через εi знак элемента ai, то ci = εiai и B =
= superdiag(ε1a1, ε2a2, . . . , εnan−1). Но B ∼ C = superdiag(a1, a2, . . . , an−1). Действи-
тельно, BY = Y C для Y = diag(1, ε1, ε1ε2, . . . , ε1ε2 . . . εn−1). В силу транзитивности
отношения подобия имеем A ∼ superdiag(a1, a2, . . . , an−1).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Таким образом, далее мы будем рассматривать нильпотентные матрицы A и B сле-
дующего вида:

A =























0 a1 b1 0 . . . 0 0
0 0 a2 b2 . . . 0 0
0 0 0 a3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−2 bn−2

0 0 0 0 . . . 0 an−1

0 0 0 0 . . . 0 0























,

B =























0 a1 0 0 . . . 0 0
0 0 a2 0 . . . 0 0
0 0 0 a3 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . an−2 0
0 0 0 0 . . . 0 an−1

0 0 0 0 . . . 0 0























,

(3.2)

где a1, a2, . . . , an−1 — ненулевые целые числа. Нас будет интересовать вопрос, при каких
условиях эти матрицы подобны над кольцом целых чисел Z. Отметим, что матрица A
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вида (3.2) подобна над полем рациональных чисел Q жордановой клетке, т. е. матрице
superdiag(1, 1, . . . , 1).

Необходимое условие подобия ∆1(A) = ∆1(B) для матриц вида (3.2) равносиль-
но тому, что НОД(b1, b2, . . . , bn−2) делится на НОД(a1, a2, . . . , an−1). Без ограничения
общности можно считать, что НОД(a1, a2, . . . , an−1) = 1.

По Лемме 2.1 любая трансформирующая матрица X будет верхней треугольной c 1
и −1 по диагонали. Кроме того, поскольку ai,i+1xi+1,i+1 = xiiai,i+1 (i = 1, . . . , n − 1),
то xii = xi+1,i+1 (i = 1, . . . , n − 1). Следовательно, xi,i = 1 для всех i = 1, . . . , n или
xi,i = −1 для всех i = 1, . . . , n. Не умаляя общности, можно считать, что xi,i = 1,
поскольку если AX = XB, то и A · (−X) = (−X) · B. Таким образом, если A ∼ B, то
существует унитреугольная трансформирующая матрица вида:

X =

























1 x
(1)
1 x

(2)
1 . . . x

(n−2)
1 x

(n−1)
1

0 1 x
(1)
2

. . . x
(n−3)
2 x

(n−2)
2

0 0 1
. . . x

(n−4)
3 x

(n−3)
3

...
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 . . . 1 x
(1)
n−1

0 0 0 . . . 0 1

























(здесь x
(j)
i — i-й элемент j-й наддиагонали, т. е. в стандартных обозначениях

x
(j)
i = xi,i+j).

При конкретных значениях элементов матриц A и B вида (3.2) распознавание их
подобия с алгоритмической точки зрения не представляет трудностей, поскольку сво-
дится к решению системы линейных диофантовых уравнений. Как упоминалось выше,
для решения таких систем можно использовать, например, метод приведения матрицы
системы к нормальной диагональной форме Смита. Однако поставлена задача полу-
чить критерий подобия матриц вида (3.2) в терминах свойств элементов самих матриц.

Рассмотрим подробнее, как выглядит система уравнений AX = XB для рассматри-
ваемых матриц.

aix
(1)
i+1 + bi = x

(1)
i ai+1, (i = 1, . . . , n− 2),

aix
(2)
i+1 + bix

(1)
i+2 = x

(2)
i ai+2, (i = 1, . . . , n− 3),

aix
(3)
i+1 + bix

(2)
i+2 = x

(3)
i ai+3, (i = 1, . . . , n− 4),

. . .

aix
(n−3)
i+1 + bix

(n−4)
i+2 = x

(n−3)
i ai+n−3, (i = 1, 2),

a1x
(n−2)
2 + b1x

(n−3)
3 = x

(n−2)
1 an−1.

(3.3)

В этой системе (n− 2) + (n− 3) + . . .+ 2+ 1 =
(n− 1)(n− 2)

2
уравнений и (n− 1) +

(n−2)+ . . .+2 =
n(n− 1)

2
−1 неизвестных (x(n−1)

1 явно не входит). Видим, что система

состоит из (n− 2) подсистем, причём k-я подсистема содержит (n − k − 1) уравнений.
Кроме того, первая подсистема — неоднородная, остальные — однородные.
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В качестве примера запишем систему (3.3) при n = 6:

aix
(1)
i+1 + bi = x

(1)
i ai+1, (i = 1, 2, 3, 4),

aix
(2)
i+1 + bix

(1)
i+2 = x

(2)
i ai+2, (i = 1, 2, 3),

aix
(3)
i+1 + bix

(2)
i+2 = x

(3)
i ai+3, (i = 1, 2),

a1x
(4)
2 + b1x

(3)
3 = x

(4)
1 a5,

и соответствующую расширенную матрицу




































x
(1)
1 x

(1)
2 x

(1)
3 x

(1)
4 x

(1)
5 x

(2)
1 x

(2)
2 x

(2)
3 x

(2)
4 x

(3)
1 x

(3)
2 x

(3)
3 x

(4)
1 x

(4)
2

a2 −a1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b1
0 a3 −a2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b2
0 0 a4 −a3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b3
0 0 0 a5 −a4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 b4
0 0 −b1 0 0 a3 −a1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −b2 0 0 a4 −a2 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −b3 0 0 a5 −a3 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −b1 0 a4 −a1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −b2 0 a5 −a2 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −b1 a5 −a1 0





































Т е о р е м а 3.1. (критерий совместности в целых числах системы линейных
уравнений, см. [18, с. 51]) Пусть P ∈ Zm×n — матрица ранга m и b ∈ Zm. Тогда
система Px = b имеет целочисленные решения тогда и только тогда, когда каждый
минор порядка m расширенной матрицы (P, b) делится на ∆m(P ).

В следующей теореме приведены некоторые достаточные условия подобия над Z
матриц вида (3.2).

Т е о р е м а 3.2. Если a2, . . . , an−2 ∈ {−1, 1}, a1, an−1 6= 0, НОД(a1, an−1) = 1,
то для любых b1, b2, . . . , bn−2 ∈ Z матрицы A и B вида (3.2) подобны над Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если записать матрицу системы AX −XB = 0, то в её
основной матрице найдутся два ранговых минора, равных по модулю a2·a23·. . .·an−3

n−2·an−2
n−1

и an−2
1 · an−3

2 · . . . · an−2. В условиях теоремы они будут равны an−2
n−1 и an−2

1 , поэтому

НОД(an−2
n−1, a

n−2
1 ) = НОД(a1, an−1) = 1. Следовательно, НОД всех ранговых миноров

будет равен 1, поэтому при любых b1, b2, . . . , bn−2 ∈ Z система AX − XB = 0 будет
совместна в целых числах по Теореме 3.1.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Т е о р е м а 3.3. (необходимые условия подобия) Если матрицы A и B вида
(3.2) подобны над Z, то выполняются следующие условия:

1. bi делится на НОД(ai, ai+1) для каждого i = 1, 2, . . . , n− 2.

2. aibi+1 + biai+2 делится на ai+1 · НОД(ai, ai+2) для каждого i = 1, 2, . . . , n− 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку A и B подобны, то существует унитреугольная
матрица X , такая что AX = XB. Разобьём матрицы A,B,X на блоки следующим
образом:

A =





∗ ∗ ∗
0 Ai ∗
0 0 ∗



 , X =





∗ ∗ ∗
0 Xi ∗
0 0 ∗



 , B =





∗ ∗ ∗
0 Bi ∗
0 0 ∗



 ,

С. В. Сидоров, Г.В. Уткин. О подобии над кольцом целых чисел некоторых нильпотентных матриц . . .



292 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2023. Vol. 25, No. 4.

где

Ai =





0 ai bi
0 0 ai+1

0 0 0



 , Xi =







1 x
(1)
i x

(2)
i

0 1 x
(1)
i+1

0 0 1






, Bi =





0 ai 0
0 0 ai+1

0 0 0



 .

Поскольку AX = XB, то AiXi = XiBi, Xi ∈ GL(3,Z). Таким образом, Ai и Bi
тоже подобны над Z. Следовательно, ∆1(Ai) = ∆1(Bi). Имеем ∆1(Bi) = НОД(ai, ai+1),
∆1(Ai) = НОД(ai, ai+1, bi) = НОД(∆1(Bi), bi), поэтому равенство ∆1(Ai) = ∆1(Bi)

равносильно тому, что bi делится на ∆1(Bi), т. е. bi
... НОД(ai, ai+1).

Теперь пусть

Ai =









0 ai bi 0
0 0 ai+1 bi+1

0 0 0 ai+2

0 0 0 0









, Bi =









0 ai 0 0
0 0 ai+1 0
0 0 0 ai+2

0 0 0 0









,

Xi =











1 x
(1)
i x

(2)
i x

(3)
i

0 1 x
(1)
i+1 x

(2)
i+1

0 0 1 x
(1)
i+2

0 0 0 1











.

Разбивая аналогичным образом матрицы A,B,X на блоки, получаем, что Ai ∼ Bi.
Однако тогда квадраты этих матриц A2

i , B
2
i тоже подобны над Z. Поскольку

A2
i =









0 0 aiai+1 aibi+1 + biai+2

0 0 0 ai+1ai+2

0 0 0 0
0 0 0 0









, B2
i =









0 0 aiai+1 0
0 0 0 ai+1ai+2

0 0 0 0
0 0 0 0









и A2
i ∼ B2

i , то ∆1(A
2
i ) = ∆1(B

2
i ). Имеем

∆1(B
2
i ) = НОД(aiai+1, ai+1ai+2) = ai+1 · НОД(ai, ai+2),

∆1(A
2
i ) = НОД(aiai+1, ai+1ai+2, aibi+1 + biai+2) = НОД(∆1(B

2
i ), aibi+1 + biai+2),

поэтому равенство ∆1(A
2
i ) = ∆1(B

2
i ) равносильно тому, что aibi+1 + biai+2 делится на

∆1(B
2
i ), т. е. (aibi+1 + biai+2) делится на ai+1 · НОД(ai, ai+2).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

У т в е р ж д е н и е 3.1. Пусть НОД(ak, ak+2) = 1 и (akbk+1 + bkak+2)
... ak+1.

Тогда

1. bk делится на НОД(ak, ak+1);

2. bk+1 делится на НОД(ak+1, ak+2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем (akbk+1 + bkak+2)
... ak+1, т. е. akbk+1 + bkak+2 = =

ak+1x для некоторого x ∈ Z, поэтому bkak+2

...НОД(ak, ak+1) и akbk+1

... НОД(ak+1, ak+2).
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Условие НОД(ak, ak+2) = 1 влечёт НОД(ak, ak+1, ak+2) = 1, поэтому bk
... НОД(ak, ak+1)

и bk+1

... НОД(ak+1, ak+2).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Таким образом, если НОД(ai, ai+2) = 1 для каждого i = 1, 2, . . . , n−3, то из второго
необходимого условия Теоремы 3.3 вытекает первое.

4. Критерии подобия для матриц малых порядков

4.1. Матрицы порядка 3

A =





0 a1 b1
0 0 a2
0 0 0



 , B =





0 a1 0
0 0 a2
0 0 0



 , X =





1 y1 z1
0 1 y2
0 0 1



 .

Равенство AX = XB равносильно в этом случае уравнению b1 + a1y2 = a2y1, которое
имеет решение в целых числах тогда и только тогда, когда b1 делится на НОД(a1, a2).
Заметим, что для матриц третьего порядка из условий Теоремы 3.3 остаётся только
первое условие (а именно, b1 делится на НОД(a1, a2)), которое является критерием
подобия в этом случае.

Т е о р е м а 4.1. Пусть n = 3 и a1 6= 0, a2 6= 0. Тогда матрицы A и B вида
(3.2) подобны над Z тогда и только тогда, когда b1 делится на НОД(a1, a2).

4.2. Матрицы порядка 4

A =









0 a1 b1 0
0 0 a2 b2
0 0 0 a3
0 0 0 0









, B =









0 a1 0 0
0 0 a2 0
0 0 0 a3
0 0 0 0









, X =









1 y1 z1 w1

0 1 y2 z2
0 0 1 y3
0 0 0 1









. (4.1)

Для (4× 4)-матриц условия Теоремы 3.3 следующие:

1. b1
...НОД(a1, a2), b2

... НОД(a2, a3).

2. a1b2 + b1a3 делится на a2 · НОД(a1, a3).

Эти условия не являются достаточными для подобия над Z, что показывает следу-
ющий пример.

П р и м е р 4.1. Пусть

A =









0 p r 0
0 0 r r
0 0 0 p
0 0 0 0









, B =









0 p 0 0
0 0 r 0
0 0 0 p
0 0 0 0









,

где p, r — различные простые числа. Для этих матриц условия Теоремы 3.3 выпол-
няются, но A и B не подобны. Действительно, ∆2(A) 6= ∆2(B), поскольку ∆2(A) =
= НОД(pr, p2, r2) = 1, а ∆2(B) = НОД(pr, p2) = p.
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Заметим, что если НОД(a1, a3) = 1 (отсюда, в частности, следует, что
НОД(a1, a2, a3) = 1), то необходимые условия Теоремы 3.3 становятся достаточными.
Кроме того, первое условие вытекает из второго по Утверждению 3.1.

Т е о р е м а 4.2. Рассмотрим матрицы вида (3.2) при n = 4. Пусть
НОД(a1, a2, a3) = 1, a1, a2, a3 6= 0. Тогда

A ∼ B ⇐⇒
1) (a1b2 + b1a3)

... a2;

2) b1b2
... НОД(a1, a3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство AX = XB для X вида (4.1) равносильно системе










a2y1 − a1y2 = b1,

a3y2 − a2y3 = b2,

a3z1 − a1z2 = b1y3,

которую можно записать в матричном виде Px = b, где

P =





a2 −a1 0 0 0
0 a3 −a2 0 0
0 0 −b1 a3 −a1



 , b =





b1
b2
0



 , x =













y1
y2
y3
z1
z2













.

Поскольку ai 6= 0, (i = 1, 2, 3), то ранг матрицы P равен 3. Таким образом, по теореме
3.1 система Px = b совместна над Z тогда и только тогда, когда все миноры порядка 3
матрицы (P, b) делятся на НОД миноров порядка 3 матрицы P, т. е. на ∆3(P ). Имеем

∆3(P ) = НОД(a2a3b1, a2a
2
3, a1a2a3, a

2
2a3, a1a

2
2, a

2
1a2) =

= a2 · НОД(a3b1, a
2
3, a1a3, a2a3, a1a2, a

2
1) =

= a2 · НОД(a3 · НОД(b1, a1, a2, a3), a1a2, a
2
1) =

= a2 · НОД(a3, a1 · НОД(a1, a2)) = a2 · НОД(a1, a3)

(последнее равенство справедливо, поскольку a3 и НОД(a1, a2) взаимно простые).
Итак,

∆3(P ) = a2 · НОД(a1, a3).

Перечислим все миноры порядка 3 для расширенной матрицы (P, b), отличные от ми-
норов матрицы P :

a2b1b2, a2a3b2, a1a2b1, b1(a1b2 + b1a3), a3(a1b2 + b1a3), a1(a1b2 + b1a3).

Заметим, что величины a2a3b2, a1a2b1 заведомо делятся на ∆3(P ).

Число a2b1b2 делится на ∆3(P ) тогда и только тогда, когда b1b2
... НОД(a1, a3).

Остальные три минора делятся на на ∆3(P ) тогда и только тогда, когда (a1b2+b1a3)·
·НОД(b1, a1, a3) делится на a2·НОД(a1, a3).Однако это равносильно тому, что a1b2+b1a3

делится на a2·
НОД(a1, a3)

НОД(b1, a1, a3)
. В свою очередь, в силу взаимной простоты сомножителей
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a2 и
НОД(a1, a3)

НОД(b1, a1, a3)
это равносильно тому, что a1b2 + b1a3 делится на a2 (поскольку

a1b2 + b1a3 заведомо делится на
НОД(a1, a3)

НОД(b1, a1, a3)
).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 4.1. (критерий подобия при n = 4) Рассмотрим матрицы вида
(3.2) при n = 4. Пусть a1, a2, a3 6= 0, d = НОД(a1, a2, a3). Тогда

A ∼ B ⇐⇒

1) b1
... d, b2

... d;

2) b1b2
... (d · НОД(a1, a3));

3) (a1b2 + b1a3)
... da2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть d = НОД(a1, a2, a3). Условие A ∼ B равносильно

тому, что bi
... d, i = 1, 2 и

1

d
A ∼ 1

d
B. Поскольку матрицы

1

d
A и

1

d
B удовлетворяют

условиям Теоремы 4.2, то
1

d
A ∼ 1

d
B тогда и только тогда, когда

(

a1
d

b2
d

+
b1
d

a3
d

)

...
a2
d
,
b1
d

b2
d

... НОД
(a1
d
,
a3
d

)

.

Это равносильно тому, что (a1b2 + b1a3)
... da2, b1b2

... (d · НОД(a1, a3)). С учётом условия

bi
... d, i = 1, 2 получаем требуемое.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 4.2. Рассмотрим матрицы вида (3.2) при n = 4. Пусть
НОД(a1, a3) = 1, a1, a2, a3 6= 0. Тогда

A ∼ B ⇐⇒ (a1b2 + b1a3)
... a2.
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