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Аннотация. В данной работе предлагается подход к получению оценки константы Ле-
бега для интерполяционного процесса Лагранжа с узлами в нулях многочленов Чебы-
шева первого рода. Двусторонняя оценка этой константы осуществлена с использовани-
ем логарифмической производной от гамма-функции Эйлера и дзета-функции Римана.
Выбор узлов интерполирования обусловлен тем, что в этом случае при фиксированном
числе узлов Чебышева постоянная Лебега стремится к своему минимальному значе-
нию, уменьшая погрешность алгебраического интерполирования и обеспечивая мень-
шую чувствительность по отношению к ошибкам округления. Выражения для верхней
и нижней границ этой постоянной представлены в виде конечных сумм асимптотическо-
го знакочередующегося ряда. На основе полученных выражений вычисляются значения
этих границ в зависимости от числа узлов интерполяционного процесса и проводится
оценка погрешности найденных значений для каждой из границ на основе первого от-
брошенного слагаемого в конечных суммах асимптотического ряда. Результаты выпол-
ненных расчетов представлены в таблицах, в которых приведены отклонения величины
константы Лебега от нижней и верхней границ ее оценки, а также погрешности найден-
ных значений в зависимости от числа узлов Чебышева. С использованием численных
методов показано, что с увеличением числа этих узлов происходит быстрое сближение
значений границ полученной двусторонней оценки для постоянной Лебега. Представ-
ленные результаты могут быть использованы в теории интерполяции для оценки нормы
оператора, сопоставляющего функции ее интерполяционный полином, и оценки откло-
нения построенного возмущенного полинома от невозмущенного.
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Estimating the Lebesgue constant for the Chebyshev

distribution of nodes
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Abstract. In this paper an approach to estimation of the Lebesgue constant for the Lagrange
interpolation process with nodes in the zeros of Chebyshev polynomials of the first kind is
done. Two-sided estimation of this constant is carried out by using the logarithmic derivative
of the Euler gamma function and of the Riemann zeta function. The choice of interpolation
nodes is due to the fact that with a fixed number of Chebyshev nodes, the Lebesgue constant
tends to its minimum value, thus reducing the error of algebraic interpolation and providing
less sensitivity to rounding errors. The expressions for the upper and the lower bounds of
this constant are represented as finite sums of an asymptotic alternating series. Based on the
expressions obtained, these boundaries are calculated depending on the number of nodes of
the interpolation process. The error of each of the boundaries’ value is estimated based on the
first discarded term in the corresponding asymptotic series. The results of the calculations
are presented in tables showing deviations of the Lebesgue constant from its lower and upper
estimated bounds. Dependence of the values’ errors on the number of Chebyshev nodes is
depicted in these tables as well. It is numerically shown that with an increase in the number of
these nodes, the estimation boundaries rapidly get close to each other. The presented results
can be used in the theory of interpolation to estimate the norm of the operator matching
a function to its interpolation polynomial and to estimate a deviation of the constructed
perturbed polynomial from the unperturbed one.
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1. Введение

Интерполяция Лагранжа – это классический метод аппроксимации непрерывной на
отрезке функции полиномом, значения которого совпадают со значениями интерпо-
лируемой функции в некоторых фиксированных точках отрезка, называемых узлами
интерполяции [1].
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Пусть непрерывная на отрезке [a, b] функция f = f(x) задана своими значениями
f0, f1, . . . , fn в точках x0, x1, . . . , xn. Тогда интерполяционный многочлен в форме
Лагранжа имеет вид

pn(x) =
n
∑

k=0

fklk(x), (1.1)

где lk(x) – фундаментальные полиномы Лагранжа:

lk(x) =

n
∏

j=0
j 6=k

x− xj
xk − xj

, k = 0, n. (1.2)

В случае, когда в узлах интерполяции вычислены приближенные значения f̃k функ-
ции f с погрешностью, не превышающей величины δ > 0: |fk − f̃k| < δ, то отклонение
построенного возмущенного полинома p̃n(x) от pn(x) можно оценить следующим обра-
зом:

|pn(x) − p̃n(x)| = |
n
∑

k=0

(fk − f̃k)lk(x)| ≤
n
∑

k=0

|fk − f̃k||lk(x)| ≤ δ

n
∑

k=0

|lk(x)| =

= δλn(x) ≤ δΛn. (1.3)

Здесь λn(x) и Λn – функция и константа Лебега для заданного множества узлов
интерполяции Ωn = {x0, x1, . . . xn}:

λn(x) =

n
∑

k=0

|lk(x)|, (1.4)

Λn = max
x∈[a, b]

λn(x) = max
x∈[a, b]

n
∑

k=0

|lk(x)|. (1.5)

Как отмечено в [2], константа Лебега относится к основным характеристикам ин-
терполяционного процесса. Ее значение показывает, во сколько раз возрастает погреш-
ность вычисления интерполяционного полинома Лагранжа по сравнению с погрешно-
стью вычисления функции. Кроме того оценка сверху для константы Лебега позволя-
ет провести анализ скорости приближения непрерывной функции интерполяционными
многочленами [1]. Следует заметить, что Λn существенно зависит от взаимного распо-
ложения узлов интерполяции и ее поведение с увеличением числа узлов может иметь
различный характер [1]–[6].

Обозначим

ωn(x) =

n
∏

j=0

(x− xj). (1.6)

Учитывая, что ω′
n,x(xk) =

n
∏

j=0, j 6=k

(xk − xj), базис Лагранжа (1.2) для Ωn можно

представить в виде

lk(x) =
ωn(x)

(x− xk)ω′
n,x(xk)

, k = 0, n, (1.7)
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соответственно, перепишем выражение для константы Лебега (1.5) как

Λn = max
x∈[a, b]

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

ωn(x)

(x− xk)ω′
n,x(xk)

∣

∣

∣

∣

. (1.8)

Для того чтобы равномерная норма полинома ωn(x) имела минимальное значение
на отрезке [−1, 1], в качестве узлов интерполяции выберем нули полинома Чебышева
степени n+ 1 [1]:

xk = cos

(

π(2k + 1)

2(n+ 1)

)

, k = 0, n. (1.9)

Не нарушая общности ограничимся случаем, когда x ∈ [−1, 1], поскольку

u =
b − a

2
x+

a+ b

2
, u ∈ [a, b], x ∈ [−1, 1],

В силу единственности существования интерполяционного многочлена Лагранжа
на множестве Ωn и того факта, что коэффициент при xn+1 равен 2n [7], получаем

ωn(x) = 2−nTn+1(x). (1.10)

Полагая

x = cos t, xk = cos tk, tk =
π(2k + 1)

2(n+ 1)
, k = 0, n, (1.11)

имеем

Tn+1(x) = cos(n+ 1)t, T ′
n+1,x(xk) =

(n+ 1) sin((n+ 1)tk)
√

1− x2k
=

(−1)k(n+ 1)

sin tk
. (1.12)

Подставляя (1.10) с учетом (1.12) в (1.8), получаем

Λn = max
t∈[0, π]

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

cos(n+ 1)t sin tk
(n+ 1)(cos t− cos tk)

∣

∣

∣

∣

. (1.13)

В [1], [8] показано, что функция Лебега

λn(t) =

n
∑

k=0

∣

∣

∣

∣

cos(n+ 1)t sin tk
(n+ 1)(cos t− cos tk)

∣

∣

∣

∣

, (1.14)

на отрезке [0, π] принимает свое наибольшее значение при t = 0. Тогда

Λn =
1

n+ 1

n
∑

k=0

ctg

(

tk
2

)

. (1.15)

Вычислению константы Лебега на основе (1.15) и посвящена представленная работа.
Выбор нулей полинома Чебышева в качестве узлов интерполяции обусловлен сохране-
нием устойчивости к ошибкам округления приближения интерполяционным полино-
мом.
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2. Вычисление константы Лебега

Разложим функцию ctg t в ряд Маклорена на (0, π/2) [9]

ctg t =

∞
∑

i=0

c2i−1t
2i−1, (2.1)

где c2i−1 выражаются через числа Бернулли B2i как

c0 = 1, c2i−1 = −22i|B2i|
(2i)!

, i ≥ 1. (2.2)

Для нахождения чисел Бернулли в (2.2) применяем рекуррентную формулу [10]

B1

(2i)!
+

i
∑

j=0

B2j

(2(i− j) + 1)!(2j)!
= 0, B0 = 1, B1 = −1

2
, i ≥ 1. (2.3)

В результате

ctg t =
1

t
−

∞
∑

i=1

22i|B2i|
(2i)!

t2i−1. (2.4)

Подставляя (2.4) в (1.15), получаем

Λn =
4

π

n
∑

k=0

(2k + 1)−1 +R1,n, (2.5)

R1,n = −
∞
∑

i=1

π2i−1|B2i|41−i
(n+ 1)2i(2i)!

n
∑

k=0

(2k + 1)2i−1. (2.6)

Оценим первый член ряда (2.5). Обозначим

F0,n =

n
∑

k=0

(2k + 1)−1. (2.7)

Применяя свойство функции Ψ(x) =
d ln Γ(x)

dx
[11]

Ψ(1 + x) = Ψ(x) +
1

x
, (2.8)

где Γ(x) – гамма-функция, перепишем выражение (2.7) в виде

2F0,n = Ψ

(

n+ 1 +
1

2

)

−Ψ

(

1

2

)

. (2.9)

Воспользовавшись формулой [12], для вычисления значения Ψ(1/2)

Ψ

(

p

q

)

= 2

[ q2 ]
∑

k=1

cos

(

2πpk

q

)

ln

(

sin

(

πk

q

))

− π

2
ctg

(

πp

q

)

− ln(2q)− γ, (2.10)
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где [q/2] – целая часть q/2, q и p – натуральные числа и p < q. Находим значение
Ψ(1/2):

Ψ

(

1

2

)

= −γ − 2 ln 2. (2.11)

Учитывая выражение Бине [10]

Ψ(x) = ln(x) − 1

2x
−

∞
∫

0

(

1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2

)

exp(−tx)dt, (2.12)

и разложение в ряд Маклорена подынтегральной функции, стоящей в скобках [10]

1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2
=

∞
∑

i=1

B2it
2i−1

(2i)!
, (2.13)

получаем

Ψ(x) = ln(x)− 1

2x
− 1

2

q
∑

i=1

B2i
1

ix2i
−

−
∞
∫

0

(

1

exp(t)− 1
− 1

t
+

1

2
−

q
∑

i=1

B2it
2i−1

(2i)!

)

exp(−tx)dt. (2.14)

Ряд
∞
∑

i=1

B2ix
−2ii−1 является знакочередующимся и асимптотическим, поэтому огра-

ничиваем суммирование на члене ряда с индексом q, за которым последующие начина-
ют неограниченно расти. Найдем q из неравенства

|B2(q+1)|qx2q
|B2q|(q + 1)x2(q+1)

≤ 1. (2.15)

Учитывая, что числа Бернулли через дзета-функцию Римана ζ(x) выражаются как

|B2i| =
2ζ(2i)(2i)!

(2π)2i
, i ≥ 1, (2.16)

имеем
|B2(q+1)|qx2q

|B2q|(q + 1)x2(q+1)
=
ζ(2(q + 1))2q(2q − 1)x2q

(2π)2ζ(2q)x2(q+1)
. (2.17)

Учитывая, что ζ(2(q + 1))/ζ(2q) ≤ 1, при x = 1
2 + n+ 1 (n ≥ 1) получаем

2q(2q − 1)
(

1
2 + n+ 1

)2q

(2π)2
(

1
2 + n+ 1

)2(q+1)
≤ 1.

Откуда

qn =





1

4



1 +

√

16π2

(

1

2
+ n+ 1

)2

+ 1







 , (2.18)
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Из (2.18) следует, что значение qn увеличивается с ростом n.
Поскольку B2i = (−1)i+1|B2i| (i ≥ 1), а при n = 1 значение qn равно 8, то для любого

x = 1
2 + n+ 1 (n ≥ 1) имеем следующую оценку

Ψn,0 +Ψn,2m1−1 ≤ Ψ

(

n+ 1 +
1

2

)

≤ Ψn,0 +Ψn,2m1 , 2 ≤ 2m1 ≤ qn, (2.19)

где

Ψn,0 = − ln(2) + ln(3 + 2n)− 1

3 + 2n
,

Ψn,l = −1

2

l
∑

i=1

(

1

2
+ n+ 1

)−2i
B2i

i
. (2.20)

Подставляя (2.11) и (2.19) в (2.9), имеем

F ∗
0,n +

1

2
Ψn,2m−1 ≤ F0,n ≤ F ∗

0,n +
1

2
Ψn,2m, (2.21)

F ∗
0,n =

γ

2
+

1

2
ln 2 +

1

2
ln(3 + 2n)− 1

2(3 + 2n)
. (2.22)

Для нахождения членов с i ≥ 1 в (2.6) введем обозначения

F2i−1,n =

n
∑

k=0

(2k + 1)2i−1, (2.23)

ŝj,n =

n
∑

k=1

kj , j = 2i− 1. (2.24)

Тогда
F2i−1,n = ŝj,2(n+1) − 2j ŝj,n+1. (2.25)

Применяя к (2.25) формулу [13]

ŝj,n−1 = j!

j
∑

k=0

Bkn
j+1−k

k!(j + 1− k)!
, (2.26)

c учетом B2k+1 = 0 (k ≥ 1) имеем

F2i−1,n =
(2i)!4i−1

i

i−1
∑

k=0

B2k(n+ 1)2i−2k
(

21−2k − 1
)

(2k)!(2i− 2k)!
. (2.27)

Подставляя (2.23) и (2.27) в (2.6), приходим к следующему выражению для R1,n:

R1,n = − 1

π

∞
∑

i=1

π2i|B2i|
i

i−1
∑

k=0

B2k

(

21−2k − 1
)

(n+ 1)2k(2k)!(2i− 2k)!
=

= − 1

π

∞
∑

i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

+
2

π

∞
∑

j=1

B2j(1 − 21−2j)

(n+ 1)2j(2j)!

∞
∑

i=j+1

|B2i|π2i
2j−1
∏

q=1
(2i− q)

(2i)!
. (2.28)
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Интегрируя (2.4) по t и подставляя значение t = π/2, получаем

ln
(

sin
(π

2

))

= ln
(π

2

)

− 1

2

∞
∑

i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

.

Откуда
∞
∑

i=1

π2i|B2i|
i(2i)!

= 2 ln
(π

2

)

. (2.29)

Последовательно дифференцируя (2.4) 2j − 1 раз по t (j ≥ 1), находим

∞
∑

i=j+1

|B2i|π2i
2j−1
∏

q=1
(2i− q)

(2i)!
=

= −
(

ctg(2j−1)
(π

2

)

+
22j−1|B2j |

j

)

(π

2

)2j

− (2j − 1)!. (2.30)

Для получения значений производных функции ctg t в точке π/2 воспользуемся ее
разложением в ряд Фурье

ctg t =
1

t
+

∞
∑

i=1

(

1

t− πi
+

1

t+ πi

)

, 0 < t < π. (2.31)

Последовательно дифференцируя (2.31) по t, получаем

ctg(2j−1)
(π

2

)

=
(1 − 22j)22j−1

j
|B2j |, j ≥ 1. (2.32)

Подставляя (2.29) и (2.30) в (2.28) и учитывая (2.32), имеем

R1,n = − 2

π
ln
(π

2

)

+
1

π

∞
∑

j=1

B2j(1− 21−2j)

j(n+ 1)2j

(

π2j(22j − 2)|B2j |
(2j)!

− 1

)

. (2.33)

Ряд (2.33) является знакочередующимся и асимптотическим. Используя (2.16), вос-
станавливаем предельное значение j

jn =

[

1

4

(

3 +

√

16π2 (n+ 1)
2
+ 1

)]

− 1. (2.34)

Из (2.34) следует, что для n = 1 значение jn равно 6 и увеличивается с ростом n.
Подставляя (2.7) и (2.33) в (2.5) и учитывая (2.20)-(2.22), окончательно приходим к

следующей оценке для Λn
mn ≤ Λn ≤Mn, (2.35)

mn = m∗
n − 24l+2B4l+2

π(2l + 1)(2n+ 3)4l+2
, (2.36)

Mn = m∗
n +

B4l+2

(2l+ 1)π

(

(1− 2−1−4l)

(n+ 1)4l+2

(

π4l+2(24l+2 − 2)|B4l+2|
(4l+ 2)!

− 1

))

, (2.37)
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m∗
n =

2

π

(

γ + ln

(

4

π

)

+ ln(3 + 2n)− 1

3 + 2n

)

+

+
1

π

2l
∑

j=1

B2j

j

(

(1 − 21−2j)

(n+ 1)2j

(

π2j(22j − 2)|B2j |
(2j)!

− 1

)

− 22j

(2n+ 3)2j

)

, 2l − 1 < jn. (2.38)

3. Анализ полученных результатов

Проведем сравнение двусторонней оценки (2.35) со значениями самой константы
Лебега (1.15), а также с аналогичными результатами, представленными в [3], [5] и [14].

Согласно [5] константа Лебега интерполяционного процесса Лагранжа по узлам Че-
бышева имеет следующую оценку [3], [5]:

Λn =
2

π

(

γ + ln

(

8

π

)

+ ln(1 + n)

)

+ αn, (3.1)

0 < αn <
1

72(n+ 1)2
. (3.2)

В [14] получено асимптотическое представление Λn:

Λn =
2

π

(

γ + ln

(

8

π

)

+ ln(1 + n)

)

+

∞
∑

i=1

Ai
(n+ 1)2i

, (3.3)

где коэффициенты Ai находятся как [3], [14]

Ai =
4 · (−1)i−1(1− 21−2i)(2i− 1)!ζ(2i)

π(2π)2i

(

1 +

∞
∑

j=1+i

(2j − 1)!ζ(2j)

(2j − 2i)!(2i− 1)!22j−1

)

. (3.4)

В таблице 3.1 представлены результаты вычислений отклонений величины Λn от
нижней и верхней границ ее оценки (2.35) при различных значениях n. Расчеты вы-
полнены на основании (2.36)-(2.38) при l = 1. Там же приведены соответствующие зна-
чения отклонений, восстановленные по формулам (3.1)-(3.4). При использовании (3.3)
и (3.4) суммирование в (3.3) ограничено i = 1 для верхней границы и i = 2 для нижней
границы, в (3.4) – значением j = (i + 1) + 10.

Таблица 3.1. Значения Λn −mn и Mn − Λn в зависимости от n
Table 3.1. Values of Λn −mn and Mn − Λn depending on n

n Λn −mn Mn − Λn
(2.34) [5] [14] (2.34) [5] [14]

1 3.1 · 10−5 1.0 · 10−2 6.1 · 10−5 1.6 · 10−5 4.9 · 10−4 4.9 · 10−4

5 5.0 · 10−8 1.2 · 10−3 1.0 · 10−7 3.4 · 10−8 6.7 · 10−6 6.7 · 10−6

10 1.3 · 10−9 3.6 · 10−4 2.9 · 10−9 1.1 · 10−9 6.0 · 10−7 6.0 · 10−7

15 1.4 · 10−10 1.7 · 10−4 3.9 · 10−10 1.3 · 10−10 1.3 · 10−7 1.3 · 10−7

20 2.8 · 10−11 9.9 · 10−5 1.2 · 10−10 2.6 · 10−11 4.5 · 10−8 4.5 · 10−8

30 2.7 · 10−12 4.5 · 10−5 3.3 · 10−11 2.6 · 10−12 9.5 · 10−9 9.5 · 10−9
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Для оценки погрешности полученных значений границ от Λn обозначим через rl,n
первое отброшенное слагаемое в сумме (2.36), и через Rl,n – в (2.37). Тогда

rl,n =
1

π

(

B4l+2

2l+ 1

(

(1− 2−1−4l)

(n+ 1)4l+2

(

π4l+2(24l+2 − 2)|B4l+2|
(4l + 2)!

− 1

))

−

− 24l+4B4l+4

(2l+ 2)(2n+ 3)4l+4

)

, (3.5)

Rl,n =
1

π

(

B4(l+1)

2l+ 2

(

(1− 2−3−4l)

(n+ 1)4(l+1)

(

π4(l+1)(24(l+1) − 2)|B4(l+1)|
(4l+ 4)!

− 1

))

−

− 24l+2B4l+2

(2l+ 1)(2n+ 3)4l+2

)

. (3.6)

Значения r1,n и R1,n приведены таблице 3.2 при различных значениях n.

Таблица 3.2. Значения r1,n и R1,n в зависимости от n
Table 3.2. Values of r1,n and R1,n depending on n

n r1,n R1,n

1 3.9 · 10−5 −2.1 · 10−5

5 5.2 · 10−8 −3.5 · 10−8

10 1.4 · 10−9 −1.1 · 10−9

15 1.4 · 10−10 −1.3 · 10−10

20 2.8 · 10−11 −2.6 · 10−11

30 2.7 · 10−12 −2.6 · 10−12

Из таблиц 3.1 и 3.2 видно, что Λn −mn и Mn − Λn не превосходят по абсолютной
величине r1,n и R1,n, соответственно.

4. Заключение

В работе получена двусторонняя оценка константы Лебега для случая узловых
точек, которые являются корнями полиномов Чебышева первого рода. Выражения
для верхней и нижней границ оценки представлены в виде суммы членов усеченного
асимптотического знакочередующегося ряда с использованием свойств логарифмиче-
ской производной от гаммы-функции Эйлера и дзета-функции Римана. Проведен ана-
лиз полученных выражений. В зависимости от числа узлов интерполяционного процес-
са найдены предельные значения для индекса суммирования в усеченном асимптоти-
ческом ряде. Записаны формулы оценки погрешности вычисления константы Лебега.
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