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Аннотация. Работа посвящена изучению одного класса вещественных функций, кото-
рые мы называем степенными функциями Такаги. Такие функции имеют один положи-
тельный вещественный параметр, являются непрерывными, но нигде не дифференци-
руемыми, и задаются на числовой прямой с помощью функционального ряда. Эти ряды
аналогичны ряду, задающему непрерывную, нигде не дифференцируемую функцию Та-
каги, описанную в 1903 г. При каждом значении параметра выведено функциональное
уравнение для функций, связанных со степенными функциями Такаги. Затем с помо-
щью этого уравнения получена точная двусторонняя оценка для изучаемых функций.
Доказано, что при значениях параметра, не превосходящих 1, степенные функции Така-
ги удовлетворяет логарифмическому условию Гёльдера, и найдено наименьшее значение
константы в этом условии. В результате получено обычное условие Гёльдера, которое
вытекает из логарифмического условия Гёльдера. Более того, при значениях парамет-
ра, лежащих в пределах от 0 до 1, исследовано поведение степенных функций Такаги в
окрестности точек их глобального максимума. Доказано, что в двоично-рациональных
точках, и только в них, изучаемые функции достигают строгого локального миниму-
ма на числовой оси. В завершение описано множество точек, в которых функции до-
стигают строгого локального максимума. Преимущество нашего исследования состоит
в развитии ряда методов, применимых к непрерывным, нигде не дифференцируемым
функциям. Это может позволить значительно расширить множество изучаемых функ-
ций.
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Abstract. This paper studies one class of real functions, which we call Takagi power
functions. Such functions have one positive real parameter; they are continuous, but nowhere
differentiable, and are given on a real line using functional series. These series are similar to
the series defining the continuous, nowhere differentiable Takagi function described in 1903.
For each parameter value, we derive a functional equation for functions related to Takagi
power functions. Then, using this equation, we obtain an accurate two-sides estimate for the
functions under study. Next, we prove that for parameter values not exceeding 1, Takagi
power functions satisfy the Hölder logarithmic condition, and find the smallest value of the
constant in this condition. As a result, we get the usual Hölder condition, which follows
from the logarithmic Hölder condition. Moreover, for parameter values ranging from 0 to 1,
we investigate the behavior of Takagi power functions in the neighborhood of their global
maximum points. Then we show that the functions under study reach a strict local minimum
on the real axis at binary-rational points, and only at them. Finally, we describe the set of
points at which our functions reach a strict local maximum. The benefit of our research lies in
the development of methods applicable to continuous functions that cannot be differentiated
anywhere. This can significantly expand the set of functions being studied.
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1. Введение

Наша статья посвящена изучению свойств степенных функций Такаги Sp(x). Эти
функции имеют один вещественный параметр p > 0 и определяются следующим обра-
зом.

О п р е д е л е н и е 1.1. При каждом p > 0 степенной функцией Такаги с па-
раметром (показателем) p мы называем функцию Sp : R → R, задаваемую с помощью
равенства

Sp(x) =

∞
∑

n=0

(

S0(2
nx)

2n

)p

=

∞
∑

n=0

Sp0 (2
nx)

2np
, x ∈ R, (1.1)

где S0(x) = |x − [x + 1/2]| = |{x + 1/2} − 1/2| = ρ(x,Z) = infq∈Z |x − q| — расстояние
между точкой x и ближайшей к ней целой точкой; [y] — целая часть числа y ∈ R;
{y} — дробная часть числа y.

При p = 1 функция Sp(x) совпадает с непрерывной, но нигде не дифференцируемой
функции Такаги, описанной в 1903 г. (см., например, [1–2]).

Частичные суммы ряда (1.1) будем обозначать через Sp,m(x):

Sp,m(x) =
m
∑

k=0

Sp0 (2
kx)

2kp
.

Иллюстрация 1. Графики степенных функций Такаги y = Sp(x), изображенные
линией синего цвета, можно увидеть далее на двух рисунках: при p = 0,5 — на Рис. 1.1,
вместе с графиками частичных сумм y = Sp,n(x) при n = 0, 1, 2, 3, 4, изображенными
линиями красного либо зеленого цвета; при p = 0,8 — на Рис. 2.1, вместе с графика-
ми y = −xp log2 x и y = xp(Φp − log2 x) (см. теорему 2.1), изображенными линиями,
соответственно, красного и зеленого цвета. Вертикальные пунктирные линии на этих
рисунках указывают положение двух точек глобального максимума на отрезке [0; 1]:
x = 1/3 и x = 2/3 ([3], теорема 5).

При любом p > 0 функции Sp являются непрерывными, но нигде не дифференци-
руемыми на R (это показано в теоремах 1 и 3 работы [3]).

Один из первых примеров непрерывных, нигде не дифференцируемых функций на R
был построен Вейерштрассом не позднее 1872 г. Краткие очерки истории развития тео-
рии непрерывных нигде не дифференцируемых функций можно найти в работах [4, с.
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Рис. 1.1. График функции y = Sp(x) при p = 0,5

Fig. 1.1. Graph of the function y = Sp(x) for p = 0,5

201–222] и [5, с. 73–76]. Обзор некоторых конструкций непрерывных, нигде не диффе-
ренцируемых функций имеется в [6]. В последние годы ряд новых способов построения
таких функций был предложен, в частности, в работах [7–8]. Примеры непрерывных,
нигде не дифференцируемых функций, у которых множества точек локального экстре-
мума удовлетворяют различным требованиям, приводятся в [9].

Обзоры большого числа работ, посвященных функции Такаги T (x) и её обобщениям,
можно найти в [1–2]. В 1959 г. Кахан [10, с. 54–55] нашел точки локальных и глобальных
экстремумов этой функции.

Известно, что в пространстве всех периодических непрерывных функций на R мно-
жество нигде не дифференцируемых функций имеет вторую категорию, а его дополне-
ние — первую категорию (см., например, [11]). Отсюда можно сделать вывод, что нигде
не дифференцируемые функции составляют большинство (в указанном смысле), и их
стоит изучать. Непрерывные нигде не дифференцируемые функции используются не
только в различных областях математики: математическом анализе, теории вероятно-
стей, теории чисел и др. (см., например, [1, с. 41–48]), но и в физике [5]. Непрерывным
нигде не дифференцируемым функциям, связанным с сингулярной функцией Лебега,
посвящена работа [12], где авторы, в частности, находят для них функциональные урав-
нения, показатели Гёльдера и глобальные экстремумы. В работах [13–14] для поиска
глобальных экстремумов произвольных (в т. ч. нигде не дифференцируемых) функ-
ций был разработан метод крайних подаргументов и надаргументов. Таким образом,
несмотря на сложность изучения нигде не дифференцируемых функций, интерес к ним
постоянно растет.

Буссенеску приписывается фраза: «вся польза функции состоит в наличии у неё
производной» [15, с. 15]. Тем не менее, остается ещё достаточное количество направ-
лений изучения функций, не имеющих производной. Например, исследуются произ-
водные и интегралы дробного порядка [16], функциональные уравнения (см. [12, 14]),
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модуль непрерывности и условие Гёльдера [12], экстремумы [12], множества уровня [17],
фрактальная размерность графика [17], крайние подаргументы и надаргументы [14],
обобщенные вариации [18] и другие характеристики таких функций.

Степенные функции Такаги Sp, задаваемые формулой (1.1), привлекли наше вни-
мание, в частности, тем, что для них оказалось возможным вывести функциональное
уравнение (см. формулы (2.2) и (2.3)), частным случаем которого при p = 1 является
уравнение, полученное Круппелем в [19]. Некоторые свойства этих функций уже были
изучены нами в работе [3], где были получены, частности, следующие результаты:
1) доказано, что при любом p > 0 функции Sp на R непрерывны, имеют период 1,

симметричны и ограничены (теорема 1), а также что при p ∈ (0; 1) они нигде не
дифференцируемы (теорема 3);

2) в случае p > 0 получено функциональное уравнение Sp(x) = Sp,m−1(x)+Sp(2
mx)/2mp

при m ∈ N (теорема 4) и вычислено значение Sp(1/3) = 2p/
(

3p(2p − 1)
)

(лемма 1);
3) для любого p ∈ (0; 1) показано, что глобальный максимум функции Sp равен

2p/(3p(2p − 1)) и достигается только в точках вида q + 1/3 и q + 2/3, где q ∈ Z,
а глобальный минимум равен 0 и достигается только в целых точках (теорема 5).

4) получены двусторонние оценки Sp,n 6 Sp 6 Sp,n+1/(3p(2p−1)2np) при n = 0, 1, 2, . . .,
и доказана их точность (предложение 1).

В настоящей статье мы исследуем другие свойства функций Sp. А именно, при раз-
личных значениях параметра p мы изучаем их локальные экстремумы и логарифмиче-
ское условие Гёльдера. Приведем краткое описание основных результатов и содержание
каждого из пяти параграфов работы. Параграф 1 — это введение. В основной теоре-
ме 2.1 параграфа 2 мы выводим функциональное уравнение Fp(2x) = Fp(x) для функ-
ций Fp(x) = Sp(x)/x

p+log2 x, а затем с его помощью получаем еще одну точную оценку
−xp log2 x 6 Sp(x) 6 xp(2p/(2p− 1)− log2 3− log2 x) для функций Sp. В параграфе 3 мы
доказываем (теорема 3.2), что при p ∈ (0; 1] степенная функция Такаги Sp удовлетворя-
ет логарифмическому условию Гёльдера |Sp(x)−Sp(y)| 6 C·|x− y|p· log3(1/|x− y|) (см.
определение 3.2) c наименьшей константой C = 2p/(2p−1). Отсюда вытекает «обычное»
условие Гёльдера для Sp (предложение 3.1, следствие 3.1). В параграфе 4 мы, исследуя
поведение функций Sp в окрестности точки глобального максимума x = 1/3, доказыва-

ем оценку Lp|h|p 6 Sp

(1

3

)

−Sp
(1

3
+h
)

6 Rp|h|p для любых p ∈ (0; 1) и h ∈ (−1/12, 1/12)

(теорема 4.1). Далее в теореме 4.2 мы показываем, что в двоично-рациональных точках,
и только в них, функция Sp достигает строгого локального минимума на R, а в точках
вида q/(3·2n), где n ∈ {0, 1, 2, . . .}, q — целое и не делится на 3, Sp достигает строгого
локального максимума. В параграфе 5 описаны возможные направления дальнейших
исследований.

2. Функциональное уравнение

В основной теореме 2.1 этого параграфа мы выводим функциональное уравнение
для функции Fp(x) = Sp(x)/x

p + log2 x, а затем применяем его для получения еще
одной точной оценки функций Sp, помимо оценки (19) из предложения 1 работы [3].

Для этого рассмотрим три леммы. Первая из них — техническая.

Л е м м а 2.1. При любом p > 0 верно неравенство p(1−p)Φp+(2p− 1)/ ln 2 > 0,
где Φp = 2p/(2p − 1)− log2 3.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Подставляя выражение для Φp в доказыва-
емое неравенство, после преобразований приходим к равносильному ему неравен-
ству y(p) = 2p

(

p2 ln(3/2) + p(2 − ln(3/2)) − 1
)

− p2 ln 3 + p(ln 3 − 2) + 1 > 0. Имеем
y′(p) = 2p

(

p2 ln 2 ln(3/2) + p(2 ln 3 − ln 2 ln(3/2)) − ln 3 + 2
)

− 2p ln 3 + ln 3 − 2. Отсюда

y′′(p) = 2p
(

p2 ln2 2 ln(3/2)+p ln 2(2 ln(9/2)−ln 2 ln(3/2))+2 ln6−ln 2 ln(9/2)
)

−2 ln 3. Здесь
все коэффициенты многочлена положительны, поэтому y′′(p) возрастает при p > 0. Та-
ким образом, при p > 0 верна оценка y′′(p) > y′′(0) = ln 2(2− ln(9/2)) > 0. Отсюда, т. к.
y′(0) = y(0) = 0, в силу формулы Тейлора следует, что y(p) > 0 при всех p > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Доказательство следующей леммы можно извлечь из первой части доказательства
утверждения 2.2 в работе Круппеля [19]. Для полноты изложения приводим эти рас-
суждения здесь.

Л е м м а 2.2. При любых x ∈ [1/2, 1] выполняется неравенство

S0(x)

x
+
S0(2x)

2x
+ log2 x > 0,

причем равенство в нем достигается только при x = 1/2 и x = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим y(x) = S0(x)/x+S0(2x)/(2x)+ log2 x для любого
x ∈ [1/2; 1].

1) Если x ∈ [1/2; 3/4], то S0(x) = 1 − x и S0(2x) = 2x− 1 в силу равенства 4 из [3].
Поэтому y(x) = (1 − x)/x+ (2x− 1)/(2x) + log2 x = 1/(2x) + log2 x.

Имеем: y(1/2) = 0, y′(x) = (2x − ln 2)/(2x2 ln 2) > (1 − ln 2)/(2x2 ln 2) > 0 при всех
x ∈ [1/2; 3/4]. Поэтому y(x) > 0 при любых x ∈ (1/2; 3/4].

2) Если x ∈ [3/4; 1], то S0(x) = 1 − x и S0(2x) = 2 − 2x в силу равенства 4 из [3].
Поэтому y(x) = (1 − x)/x+ (2− 2x)/(2x) + log2 x = 2/x− 2 + log2 x.

Имеем: y(1) = 0, y′(x) = (x−2 ln 2)/(x2 ln 2) 6 (1−2 ln2)/(x2 ln 2) < 0 при x ∈ [3/4; 1].
Поэтому y(x) > 0 при любых x ∈ [3/4; 1).

3) Утверждение леммы следует из результатов пунктов 1) и 2).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Следующая лемма также нужна для доказательства теоремы 2.1.

Л е м м а 2.3. При любом p ∈ (0; 1] функция ψp(x) = xp(Φp − log2 x), где
Φp = 2p/(2p − 1)− log2 3, строго вогнута на полуинтервале (0; 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам достаточно показать, что при любом x ∈ (0; 1] верно

неравенство ψ′′
p (x) < 0. Имеем: ψ′

p(x) = xp−1
(

p(Φp − log2 x) − 1/ ln 2
)

. Отсюда

ψ′′
p (x) = −xp−2

(

p(1− p)(Φp − log2 x) +
2p− 1

ln 2

)

. (2.1)

Так как x ∈ (0; 1], то log2 x 6 0. Поэтому из равенства (2.1) вытекает следующая оценка:

ψ′′
p (x) 6 −xp−2

(

p(1−p)Φp+(2p−1)/ ln 2
)

. Правая часть этого неравенства отрицательна

в силу леммы 2.1, поэтому ψ′′
p (x) < 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Т е о р е м а 2.1. Пусть p > 0. Зададим функцию Fp : (0,+∞) → R формулой

Fp(x) =
Sp(x)

xp
+ log2 x, x > 0. (2.2)
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Тогда верны следующие три утверждения.
1. Функция Fp(x) удовлетворяет функциональному уравнению

Fp(2x) = Fp(x) при любом x ∈ (0; 1/2]. (2.3)

2. Если 0 < p < 1, то
2а. глобальный минимум функции Fp(x) на полуинтервале (0; 1] равен нулю и до-

стигается только в точках вида

tn = 1/2n, n = 0, 1, 2, . . . . (2.4)

2б. глобальный максимум функции Fp(x) на полуинтервале (0; 1] равен величине
Φp = 2p/(2p − 1)− log2 3 и достигается только в точках вида

xn = 1/(3 · 2n), n = −1, 0, 1, 2, . . . . (2.5)

2в. при всех x ∈ (0; 1] выполняется соотношение

xp log2
1

x
= −xp log2 x 6 Sp(x) 6 ψp(x) = xp(Φp − log2 x), (2.6)

в котором левое неравенство превращается в равенство только в точках вида (2.4),
а правое — только в точках вида (2.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. В силу равенства (2.2) имеем:

Fp(2x) =
Sp(2x)

2pxp
+ 1 + log2 x, x > 0. (2.7)

Т. к. S0(x) = x при x ∈ (0; 1/2], то, подставляя в формулу (2.7) равенство (8) из [3],
получаем доказываемое равенство (2.3):

Fp(2x) =
2p
(

Sp(x)− xp
)

2pxp
+ 1 + log2 x = Fp(x).

2а. Сначала докажем, что minx∈(0;1] Fp(x) = 0. Так как Fp(1) = 0, то доста-
точно доказать, что Fp(x) > 0 при всех x ∈ (0; 1]. Сначала докажем это лишь
при x ∈ [1/2; 1]. Из равенства (1.1), определяющего функцию Sp, вытекает оценка
Sp(x) =

∑∞
n=0 S

p
0 (2

nx)/2np > Sp0 (x) + Sp0 (2x)/2
p. Из нее следует соотношение

Fp(x) =
Sp(x)

xp
+ log2 x >

(S0(x)

x

)p

+
(S0(2x)

2x

)p

+ log2 x. (2.8)

Далее, т. к. 0 6 S0(x) = ρ(x,Z) 6 x, то 0 6 S0(x)/x 6 1. Аналогично имеем: 0 6

S0(2x)/(2x) 6 1. С учетом этого при p ∈ (0; 1] из (2.8) следует оценка

Fp(x) >
S0(x)

x
+
S0(2x)

2x
+ log2 x.

Отсюда, по лемме 2.2, при всех x ∈ [1/2; 1] вытекает неравенство Fp(x) > 0, в котором
равенство достигается только в точках x = 1/2 и x = 1.
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Поскольку Fp(x/2) = Fp(x) при всех x ∈ (0; 1] в силу (2.3), то неравенство Fp(x) > 0
верно при всех x ∈ (0; 1], причем равенство в нём достигается только в точках вида
x = tn = 1/2n, n = 0, 1, 2, . . ..

2б. Поскольку Sp(1/3) = 2p/
(

3p(2p − 1)
)

в силу леммы 1 из работы [3], то верно
равенство Fp(1/3) = Sp(1/3)/(1/3)

p+ log2(1/3) = 2p/(2p− 1)− log2 3 = Φp. Поэтому нам
достаточно доказать, что Fp(x) 6 Φp при всех x ∈ (0; 1]. Сначала докажем это только
при x ∈ [1/3; 2/3]. Так как Sp(x) 6 Sp(1/3) при всех x ∈ R по теореме 5 из [3], то при
любом x ∈ [1/3; 2/3] верно соотношение

Fp(x)− Φp =
Sp(x)

xp
− (Φp − log2 x) 6

Sp(1/3)− xp(Φp − log2 x)

xp
=

=
Sp(1/3)− ψp(x)

xp
,

(2.9)

где ψp(x) = xp(Φp − log2 x). Проверим, что ψp(1/3) = Sp(1/3) = ψp(2/3):

ψp

(2

3

)

=
(2

3

)p(

Φp − log2
2

3

)

=
(2

3

)p(( 2p

2p − 1
− log2 3

)

− 1 + log2 3
)

=

=
2p

3p(2p − 1)
= Sp

(1

3

)

=
(1

3

)p(

Φp − log2
1

3

)

= ψp

(1

3

)

.

Кроме того, согласно лемме 2.3 функция ψp(x) строго вогнута на отрезке [1/3, 2/3].
Отсюда вытекает соотношение ψp(x) > ψp(1/3) = Sp(1/3) при всех x ∈ (1/3; 2/3).
Тогда из формулы (2.9) при любом x ∈ (1/3; 2/3) следует оценка Fp(x)−Φp < 0. Итак,
Fp(x) 6 Φp при всех x ∈ [1/3; 2/3], причем равенство достигается лишь в точках x = 1/3
и x = 2/3.

Поскольку Fp(x/2) = Fp(x) при x ∈ (0; 1] в силу (2.3), то неравенство Fp(x) 6 Φp
верно при всех x ∈ (0; 1], причем равенство в нем достигается только в точках вида
x = xn = 1/(3·2n), где n = −1, 0, 1, 2, . . ..

3. Последнее утверждение данной теоремы, в том числе соотношение (2.6), вытекает
из формулы (2.2) и доказанного утверждения пункта 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Иллюстрация 2. В качестве иллюстрации к теореме 2.1 на Рис. 2.1 для случая
p = 0.8 представлены графики y = Sp(x) (синей линией), а также y = ϕp(x) = −xp log2 x
(красной линией) и y = ψp(x) = xp(Φp − log2 x) (зелёной линией).

З а м е ч а н и е 2.1. 1) Из пункта 2 доказанной теоремы 2.1 следует, что
Φp = 2p/(2p − 1)− log2 3 > 0 при всех 0 < p < 1.

2) Вычисления показывают, что функция ϕp(x) = −xp log2 x является вогнутой
на всем промежутке (0; 1] только в случае p ∈ [1/2; 1].

3. Логарифмическая гёльдеровость степенных функций Такаги

В этом параграфе мы доказываем (теорема 3.2), что любая степенная функция Та-
каги Sp с параметром p ∈ (0; 1] удовлетворяет логарифмическому условию Гёльдера
(см. определение 3.2), из которого вытекает «обычное» условие Гёльдера (предложе-
ние 3.1).
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Рис. 2.1. Графики y = Sp(x), y = ϕp(x) и y = ψp(x) при p = 0,8

Fig. 2.1. Graphs y = Sp(x), y = ϕp(x) and y = ψp(x) for p = 0,8

О п р е д е л е н и е 3.1. Говорят, что функция f : R → R удовлетворяет
условию Гёльдера с показателем p > 0 и константой C > 0, если для любых x, y ∈ R
выполняется неравенство |f(x)− f(y)| 6 C|x − y|p.

О п р е д е л е н и е 3.2. Будем говорить, что функция f : R → R удовлетворяет
логарифмическому условию Гёльдера с показателем p > 0 и константой C > 0, если для
любых различных чисел x, y ∈ R, таких что |x− y| 6 1/3, выполняется неравенство

|f(x)− f(y)| 6 C|x − y|p · log3
1

|x− y| . (3.1)

З а м е ч а н и е 3.1. В формуле (3.1) у логарифма взято именно основание 3
для того, чтобы упростить формулировку пункта 2 теоремы (3.2).

Установим связь логарифмического и «обычного» условий Гёльдера.

П р е д л о ж е н и е 3.1. Если функция f : R → R ограничена и удовлетворяет
логарифмическому условию Гёльдера с показателем p > 0 и константой C > 0, то
для любого q ∈ (0; p) функция f удовлетворяет условию Гёльдера (в смысле определе-
ния 3.1) с показателем q и некоторой константой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть q ∈ (0; p) и x, y ∈ R.
1. Сначала рассмотрим случай 0 < |x−y| 6 1/3. Известно, что при некотором Aq > 0

для любого t > 3 верна оценка log3 t 6 Aqt
p−q. Подставляя в нее t = 1/|x − y| > 3,

получим неравенство log3(1/|x−y|) 6 Aq/|x−y|p−q. Из него в рассматриваемом случае
получаем условие Гёльдера с показателем q и константой Aq·C:

|f(x)− f(y)| 6 C|x− y|p · log3
1

|x− y| 6 C|x− y|p · Aq
|x− y|p−q = Aq·C · |x− y|q.
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2. Теперь рассмотрим случай |x − y| > 1/3. При этом 3q|x − y|q > 1. Поскольку
функция f ограничена, то существует такая константа M > 0, что |f(x)| 6M при всех
x ∈ R. Следовательно, в этом случае мы приходим к условию Гёльдера с показателем
q и константой 2·3q·M :

|f(x)− f(y)| 6 2M 6 2M · 3q|x− y|q = 2·3q·M ·|x− y|q.

3. Из пунктов 1 и 2 доказательства вытекает, что f удовлетворяет условию Гёльдера
с показателем q и константой Kq = max(Aq ·C, 2·3q·M).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Следующая теорема, нужная для доказательства теоремы 3.2, представляет, на наш
взгляд, и самостоятельный интерес.

Т е о р е м а 3.1. Для любых чисел p ∈ (0; 1] и x, y ∈ R верно неравенство

|Sp(x)− Sp(y)| 6 Sp(x− y). (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x, y ∈ R. Без ограничения общности можно
считать, что S0(x) > S0(y). Имеем S0(t) = infq∈Z |t − q| для любого t ∈ R. Поскольку
|x−q| 6 |x−y|+ |y−q| для любого q ∈ Z, то, переходя здесь к инфимуму по q, получим:
S0(x) = infq∈Z |x−q| 6 |x−y|+infq∈Z |y−q| = |x−y|+S0(y). Отсюда, т. к. S0(x) > S0(y),
следует неравенство |S0(x)− S0(y)| 6 |x− y|. Тогда в силу периодичности функции S0

для любого q ∈ Z получаем соотношение |S0(x)−S0(y)| = |S0(x−q)−S0(y)| 6 |(x−y)−q|.
Снова переходя здесь к инфимуму по q, получаем неравенство

|S0(x) − S0(y)| 6 S0(x− y). (3.3)

Далее воспользуемся известным неравенством |ap−bp| 6 |a−b|p, верным для любых
a > 0, b > 0 и p ∈ (0; 1]. Из него, взяв a = S0(x) b = S0(y) и учитывая формулу (3.3),
находим:

|Sp0 (x)− Sp0 (y)| 6 |S0(x)− S0(y)|p 6 Sp0 (x− y) 6 |x− y|p. (3.4)

Отсюда и из равенства (1.1) вытекает оценка (3.2):

|Sp(x)− Sp(y)| 6
∞
∑

n=0

|Sp0 (2nx) − Sp0 (2
ny)|

2np
6

∞
∑

n=0

Sp0
(

2n(x− y)
)

2np
= Sp(x− y).

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Т е о р е м а 3.2. Пусть p ∈ (0; 1]. Тогда верны следующие два утверждения.
1. При любых x, y ∈ R, таких что 0 < |x− y| 6 1, верно неравенство

|Sp(x)− Sp(y)| 6 |x− y|p
(

Φp + log2
1

|x− y|
)

, где Φp =
2p

2p − 1
− log2 3. (3.5)

2. Функция Sp удовлетворяет логарифмическому условию Гёльдера (3.1) с пока-
зателем p и константой C = 2p/(2p − 1), т. е. при всех x, y ∈ R, таких что
0 < |x− y| 6 1/3, выполняется неравенство

|Sp(x)− Sp(y)| 6
2p

2p − 1
·|x− y|p· log3

1

|x− y| . (3.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. Для любых x, y ∈ R, таких что 0 < |x − y| 6 1, неравенство (3.5) следует из

оценки (3.2) в теореме 3.1 и из неравенства (2.6) в пункте 2в теоремы 2.1.
2. Для доказательства оценки (3.6), перепишем (3.5) в следующем виде:

|Sp(x) − Sp(y)| 6 |x− y|p
( 2p

2p − 1
− log2 3 + log2 3· log3

1

|x− y|
)

.

Отсюда, учитывая, что 1 6 log3
(

1/|x − y|
)

при 0 < |x − y| > 1/3, получаем неравен-
ство (3.6).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 3.2. 1. Из пункта 2в теоремы 2.1 следует, что константу
Φp в оценке (3.5) нельзя заменить на меньшую.

2. Константу C = 2p/(2p − 1) в неравенстве (3.6) также нельзя уменьшить,
поскольку при x = 1/3 и y = 0 оно превращается в равенство.

3. Обзор результатов, связанных с теоремой (3.2), для случая p = 1, можно найти
в [1, с. 10–12].

Из теоремы 3.2 в силу теоремы 1 из работы [3] и предложения 3.1 вытекает следу-
ющий факт, доказанный для частного случая p = 1 в работе [20].

С л е д с т в и е 3.1. При каждом p ∈ (0; 1] и каждом q ∈ (0; p) функция
Sp удовлетворяет условию Гёльдера с показателем q и некоторой неотрицательной
константой.

4. О локальных экстремумах функций Sp при p ∈ (0; 1)

В данном параграфе мы исследуем поведение функций Sp в окрестности точки гло-
бального максимума x = 1/3 (теорема 4.1), а также доказываем наличие бесконечной
производной в некоторых точках и исследуем локальные экстремумы этих функций
(теорема 4.2).

Напомним, прежде всего, стандартные определения левой и правой производной
функции в точке.

О п р е д е л е н и е 4.1. Правой производной функции f : R → R в точке x0 ∈ R
называется величина f ′

+(x0) = limh→+0(f(x0+h)−f(x0))/h, в том случае, когда этот
предел существует (конечный или бесконечный). Аналогично, левая производная
функции f в точке x0 определяется равенством f ′

−(x0) = limh→+0(f(x0)−f(x0−h))/h.
Для доказательства теоремы 4.1 нам понадобятся следующие три леммы.

Л е м м а 4.1. Пусть p ∈ (0; 1) и функция f(t) = 2p+1− (2+ t)p− (1− t)p задана
на отрезке [0; 1]. Тогда для любого t ∈ [0; 1] верно двойное неравенство

p(1− 2p−1)t 6 f(t) 6 (2p + 1− 3p)t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем: f ′(t) = p((1 − t)p−1 − (2 + t)p−1), следовательно
f ′(0) = p(1− 2p−1) > 0. Кроме того, f ′′(t) = p(1− p)

(

(2 + t)p−2 + (1− t)p−2
)

. Поскольку
f ′′(t) > 0 при любом t ∈ [0; 1), то f выпукла на [0; 1]. Поэтому при t ∈ [0; 1] верны
оценки f(t) > f(0) + f ′(0)t = p(1− 2p−1)t и f(t) 6 f(0) + (f(1)− f(0))t = (2p + 1− 3p)t.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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Л е м м а 4.2. Пусть p ∈ (0; 1). Тогда при любых h ∈ (0; 1/12) верна оценка

p(1− 2p−1)2p−1

21−p + 1
hp 6 Sp(1/3)− Sp(1/3 + h) 6

(

2p + 1− 3p

1− 4p−1
+

4p

2p − 1

)

hp.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h ∈ (0; 1/6). Тогда можно выбрать натуральное
число n так, чтобы выполнялись неравенства 4nh < 2/3 и 4n+1h > 2/3. Поэтому в силу
функционального уравнения (6) из теоремы 4 работы [3] при m = 2n получаем:

Sp(1/3)− Sp(1/3 + h) = σp,n(h) +
Sp(2

2n/3)− Sp(2
2n/3 + 22nh)

22np
, (4.1)

где σp,n(h) =
∑2n−1

k=0

(

Sp0 (2
k/3) − Sp0 (2

k/3 + 2kh)
)

/2kp. Сгруппируем слагаемые в этой
сумме попарно:

σp,n(h) =

n−1
∑

i=0

(Sp0 (2
2i/3)− Sp0 (2

2i/3 + 22ih)

22ip
+

+
Sp0 (2

2i+1/3)− Sp0 (2
2i+1/3 + 22i+1h)

2(2i+1)p

)

.

(4.2)

Поскольку функция S0 периодична с периодом 1, то выполняются следующие два
равенства: S0(2

2i/3 + 22ih) = S0({22i/3} + 22ih) = S0(1/3 + 22ih), а также, анало-
гично, S0(2

2i+1/3 + 22i+1h) = S0({22i+1/3} + 22i+1h) = S0(2/3 + 22i+1h). Так как
1/3 + 22ih ∈ [0; 1/2] и 2/3 + 22i+1h ∈ [1/2; 1], то в силу равенства (4) из [3] имеем:
S0(2

2i/3 + 22ih) = 1/3 + 22ih и S0(2
2i+1/3 + 22i+1h) = 1/3 − 22i+1h. Подставляя эти

выражения в формулу (4.2), получим:

σp,n(h) =
n−1
∑

i=0

(

(1/3)p − (1/3 + 22ih)p

22ip
+

(1/3)p − (1/3− 22i+1h)p

2(2i+1)p

)

=

=
1

6p

n−1
∑

i=0

2p − (2 + 3·22ih)p + 1− (1 − 3·22i+1h)p

22ip
=

1

6p

n−1
∑

i=0

f(3·22i+1h)

22ip
,

(4.3)

где f(t) = 2p+1−(2+t)p−(1−t)p. Подставляя формулу (4.3) в формулу (4.1) и учитывая,
что Sp(22n/3) = Sp(1/3), придем к равенству

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

=
1

6p

n−1
∑

i=0

f(3·22i+1h)

22ip
+
Sp(1/3)− Sp(2

2n/3 + 22nh)

22np
. (4.4)

Поскольку 3·22i+1h 6 6 · 4n−1h < 1, то достаточно изучить поведение функции f(t)
только на отрезке [0; 1].

1. Для получения оценки снизу применим оценку f(t) > p(1−2p−1)t из леммы 4.1. Из
неё при любом i = 0, 1, . . . , n− 1 следует неравенство f(3·22i+1h) > 3p(1− 2p−1) · 22i+1h.
Подставляя эти неравенства в (4.4) и учитывая, что Sp(1/3) − Sp(2

2n/3 + 22nh) > 0
в силу теоремы 5 из [3], получим:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

>
1

6p

n−1
∑

i=0

3p(1− 2p−1) · 22i+1h

22ip
=

= 31−pp(21−p − 1)h
4n(1−p) − 1

41−p − 1
=

31−pph

21−p + 1
(4n(1−p) − 1).
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Отсюда, так как 4nh > 1/6, для любого h ∈ (0, 1/6) находим:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

>
31−pph

21−p + 1

(

(6h)p−1 − 1
)

=
p2p−1hp

21−p + 1

(

1− (6h)1−p
)

.

Если же h ∈ (0; 1/12), то (6h)1−p < 2p−1, поэтому верно неравенство

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

>
p·2p−1(1 − 2p−1)

21−p + 1
hp.

2) Для получения оценки сверху применим второе неравенство из леммы 4.1, из
которого следует оценка f(t) 6 (2p + 1 − 3p)t при всех t ∈ [0; 1]. Отсюда для любых
i = 0, 1, . . . , n − 1 вытекает, что f(3·22i+1h) 6 3(2p + 1 − 3p) · 22i+1h. Подставляя эти
неравенства в (4.4), учитывая неотрицательность Sp и лемму 1 из [3], получаем:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

6
1

6p

n−1
∑

i=0

3(2p + 1− 3p) · 22i+1h

22ip
+
Sp(1/3)

22np
=

= 61−p(2p + 1− 3p)h
4n(1−p) − 1

41−p − 1
+

2p

3p(2p − 1)4np
6

6 61−p(2p + 1− 3p)
4n(1−p)h

41−p − 1
+

2p

3p(2p − 1)4np
.

Отсюда, так как 4nh < 2/3 и 4nh > 1/6, а значит 4n(1−p)h < (2/3)1−php и 1/4np 6 (6h)p,
получаем нужную оценку сверху:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

6
61−p(2p + 1− 3p)

41−p − 1

(2

3

)1−p

hp +
2p(6h)p

3p(2p − 1)
=

= hp
(

2p + 1− 3p

1− 4p−1
+

4p

2p − 1

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
В следующей лемме аналогичная оценка даётся для приращения слева.

Л е м м а 4.3. Пусть p ∈ (0; 1). Тогда при любых h ∈ (0; 1/3) верна оценка

2p−1(1− 2p−1)p

21−p + 1
hp 6 Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
− h
)

6

( 2p + 1− 3p

(1 − 4p−1)2p
+

2p+1 − 1

2p − 1

)

hp.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу функционального уравнения (7) из теоремы 4 рабо-
ты [3] и наличия у функции Sp свойства симметрии (5) из теоремы 1 той же работы [3],
для любых h ∈ (0; 1/3) имеем:

Sp

(1

3
− h
)

= Sp0

(1

3
− h
)

+
Sp(2/3− 2h)

2p
= Sp0

(1

3
− h
)

+
Sp(1/3 + 2h)

2p
.

При h = 0 это дает нам равенство Sp(1/3) = Sp0 (1/3) + Sp(1/3)/2
p. Вычитая из него

предыдущее равенство, находим:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
− h
)

= Sp0

(1

3

)

− Sp0

(1

3
− h
)

+
Sp(1/3)− Sp(1/3 + 2h)

2p
. (4.5)
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Отсюда, пользуясь неотрицательностью функции Sp0 (1/3)−Sp0 (1/3−h) при h ∈ (0, 1/12)
и леммой 4.2, получаем оценку снизу:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
− h
)

>
2p−1(1− 2p−1)p

(21−p + 1)2p
(2h)p =

2p−1(1− 2p−1)p

21−p + 1
hp.

С помощью той же формулы (4.5), применяя неравенство (3.4) из теоремы 3.1 и еще
раз лемму 4.2, получаем:

Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
− h
)

6

(1

3
−
(1

3
− h
))p

+
(2p + 1− 3p

1− 4p−1
+

4p

2p − 1

)

hp =

=
(2p + 1− 3p

1− 4p−1
+

4p + 2p − 1

2p − 1

)

hp.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Результаты лемм 4.2 и 4.3 можно объединить в следующую теорему.

Т е о р е м а 4.1. Для любых p ∈ (0; 1) и h ∈ (−1/12, 1/12) верно неравенство

Lp|h|p 6 Sp

(1

3

)

− Sp

(1

3
+ h
)

6 Rp|h|p, (4.6)

где Lp =
2p−1(1− 2p−1)

21−p + 1
и Rp =

2p + 1− 3p

1− 4p−1
+

4p + 2p − 1

2p − 1
.

З а м е ч а н и е 4.1. Как видно из доказанной теоремы 4.1, в окрестности
пика в точке глобального максимума x = 1/3 приращение Sp(1/3+ h)− Sp(1/3) ведет
себя как C|h|p. Это отличается от его поведения C|x|p log2(1/|x|) в общем случае
(см. теорему 3.2 и пункт 2в теоремы 2.1).

В следующей теореме мы применяем полученные результаты к изучению локальных
экстремумов функций Sp.

Т е о р е м а 4.2. Пусть p ∈ (0; 1). Тогда верны следующие два утверждения:
1. В двоично-рациональных точках, то есть точках вида x = q/2n, где q ∈ Z

и n ∈ {0, 1, 2, . . .}, функция Sp(x) имеет левую производную (Sp)
′
−(q/2

n), равную −∞,
и правую производную (Sp)

′
+(q/2

n), равную +∞. Любая точка такого вида является
точкой строгого локального минимума функции Sp на R, и других точек локального
минимума у Sp нет.

2. В точках вида x = q/(3·2n), где q — целое число, не делящееся на 3, и ‘n ∈
{0, 1, 2, . . .}, функция Sp(x) имеет левую производную (Sp)

′
−

(

q/(3·2n)
)

, равную +∞, и

правую производную (Sp)
′
+

(

q/(3·2n)
)

, равную −∞. Любая такая точка является точ-
кой строгого локального максимума Sp на R.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
1. а) Сначала докажем, что (Sp)

′
+(0) = +∞. Действительно, в силу соотноше-

ния (2.6) и равенства Sp(0) = 0 имеем:

(Sp)
′
+(0) = lim

x→+0

Sp(x) − Sp(0)

x
> lim

x→+0

xp log2(1/x)

x
= +∞.

б) Пусть x ∈ Z. Тогда, в силу периодичности функции Sp и доказанного в предыду-
щем пункте, имеем: (Sp)′+(x) = (Sp)

′
+(0) = +∞.
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в) Пусть число x = q/2n — нецелое. Тогда, сокращая эту дробь при необходимо-
сти, можно считать, что число q нечетно. Докажем индукцией по n ∈ {0, 1, 2, . . .}, что
(Sp)

′
+(q/2

n) = +∞ для любого нечетного q. При n = 0 в силу доказанного в пункте б)
имеем: (Sp)′+(q/2

n) = (Sp)
′
+(q) = +∞.

Теперь выполним шаг индукции. Дифференцируя функциональное уравнение (7)
из теоремы 4 работы [3] в точке x = q/2n+1, получим:

(Sp)
′
+

( q

2n+1

)

= pSp−1
0

( q

2n+1

)

· (S0)
′
+

( q

2n+1

)

+ 21−p(Sp)
′
+

( q

2n

)

. (4.7)

Число q/2n+1 — нецелое, то величина (S0)
′
+(q/2

n+1) конечна. В то же время,
(Sp)

′
+(q/2

n) = +∞ по предположению индукции. Отсюда и из (4.7) следует, что
(Sp)

′
+(q/2

n+1) = +∞. Шаг индукции выполнен.
г) Тогда, т. к. Sp четна, имеем: (Sp)′−(q/2

n) = −(Sp)
′
+(−q/2n) = −∞.

д) Все точки вида q/2n являются точками строгого локального минимума для Sp,
поскольку из равенств (Sp)

′
−(q/2

n) = −∞ и (Sp)
′
+(q/2

n) = +∞ следует, что при неко-
тором δ > 0 для любых h ∈ (0, δ) выполнены неравенства Sp(q/2n) − Sp(q/2

n − h) < 0
и Sp(q/2n)− Sp(q/2

n + h) < 0 .
е) Докажем, что если точка x0 ∈ R не представима в виде дроби q/2n, где q ∈ Z

и n ∈ {0, 1, 2, . . .}, то она не будет точкой строгого локального минимума функции Sp.
Для этого достаточно показать, что при любом ε > 0 найдется такая точка r0 ∈ R, что
|r0 − x0| < ε и Sp(x0) > Sp(r0). Сначала по ε > 0 подберём m ∈ N так, что 1/2m < ε.
Затем найдем такое целое k, чтобы выполнялось неравенство k/2m < x0 < (k + 1)/2m.
Далее положим α = 2mx0−k. Тогда 0 < α < 1, причем x0 = (1−α)·k/2m+α ·(k+1)/2m.
Поскольку при любом 0 < p < 1 функция Sp0 (x) строго вогнута на отрезках длины 1
с целыми концами, то при любых i = 0, 1, . . . ,m − 1 будет выполняться неравенство
Sp0 (2

ix0) > (1− α) · Sp0 (2ik/2m) + α · Sp0 (2i(k + 1)/2m). Из него следует оценка

m−1
∑

i=0

Sp0 (2
ix0)

2ip
> (1− α)

m−1
∑

i=0

Sp0 (2
ik/2m)

2ip
+ α

m−1
∑

i=0

Sp0 (2
i(k + 1)/2m)

2ip
. (4.8)

Далее, т. к. S0(2
ix0) > 0 и S0(2

ik/2m) = S0(2
i(k + 1)/2m) = 0 при любом значении

i = m,m+ 1, . . ., то верны следующие три соотношения:

Sp(x0) =
∞
∑

i=0

Sp0 (2
ix0)

2ip
>
m−1
∑

i=0

Sp0 (2
ix0)

2ip
,

Sp

( k

2m

)

=
∞
∑

i=0

Sp0 (2
ik/2m)

2ip
=

m−1
∑

i=0

Sp0 (2
ik/2m)

2ip
,

Sp

(k + 1

2m

)

=

∞
∑

i=0

Sp0 (2
i(k + 1)/2m)

2ip
=

m−1
∑

i=0

Sp0 (2
i(k + 1)/2m)

2ip
.

Эти три формулы с учетом (4.8) позволяют получить оценку

Sp(x0) > (1− α)Sp

( k

2m

)

+ αSp

(k + 1

2m

)

> min(Sp

( k

2m

)

, Sp

(k + 1

2m

)

.

Следовательно, можно выбрать одно из чисел k/2m, (k+1)/2m в качестве r0 так, чтобы
выполнялось неравенство Sp(x0) > Sp(r0). При этом будем иметь: |r0 − x0| < 1/2m < ε.
Таким образом, получен требуемый результат.
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2. Доказательство пункта 2) теоремы аналогично доказательству пункта 1). Поэтому
ограничимся здесь лишь кратким описанием его этапов.

а) Сначала, применяя неравенство (4.6) из теоремы 4.1, показываем, что
(Sp)

′
−(1/3) = +∞ и (Sp)

′
+(1/3) = −∞.

б) Затем в силу периодичности и свойства симметрии (5) из теоремы 1 работы [3]
функции Sp, получаем равенство (Sp)

′
±(q+1/3) = (Sp)

′
±(q+2/3) = ∓∞ для всех q ∈ Z.

в) С помощью функционального уравнения Sp(x) = Sp0 (x) + Sp(2x)/2
p далее по

индукции показываем, что (Sp)
′
±

(

q/(3·2n)
)

= ∓∞ для любого целого q, не делящегося
на 3.

г) Отсюда делаем вывод, что при указанных q точки вида q/(3·2n) являются точками
строгого локального максимума функции Sp(x).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 4.2. 1. Из только что доказанной теоремы вытекает, что
как множество всех точек строгого локального минимума, так и множество всех
точек строгого локального максимума функции Sp является всюду плотным в R.

2. В частном случае p = 1 Круппель нашёл множество точек локального мини-
мума функции Sp на R в [21, с. 48] и исследовал её локальные максимумы в [21, с.
50].

5. Направления дальнейших исследований

1. Было бы интересно выяснить, имеют ли функции Sp(x) при p ∈ (0; 1) другие
точки локального максимума на R, кроме точек вида x = q/(3·2n), где q — целое
число, не делящееся на 3, и n — целое неотрицательное (см. выше теорему 4.2).

2. В одной из следующих работ авторы планируют также исследовать множество
крайних подабсцисс функций Sp(x) (см. [13–14]).

3. В дальнейшем авторы предполагают, кроме того, провести исследование, анало-
гичное проведенному в настоящей работе, как для функций Хази–Палеса [22],
задаваемых на R равенством Hp(x) =

∑∞
n=0 S

p
0 (2

nx)/2n, так и для более широко-
го класса функций вида

∑∞
n=0 S

p
0 (2

nx)/2nq, где p > 0 и q > 0.
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