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О периодических решениях линейных неоднородных

дифференциальных уравнений c малым возмущением

при производной
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ФГБОУ ВО «МГУ им. Н. П. Огарёва» (г. Саранск, Российская Федерация)

Аннотация. В банаховом пространстве методами теории ветвления построено пери-
одическое решение линейного неоднородного дифференциального уравнения c малым
возмущением при производной (возмущенное уравнение). При условии наличия полного
обобщенного жорданова набора доказана единственность этого периодического реше-
ния. Показано, что при равенстве нулю малого параметра и при выполнении некоторых
условий периодическое решение возмущенного уравнения переходит в семейство пери-
одических решений невозмущенного уравнения. Результат получен с помощью пред-
ставления возмущенного уравнения в виде операторного уравнения в банаховом про-
странстве и применения теории обобщенных жордановых наборов и модифицированно-
го метода Ляпунова-Шмидта, сводящий исходную задачу к исследованию разрешающей
системы Ляпунова-Шмидта в корневом подпространстве. При этом разрешающая си-
стема распадается на две неоднородные системы линейных алгебраических уравнений,
которые при ε 6= 0 имеют единственные решения, а при ε = 0 – 2n-параметрические
семейства вещественных решений, соответственно.
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Abstract. In a Banach space, using branching theory methods, a periodic solution of a linear
inhomogeneous differential equation with a small perturbation at the derivative (perturbed
equation) is constructed. Under the condition of presence of a complete generalized Jordan
set, the uniqueness of this periodic solution is proven. It is shown that when a small parameter
is equal to zero and certain conditions are met, the periodic solution of the perturbed equation
transforms into the family of periodic solutions of the unperturbed equation. The result is
obtained by representing the perturbed equation as an operator equation in Banach space and
applying the theory of generalized Jordan sets and modified Lyapunov-Schmidt method. As
is known, the latter method reduces the original problem to study of the Lyapunov-Schmidt
resolving system in the root subspace. In this case, the resolving system splits into two
inhomogeneous systems of linear algebraic equations, that have unique solutions at ε 6= 0,
and 2n-parameter families of real solutions at ε = 0, respectively.
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1. Введение

Основные положения теории ветвления были заложены в работах [1–2]. В дальней-
шем эти подходы были распространены на уравнения в банаховых пространствах и
получили названия методы Ляпунова-Шмидта [3]. Этим методам посвящено большое
количество работ [4–8]. Наиболее полный обзор по методам Ляпунова-Шмидта содер-
жится в [9].
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В настоящей работе метод Ляпунова-Шмидта применяется для нахождения пери-
одических решений линейных неоднородных дифференциальных уравнений c малым
возмущением при производной в банаховом пространстве.

2. Постановка задачи

Пусть E1, E2 – банаховы пространства. Рассмотрим линейное неоднородное диффе-
ренциальное уравнение

(A0 + εA1)
dx

dt
= B0x− f(t), (2.1)

где x ∈ E1, A0, A1 и B0 - плотно заданные линейные фредгольмовы операторы, причем
A0 – вырожденный или тождественный оператор, функция f ∈ E2 непрерывна и пери-
одична f(t+T ) = f(t), T > 0, ε – малый вещественный параметр. Предполагается, что
операторы A0 : E1 ⊃ DA0

→ E2 и B0 : E1 ⊃ DB0
→ E2 не имеют общих нуль-элементов,

а также выполнены условия: DB0
⊂DA0

и A0 подчинен B0, т. е. ‖A0x‖ 6 ‖B0x‖+ ‖x‖ на
DB0

или DA0
⊂DB0

и B0 подчинен A0, т. е. ‖B0x‖ 6 ‖A0x‖+ ‖x‖ на DA0
, что позволяет

свести обсуждение к ограниченным операторам [3].
Пусть σ0

A0
(B0) – A0-спектр оператора B0, лежащий на мнимой оси и состоящий

из конечного числа ненулевых точек ±iασ, ασ = αmσ, α = 2π
T , σ = 1, r, где mσ –

натуральные числа без нетривиальных общих делителей. Пусть далее числу iασ отве-
чает nσ A0-собственных элементов ukσ

, то есть B0ukσ
= iασA0ukσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r.
Здесь N1 = {1, 2, ... , n1}, N2 = {n1 + 1, ... , n1 + n2}, ... , Nr = {n1 + ...+ nr−1 + 1, ..., n}.
n = n1 + ... + nr. Следовательно A0-собственными элементами, отвечающими соответ-
ствующим числам −iασ, будут ūkσ

, то есть B0ukσ
= −iασA0ukσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r.
Аналогично для A∗

0-собственных элементов vkσ
и vkσ

, отвечающими соответствую-
щим числам iασ и −iασ, сопряжённого оператора B∗

0 справедливо B∗
0vkσ

= iασA
∗
0vkσ

,
B∗

0vkσ
= −iαmA

∗
0vkσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r.
Тогда линейное однородное уравнение

A0
dy

dt
= B0y. (2.2)

имеет 2n T -периодических решений вида ϕkσ
= ukσ

eiασt, ϕ̄kσ
= ūkσ

e−iασt, kσ ∈ Nσ,
σ = 1, r. Соответственно уравнение, сопряжённое к (2.2), имеет 2n T -периодических
решений вида ψkσ

= vkσ
eiασt, ψ̄kσ

= v̄kσ
e−iασt, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r.

Ставится задача [3]: при достаточно малых ε найти все T−периодические ре-
шения x(t, ε) уравнения (2.1), удовлетворяющие условию x(t, 0) = z(t), где z(t) —
T−периодические решения уравнения

A0
dz

dt
= B0z − f(t). (2.3)

3. Построение разрешающей системы с помощью модифициро-

ванного метода Ляпунова-Шмидта

Для решения поставленной задачи представим уравнение (2.1) в виде

B0x = f(t) + εC1x, B0x ≡ B0x−A0
dx

dt
, C1 x ≡ A1

dx

dt
, (3.1)

Е. В. Десяев, П.А. Шаманаев. О периодических решениях линейных неоднородных . . .



114 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2023. Vol. 25, No. 3.

и применим модифицированный метод Ляпунова-Шмидта, приводящий к исследова-
нию разрешающих систем в корневом подпространстве [7].

Здесь операторы B0 и C1 отображают пространство X T-периодических непрерывно-
дифференцируемых по t функций со значениями в E1 = E1 ∔ i E1 в пространство Z
T-периодических непрерывно-дифференцируемых по t функций со значениями в E2 =
E2 ∔ i E2. Значение функционала e на элементе x задаётся равенством

≪ x, e≫=
1

T

∫ T

0

〈x(t), e(t)〉dt, x ∈ X , e ∈ X ∗ (x ∈ Z, e ∈ Z∗).

Пространства нулей операторов B0 и B∗
0 имеют вид

N (B0)=span{ϕ(1)
kσ
, ϕ̄

(1)
kσ
, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r},

N (B∗
0)=span{ψ(1)

kσ
, ψ̄

(1)
kσ
, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r}.

(3.2)

Согласно [3] для каждого элемента ϕ(1)
kσ

∈ N (B0) определим A1-жорданову цепочку
с помощью уравнений

B0ϕ
(1)
kσ

= 0, B0ϕ
(j)
kσ

= A1ϕ
(j−1)
kσ

, j = 2, pkσ
, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r,

причём будем предполагать, что не все числа ≪ A1ϕ
(pkσ )
kσ

, ψ
(1)
sν ≫, sν ∈ Nν , ν = 1, r

равны нулю.

Аналогично для каждого элемента ψ(j)
kσ

∈ N (B∗
0) определим A∗

1-жорданову цепочку
с помощью уравнений

B∗
0ψ

(1)
sν = 0, B∗

0ψ
(l)
sν = A∗

1ψ
(l−1)
sν , l = 2, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r.

Аналогично, предположим, что не все числа ≪ A∗
1ψ

(psν )
sν , ϕ

(1)
kσ

≫, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r
равны нулю.

В предположении, что обобщенные жордановы наборы{
ϕ
(j)
kσ
, j = 1, pkσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r
}
,

{
ψ
(l)
sν , l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r

}
являются

полными, выберем их так, чтобы выполнялись условия биортогональности [6]

≪ ϕ
(j)
kσ
, γ

(l)
sν ≫= δkσsν δjl, ≪ z

(j)
kσ

, ψ(l)
sν ≫= δkσsν δjl,

γ
(l)
sν = A∗

1ψ
(psν+1−l)
sν , z

(j)
kσ

= A1ϕ
(pkσ+1−j)
kσ

,

j = 1, pkσ
, l = 1, psν , kσ ∈ Nσ, sν ∈ Nν , σ, ν = 1, r,

(3.3)

где δkσsν , δjl – символы Кроннекера.

Каждый из наборов элементов {ϕ(j)
kσ
, ϕ̄

(j)
kσ
, j = 1, pkσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r} и

{z(j)kσ
, z̄

(j)
kσ
, j = 1, pkσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r} является линейно независимым и форми-

рует базис соответствующих корневых подпространств E2K
1 = span{ϕ(j)

kσ
, ϕ̄

(j)
kσ
, j =

1, pkσ
, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r} и E2K

2 = span{z(j)kσ
, z̄

(j)
kσ
, j = 1, pkσ

, kσ ∈ Nσ, σ = 1, r}.
Здесь K =

r∑
σ=1

∑
kσ∈Nσ

pkσ
.
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Вводя регуляризатор Шмидта [3]

B̃0 = B0 +

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

≪ ·, γ(1)kσ
≫ z

(1)
kσ

+

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

≪ ·, γ̄(1)kσ
≫ z̄

(1)
kσ
,

запишем уравнение (3.1) в виде системы





B̃0x = εC1x+
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

[ξkσ ,1z
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1z̄
(1)
kσ

] + f(t),

ξsν , l =≪ x, γ
(l)
sν ≫, ξ̄sν , l =≪ x, γ̄

(l)
sν ≫,

l = 1, psν , kσ ∈ Nσ, sν ∈ Nν , σ, ν = 1, r.

(3.4)

Решение системы (3.4) будем искать в виде

x = w + v, v =

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

pkσ∑

j=1

[ξkσ ,jϕ
(j)
kσ

+ ξ̄kσ ,jϕ̄
(j)
kσ

]. (3.5)

Подставляя выражение (3.5) в первое уравнение системы (3.4), получим

B̃0w + B̃0v = εC1w + εC1v +
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

[ξkσ ,1z
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1z̄
(1)
kσ

] + f(t).

Согласно обобщённой леммы Шмидта [3] для регуляризатора Шмидта существует

обратный оператор Γ0= B̃−1
0 . Учитывая, что Γ0z

(1)
kσ

= ϕ
(1)
kσ

, Γ0z̄
(1)
kσ

= ϕ̄
(1)
kσ

, находим

[I − εΓ0C1]w = −[I − εΓ0C1]v +
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

] + Γ0f(t).

Пусть для ε выполняется условия |ε| ≤ ρ0 < ||Γ0C1||−1, тогда оператор [I−εΓ0C1]
−1

существует и

w = −v + [I − εΓ0C1]
−1

r∑
σ=1

∑
kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

] + [I − εΓ0C1]
−1Γ0f(t). (3.6)

Учитывая равенство [I − εΓ0C1]
−1 = I + εΓ0C1[I − εΓ0C1]

−1, получим

w = −v +
r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

]+

+ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

]+

+ [I − εΓ0C1]
−1Γ0f(t) (3.7)
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С учётом выражения (3.5) и равенства [I − εΓ0C1]
−1Γ0 = Γ0[I − εC1Γ0]

−1, находим

w = −
r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

pkσ∑

j=2

[ξkσ ,jϕ
(j)
kσ

+ ξ̄kσ ,jϕ̄
(j)
kσ

]+

+ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

]+

+ Γ0[I − εC1Γ0]
−1f(t). (3.8)

Учитывая равенства

(Γ0A1)
jϕ

(1)
kσ

= ϕ
(rkσ+1)
kσ

, (Γ0A1)
jϕ̄

(1)
kσ

= ϕ̄
(rkσ+1)
kσ

, j = 1, 2, ..., (3.9)

kσ ∈ Nσ, σ = 1, r,

где rkσ
– остаток от деления j на pkσ

, получим

(Γ0C1)
jϕ

(1)
kσ

= (iασ)
jϕ

(rkσ+1)
kσ

, (Γ0C1)
j ϕ̄

(1)
kσ

= (−iασ)
jϕ̄

(rkσ+1)
kσ

, (3.10)

j = 1, 2, ...; kσ ∈ Nσ, σ = 1, r.

Аналогично, для сопряжённых операторов Γ∗
0A

∗
1 и Γ∗

0C
∗
1 , справедливы равенства

(Γ∗
0A

∗
1)

lψ(1)
sν = ψ

(qsν+1)
sν , (Γ∗

0A
∗
1)

lψ̄(1)
sν = ψ̄

(qsν+1)
sν , (3.11)

(Γ∗
0C

∗
1 )

lϕ(1)
sν = (−iαν)

lψ
(rsν+1)
sν , (Γ∗

0C
∗
1 )

lψ̄(1)
sν = (iαν)

lψ̄
(rsν+1)
sν , (3.12)

l = 1, 2, ...; sν ∈ Nν , ν = 1, r,

где qsν – остаток от деления l на psν .

Тогда для элементов ϕ(1)
kσ

, ϕ̄(1)
kσ

справедливы выражения

εΓ0C1[I−εΓ0C1]
−1ϕ

(1)
kσ

=
1

1− (iασε)pkσ

[iασεϕ
(2)
kσ

+(iασε)
2ϕ

(3)
kσ

+...+(iασε)
pkσϕ

(1)
kσ

], (3.13)

εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ

=

=
1

1− (−iασε)pkσ

[−iασεϕ̄
(2)
kσ

+ (−iασε)
2ϕ̄

(3)
kσ

+ ...+ (−iασε)
pkσ ϕ̄

(1)
kσ

]. (3.14)

Подставляя выражение (3.5) во второе и третье уравнение системы (3.4), и учитывая
условия биортогональности (3.3), разрешающая система примет вид





− ≪ w, γ
(l)
sν ≫= 0,

− ≪ w, γ̄
(l)
sν ≫= 0,

l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r ;

или





− ≪ w, γ
(1)
sν ≫= 0,

−≪ w, γ
(l)
sν ≫= 0,

−≪ w, γ̄
(1)
sν ≫= 0,

−≪ w, γ̄
(l)
sν ≫= 0,

l = 2, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r.

(3.15)

E. V. Desyaev, P.A. Shamanaev. On periodic solutions of linear inhomogeneous differential equations . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2023. Т. 25, № 3. 117

Подставляя выражение (3.8) для w в разрешающую систему (3.15), получим

r∑
σ=1

∑
kσ∈Nσ

pkσ∑
j=2

[
ξkσ ,j ≪ ϕ

(j)
kσ
, γ

(l)
sν ≫ +ξ̄kσ ,j ≪ ϕ̄

(j)
kσ
, γ

(l)
sν ≫

]
−

−
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξkσ ,1 ≪ εΓ0C1[I − εΓ0B1]
−1ϕ

(1)
kσ
, γ

(l)
sν ≫ −

−
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξ̄kσ ,1 ≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ
, γ

(l)
sν ≫=≪ Γ0[I − εC1Γ0]

−1f, γ
(l)
sν ≫,

l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r ;

(3.16)
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

pkσ∑
j=2

[
ξkσ ,j ≪ ϕ

(j)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫ +ξ̄kσ ,j ≪ ϕ̄

(j)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫

]
−

−
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξkσ ,1 ≪ εΓ0C1[I − εΓ0B1]
−1ϕ

(1)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫ −

−
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξ̄kσ ,1 ≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫=≪ Γ0[I − εC1Γ0]

−1f, γ̄
(l)
sν ≫,

l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r .

(3.17)
Учитывая выражения (3.13), (3.14), и условия биортогональности (3.3), вычислим

при l = 1

≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ

(1)
kσ
, γ

(1)
sν ≫=

(iαε)pkσ

1− (iαε)pkσ

δkσ , sν ,

≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ
, γ̄

(1)
sν ≫=

(−iαε)pkσ

1− (−iαε)pkσ

δkσ, sν ,

(3.18)

при l = 2, psν

≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ

(1)
kσ
, γ

(l)
sν ≫=

(iαε)l−1

1− (iαε)pkσ

δkσ , sν ,

≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫=

(−iαε)l−1

1− (−iαε)pkσ

δkσ , sν .

(3.19)

Здесь, |ε| ≤ ρ1 < 1. Аналогично, находим

≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]
−1ϕ̄

(1)
kσ
, γ

(l)
sν ≫= 0, ≪ εΓ0C1[I − εΓ0C1]

−1ϕ
(1)
kσ
, γ̄

(l)
sν ≫= 0.

С учётом равенств

Γ∗
0γ

(1)
sν = ψ(1)

sν ,Γ
∗
0γ̄

(1)
sν = ψ̄(1)

sν ,Γ
∗
0γ

(l)
sν = ψ

(psν+2−l)
sν ,Γ∗

0γ̄
(l)
sν = ψ̄

(psν+2−l)
sν , l = 2, psν
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представим правую часть разрешающей системы (3.15) в виде

≪ Γ0[I − εC1Γ0]
−1f, γ

(1)
sν ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0C
∗
1 ]

−1ψ
(1)
sν ≫,

≪ Γ0[I − εC1Γ0]
−1f, γ

(l)
sν ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0C
∗
1 ]

−1ψ
(psν+2−l)
sν ≫,

≪ Γ0[I − εC1Γ0]
−1f, γ̄

(1)
sν ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0C
∗
1 ]

−1ψ̄
(1)
sν ≫,

≪ Γ0[I − εC1Γ0]
−1f, γ̄

(l)
sν ≫=≪ f, [I − εΓ∗

0C
∗
1 ]

−1ψ̄
(psν+2−l)
s ≫ .

(3.20)

Учитывая равенства (3.12), получим

[I − εΓ∗
0C

∗
1 ]

−1ψ
(1)
sν =

1

1− (−iανε)psν
hsν ,1,

hsν ,1 = ψ
(1)
sν + (−iανε)ψ

(2)
sν + ...+ (−iανε)

psν−1ψ
(psν )
sν ,

[I − εΓ∗
0C

∗
1 ]

−1ψ
(psν+2−l)
sν =

1

1− (iανε)psν

hsν , l, l = 2, psν , ν = 1, r,

hsν , l = ψ
(psν+2−l)
sν + (−iανε)ψ

(psν+3−l)
sν + ...+ (−iανε)

l−2ψ
(psν )
sν +

+(−iανε)
l−1ψ

(1)
sν + ...+ (−iανε)

psν−1ψ
(psν+1−l)
sν .

(3.21)

[I − εΓ∗
0C

∗
1 ]

−1ψ̄
(1)
sν =

1

1− (iανε)psν
h̄sν ,1,

h̄sν ,1 = ψ̄
(1)
sν + (iανε)ψ̄

(2)
sν + ...+ (iανε)

psν−1ψ̄
(psν )
sν ,

[I − εΓ∗
0C

∗
1 ]

−1ψ̄
(psν+2−l)
sν =

1

1− (iανε)psν

h̄sν , l, l = 2, psν , ν = 1, r,

h̄sν , l = ψ̄
(psν+2−l)
sν + (iανε)ψ̄

(psν+3−l)
sν + ...+ (iανε)

l−2ψ̄
(psν )
sν +

+(iανε)
l−1ψ̄

(1)
sν ++(iανε)

psν−1ψ̄
(psν+1−l)
sν .

(3.22)

Вводя обозначения

βsν = (iανε)
psν , (3.23)

θsν , l =
(iανε)

l−1

1− (iανε)psν
, (3.24)

l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r.

и учитывая (3.18), (3.19), (3.21) и (3.22), разрешающая система (3.16)-(3.17) примет вид




βsν θsν ,1ξsν ,1 = − ≪ f, θ̄sν ,1hsν ,1 ≫, l = 1,

ξsν ,l − θsν , lξsν ,1 = ≪ f, θ̄sν ,1hsν , l ≫, l = 2, psν ,

β̄sν θ̄sν ,1ξ̄sν ,1 = − ≪ f, θsν ,1h̄sν ,1 ≫, l = 1,

ξ̄sν , l − θ̄sν , lξ̄sν ,1 = ≪ f, θsν ,1h̄sν , l ≫, l = 2, psν ,

sν ∈ Nν , ν = 1, r.

(3.25)
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Разрешающая система (3.25) представляет собой две сопряженные неоднородные
системы линейных алгебраических уравнений относительно ξsν ,l и ξ̄sν , l, l = 1, psν , sν ∈
Nν , ν = 1, r. При ε 6= 0 эта система имеет единственное решенение.

Так как в решение входят только ξsν ,1 и ξ̄sν , 1, ограничимся их вычислением. При
ε 6= 0 из первого и третьего уравнения разрешающей системы (3.25) находим

ξsν ,1 = − 1

βsν
≪ f, hsν ,1 ≫=

= − 1

βsν
(csν , 1 + csν , 2(iανε) + csν , 3(iανε)

2 + ...++csν , psν
(iανε)

psν−1),

ξ̄sν ,1 = − 1

β̄sν
≪ f, h̄sν ,1 ≫=

= − 1

β̄sν
(c̄sν , 1 + c̄sν , 2(−iανε) + c̄sν , 3(−iανε)

2 + ...+ c̄sν , psν
(−iανε)

psν−1),

csν , l =≪ f, ψ
(l)
sν ≫, c̄sν , l =≪ f, ψ̄

(l)
sν ≫, l = 1, psν , sν ∈ Nν , ν = 1, r.

(3.26)
При ε = 0 разрешающая система (3.25) примет вид





0 · ξsν ,1 = − ≪ f, ψsν ,1 ≫, l = 1,

ξsν ,l = ≪ f, ψ
(psν+2−l)
sν , l

≫, l = 2, psν ,

0 · ξ̄sν ,1 = − ≪ f, ψ̄sν ,1 ≫, l = 1,

ξ̄sν , l = ≪ f, ψ̄
(psν+2−l)
sν , l

≫, l = 2, psν ,

sν ∈ Nν , ν = 1, r.

(3.27)

Для того, чтобы разрешающая система (3.27) имела решение необходимо и доста-
точно, чтобы

≪ f, ψsν ,1 ≫= 0, ≪ f, ψ̄sν ,1 ≫= 0, sν ∈ Nν , ν = 1, r. (3.28)

4. Периодические решения возмущенной и невозмущенной си-

стемы

Подставляя формулы (3.26) в выражение (3.5), и учитывая обозначения (3.24) и
(3.25), получим T –периодическое решение уравнения (2.1)

x(t, ε) =
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

[ξkσ ,1ϕ
(1)
kσ

+ ξ̄kσ ,1ϕ̄
(1)
kσ

]+

+
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξkσ ,1
1

1− (iασε)pkσ

[iασεϕ
(2)
kσ

+ (iασε)
2ϕ

(3)
kσ

+ ...+ (iασε)
pkσϕ

(1)
kσ

]+

+
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

ξkσ ,1
1

1− (−iασε)pkσ

[−iασεϕ̄
(2)
kσ

+ (−iασε)
2ϕ̄

(3)
kσ

+ ...+ (−iασε)
pkσ ϕ̄

(1)
kσ

]+
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+ [I − εΓ0C1]
−1Γ0f(t) =

=

r∑

σ=1

∑

kσ∈Nσ

pkσ∑

j=1

[θkσ , jξkσ ,1ϕ
(j)
kσ

+ θ̄kσ, j ξ̄kσ ,1ϕ̄
(j)
kσ

] + [I − εΓ0C1]
−1Γ0f(t), (4.1)

где ξkσ ,1, ξ̄kσ ,1 вычисляются по формулам (3.26).

При ε = 0 из разрешающей системы (3.27) получим ξ
(1)
kσ ,1

= c
(1)
k , ξ(2)kσ ,1

= c
(2)
kσ

, где c(1)kσ
,

c
(2)
kσ

∈ R и, учитывая, что T –периодические решения уравнений (2.1) и (2.3) совпадают,
находим что они представимы в виде

x(t, 0) = z(t) ≡
r∑

σ=1

∑
kσ∈Nσ

[c
(1)
kσ
ϕ
(1)
kσ

+ c
(2)
kσ
ϕ̄
(1)
kσ

] + Γ0f(t). (4.2)
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