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Зацепление как полный инвариант

3-диффеоморфизмов Морса-Смейла
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Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»
(г. Нижний Новгород, Российская Федерация)

Аннотация. В настоящей работе рассматриваются градиентно-подобные диффеомор-
физмы Морса-Смейла, заданные на трехмерной сфере S

3. Для таких диффеоморфиз-
мов полный инвариант топологической сопряженности получен в работах Х. Бонатти,
В. Гринеса, В. Медведева, Е. Пеку. Он представляет собой класс эквивалентности на-
бора гомотопически нетривиально вложенных торов и бутылок Клейна, вложенных
в некоторое замкнутое 3-многообразие, фундаментальная группа которого допускает
эпиморфизм в группу Z. Такой инвариант называется схемой градиентно-подобного
диффеоморфизма f : S3

→ S
3. Авторами настоящего исследования выделен класс G

диффеоморфизмов, для которых полным инвариантом является более простой с топо-
логической точки зрения объект, а именно зацепление существенных узлов в многооб-
разии S

2
× S

1. Рассматриваемые диффеоморфизмы определяются тем, что их неблуж-
дающее множество содержит единственный источник, а замыкания устойчивых мно-
гообразий седловых точек ограничивают трехмерные шары с попарно не пересекаю-
щимися внутренностями. Доказано, что в дополнении к замыканию этих шаров диф-
феоморфизм класса G содержит в точности одну неблуждающую точку, которая яв-
ляется неподвижным стоком. Установлено, что полным инвариантом топологической
сопряженности диффеоморфизмов класса G является пространство орбит неустойчи-
вых седловых сепаратрис в бассейне этого стока. Показано, что пространство орбит
представляет собой зацепление нестягиваемых узлов в многообразии S

2
× S

1 и эквива-
лентность зацеплений равносильна эквивалентности схем. Также приведена реализация
диффеоморфизмов рассмотренного класса по произвольному зацеплению, состоящему
из существенных узлов в многообразии S

2
× S

1.
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Link as a complete invariant of Morse-Smale

3-diffeomorphisms
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Abstract. In this paper we consider gradient-like Morse-Smale diffeomorphisms defined
on the three-dimensional sphere S

3. For such diffeomorphisms, a complete invariant of
topological conjugacy was obtained in the works of C. Bonatti, V. Grines, V. Medvedev,
E. Pecu. It is an equivalence class of a set of homotopically non-trivially embedded tori
and Klein bottles embedded in some closed 3-manifold whose fundamental group admits
an epimorphism to the group Z. Such an invariant is called the scheme of the gradient-like
diffeomorphism f : S3

→ S
3. We single out a class G of diffeomorphisms whose complete

invariant is a topologically simpler object, namely, the link of essential knots in the manifold
S
2
×S

1. The diffeomorphisms under consideration are determined by the fact that their non-
wandering set contains a unique source, and the closures of stable saddle point manifolds
bound three-dimensional balls with pairwise disjoint interiors. We prove that, in addition to
the closure of these balls, a diffeomorphism of the class G contains exactly one nonwandering
point, which is a fixed sink. It is established that the total invariant of topological conjugacy
of class G diffeomorphisms is the space of orbits of unstable saddle separatrices in the basin
of this sink. It is shown that the space of orbits is a link of non-contractible knots in the
manifold S

2
× S

1 and that the equivalence of links is tantamount to the equivalence of
schemes. We also provide a realization of diffeomorphisms of the considered class along an
arbitrary link consisting of essential nodes in the manifold S

2
× S

1.
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1. Введение

Специалисты по динамике используют инварианты узлов и зацеплений для опи-
сания периодических орбит потоков, что помогает им лучше понять теорию обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Однако специалисты по дискретным динами-
ческим системам также активно используют теорию узлов и зацеплений для описания
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инвариантов динамики. В частности, динамика некоторых диффеоморфизмов Морса-
Смейла, заданных на произвольном 3-многообразии, может быть полностью (с точно-
стью до топологической сопряженности) определена поведением сепаратрис седловых
точек, которое, в свою очередь, описывается узлом или зацеплением в многообразии
S2 × S1.

Заметим, что топологическая классификация произвольных 3-диффеоморфизмов
Морса-Смейла была получена в [1] и использует в качестве полного инварианта класс
эквивалентности пары двумерных ламинаций в некотором 3-многообразии. Посколь-
ку классификация 3-многообразий является открытой проблемой, естественной зада-
чей является выделение диффеоморфизмов, допускающих хорошо изученные объекты
в качестве инвариантов. Например, для класса 3-диффеоморфизмов, чье неблуждаю-
щее множество состоит из четырех гиперболических неподвижных точек, полным инва-
риантом топологической сопряженности является класс эквивалентности узла Хопфа
в S2 × S1 [2–3].

В настоящей работе мы выделяем класс 3-диффеоморфизмов Морса-Смейла, для
которых полным инвариантом топологической сопряженности является класс эквива-
лентности существенного зацепления в S

2 × S
1.

Пусть f : M3 → M3 – диффеоморфизм Морса-Смейла, заданный на замкнутом
ориентируемом связном 3-многообразии. Пусть Ωq, q ∈ {0, 1, 2, 3} – множество всех его
периодических точек p с dim Wu

p = q. Через |Ωq| обозначим число точек в множестве
Ωq. Заметим, что |Ω0| > 1, |Ω3| > 1 (см., например, [4]). При этом если |Ω0| = 1 или
|Ω3| = 1, то M3 ∼= S3 [5]. Везде далее мы предполагаем, что множество Ω3 состоит из
единственного источника α. В этом случае множество Ω2 пусто [6]. Если Ω1 = ∅, то f –
диффеоморфизм «источник-сток» и все такие диффеоморфизмы попарно топологиче-
ски сопряжены [7]. Если |Ω1| = 1, то f – диффеоморфизм Пикстона и топологическая
классификация таких диффеоморфизмов полностью определяется классом эквивалент-
ности узла Хопфа [2]. Везде далее мы полагаем, что |Ω1| > 1. Перенумеруем седловые
орбиты множества Ω1:

Oσ1
, . . . ,Oσk

и обозначим через mi период седла σi. Тогда для i ∈ {1, . . . , k} множество Si =W s
σi
∪α

гомеоморфно 2-сфере, топологически вложенной в S3 [7]. Обозначим через G множе-
ство диффеоморфизмов Морса-Смейла f : S3 → S3, таких что 2-сферы S1, . . . , Sk огра-
ничивают 3-шары B1, . . . , Bk с попарно не пересекающимися внутренностями в S3. Для

f ∈ G положим B =
k
⋃

i=1

(

mi−1
⋃

j=0

f j(Bi)

)

. Тогда множество S3\B содержит в точности од-

ну периодическую точку диффеоморфизма f , которая является неподвижным стоком,
обозначим его ω [5] (см. Рис. 1.1).

Пусть x = (x1, x2, x3) ∈ R3, ||x|| =
√

x21 + x22 + x23 и h : R3 → R3 – диффеоморфизм,

заданный формулой h(x) =
x

2
. Определим отображение p : R3 \O → S2 × S1 формулой

p(x) =

(

x1
||x|| ,

x2
||x|| , log2(||x||) (mod 1)

)

.

Пусть Vω = W s
ω \ ω. В силу гиперболичности стока ω существует диффеоморфизм

ψω : Vω → R3 \ O, который сопрягает диффеоморфизмы f и h. Пусть pω = pψ
f
: Vf →

→ S2 × S1 и Kf = pω(W
u
Ω1

∩ Vω). Согласно [7] множество Kf является гладким зацеп-
лением в S2 × S1 (см. Рис. 1.2).
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Рис. 1.1. Фазовый портрет диффеоморфизма f ∈ G
Fig. 1.1. Phase portrait of a diffeomorphism f ∈ G

S xS

1

3

2

K

K

K fK

Рис. 1.2. Зацепление Kf диффеоморфизма f ∈ G, изображенного на Рис. 1.1
Fig. 1.2. The link Kf of the diffeomorphism f ∈ G shown in the Fig. 1.1

Два зацепления Kf , Kf ′ назовем эквивалентными, если существует гомеоморфизм
ϕ : S2 × S1 → S2 × S1, такой что ϕ(Kf ) = Kf ′ .

Т е о р е м а 1.1. Два диффеоморфизма f, f ′ ∈ G топологически сопряжены
тогда и только тогда, когда их зацепления Kf , Kf ′ эквивалентны.

Т е о р е м а 1.2. Для любого зацепления K ⊂ S2 × S1, состоящего из суще-
ственных узлов, существует диффеоморфизм f ∈ G такой, что зацепления K и Kf

эквивалентны.
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Журнал Средневолжского математического общества. 2023. Т. 25, № 1. 535

2. Необходимые сведения из теории динамических систем

Развернутое изложение приведенных в данном разделе фактов можно найти в [4–5],
[7].

Пусть диффеоморфизм f : Mn → Mn задан на гладком замкнутом (компактном
без края) n-многообразии (n > 1) Mn с метрикой d.

Два диффеоморфизма f, f ′ :Mn →Mn называются топологически сопряженными,
если существует гомеоморфизм h : Mn →Mn, такой что fh = hf ′.

Точка x ∈ Mn называется блуждающей для f , если существует открытая окрест-
ность Ux точки x, такая что fn(Ux)∩Ux = ∅ для всех n ∈ N. В противном случае точка
x называется неблуждающей. Множество неблуждающих точек диффеоморфизма f
называется неблуждающим множеством и обозначается Ωf .

Например, неблуждающими являются все периодические точки диффеоморфизма.
Если множество Ωf конечно, то каждая точка p ∈ Ωf является периодической, обо-
значим через mp ∈ N период периодической точки p. С любой периодической точкой p
связаны устойчивое и неустойчивое многообразия, определяемые следующим образом:

W s
p = {x ∈Mn : lim

k→+∞
d(fkmp(x), p) = 0},

Wu
p = {x ∈Mn : lim

k→+∞
d(f−kmp(x), p) = 0}.

Устойчивые и неустойчивые многообразия называются инвариантными многообра-
зиями.

Периодическая точка p ∈ Ωf называется гиперболической, если все собственные зна-

чения матрицы Якоби

(

∂fmp

∂x

)

|p по модулю не равны единице. Если все собственные

значения по модулю меньше (больше) единицы, то p называют стоковой (источнико-
вой) точкой. Стоковые и источниковые точки называются узловыми. Если гиперболи-
ческая периодическая точка не является узловой, то она называется седловой точкой.

Из гиперболической структуры периодической точки p следует, что ее устойчивое
W s

p и неустойчивое Wu
p многообразия являются образами относительно инъективных

иммерсий пространств Rqp и Rn−qp , где qp – число собственных значений матрицы
Якоби, по модулю больших единицы. Компонента линейной связности множестваWu

p \p
(W s

p \ p) называется неустойчивой (устойчивой) сепаратрисой точки p.
Замкнутое f -инвариантное множество A ⊂Mn называется аттрактором дискрет-

ной динамической системы f , если оно имеет компактную окрестность UA, такую что
f(UA) ⊂ int UA и A =

⋂

k>0

fk(UA). Окрестность UA при этом называется захватыва-

ющей. Репеллер определяется как аттрактор для f−1.
Диффеоморфизм f :Mn →Mn называется диффеоморфизмом Морса-Смейла, если:
1) неблуждающее множество Ωf состоит из конечного числа гиперболических орбит;
2) многообразия W s

p , Wu
r пересекаются трансверсально для любых неблуждающих

точек p, r.

3. Схема диффеоморфизма f ∈ G

В этом разделе введем понятие схемы диффеоморфизма f ∈ G, класс эквивалентно-
сти которой есть полный инвариант топологической сопряженности диффеоморфизма

А. А. Ноздринов, А. И. Починка. Зацепление как полный инвариант 3-диффеоморфизмов Морса- . . .
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[1].
Пусть Vα = Wu

α \ α. В силу гиперболичности источника α существует диффео-
морфизм ψα : Vα → R3 \ O, который сопрягает диффеоморфизмы f и h−1. Пусть
pα = pψα : Vα → S2 × S1 и Tf = pα(W

s
Ω1

∩ Vα). Пара

Sf = (S2 × S
1, Tf )

называется схемой диффеоморфизма f ∈ G. Согласно [7] множество Tf состоит из гомо-
топически нетривиальных гладко вложенных в S2 × S1 двумерных торов (см. Рис. 3.1).

Tf

1

3

2
S xS

T

T

T

Рис. 3.1. Схема Sf диффеоморфизма f ∈ G, фазовый портрет которого
изображен на Рис. 1.1

Fig. 3.1. Scheme Sf of the diffeomorphism f ∈ G whose phase portrait is shown in
the Fig. 1.1

Две схемы Sf , Sf ′ называются эквивалентными, если существует гомеоморфизм
ψ : S2 × S1 → S2 × S1 такой, что ψ(Tf ) = Tf ′ .

П р е д л о ж е н и е 3.1 ([1], Theorem 1). Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G топо-
логически сопряжены тогда и только тогда, когда их схемы Sf , Sf ′ эквивалентны.

Таким образом, для доказательства теоремы 1.1 достаточно показать, что для диф-
феоморфизмов множества G, эквивалентность зацеплений равносильна эквивалентно-
сти схем.

4. Эквивалентность зацеплений равносильна эквивалентности

схем

В этом разделе докажем результат (лемма 4.1), из которого будет непосредственно
следовать теорема 1.1.

A. A. Nozdrinov, A. I. Pochinka. Link as a complete invariant of Morse-Smale 3-diffeomorphisms
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Л е м м а 4.1. Зацепления Kf , Kf ′ диффеоморфизмов f, f ′ ∈ G эквивалентны
тогда и только тогда, когда эквивалентны их схемы Sf , Sf ′ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для i ∈ {1, . . . , k} положим Ki = p(Wu
σi

\ σi), Ti =
= pα(W

s
σi

\ σi). Тогда

Kf =

k
⊔

i=1

Ki, Tf =

k
⊔

i=1

Ti.

Обозначим через U(Ki) трубчатую окрестность узла Ki, гомеоморфную заполненному
тору. Тогда U(Ti) = q

f
(p−1

f (U(Ki))) ∪ Ti – односторонняя трубчатая окрестность тора
Ti. Положим

U(Kf ) =

k
⊔

i=1

U(Ki), U(Tf ) =
k
⊔

i=1

U(Ti),

V = S
2 × S

1 \ intU(Kf ), W = S
2 × S

1 \ intU(Tf ).
По построению отображение ξ = pαp

−1
ω |V : V → W является гомеоморфизмом. Пока-

жем, что гомеоморфизм ξ продолжается до гомеоморфизма ξ : S2 × S1 → S2 × S1.
Для любой замкнутой кривой c ⊂ S2×S1 будем обозначать через 〈c〉 число оборотов

петли c вокруг образующей фундаментальной группы S2 × S1. Тогда тор ∂Vi = ∂V ∩
∩ U(Ki) имеет образующие λi, µi, такие что

〈λi〉 = mi, 〈µi〉 = 0.

Из построения гомеоморфизма ξ следует, что ξ(λi), ξ(µi) – образующие тора ∂Wi =
= ∂W ∩ U(Ti), при этом

〈ξ(λi)〉 = mi, 〈ξ(µi)〉 = 0.

Из условий, наложенных на класс G, следует, что каждый тор ∂Wi ограничивает за-
полненный тор Wi в W . Тогда ξ(µi) – меридиан заполненного тора Wi, а гомеоморфизм
ξ|∂Vi

: ∂Vi → ∂Wi переводит меридиан заполненного тора U(Ki) в меридиан заполнен-
ного тора Wi, в силу чего он продолжается на заполненные торы [8].

Таким образом, существует гомеоморфизм ξ : S2×S
1 → S

2×S
1 такой, что ξ(U(Ki)) =

=Wi, i ∈ {1, . . . , k}.
Аналогичные обозначения со штрихом введем для диффеоморфизма f ′ ∈ G. Не

уменьшая общности будем считать, что U(Kf ′) = ϕ(U(Kf )). Положим ψ = ξ′ϕξ−1 :
S2 × S1 → S2 × S1 → S2 × S1 → S2 × S1. Тогда ψ(Wi) = W ′

i и, не уменьшая общности,
можно считать, что ψ(Ti) = T ′

i .

5. Реализация диффеоморфизма по зацеплению

В настоящем разделе докажем теорему 1.2, а именно реализуем любое зацепление
K ⊂ S2 × S1, состоящее из существенных узлов

K = K1 ⊔ · · · ⊔Kk

диффеоморфизмом f ∈ G.
Пусть 〈Ki〉 = mi. Тогда множество K̄i = p−1(Ki) состоит из h-инвариантного объ-

единения дуг
K̄i = K̄0

i ⊔ · · · ⊔ hmi−1(K̄0
i ).
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Пусть U(Ki) ⊂ S
2 × S

1 – трубчатая окрестность узла Ki. Тогда U(K̄i) = p−1(U(Ki)) –
h-инвариантная окрестность дуг K̄i, состоящая из mi компонент связности U(K̄0

i ) ⊔
· · · ⊔ hmi−1(U(K̄0

i )), каждая из которых диффеоморфна D2 × R1.
Пусть C = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x22 + x23 6 4} и пусть поток gt : C → C определен как

gt(x1, x2, x3) = (x1 + t, x2, x3).

Тогда существует диффеоморфизм ζi : U(K̄0
i ) → C, который сопрягает диффеомор-

физмы hmi |U(K̄0

i )
и g = g1|C . Определим поток φt на C следующими формулами:







































































ẋ1 =







1− 1

9
(x21 + x22 + x23 − 4)2, x21 + x22 + x23 6 4

1, x21 + x22 + x23 > 4

ẋ2 =















x2
2

(

sin
(π

2

(

x21 + x22 + x23 − 3
))

− 1
)

, 2 < x21 + x22 + x23 6 4

−x2, x21 + x22 + x23 6 2

0, x21 + x22 + x23 > 4

ẋ3 =















x3
2

(

sin
(π

2

(

x21 + x22 + x23 − 3
))

− 1
)

, 2 < x21 + x22 + x23 6 4

−x3, x21 + x22 + x23 6 2

0, x21 + x22 + x23 > 4.

По построению диффеоморфизм φ = φ1 имеет две неподвижные точ-
ки: седло P (1, 0, 0) и сток Q(−1, 0, 0) (Рис. 5.2) – обе гиперболические. Од-
на неустойчивая сепаратриса седла P совпадает с открытым интервалом
{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : |x1| < 1, x2 = x3 = 0
}

, принадлежащим бассейну стока Q, а
другая – лучом

{

(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 > 1, x2 = x3 = 0
}

. Заметим, что φ совпадает с
диффеоморфизмом g = g1 вне шара {(x1, x2, x3) ∈ C : x21 + x22 + x23 6 4}.

1-1

2

O

Рис. 5.2. Траектории потока φt

Fig. 5.2. Flow trajectories φt

Определим диффеоморфизм f̄K : R3 → R
3 таким образом, что f̄K совпадает с h вне

U(K̄1) ∪ · · · ∪ U(K̄k) и совпадает с диффеоморфизмом hi : U(K̄i) → U(K̄i), заданным
формулой

hi(h
j(x)) =

{

h(hj(x)), j ∈ {0, . . . ,mi − 2}, x ∈ U(K̄0
i );

ζ−1
i (φ(ζi(x))), j = mi − 1, x ∈ U(K̄0

i ).
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Тогда f̄K имеет в U(K̄i) две периодические орбиты периода mi: стока ωi = ζ−1
i (Q)

и седла σi = ζ−1
i (P ) – обе гиперболические (Рис. 5.3).

2

w

w1

s1

f (w )3

w2

s2

f (s )3

w3

s3

f (s )3
2

f (w )3

Рис. 5.3. Фазовый портрет диффеоморфизма f̄K
Fig. 5.3. Phase portrait of the diffeomorphism f̄K

Далее спроецируем динамику на 3-сферу. Обозначим через N(0, 0, 0, 1) северный
полюс сферы S3 = {x = (x1, x2, x3, x4) : ||x|| = 1}. Для каждой точки x ∈ (S3 \
{N}) существует единственная прямая, проходящая через N и x в R4, и эта прямая
пересекает R3 в единственной точке ϑ+(x). Стереографическая проекция точки x и
есть точка ϑ+(x). Несложно проверить, что

ϑ+(x1, x2, x3, x4) =

(

x1
1− x4

,
x2

1− x4
,

x3
1− x4

)

.

Таким образом, стереографическая проекция ϑ+ : S3 \ {N} → R3 – диффеоморфизм.
По построению диффеоморфизм f̄K совпадает с h в некоторой окрестности точки O
и бесконечной точки, следовательно, он индуцирует на S3 диффеоморфизм Морса-
Смейла

fK(x) =

{

ϑ−1
+ (f̄K(ϑ+(x))), x 6= N ;

N, x = N.

Непосредственно из построения следует, что диффеоморфизм fK принадлежит мно-
жеству G, назовем такие диффеоморфизмы модельными и из теоремы 1.1 вытекает
следующее утверждение.
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С л е д с т в и е 5.1.

• Любой диффеоморфизм f ∈ G топологически сопряжен некоторому модельному
диффеоморфизму fK.

• Модельные диффеоморфизмы fK, fK′ топологически сопряжены тогда и только
тогда, когда зацепления K, K′ эквивалентны.
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