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Аннотация. Математическое и компьютерное моделирование суточной термометрии
позволяет глубже исследовать процессы теплового гомеостаза человека. На практике
данные термометрии получают с помощью цифрового термометра, который в авто-
номном режиме считывает температуру кожного покрова человека через определенные
временные интервалы. Целью работы является анализ методов моделирования и обра-
ботки данных суточной термометрии человека. Первый метод заключается в примене-
нии линейных дискретных стохастических моделей в пространстве состояний с гауссо-
выми шумами и известным вектором входных воздействий, при этом оценивание век-
тора состояния выполняется дискретным ковариационным фильтром Калмана. Второй
метод предполагает, что вектор входных воздействий неизвестен и для обработки дан-
ных суточной термометрии используется алгоритм Гиллейнса–Де-Мора. Альтернатив-
ный вариант — использовать модель с расширенным вектором состояния и алгоритм
калмановской фильтрации. Третий метод учитывает наличие аномальных измерений
(выбросов) в измерительных данных, для их эффективной фильтрации предлагается
использовать коррентропийный фильтр. С целью сравнительного анализа качества ал-
горитмов дискретной фильтрации в данной работе проведены численные эксперимен-
ты по моделированию и обработке данных суточной термометрии в системе MATLAB.
Моделирование данных термометрии осуществлялось при помощи трехмерной модели
3dDRCM (трехмерная дискретная каноническая модель в вещественном базисе). По-
лученные результаты могут быть использованы при исследовании процессов суточной
термометрии человека, например, у спортсменов с целью изучения ответной реакции
организма на полученную нагрузку.
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Abstract. Mathematical and computer modeling of daily thermometry allows to study
processes of human thermal homeostasis more deeply. In practice, thermometry data is
obtained using a digital thermometer, which autonomously reads the temperature of human
skin in certain time intervals. The aim of present work is to analyse the methods of modeling
and processing of human daily thermometry data. The first method consists in applying
linear discrete stochastic models in the state space with Gaussian noises and known vector
of input actions, while the estimation of the state vector is performed by discrete covariance
Kalman filter. The second method assumes that the vector of input actions is unknown,
and the S. Gillijns and B.D. Moor algorithm is used to process daily thermometry data. An
alternative option is to use a model with an extended state vector and a Kalman filtering
algorithm. The third method takes into account the presence of anomalous measurements
(outliers) in the measurement data, and correntropy filter is proposed for their effective
filtering. Numerical experiments for modeling and processing of daily thermometry data in
MATLAB were carried out in order to compare the quality of discrete filtering algorithms.
Modeling of thermometry data was carried out using a three-dimensional model 3dDRCM
(3-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model). The results obtained can be used
in the study of human daily thermometry processes, for example, to study the reaction of
the athlete’s body to the received load.
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1. Введение

Тепловой гомеостаз — это физиологическая функция, поддерживающая в организме
человека постоянную температуру тела с помощью регуляции процессов теплопродук-
ции и теплоотдачи. Одним из способов изучения процесса теплового гомеостаза явля-
ется термометрия. Данные термометрии могут быть получены с помощью цифрового
термометра, который в автономном режиме считывает температуру кожного покрова
человека через определенные интервалы времени, например, 5 минут. Датчиков может
быть несколько в разных частях тела, что позволяет одновременно получить несколь-
ко наборов измерений. Многочисленные исследования подтверждают важность монито-
ринга суточной термометрии, например, у спортсменов для изучения ответной реакции
организма на полученную нагрузку и контроля процессов восстановления. В работе [1]
проведено исследование влияния окружающей среды на температуру различных участ-
ков тела спортсменов, занимающихся триатлоном и установлено разнонаправленное из-
менение показателей температуры тела после интенсивных тренировок в воздушной и
водной средах. В работе [2] изучались особенности температурного баланса у высоко-
квалифицированных футболистов в возрасте 17–21 года.

В данной работе рассмотрены математические методы моделирования и обработки
данных суточной термометрии человека. Проведенный учеными анализ эксперимен-
тальных данных показал [3–4], что процесс суточного изменения температуры тела
человека может быть представлен как аддитивная смесь детерминистской составляю-
щей в виде периодического колебательного процесса и стохастической составляющей,
которую можно представить гауссовским марковским процессом первого порядка.

В работах [4–6] предложены математические модели теплового гомеостаза здорового
человека, принадлежащие классам непрерывных и дискретных линейных стохастиче-
ских систем с гауссовскими шумами, представленных стохастическими дифференци-
альными и разностными уравнениями в пространстве состояний.

Цель данной работы — сравнительный анализ некоторых методов моделирования
и обработки данных суточной термометрии человека.

2. Методы и организация исследования

2.1. Математические модели суточной термометрии

Рассмотрим класс дискретных линейных стохастических моделей суточной термо-
метрии, впервые предложенный в [4] и далее рассматриваемый в [5–11]:
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1) 3dDRCM — 3-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model (трехмерная
дискретная каноническая модель в вещественном базисе);

2) 3dDSOM — 3-dimension Discrete-time Standard Observable Model (трехмерная дис-
кретная стандартная наблюдаемая модель);

3) 4dDRCM — 4-dimension Discrete-time Real-valued Canonical Model (четырехмерная
дискретная в вещественном базисе каноническая модель);

4) 4dDSOM — 4-dimension Discrete-time Standard Observable Model (четырехмерная
дискретная стандартная наблюдаемая модель).

В основе данного класса моделей лежит процесс изменения температуры тела чело-
века в течение суток, который может быть представлен в виде аддитивной смеси детер-
министской и стохастической составляющей. Детерминистская составляющая является
периодическим, колебательным процессом, которая в первом приближении представле-
на моделью гармонического осциллятора с неопределенной, в общем случае, амплиту-
дой и с 24 часовым периодом. Стохастическая составляющая в рассматриваемом классе
моделей представлена гауссовским марковским процессом первого порядка.

Приведем краткое описание моделей. Примем следующие обозначения: τ , △t ,
, tk+1 − tk = 5 мин — интервал поступления измерений; ωn = 2π/1440 мин−1 — часто-
та колебаний; uk — среднесуточный уровень температуры; u⋆ — начальное (заданное)
значение среднесуточного уровня температуры; параметры моделей λ, σw, d , e−λτ ,
c , cosωnτ , s , sinωnτ , g , sin 2ωnτ , f , sin 3ωnτ ; a , 1 − d, b , σw

√
1− d2, wk —

дискретный гауссовский белый шум (ДГБШ) с единичной ковариацией (Q = 1); vk —
ошибка измерения (ДГБШ с нулевым средним и ковариацией R > 0); zk — измеритель-
ные данные; n — размер вектора состояния xk; m — размер вектора измерений zk; r —
размер вектора входного воздействия uk; K — число измерений.

Модель 3dDRCM.
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где
[
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]T

0
=
[
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]T
— начальное значение вектора состояния модели.

В данном случае величина температуры тела человека моделируется как Tk = x1k+
+x2k + x3k.

Модель 3dDSOM. Для удобства моделирования значений температуры тела че-
ловека выполнен переход в базис стандартной наблюдаемой модели. Таким образом,
получены следующие уравнения:
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где −a3 = d, a2 = −1 − 2dc, −a1 = d + 2c, x∗
0 =

[
x∗
1 x∗

2 x∗
3

]T

0
=
[
0 s g

]T
— началь-

ное значение вектора состояния модели. В данном случае величина температуры тела
человека моделируется как Tk = x∗

1k.
Модель 4dDRCM. Если среднесуточный уровень температуры uk неизвестен, но

является постоянным, т. е. uk = const, то первую модель можно модифицировать путем
расширения вектора состояния. Таким образом, неизвестный параметр модели добав-
ляют в вектор состояния xk. После данного преобразования вектор состояния станет
четырехмерным, а дискретная модель будет иметь следующий вид:







xk+1 =







c −s 0 0
s c 0 0
0 0 d 0
0 0 0 1







︸ ︷︷ ︸

F

xk +







0
0
b
0







︸︷︷︸

G

wk,

zk =
[
1 1 1 1

]

︸ ︷︷ ︸

H

xk + vk, k = 1, 2, . . . ,K,

(2.3)

где x0 =
[
1/2 −1/2 0 u∗

]T
— начальное значение вектора состояния. В данном слу-

чае величина температуры тела человека Tk моделируется как сумма всех компонент
вектора состояния xk.

Модель 4dDSOM. Переходя в базис стандартной наблюдаемой модели, получим:
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где −a4 = −d, −a3 = 2cd + d + 1, −a2 = −(2cd + 2c + d + 1), −a1 = d + 1 + 2c,

x∗
0 =

[
u⋆ s+ u⋆ g + u⋆ f + u⋆

]T
— начальное значение вектора состояния модели.

В данном случае величина температуры тела человека моделируется как Tk = x∗
1k.

2.2. Дискретная фильтрация данных термометрии в случае известного
среднесуточного уровня температуры

Параметры моделей могут быть идентифицированы в результате применения про-
цедуры параметрической идентификации по методу вспомогательного функционала
качества [7]. Далее матрицы-параметры моделей используются в алгоритме дискрет-
ной фильтрации Калмана (CKF) [12] для реализации алгоритма обработки данных су-
точной термометрии. Условием применения алгоритма Калмана для моделей 3dDRCM
и 3dDSOM является знание детерминированного вектора входных воздействий uk, кото-
рый соответствует среднесуточному уровню температуры. Метод моделирования с ис-
пользованием дискретного фильтра Калмана применим и для четырехмерных моделей
4dDRCM и 4dDSOM.
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2.3. Дискретная фильтрация данных термометрии в случае неизвестного
среднесуточного уровня температуры

В более реальном случае априорной неопределенности среднесуточного уровня тем-
пературы uk в работах [9–10] предложен метод моделирования и обработки данных
суточной термометрии на основе алгоритма дискретной фильтрации Гиллейнса – Де-
Мора [13]. Данный метод может применяться к широкому кругу задач оценивания
и параметрической идентификации дискретных линейных стохастических систем (см.,
например, [14]). Суть метода заключается в том, что в модели 3dDSOM вектор вход-
ных воздействий uk считаем неизвестным, и применяем указанный выше алгоритм для
одновременного вычисления оценок температуры Tk и среднесуточного уровня темпе-
ратуры uk.

Алгоритм Гиллейнса –Де-Мора (GDM).
Инициализация. Задать начальные значения P0 = Π0, x̂0 = x̄0.
Для k = 1, 2, . . . ,K выполнять
Начало цикла

1) прогноз оценки вектора состояния

x̂k|k−1 = Fk−1x̂k−1|k−1,

Pk|k−1 = Fk−1Pk−1|k−1F
T
k−1 +Qk−1,

2) оценка вектора входных воздействий

R̃k = HkPk|k−1H
T
k +Rk,

Dk = HkBk−1,

Mk = (DT
k R̃

−1
k Dk)

−1DT
k R̃

−1
k ,

ûk−1 = Mk(zk −Hkx̂k|k−1),

3) коррекция оценки вектора состояния

x̂∗
k|k = x̂k|k−1 +Bk−1ûk−1,

P ∗
k|k−1 = (In −Bk−1MkHk)Pk|k−1(In −Bk−1MkHk)

T + Bk−1MkRkM
T
k BT

k−1,

R̃∗
k = (Im −HkBk−1Mk)R̃k(Im −HkBk−1Mk)

T ,

S∗
k = −Bk−1MkRk,

αk = [0 Ip]U
T
k S̃−1

k ,

Kk = (P ∗
k|kH

T
k + S∗

k)α
T
k (αkR̃

∗
kα

T
k )

−1
αk,

x̂k|k = x̂∗
k|k +Kk(zk −Hkx̂

∗
k|k),

Pk|k = P ∗
k|k −Kk(P

∗
k|kH

T
k + S∗

k)
T .

Конец цикла

Недостаток методов моделирования и обработки данных с помощью алгоритмов
Калмана и Гиллейнса – Де-Мора заключается в том, что они не учитывают возможные
появления аномальных измерений в данных суточной термометрии человека.

Аномальные измерения могут появиться в случае, когда датчик случайно отошел
от кожного покрова при движении человека и измеренная температура имеет неправ-
доподобно низкое значение.
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В данной работе мы предлагаем третий метод моделирования и обработки данных
суточной термометрии, который позволяет учесть наличие аномальных измерений.

2.4. Дискретная фильтрация данных термометрии при наличии аномаль-
ных измерений

Во-первых, мы предлагаем во всех рассматриваемых моделях модифицировать
уравнение измерений следующим образом:

zk = Hxk + v∗k,

где погрешность измерений v∗k моделируется как v∗k = vk + sk. Последовательность
v∗k представляет собой сумму гауссовского шума vk и негауссовского шума sk (“shot
noise”) [15]. Таким способом может быть, например, смоделирована типичная ситуа-
ция, когда цифровой термометр отклеивается от кожного покрова человека и передает
«аномальные» (в данном случае заниженные) измерения. Конкретный вид распреде-
ления sk зависит от моделируемой ситуации.

Во-вторых, для построения алгоритмов моделирования и обработки данных суточ-
ной термометрии с учетом этой новой модификации моделей мы предлагаем применять
коррентропийный фильтр [15–17], который является робастной модификацией фильтра
Калмана. Коррентропия определяется как статистическая мера близости между двумя
случайными величинами и позволяет учитывать моменты второго и более высокого
порядка.

Алгоритм максимальной коррентропии (MCCKF).
Инициализация. Задать начальные значения P0 = Π0, x̂0 = x̄0.
Для k = 1, 2, . . . ,K выполнять
Начало цикла

1) прогноз оценки вектора состояния

x̂−
k = F x̂k−1,

Pk|k−1 = FPk−1|k−1F
T +Qk.

2) коррекция оценки вектора состояния

Lk =
Gσ

(∣
∣
∣
∣yk −Hx̂−

k

∣
∣
∣
∣
R−1

k

)

Gσ

(
∣
∣
∣
∣x̂−

k − F x̂k−1

∣
∣
∣
∣
P−1

k|k−1

) ,

Kk =
(

P−1
k|k−1 + LkH

TR−1
k H

)−1

LkH
TR−1

k ,

x̂k = x̂−
k +Kk

(
zk −Hx̂−

k

)
,

Pk|k = (I −KkH)Pk|k−1 (I −KkH)
T
+KkRkK

T
k .

Конец цикла

3. Описание условий проведения вычислительных эксперимен-

тов

С целью анализа применимости рассмотренных алгоритмов дискретной фильтра-
ции проведем серию вычислительных экспериментов в программной среде MATLAB.
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Приведем план вычислительного эксперимента.

1. Задать параметры моделей (2.1)–(2.4). Значения параметров приведены в Табли-
це 3.1.

2. Определить интервал моделирования, кратный количеству измерений за сутки.

3. Сгенерировать для каждого дискретного момента времени k гауссовы случайные
величины wk и vk с нулевым математическим ожиданием и заданными ковариа-
циями Q и R, соответственно, а также величины sk.

4. Предполагая, что “истинное” значение среднесуточного уровня температуры u⋆

известно, cмоделировать при помощи модели 3dDRCM значения вектора состоя-
ния xk и зашумленные измерения zk.

5. Применяя алгоритмы дискретной фильтрации, выполнить:

a) в алгоритме Калмана по предыдущей оценке x̂k−1 и текущему измерению zk,
вычислить текущую оценку x̂k по уравнениям алгоритма CKF;

b) в алгоритме Гиллейнса – Де-Мора по предыдущей оценке x̂k−1 и текущему
измерению zk, вычислить оценки x̂k и ûk−1 по уравнениям алгоритма GDM;

c) в алгоритме максимальной коррентропии по предыдущей оценке x̂k−1 и теку-
щему измерению zk, вычислить текущую оценку x̂k по уравнениям алгоритма
MCCKF.

В Таблице 3.1 приведены значения параметров моделей и вычислительных экспе-
риментов.

Таблица 3.1. Значения параметров моделей 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM и 4dDSOM

Table 3.1. Parameter values of 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM and 4dDSOM models

Интервал измерений τ , мин. 5
(Measurement interval τ , min.)
Количество суток DAY S 2
(Number of days DAY S)
Число смоделированных данных N 576
(Number of simulated data N)
Число измерений K 288
(Number of measurements K) 288
Значение параметра σw 0.3
(Parameter value σw)
Значение параметра λ 1/60
(Parameter value λ)
Время корреляции модельного шума Tn, мин. 24 · 60
(Model noise correlation time Tn, min.)
Частота колебаний ωn, мин−1 2π/Tn

(Oscillation frequency ωn, min. −1)
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Среднесуточный уровень температуры u⋆, ◦C 36.7
(Average daily temperature u⋆, ◦C)
Ковариация погрешности измерений R (0.1)2

(Covariance of measurement error R)
Ковариация модельного шума Q 1
(Covariance of model noise Q)

Моделирование температуры и зашумленных измерений осуществлялось с помощью
трехмерной модели 3dDRCM. Период моделирования температурных данных состав-
лял двое суток с интервалом измерений 5 мин, моделирование зашумленных измерений
и оценивание значений температуры осуществлялось начиная со вторых суток. Таким
образом, общее число смоделированных данных составило N = 576, а зашумленных
измерений — K = 288.

Аномальные измерения моделировались с помощью негауссовского шума sk. В ре-
зультате были сгенерированы следующие значения zk: z50 = 31.5, z100 = 35, z150 = 32,
z200 = 34, z250 = 33.

4. Результаты и их обсуждение

Результаты численных экспериментов представлены на Рис. 4.1–4.5. На всех ри-
сунках в скобках указаны модели, применявшиеся при моделировании и оценивании
значений температуры.

На Рис. 4.1 представлены результаты оценивания температуры ковариационным
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Рис. 4.1. Результаты оценивания температуры ковариационным фильтром
Калмана (CKF) и алгоритмом Гиллейнса– Де-Мора (GDM)

Fig 4.1. Results of temperature estimation by the covariance Kalman filter (CKF)
and the Gillijns-De Moor algorithm (GDM)
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фильтром Калмана (CKF) и алгоритмом Гиллейнса – Де-Мора (GDM) с использова-
нием моделей 3dDSOM и 4dDRCM, причем в алгоритме GDM (3dDSOM) значение
среднесуточной температуры предполагалось неизвестным.

Из Рис. 4.1 видно, что алгоритмы CKF (3dDSOM) и CKF (4dDRCM) показывают
сравнимые результаты, а алгоритм GDM (3dDSOM) не фильтрует зашумленные изме-
рения, что объясняется особенностями поведения алгоритма Гиллейнса – Де-Мора при
m = r.

В случае m > r поведение алгоритма Гиллейнса – Де-Мора изменяется. На Рис. 4.2
представлены результаты оценивания температуры GDM (3dDSOM) для значений m =
1, 2, 4.
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Рис. 4.2. Результаты оценивания температуры алгоритмом
Гиллейнса– Де-Мора (GDM) для разных значений m

Fig 4.2. Results of temperature estimation by the Gillijns-De Moor algorithm
(GDM) for different values of m

Из Рис. 4.2 видно, что с увеличением m качество оценивания возрастает.
В модели 4dDRCM среднесуточной температуре соответствует компонента x4. На

Рис. 4.3 представлены результаты оценивания среднесуточной температуры алгорит-
мом CKF (4dDRCM).

Из Рис. 4.3 видно, что с ростом k значение значение оценки стремится к истинному
значению u = 36.7.

На Рис. 4.4 представлены результаты оценивания среднесуточной температуры ал-
горитмом GDM (3dDSOM) для значений m = 1, 2, 4.

Из Рис. 4.4 видно, что с увеличением m разброс значений оценки уменьшается.
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Рис. 4.3. Результаты оценивания среднесуточной температуры
ковариационным фильтром Калмана (CKF)

Fig 4.3. Results of estimation of the average daily temperature by the covariance
Kalman filter (CKF)

В Таблице 4.1 приведены средние значения µ и дисперсии D результатов оценивания
uk для различных значений m.

Таблица 4.1. Средние значения и дисперсии результатов оценивания uk

алгоритмом GDM (3dDSOM)
Table 4.1. Mean values and variances of the estimation results of uk

by the GDM algorithm (3dDSOM)

m µ D
1 36.6812 31.4983
2 36.7092 16.5588
4 36.6945 7.9137

На Рис. 4.5 приведены результаты оценивания температуры фильтрами CKF
(4dDRCM) и MCCKF (4dDRCM) при наличии аномальных измерений. Из Рис. 4.5 вид-
но, что аномальные измерения лучше обрабатываются коррентропийным фильтром.

Таким образом, в случае, когда значение среднесуточной температуры (мезора)
известно, для обработки экспериментальных данных в моделях 3dDRCM, 3dDSOM,
4dDRCM, 4dDSOM рекомендуется применение первого метода, основанного на исполь-
зовании дискретного ковариационного фильтра Калмана [12]. В качестве математиче-
ской модели суточной термометрии, используемой в алгоритме фильтрации, предпочти-
тельнее выбирать стандартные наблюдаемые модели 3dDSOM и 4dDSOM, поскольку
в них первая компонента вектора состояния соответствует текущему значению темпе-
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Рис. 4.4. Результаты оценивания среднесуточной температуры алгоритмом
Гиллейнса– Де-Мора (GDM) для разных значений m

Fig 4.4. Results of estimation of the average daily temperature by the Gillijns-De
Moor algorithm (GDM) for different values of m
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Рис. 4.5. Результаты оценивания температуры при наличии аномальных
измерений ковариационным фильтром Калмана (CKF) и модифицированным

коррентропийным фильтром (MCCKF)
Fig 4.5. Results of temperature estimation in the presence of anomalous

measurements by the covariance Kalman filter (CKF) and the modified correntropy
filter (MCCKF)
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ратуры тела Tk.
Второй метод рекомендуется применять, когда среднесуточная температура uk не

известна. В этом случае для моделей 3dDRCM и 3dDSOM алгоритм Калмана приме-
нять нельзя. Однако для них имеется алгоритм Гиллейнса – Де-Мора [13], позволяющий
совместно оценивать вектор состояния и неизвестный вектор входного воздействия без
увеличения размерности задачи [9–10]. Предпочтительнее использовать в алгоритме
фильтрации модель 3dDSOM, поскольку в ней первая компонента вектора состояния
соответствует значению температуры тела Tk.

Второй вариант решения задачи моделирования с неизвестным uk — расширить
вектор состояния путем добавления в него компоненты x4k = uk и применить калма-
новскую фильтрацию на основе моделей 4dDRCM и 4dDSOM. Предпочтительнее ис-
пользовать в алгоритме Калмана модель 4dDSOM, поскольку в ней первая компонента
вектора состояния соответствует значению температуры тела Tk.

Третий метод, который мы предлагаем в настоящей работе, предполагает новую
модификацию математических моделей суточной термометрии и применение коррен-
тропийного фильтра [15–17] для обработки данных термометрии, содержащих аномаль-
ные измерения. Применение такого фильтра способствует получению более качествен-
ных оценок значений температуры при наличии аномальных измерений, моделируемых
гауссовыми шумами, содержащими выбросы. Следует отметить, что качество фильтра-
ции также зависит от параметра коррентропийного фильтра σ. Исследование влияния
данного параметра на качество получаемых оценок может быть предметом отдельного
исследования.

5. Заключение

В работе проведен анализ методов моделирования и обработки данных суточной
термометрии человека. В основе каждого метода лежит математическая модель про-
цесса теплового гомеостаза человека и алгоритм обработки данных. Выбор конкретного
метода зависит от наличия доступной информации о процессе измерения. Данные ме-
тоды реализованы в виде программы для ЭВМ в среде MATLAB и могут быть исполь-
зованы для изучения процессов суточной термометрии теплового гомеостаза человека,
например, у спортсменов с целью изучения ответной реакции и процессов адаптации
организма к физическим нагрузкам.
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