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Аннотация. Широкое применение в решении задач об управлении техническими си-
стемами, в т. ч. механическими, имеют пропорционально-интегро-дифференцирующие
(ПИД) регуляторы. При этом большинство работ ограничивается исследованием зада-
чи о стабилизации установившихся движений и состояний на основе анализа модель-
ных уравнений в линейном приближении. Одной из актуальных задач механики управ-
ляемого движения продолжает оставаться задача использования ПИД-регуляторов в
отслеживании траекторий многозвенных роботов-манипуляторов в нелинейной поста-
новке с достижением полуглобальной и глобальной стабилизации. Практически мало-
исследованной является задача обоснования применимости таких регуляторов с учетом
возможного запаздывания в структуре обратной связи. Настоящая работа посвящена
исследованию такой задачи. В качестве решения прикладной задачи найдено управле-
ние движением шестизвенного робота-манипулятора.
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Abstract. Proportional-integro-differentiating (PID) controllers are widely used in solving
control problems of technical systems, including mechanical ones. For this case, most of
works are limited to the study of stabilization problem for steady motions and states; such
studies are based on the analysis of model equations in a linear approximation. On the other
hand, one of the urgent problems of controlled-motion mechanics is the problem of using PID
controllers in tracking the trajectories of multi-link robotic manipulators with semi-global
or global stabilization in a non-linear formulation. Practically little studied is the problem
of justifying the applicability of such controllers taking into account possible delay in the
feedback structure. This paper deals with such a problem. As an application of the theory
developed in this paper, the control for a motion of a six-link manipulator is obtained.
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1. Введение

Математические модели современных механических систем описываются нелиней-
ными системами дифференциальных уравнений высокой размерности. Это обуслав-
ливает достаточные сложности в обосновании методов конструирования структуры
управления такими системами.

Широкое распространение в управлении техническими, в т. ч. механическими систе-
мами, имеют пропорционально-интегро-дифференцирующие (ПИД) регуляторы. Такие
регуляторы используются во многих контурах управления, их структура компактна и
проста, они позволяют достичь цели для большинства манипуляционных роботов. Раз-
работка и использование ПИД-регуляторов в управлении роботами-манипуляторами
является предметом многочисленных исследований уже на протяжении 40 лет. Эти ис-
следования посвящены повышению эффективности ПИД-управления путем различной
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реализации дифференцирующей части регулятора, модификацией интегральной со-
ставляющей. Основные результаты по применению различных типов ПИД-регуляторов
достигнуты в решении задач в нелинейной постановке о полуглобальной и глобальной
стабилизации программного положения манипулятора. Менее исследованными явля-
ются задачи об отслеживании траектории или стабилизации программного движения.
Анализ известных работ в этом направлении можно найти в статьях [1–3]. Сравнитель-
но мало работ посвящено исследованию задач по методам управления механическими
системами с учетом запаздывания в управлении. Это объясняется тем, что эти зада-
чи основываются на моделировании посредством функционально-дифференциальных
уравнений, качественная теория которых значительно сложнее, чем для обыкновенных
уравнений.

В данной работе решаются задачи об отслеживании траекторий многозвенных
роботов-манипуляторов при помощи ПИД-регуляторов с учетом запаздывания в струк-
туре обратной связи.

2. Математическая модель манипулятора и управление

Широкое применение в управлении различными системами и процессами получили
пропорционально-интегро-дифференциальные (ПИД) регуляторы. В частности, мно-
жество работ посвящено задаче о стабилизации движений роботов-манипуляторов с
таким управлением. Определенный анализ таких работ приведен в публикациях [1–3].
В настоящей работе эта задача исследуется с учетом запаздывания в структуре обрат-
ной связи.

Рассматривается модель многозвенного манипулятора с цилиндрическими и приз-
матическими шарнирами, движение которого описывается уравнениями Лагранжа

A(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + g(q) +Dq̇ = u, (2.1)

где q ∈ R
n – вектор обобщенных угловых координат и линейных перемещений шар-

ниров; A(q) ∈ R
n×n – матрица инерции; C(q, q̇)q̇ ∈ R

n – вектор кориолисовых и цен-
тробежных сил инерции, обусловленных выбором координат q; g(q) ∈ R

n – вектор
гравитационных сил; Dq̇ – вектор сил вязкого трения, действующих в шарнирах,
D = diag(d1, d2, . . . , dn) (dk > 0, k = 1, 2, . . . , n); u ∈ R

n – управление.
Пусть q = q(0)(t) (|q(0)(t)| ≤ q10, |q̇(0)(t)| ≤ q20, |q|2 = q21 + q22 + . . . + q2n) – некоторое

программное движение манипулятора, осуществляемое под действием программного
управления

u(0)(t) = A(q(0)(t))q̈(0)(t) + C(q(0)(t), q̇(0)(t))q̇(0)(t) + g(q(0)(t)) +Dq̇(0)(t). (2.2)

Пусть x = q − q(0)(t), ẋ = q̇ − q̇(0)(t) – составляющие возмущенного движения.
Соответствующие уравнения возмущенного движения могут быть записаны в виде

A(1)(t, x)ẍ+ C(1)(t, x, 2q̇(0)(t) + ẋ)ẋ +R(t, x) +Dẋ = u(1), (2.3)

где A(1)(t, x) = A(q(0)(t) + x), C(1)(t, x, ẋ) = C(q(0)(t) + x, ẋ), R(t, x) = (A(q(0)(t) + x)−
−A(q(0)(t)))q̈(0)(t)+(C(1)(t, x, q̇(0)(t))−C(1)(t, 0, q̇(0)(t)))q̇(0)(t)+g(q(0)(t)+x)−g(q(0)(t));
u(1) = u − u(0)(t) – управляющее воздействие, задачей которого согласно классиче-
ской постановке является обеспечение стабилизации заданного программного движе-
ния q(0)(t) или асимптотической устойчивости нулевого решения ẋ = x = 0 системы
(2.3).
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Обобщенные координаты, соответствующие цилиндрическим шарнирам, являются
угловыми. Соответственно, массо-инерционные параметры системы, центробежные, ко-
риолисовы и гравитационные силы определяются функциями, периодическими по этим
координатам, и движение системы (2.3) можно рассматривать в соответствующем ци-
линдрическом пространстве [4], например, без ограничения общности, с периодом 2π.

Составляющая R(t, x) системы (2.3) может быть разложена в виде зависимости

R(t, x) = F (t, x)p(x), (2.4)

где p(x) = (p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn))
′; функции p1(x1), p2(x2), . . . , pm(xm) (m ≤ n)

являются линейными относительно переменных x1, x2, . . . , xm, отвечающих призма-
тическим шарнирам, pi = p0ixi (p0i = const > 0, i = 1, 2, . . . ,m); функции
pm+1(xm+1), pm+2(xm+2), . . . , pn(xn) являются периодическими относительно перемен-
ных xm+1, xm+2, . . . , xn, отвечающих цилиндрическим шарнирам, при этом функции
pi = pi(xi) (i = m+ 1,m+ 2, . . . , n) имеют следующие свойства [4]:

а) |pj(xj)| является периодической функцией с периодом 2π ∀xj ∈ R; pj(2πl) = 0,
|pj(xj)| > 0 ∀xj 6= 2πl (j = m+ 1,m+ 2, . . . , n) ∀l ∈ Z;

б) функция r(x) = (r1(x1), r2(x2), . . . rn(xn))
′, определяемая по формуле

rj(xj) =

xj∫

0

pj(xj)dxj ∀xj ∈ R, j = m+ 1,m+ 2, . . . , n, (2.5)

является ограниченной и непрерывно дифференцируемой, такой, что rj(xj) – перио-
дическая функция с периодом 4π ∀xj ∈ R; rj(4πl) = 0, rj(xj) > 0 ∀xj 6= 4πl ∀l ∈ Z,
j = m+ 1,m+ 2, . . . , n.

В дальнейшем для удобства разделим вектор x ∈ R
n на x(1) ∈ R

m, x(1) =
= (x1, x2, . . . , xm)′ с нормой |x(1)|2m = x21 +x22 + . . .+x2m и вектор x(2) ∈ T (n−m) = {−π ≤
≤ xs ≤ π, s = m+ 1,m+ 2, . . . , n}. Здесь и далее (·)′ – операция транспонирования.

Пусть M1(H0) ⊂ R
n есть область M1 = {(x(1), x(2)) : |x(1)|m ≤ H0, x

(2) ∈ T n−m},
M2 ⊂ R

n есть соответствующая область, такая, что M2 = {p ∈ R
n : |p(x)| ≤ p0

∀(x(1), x(2)) ∈M1}.
Исследуется задача о стабилизации программного движения манипулятора по-

средством управляющего воздействия типа ПИД-регулятора с учетом запаздывания
в структуре обратной связи

u(1) = −B1p(x(t−h1(t)))−B2ẋ(t−h2(t))−
t−h3(t)∫

t−h0

B3(τ−t)ẋ(τ)dτ−
t−h4∫

t−h0

B4(τ−t)p(x(τ))dτ,

(2.6)
где B1, B2 ∈ R

n×n (B1 и B2 – постоянные матрицы), B3, B4 ∈ C([−h0, 0] → R
n×n) –

матрицы усиления; hk – запаздывания, определяемые структурой обратной связи, hi ∈
C1(R+ → [0, h0]), i = 1, 2, 3, h0, h4 – положительные постоянные.

3. Отслеживание траектории манипулятора в случае достаточ-

ных сил вязкого трения

Вначале рассмотрим случай достаточных сил вязкого трения, или когда отсутствует
запаздывание в измерениях по скоростям. Соответственно, будем полагать, что управ-
ляющее воздействие имеет следующий вид:
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u(1) = −B1p(x(t− h1(t))) −B2ẋ(t)−
t−h2∫

t−h0

B4(τ − t)p(x(τ))dτ, (3.1)

где B1 = diag(b11, b12, . . . , b1n), b1i = const > 0, B2 = diag(b21, b22, . . . , b2n), b2i =
const ≥ 0, i = 1, 2, . . . , n, B4(s) = diag(b41(s), b42(s), . . . , b4n(s)), b4i ∈ C([−h0, 0] → R),
i = 1, 2, . . . , n.

Преобразуем выражение (3.1) для u(1) следующим образом

u(1) = −(B1 +B41)p(x(t)) −B2ẋ(t) +B1

t∫

t−h1(t)

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ+

+
t−h2∫

t−h0

B42(τ − t)
∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ +B41

t∫

t−h2

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ,

(3.2)

где

B41 =

−h2∫

−h0

B4(s)ds, B42(τ − t) =

τ−t∫

−h0

B4(s)ds.

Подставив выражение (3.2) для u(1) в уравнение (2.3), получим

A(1)(t, x)ẍ = −C(1)(t, x, 2q̇(0)(t) + ẋ)ẋ− (B1 +B41 + F (t, x))p(x)−

−(D +B2)ẋ+B1

t∫

t−h1(t)

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ+

+
t−h2∫

t−h0

B42(τ − t)
∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ +B41

t∫

t−h2

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ.

(3.3)

Для решения задачи воспользуемся методами работ [4–5]. Для этого отметим, что
предельные к (3.3) уравнения имеют аналогичную структуру. Поэтому для применения
теорем из [4–5] достаточно провести качественный анализ системы на основе уравнений
(3.3).

Введем функционал Ляпунова

V1 =
1

2
(ẋ(t) + Sp(x(t)))′A(1)(t, x(t))(ẋ(t) + Sp(x(t))) +

n∑

i=1

(b1i + si(b2i + di))
xi∫

0

pi(xi)dxi+

+
λ1
2

0∫

−h0

(
0∫

τ

ẋ2(τ + s)ds

)

dτ +
λ2
2

−h2∫

−h0

(
0∫

τ

ẋ2(τ + s)ds

)

dτ +
λ3
2

0∫

−h2

(
0∫

τ

ẋ2(τ + s)ds

)

dτ,

(3.4)
где

λ1 = |B1|
(

max

∣
∣
∣
∣

∂p(x)

∂x

∣
∣
∣
∣

)

+ ε0, λ2 = λ3 = max

(

|B4(s)|,max
∣
∣
∣
∣

∂p(x)

∂x

∣
∣
∣
∣

)

+ ε0, ε0 > 0.

Для функционала (3.4) находим оценки

a0(|ẋ(t)|2+|p(x(t))|2) ≤ V1 ≤ a1(sup(|ẋ(t+s)|2,−h0 ≤ s ≤ 0)+|p(x(t)|2) a0, a1 = const > 0.
(3.5)
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Функционал V1 обращается в нуль на множестве

E1 = {V1 = 0} = {ẋ = 0, x(1) = 0, x(2) = 4πk, k = (k1, k2, . . . , kn−m)′,
kj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , (n−m)}.

Для производной функционала (3.4) в силу системы (3.3) найдем оценку

V̇1(t) ≤ (ẋ(t))′L1(t, x(t))ẋ(t) + (p(x(t)))′L2(t, x(t))ẋ(t) + (p(x(t)))′L3(t, x(t))p(x(t)),

L1(t, x) = C(1)(t, x, Sp(x)− q̇(0)(t)) − (D + B2) +A(1)(t, x)S
∂p(x)

∂x
+ 2λ0h0E,

L2(t, x) = S(C(1)(t, x, Sp(x) − q̇(0)(t))′ +A(1)(t, x)S
∂p(x)

∂x
− F ′(t, x),

L3(t, x) = SC(1)(t, x, Sp(x)− q̇(0)(t)) − F ′(t, x)S −B1S, λ0 = λ1 + λ2 + λ3,
(3.6)

где E – единичная матрица.
Выберем матрицы B1 и B2 управляющего воздействия (3.1) с величиной запазды-

вания h0 > 0 из условия отрицательной определенности квадратичной по (ẋ, p) формы

W1(t, x, ẋ, p) = ẋ′L1(t, x) + ẋL2(t, x)p+ p′L(t, x)p ≤ −W0(ẋ, p) = −α1|ẋ|2 − α2|p|2,
α1, α2 = const > 0,

при значениях (t, x, ẋ, p) ∈ R
+ ×M1 × R

n ×M2.
Тогда для V̇1(t) будем иметь оценку

V̇1(t) ≤ −W0(ẋ, p(x)) = −α1|ẋ|2 − α2|p(x)|2 ≤ 0.

Множество {W0 = 0} содержит лишь положения равновесия системы (3.3) вида
E2 = {ẋ = 0, x(1) = 0, x(2) = 2πk, k = (k1, k2, . . . , kn−m)′, ki ∈ Z, i = 1, 2, . . . , n−m}.

Согласно [4–5], под действием управляющего воздействия (3.1) каждое из положе-
ний равновесия x = x(0) ∈ E1 будет равномерно асимптотически устойчиво. При этом
каждое ограниченное решение (3.3) по x(1) областью {x(1) ∈ R

m : |x(1)| ≤ H0} бу-
дет притягиваться к одному из положений равновесия x = x(0) ∈ E2. Эти положения
равновесия отвечают заданному программному движению q = q(0)(t) (с точностью до
кратных 2π поворотов манипулятора вокруг цилиндрических шарниров). Таким обра-
зом достигается полуглобальная стабилизация q = q(1)(t) управлением

u = u(0)(t) + u(1)(t, q̇ − q̇(0)(t), q − q(0)(t)).

4. Отслеживание траектории манипулятора управлением с за-

паздыванием по фазовым переменным

Рассмотрим решение задачи о стабилизации положения ẋ = x = 0 системы (2.3)
управляющим воздействием вида

u(1) = −B1p(x(t−h1(t)))−B2ẋ(t−h2(t))−
t−h3(t)∫

t−h0

B3(τ−t)ẋ(τ)dτ−
t−h4∫

t−h0

B4(τ−t)p(x(τ))dτ,

(4.1)
где B1 = diag(b11, b12, . . . , b1n), B2 = diag(b21, b22, . . . , b2n); b1j, b2j – положительные
постоянные j = 1, 2, . . . , n; B3 ∈ C([−h0, 0] → R

n×n), B4(s) = diag(b41(s), b42(s), . . . , b4n).
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Преобразуем выражение (4.1) с учетом (3.2) следующим образом:

u(1) = −(B1 +B41)p(x(t)) −B2ẋ(t) +B1

t∫

t−h1(t)

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ+

+
t−h2(t)∫

t−h0

B42(τ − t)
∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ +B41

t∫

t−h2(t)

∂p(x(τ))

∂x
ẋ(τ)dτ−

−
t−h3(t)∫

t−h0

B3(τ − t)ẋ(τ)dτ −B2

t∫

t−h0

(A(1)(τ, x(τ)))−1(C(1)(τ, x(τ), 2q̇(0)(τ) + ẋ(τ))ẋ(τ)+

+F (τ, x(τ))p(x(τ)) +Dẋ(τ) +B2ẋ(τ − h2(τ)) +B1p(x(τ − h1(τ))+

+
τ−h3(τ)∫

τ−h0

B3(s− t)ẋ(s)ds+
τ−h4∫

t−h0

B4(s− t)p(x(s))ds)dτ.

(4.2)
Вновь применяя методику решения поставленной задачи об управлении, построим

функционал Ляпунова

V2 = V1 + λ4
0∫

−2h0

(
0∫

τ

ẋ2(t+ s)ds

)

dτ+

+λ4
0∫

−2h0

(
0∫

τ

p2(x(t+ s))ds

)

dτ (λ4, λ5 = const > 0).

(4.3)

Находим, что поставленная задача сводится к нахождению параметров управля-
ющего воздействия (4.1) из условия определенной отрицательности квадратичной фор-
мы

W2(t, x, ẋ, p) =W1(t, x, ẋ, p) + 4λ4h0|ẋ|2 + 2λ5h0|p|2

при значениях (t, x, ẋ, p) ∈ R+ ×M1 × R
n ×M2.

Соответственно, находим управляющее воздействие (4.1), решающее задачу о рав-
номерной асимптотической устойчивости каждого положения равновесия x = x(0) ∈ E1

системы (2.3), и управление

u = u(0)(t) + u(2)(t, q − q(0)(t), q̇ − q̇(0)(t)),

решающее задачу о полуглобальной стабилизации программного движения
(q(0)(t), q̇(0)(t)) манипулятора.

5. Отслеживание траектории шестизвенного робота-

манипулятора

В качестве прикладной рассмотрена задача об управлении робототехнической систе-
мой, целью которой является проведение разного рода работ в горячей камере. Горячая
камера представляет собой герметичную камеру, изготовленную с применением экра-
нирующих материалов. В камере находится ведомый манипулятор, имеющий шесть
степеней свободы (см. Рис. 5.1) и управляемый на основе ведущего манипулятора [6].
Ведущий манипулятор представляет собой уменьшенную версию ведомого манипуля-
тора. Он имеет приводы во всех шарнирах с датчиками, измеряющих значения их фа-
зовых координат. Манипуляторы соединены между собой сквозной трубой. Труба со-
держит набор параллельных валов для передачи движения от ведущего манипулятора
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к ведомому. Сквозные валы имеют на концах муфты с прорезями для зацепления их с
валами ведомого манипулятора.

Рис. 5.1. Модель шестизвенного робота-манипулятора
Fig 5.1. Model of a six-link robotic arm

Пусть обобщенные координаты q1 = z1, qi = ϕi, i = 2, 3, 4, 5, 6 представляют собой
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поступательные и угловые перемещения призматического и вращательных шарниров
O1, O2 , . . ., O6 соответственно. Обозначим через li длину i-го звена, символом mi –
массу i-го звена, li2 – длина отрезка OiCi, где Ci – центр масс i-го звена. Обозначим
через Iix, Iiy и Iiz моменты инерции i-го относительно соответствующих осей x, y и z
(i = 1, 2, . . . , 6).

Динамика многозвенного робота-манипулятора с шестью вращательными и приз-
матическими шарнирами определяется уравнениями (2.1). Элементы aij матрицы A(q)
имеют следующий вид:

a11 =
6∑

i=1

mj , a12 = a16 = a21 = a61 = 0,

a22 = I2z + I3y sin
2 q3 + cos2 q3

6∑

j=3

Ijz + sin2 q3
6∑

j=3

Ijy+

+
1

4
(I5x − I5z) cos

2 q3 +m2l
2
22 +m3(l

2
22 + l23 sin

2 q3)+

+m4((l32 + l4)
2 sin2 q3 + l222) +m5((l32 + l42 +

1

2
l52 + l62)

2 sin2 q3 + (l22 − 1
2 l52)

2),

a33 = I3x + I4x +
3

4
(I5x + I5z) + I6x +m3l

2
3 +m4(l32 + l4)

2+

+m5(l32 + l42 +

√
3

2
l5)

2 +m6(l32 + l42 +

√
3

2
l52 + l6)

2,

a44 = I4z +
3

4
(I5x + I5z) + I6z +

1

2
m5l

2
5 +

1

2
m6l

2
52,

a55 = I5z +
1

2
(I6x + I6z) +

1

2
m6l

2
6, a66 = I6z ,

a13 = a31 = m3l3 sin q3 +m4(l32 + l4) sin q3 +m5(l32 + l42 +

√
3

2
l52) sin q3

+m6(l32 + l42 +
1

2
l52 + l61) sin q3,

a14 = a41 = −1

2
m5l5 sin q3 −

1

2
m6l52 sin q3, a15 = a51 =

√
3

2
m6l6 sin q3,

a23 = a32 = m4(l32 + l41)l22 cos q3 −
√
3

2
I5x cos q3 +

√
3

2
I5z cos q3

+m5(l22 −
1

2
l5)(l32 + l42 +

√
3

2
l5) cos q3

+m6(l22 −
1

2
l5)(l32 + l42 +

1

2
l52 + l6) cos q3,

a24 = a42 = (I4z + I5x + I5z + I6z −m5(l22 − 1
2 l5)

√
3

2
l5

−
√
3

2
m6(l22 −

1

2
l52)l52) cos q3,

a25 = a52 = (
3

4
(I5z + I6z) + (l22 −

√
3

2
l52)) cos q3,

a26 = a62 = I6z cos q3,
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a34 = a43 = − 3
4I5x +

3
4I5z −

√
3

2
m6(l32 + l42 +

√
3

2
l52 + l61)l52,

a35 = a53 =
1

4
(I5z + I6x) +

1

2
m6(l32 + l42 +

√
3

2
l52 + l6)l6,

a45 = a54 =

√
3

2
(I5z + I6z)−

m6

2
l5l6,

a46 = a64 = I6z , a56 = a65 =
1

2
I6z .

Элементы cij матрицы C(q, q̇) вычисляются по формулам:

cij =
1

2

n∑

k=1

(
∂akj
∂qi

− ∂aji
∂qk

− ∂aki
∂qj

)q̇k.

Компоненты gi вектора g(q) имеют следующий вид:

g1 = −g
6∑

i=1

mi, g2 = 0,

g3 = −g(m3l3 +m4(l32 + l4) +m5(l32 + l42 +
1

2
l5)+

+m6(l32 + l42 +
1

2
l52 + l6)) sin q3,

g4 = 0, g5 = −gm6

√
3

2
l6 sin q5, g6 = 0.

Численные значения параметров робота выбраны следующими

m1 = 18 кг, m2 = 6.5 кг, m3 = 1.5 кг, m4 = 1.2 кг,
m5 = 0.8 кг, m6 = 0.3 кг,

l1 = 0.294 м, l2 = 0.12 м, l3 = 0.167 м,
l4 = 0.265 м, l5 = 0.128 м, l6 = 0.45 м.

Желаемая траектория робота задается следующим образом

q
(0)
1 (t) = 0.1 + 0.1 cos(t)м, q

(0)
2 (t) = cos(2t)рад,

q
(0)
3 (t) = sin(3t)рад, q

(0)
4 (t) = 2 cos(2t)рад,

q
(0)
5 (t) = sin(2t)рад, q

(0)
6 (t) = 2 sin(3t)рад.

(5.1)

Закон управления определяется формулой (2.6), где

p(x) = (x1, sin(x2/2), sin(x3/2), sin(x4/2), sin(x5/2), sin(x6/2))
′. (5.2)

Параметры усиления управления выбираются следующими:

b1 = 20, b2 = 10, b3 = 1, b4 = 1, h1 = h2 = 0.1 с, h3 = h4 = 0.5 с. (5.3)

Начальные положения и скорости звеньев робота-манипулятора выбраны следу-
ющими

q1(0) = 0.1м, q2(0) = −2.1 рад, q3(0) = 2.2 рад,
q4(0) = 3.0 рад , q5(0) = 2.9 рад, q6(0) = 2.8 рад,

q̇1(0) = −11м/с, q̇2(0) = −16 рад/с, q̇3(0) = 15 рад/с,
q̇4(0) = 16 рад/с, q̇5(0) = 18 рад/с, q̇6(0) = 19 рад/с.

(5.4)

На Рис. 5.2 a)-f ) показаны графики желаемого и реального движений для каждого
звена робота (2.1). Из этих рисунков видно, что закон управления (2.6) обеспечивает
асимптотическую сходимость реальной траектории робота к желаемой.
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Рис. 5.2. Графики зависимости от времени желаемого и реального движений
a) первого звена, b) второго звена, c) третьего звена, d) четвертого звена, e)

пятого звена, f ) шестого звена
Fig 5.2. Graphs of the desired and actual movements depending on the time a) of
the first link, b) of the second link, c) of the third link, d) of the fourth link, e) of

the fifth link, f ) of the sixth link
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Полученные результаты являются развитием и дополнением работ [4–5].

6. Заключение

В работе обоснован метод построения нелинейного ПИД-регулятора в задаче об
управлении с запаздывающей обратной связью многозвенным роботом-манипулятором
с цилиндрическими и призматическими шарнирами. Отдельно рассмотрены задачи об
отслеживании траектории при достаточных силах вязкого трения и дополнения струк-
туры регулятора пропорциональными составляющими по скоростям с учетом запаз-
дывания. В качестве прикладной решена задача о применении ПИД-регулятора для
шестизвенного манипулятора, функционирование которого в горячей камере в доста-
точной степени зависит от запаздывания, вызванной принятым способом управления.

Благодарности. Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ
в рамках научного проекта № 20-31-90120.
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