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О возмущениях алгебраических периодических
автоморфизмов двумерного тора
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Аннотация. Согласно результатам В. З. Гринеса и А. Н. Безденежных, для каждо-
го градиентно-подобного диффеоморфизма замкнутой ориентируемой поверхности M2

существуют градиентно-подобный поток и периодический диффеоморфизм этой по-
верхности, такие что исходный диффеоморфизм является суперпозицией диффеомор-
физма, являющегося сдвигом на единицу времени потока, и периодического диффео-
морфизма. В случае, когда M2 является двумерным тором, имеется топологическая
классификация периодических отображений. При этом известно, что существует лишь
конечное число классов топологической сопряженности не гомотопных тождественно-
му периодических диффеоморфизмов и каждый такой класс содержит представителя,
являющегося периодическим алгебраическим автоморфизмом двумерного тора. Пери-
одические автоморфизмы двумерного тора не являются структурно устойчивыми отоб-
ражениями и предсказать динамику сколь угодно малых их возмущений невозможно.
Однако в том случае, когда периодический диффеоморфизм является алгебраическим,
в работе строится однопараметрическое семейство отображений, состоящее из исход-
ного периодического алгебраического автоморфизма при нулевом значении параметра
и градиентно-подобных диффеоморфизмов двумерного тора при всех значениях пара-
метра, не равных нулю. Каждый диффеоморфизм построенных однопараметрических
семейств наследует, в определенном смысле, динамику возмущаемого периодического
алгебраического автоморфизма.
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1. Введение и формулировка результатов

Пусть f – диффеоморфизм двумерного тора и p – его периодическая гиперболиче-
ская точка. Обозначим через W s

p и Wu
p устойчивое и неустойчивое многообразия точки
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p соответственно, а через Ωf – неблуждающее множество f .
Напомним, что диффеоморфизм f называется диффеоморфизмом Морса-Смейла,

если множество Ωf конечно и гиперболично и многообразия W s
p , Wu

q пересекаются
трансверсально для любых периодических точек p, q ∈ Ωf . Диффеоморфизм Морса-
Смейла f называется градиентно-подобным, если из условия W s

p ∩Wu
q ̸= ∅ для раз-

личных точек p, q ∈ Ωf следует, что dimWu
p < dimWu

q (под dimX подразумевается
топологическая размерность множества X).

Обозначим через W ν,i
p (i ∈ {1, 2}), ν ∈ {u, s}, компоненту связности множества W ν

p \
\{p}. Непосредственно проверяется, что диффеоморфизм Морса-Смейла f , заданный
на двумерном торе, является градиентно-подобным тогда и только тогда, когда Wu,j

p ∩
∩W s,i

q = ∅ для каждой пары седловых периодических точек p, q и любых i, j ∈ {1, 2}.
Представим двумерный тор T2 как фактор-группу группы R2 по целочисленной

решётке Z2 : T2 = R2/Z2 с естественной проекцией p2 : R2 → T2 и обозначим через [z]p2

смежный класс группы R2 по группе Z2, содержащий точку z ∈ R2.

Пусть A =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z), т. e. A — целочисленная квадратная матрица вто-

рого порядка и detA = ±1. Тогда отображение Â : T2 → T2, заданное формулой
Â
(
[(x, y)]p2

)
= [(ax+ by, cx+ dy)]p2

, является алгебраическим автоморфизмом двумер-
ного тора.

Согласно работе [1], алгебраический автоморфизм Â называется гиперболическим,
если собственные значения матрицы A ∈ GL(2,Z) не равны по модулю единице. В
противном случае автоморфизм Â будем называть негиперболическим.

Хорошо известно (см. [2], Теорема 1), что гиперболические алгебраические авто-
морфизмы двумерного тора являются структурно устойчивыми отображениями. Неги-
перболические автоморфизмы двумерного тора не являются структурно устойчивыми
отображениями, поэтому представляет интерес изучение возмущений таких автомор-
физмов.

Согласно работам [3] (Лемма 3) и [4] (разделы 2–3), каждый класс сопряженно-
сти негиперболических алгебраических автоморфизмов двумерного тора посредством
алгебраического автоморфизма задается в точности одной из следующих матриц:

A1(m) =

(
1 m
0 1

)
, A2(m) =

(
−1 m
0 −1

)
, A3 =

(
1 0
0 −1

)
, A4 =

(
1 1
0 −1

)
,

A5 =

(
0 1
−1 0

)
, A6 =

(
0 1
−1 −1

)
, A7 =

(
0 −1
1 1

)
, m ∈ {0, 1, 2, . . . }.

Напомним, что отличный от тождественного гомеоморфизм f замкнутой ориен-
тируемой поверхности называется периодическим, если существует n ∈ N, такое что
fn = id. Наименьшее из таких n называется периодом f .

Матрица A1(0) индуцирует тождественное отображение двумерного тора. Матрицы
A2(0), A3, A4, A5, A6, A7 индуцируют периодические автоморфизмы двумерного тора,
а матрицы A1(m) и A2(m) при m ̸= 0 индуцируют непериодические автоморфизмы
двумерного тора.

Согласно результатам В. З. Гринеса и А. Н. Безденежных [5], любой градиентно-
подобный диффеоморфизм замкнутой ориентируемой поверхности является суперпо-
зицией сдвига на единицу времени некоторого градиентно-подобного потока и перио-
дического гомеоморфизма.
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Рассмотрим однопараметрические семейства Mε, Kε и Jε диффеоморфизмов дву-
мерного тора, такие что при ε = 0 они являются тождественными отображениями, а
при ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1) – сдвигами на единицу времени потоков с гиперболическими
состояниями равновесия, фазовые портреты которых в фундаментальной области дей-
ствия группы Z2 на R2 при ε ∈ (−1, 0) представлены на Рис. 1.1. При ε ∈ (0, 1) их
фазовые портреты получаются из представленных на Рис. 1.1 обращением времени в
обратную сторону. Построение таких семейств описано в разделе 3.

a) b) c)

Рис. 1.1. Фазовые портреты потоков с гиперболическим состоянием
равновесия: a) Mε; b) Kε; c) Jε

Fig 1.1. Phase portraits of flows with hyperbolic equilibrium: a) Mε; b) Kε; c) Jε

Введём однопараметрические семейства диффеоморфизмов следующими формула-
ми: Mε,A = Mε ◦ Â, Kε,A = Kε ◦ Â и Jε,A = Jε ◦ Â, где Â – автоморфизм двумерного
тора, индуцированный матрицей A ∈ GL(2,Z).

Т е о р е м а 1.1. Для любого ε ∈ (−1, 0)∪ (0, 1) верны следующие утверждения:

1) отображения Mε,A2(0), Mε,A3 , Kε,A4 , Mε,A5 , Jε,A6 , Jε,A7 являются градиентно-
подобными диффеоморфизмами;

2) любая периодическая точка каждого диффеоморфизма из пункта 1 является пе-
риодической точкой того же периода относительно возмущаемого алгебраиче-
ского автоморфизма.

2. Динамика периодических алгебраических автоморфизмов
двумерного тора

Пусть f – гомеоморфизм замкнутой ориентируемой поверхности M периода n. Обо-
значим через Bf множество точек поверхности M , период которых строго меньше n.
Если f сохраняет ориентацию, то, согласно работе [6], множество Bf конечно.

Пусть a ∈ [0, 1). Обозначим через S1x=a (S1y=a) окружность на двумерном торе T2,
которая является образом прямой x = a + k (y = a + k), где k ∈ Z, относительно
естественной проекции p2 : R2 → T2.

Автоморфизм Â2(0) является сохраняющим ориентацию отображением периода 2.

Его множество BÂ2(0)
состоит из неподвижных точек – p2(0, 0), p2

(
0,

1

2

)
, p2

(
1

2
, 0

)
и
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p2

(
1

2
,
1

2

)
, где p2 : R2 → T2 – естественная проекция.

Автоморфизм Â3 является меняющим ориентацию отображением периода 2. Его
множество BÂ3

состоит из двух окружностей: S1y=0 и S1
y= 1

2

.

Автоморфизм Â4 является меняющим ориентацию отображением периода 2. Его
множество BÂ4

состоит из окружности S1y=0.
Автоморфизм Â5 является сохраняющим ориентацию отображением периода 4. Его

множество BÂ5
состоит из неподвижных точек – p2(0, 0) и p2

(
1

2
,
1

2

)
, и одной орбиты

периода два –
{
p2

(
0,

1

2

)
, p2

(
1

2
, 0

)}
.

Автоморфизм Â6 является сохраняющим ориентацию отображением периода 3. Его

множество BÂ6
состоит из неподвижных точек – p2(0, 0), p2

(
1

3
,
1

3

)
, p2

(
2

3
,
2

3

)
.

Автоморфизм Â7 является сохраняющим ориентацию отображением периода 6.
Его множество BÂ7

состоит из неподвижной точки – p2(0, 0), 1 орбиты периода 2 –{
p2

(
1

3
,
1

3

)
, p2

(
2

3
,
2

3

)}
и 1 орбиты периода 3 –

{
p2

(
1

2
,
1

2

)
, p2

(
1

2
, 0

)
, p2

(
0,

1

2

)}
.

3. Построение семейств Mε, Lε, Kε и Jε

Зададим функцию hε(z) : R → R по следующему правилу:

hε(z) :=


k +

1

π
arctan

(
1− ε

1 + ε
tg(πz)

)
, z ∈ (k − 1

2
; k +

1

2
) (k ∈ Z),

k +
1

2
, z = k +

1

2
(k ∈ Z),

где ε ∈ (−1, 1).
При ε = 0 функция hε(z) имеет вид hε(z) = z. График функции hε(z) при ε ̸= 0

изображён на Рис. 3.1.

a) b)

Рис. 3.1. График функции hε(z): a) при ε ∈ (−1, 0), b) при ε ∈ (0, 1)
Fig 3.1. Graph of the function hε(z): a) for ε ∈ (−1, 0), b) for ε ∈ (0, 1)
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Представим окружность S1 как фактор-группу группы R по группе Z : S1 = R/Z
с естественной проекцией p1 : R → S1 и обозначим через [z]p1

смежный класс группы R
по группе Z, содержащий точку z ∈ R.

Так как функция hε(z) удовлетворяет условию hε(z + k) = hε(z) + k (k ∈ Z), то
она индуцирует диффеоморфизм окружности φε : S1 → S1, зависящий от параметра
ε ∈ (−1, 1) и заданный формулой: φε([z]p1) = [hε(z)]p1 .

При ε = 0 отображение φε является тождественным. При ε ∈ (−1, 0) (ε ∈ (0, 1)) непо-
средственно проверяется, что неблуждающее множество диффеоморфизма φε гипербо-

лично и состоит из стока ω = p1

(
1

2

)
(ω = p1(0)) и источника α = p1(0) (α = p1

(
1

2

)
), и

φε – градиентно-подобный диффеоморфизм. Фазовый портрет φε при ε ̸= 0 изображен
на Рис. 3.2.

Рис. 3.2. Фазовый портрет φε при ε ̸= 0
Fig 3.2. Phase portrait of φε for ε ≠ 0

Определим диффеоморфизм двумерного тора Mε как прямое произведение: Mε =
= φε × φε.

При ε = 0 отображение Mε является тождественным. При ε ∈ (−1, 0) (ε ∈ (0, 1))
диффеоморфизм Mε по построению является градиентно-подобным диффеоморфиз-
мом, неблуждающее множество ΩMε

которого состоит из источника α = p2(0, 0)

(α = p2

(
1

2
,
1

2

)
), стока ω = p2

(
1

2
,
1

2

)
(ω = p2(0, 0)) и сёдел: σ1 = p2

(
0,

1

2

)
и

σ2 = p2

(
1

2
, 0

)
.

Определим диффеоморфизм двумерного тора Kε по формуле Kε = K̂−1 ◦ Mε ◦
K̂, где K̂ – алгебраический автоморфизм двумерного тора, заданный формулой
K̂

(
[(x, y)]p2

)
= [(x, x+ y)]p2

.
При ε = 0 отображение Kε является тождественным. При ε ∈ (−1, 0) (ε ∈ (0, 1))

диффеоморфизм Kε по построению является градиентно-подобным диффеоморфиз-
мом, неблуждающее множество ΩKε

которого состоит из источника α = p2(0, 0)

(α = p2

(
1

2
, 0

)
), стока ω = p2

(
1

2
, 0

)
(ω = p2(0, 0)) и сёдел: σ1 = p2

(
0,

1

2

)
и

σ2 = p2

(
1

2
,
1

2

)
.

Построим диффеоморфизм двумерного тора Jε следующим образом. Разобьём квад-
рат [0, 1]× [0, 1] на плоскости xOy на 6 многоугольников F̄0, F̄1, F̄2, F̄3, F̄4, F̄5 так, как
показано на Рис. 3.3.
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Рис. 3.3. Фазовый портрет потока, в который включается J̄∗
ε

Fig 3.3. Phase portrait of the flow, which embads J̄∗
ε

Определим гомеоморфизм J̄∗ : [0, 12 ]× [0, 12 ] → F̄0 по правилу:

J̄∗(x, y) =

{
( 23x, y −

1
3x), y ≥ x,

(x− 1
3y,

2
3y), y < x.

Положим M̄ε(x, y) = (hε(x), hε(y)). Диффеоморфизм M̄ε является накрывающим
отображением для Mε. Рассмотрим отображение J̄∗

ε : F̄0 → F̄0, заданное формулой
J̄∗
ε (x, y) = (J̄∗ ◦ M̄ε ◦ (J̄∗)−1)(x, y). Непосредственно проверяется, что J̄∗

ε является диф-
феоморфизмом. На Рис. 3.3 изображён фазовый портрет потока, в который включается
J̄∗
ε .

Обозначим через Gp2
группу скольжений накрытия p2 двумерного тора, которая

состоит из гомеоморфизмов вида ha,b(x, y) = (x+a, y+ b) (a, b ∈ Z). Определим отобра-
жение J̄ε :

⋃
ha,b∈Gp2

ha,b(F̄0) →
⋃

ha,b∈Gp2

ha,b(F̄0) по формуле J̄ε(x, y) = (ha,b◦J̄∗
ε ◦h−1

a,b)(x, y),

где (x, y) ∈ ha,b(F̄0).
Для точки z ∈ p2(F̄0) определим отображение J∗

ε (z) = p2(J̄ε(p
−1
2 (z))), где под p−1

2 (z)
подразумевается полный прообраз точки z.

Поскольку естественная проекция каждого из многоугольников
F̄0, F̄1, F̄2, F̄3, F̄4, F̄5 на двумерный тор T2 является фундаментальной областью
действия автоморфизма Â7, то можно определить диффеоморфизм Jε : T2 → T2

формулой:

Jε(z) =

{
J∗
ε (z), z ∈ p2(F0),

(Âi
7 ◦ J∗

ε ◦ Â−i
7 )(z), z ∈ p2(F̄ i)(i = 1, 5).

При ε = 0 отображение Jε является тождественным. При ε ∈ (−1, 0) (ε ∈ (0, 1))
диффеоморфизм Jε по построению является градиентно-подобным диффеоморфизмом,
неблуждающее множество ΩJε

которого состоит из источника α = p2(0, 0) ( источников:
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α1 = p2

(
1

3
,
1

3

)
и α2 = p2

(
2

3
,
2

3

)
), стоков: ω1 = p2

(
1

3
,
1

3

)
и ω2 = p2

(
2

3
,
2

3

)
(одного

стока ω = p2(0, 0)), и 3-х сёдел: σ1 = p2

(
1

2
,
1

2

)
, σ2 = p2

(
1

2
, 0

)
и σ3 = p2

(
0,

1

2

)
.

4. Доказательство Теоремы 1.1

Основная идея доказательства основывается на том, что при ε ∈ (−1, 0) ∪ (0, 1)
диффеоморфизмы семейств Mε,A2(0), Mε,A3 , Kε,A4 , Mε,A5 , Jε,A6 , Jε,A7 представляют
собой суперпозицию периодического гомеоморфизма двумерного тора и градиентно-
подобного диффеоморфизма, такого что периодический гомеоморфизм отображает ин-
вариантные относительно градиентно-подобного диффеоморфизма области в инвари-
антные относительно него же области.

Докажем утверждения теоремы для диффеоморфизма Mε,A2(0) при ε ∈ (0, 1).
Утверждения теоремы для остальных диффеоморфизмов доказываются аналогично.

Множество ΩMε
состоит из точек p2(0, 0), p2

(
1

2
,
1

2

)
, p2

(
0,

1

2

)
, p2

(
1

2
, 0

)
и совпа-

дает с множеством неподвижных точек BÂ2(0)
. Непосредственно проверяется, что все

точки множества BÂ2(0)
являются неподвижными точками отображения Mε,A2(0). На-

хождение собственных значений матрицы Якоби в этих точках показывает, что эти
точки являются гиперболическим источником α = p2(0, 0), гиперболическим стоком

ω = p2

(
1

2
,
1

2

)
и гиперболическими седлами: σ1 = p2

(
0,

1

2

)
, σ2 = p2

(
1

2
, 0

)
.

Докажем, что компоненты связности инвариантных многообразий седловых непо-
движных точек σ1 и σ2 диффеоморфизма Mε,A2(0) не пересекаются.

Обозначим через Ā2(0) линейное отображение плоскости R2, индуцированное мат-
рицей A2(0), которое является накрывающим для автоморфизма Â2(0). Поскольку
(Mε ◦ Â2(0))([(x0, y0)]p2

) = [(M̄ε ◦ Ā2(0))(x0, y0)]p2
= [(−hε(x0),−hε(y0))]p2

= [(Ā2(0)◦
◦M̄ε)(x0, y0)]p2

= (Â2(0) ◦Mε)([(x0, y0)]p2
) для любых (x0, y0) ∈ R2, то отображения Mε

и Â2(0) коммутируют.
Поскольку отображение Ā2(0) является изометрией плоскости R2, то непо-

средственно проверяется, что d(Â2(0)([P ]p2
), Â2(0)([P

′]p2
)) = d([P ]p2

, [P ′]p2
) для

любых [P ]p2
, [P ′]p2

∈ T2, где d – метрика на двумерном торе. В силу ком-
мутативности Mε и Â2(0) выполняется d(Mn

ε,A2(0)
([P ]p2),Mn

ε,A2(0)
([P ′]p2)) =

d(Ân
2 (0)(M

n
ε ([P ]p2

)), Ân
2 (0)(M

n
ε ([P

′]p2
))) = d(Mn

ε ([P ]p2
),Mn

ε ([P
′]p2

)) для любых
[P ]p2

, [P ′]p2
∈ T2. Отсюда следует, что инвариантные относительно диффеомор-

физма Mε,A2(0) многообразия седловых неподвижных точек σ1 и σ2 совпадают с их
инвариантными многообразиями относительно диффеоморфизма Mε и, как следствие,
не пересекаются.

Докажем, что множество T2 \ ΩMε
состоит из блуждающих относительно Mε,A2(0)

точек. Покроем множество T2 \ ΩMε открытыми множествами p2

(
[0, 1]×

(
0,

1

2

))
,

p2

(
[0, 1]×

(
1

2
, 1

))
, p2

((
0,

1

2

)
× [0, 1]

)
и p2

((
1

2
, 1

)
× [0, 1]

)
. Докажем, что множе-

ство p2([0, 1] × (0, 12 )) состоит из блуждающих точек. Доказательство для остальных
множеств аналогично.
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Рассмотрим точку P из множества p2

(
[0, 1]×

(
0,

1

2

))
. Поскольку P /∈ ΩMε

и

множество p2

(
[0, 1]×

(
0,

1

2

))
является открытым на двумерном торе, то существу-

ет окрестность UP ⊂ p2

(
[0, 1]×

(
0,

1

2

))
такая, что Mn

ε (UP ) ∩ UP = ∅ для любого

n ∈ N. Поскольку Mε ◦ Â2(0) = Â2(0) ◦Mε и Â2(0) – автоморфизм периода 2, то для
n = 2k (k ∈ N) выполняется Mn

ε,A2(0)
(UP ) =Mn

ε (UP ). Тогда Mn
ε,A2(0)

(UP )∩UP = ∅. Для
n = 2k − 1 (k ∈ N) выполняется Mn

ε,A2(0)
(UP ) = Mn

ε (Â2(0)(UP )). Под действием Â2(0)

окрестность UP отображается в множество p2
(
[−1, 0]×

(
−1

2
, 0

))
(см. Рис. 4.1), кото-

рое, в свою очередь, является инвариантным относительно действия Mε и не пересека-
ется с рассматриваемым множеством p2

(
[0, 1]×

(
0, 12

))
. Тогда Mn

ε,A2(0)
(UP ) ∩ UP = ∅.

Следовательно, множество p2
(
[0, 1]×

(
0, 12

))
состоит из блуждающих относительно

Mε,A2(0) точек.

a) b)

Рис. 4.1. Действие отображения Â2(0): a) действие Ā2(0) на окрестность ŪP и
точку P̄ , такие что p2(ŪP ) = UP и p2(P̄ ) = P ; b)действие отображения Â2(0) на

двумерном торе T2, разрезанном по окружности S1
y=0

Fig 4.1. The action of map Â2(0): a) the action of Ā2(0) on the neighborhood of
ŪP and the point P̄ such that p2(ŪP ) = UP and p2(P̄ ) = P ; b) the action of map

Â2(0) on a two-dimensional torus T2 cut along a circle S1
y=0

Таким образом, неблуждающее множество ΩMε,A2(0)
диффеоморфизма Mε,A2(0) ко-

нечно и гиперболично и компоненты связности инвариантных многообразий седло-
вых точек диффеоморфизма Mε,A2(0) не пересекаются. Следовательно, отображение
Mε,A2(0) является градиентно-подобным диффеоморфизмом.
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