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Аннотация. В настоящей работе рассмотрены потоки с конечным гиперболическим
цепно-рекуррентным множеством без гетероклинических пересечений на произвольных
замкнутых n-многообразиях. Для таких потоков доказано существование дуального ат-
трактора и репеллера, разделенных (n − 1)-мерной сферой, являющейся секущей для
блуждающих траекторий в дополнении к аттрактору и репеллеру. Такое представле-
ние динамики рассмотренных потоков позволяет получить топологический инвариант,
названный сферической схемой потока и состоящий из совокупности разноразмерных
сфер, являющихся пересечениями секущей сферы с инвариантными седловыми много-
образиями. Заметим, что для некоторых классов потоков сферическая схема является
полным инвариантом. Так, из результатов Ж. Флейтас следует, что для полярных по-
токов (с единственным стоком и единственным источником) на поверхности именно
сферическая схема является полным инвариантом эквивалентности.
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Abstract. In this paper, authors examine flows with a finite hyperbolic chain-recurrent
set without heteroclinic intersections on arbitrary closed n-manifolds. For such flows, the
existence of a dual attractor and a repeller is proved. These points are separated by a (n−1)-
dimensional sphere, which is secant for wandering trajectories in a complement to attractor
and repeller. The study of the flow dynamics makes it possible to obtain a topological
invariant, called a spherical flow scheme, consisting of multi-dimensional spheres that are
the intersections of a secant sphere with invariant saddle manifolds. It is worth known that
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1. Введение и формулировка результатов

Пусть Mn, n ⩾ 2 — замкнутое связное n-многообразие с метрикой d.
Потоком на многообразии Mn называется непрерывное отображение

F : Mn × R →Mn

с групповыми свойствами:
1) F (x, 0) = x, ∀x ∈Mn;
2) F (F (x, t), s) = F (x, t+ s), ∀x ∈Mn, ∀ s, t ∈ R.
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В дальнейшем будем использовать обозначение f t(x) = F (x, t), x ∈ Mn, t ∈ R.
Заметим, что при фиксированном t ∈ R отображение f t : Mn → Mn является гомео-
морфизмом (см., например, [2]), поэтому поток также называют однопараметрической
группой гомеоморфизмов, действующих на многообразии Mn.

Траекторией или орбитой точки x ∈Mn называется множество Ox = {f t(x), t ∈ R}.
Любая орбита потока либо состоит из одной точки, и в этом случае эта точка назы-
вается неподвижной, либо гомеоморфна окружности и в этом случае любая точка ор-
биты называется периодической, либо является инъективно иммерсированной прямой.
Устойчивым и неустойчивым, соответственно, многообразиями неподвижной точки x
называются множества

W s
x = {y ∈Mn : d(x, f t(y)) → 0 при t→ +∞},

Wu
x = {y ∈Mn : d(x, f t(y)) → 0 при t→ −∞}.

Полагают, что все траектории потока, отличные от неподвижной точки, ориен-
тированы в соответствии с возрастанием параметра t. Два потока f t : Mn → Mn

и f ′t : Mn → Mn называются топологически эквивалентными если существует гомео-
морфизм h : Mn → Mn, переводящий траектории f t в траектории f ′t с сохранением
ориентации. Если при этом гомеоморфизм h обладает свойством hf t(x) = f ′th(x) для
любого t ∈ R, то потоки нзываются топологически сопряженными. ε-цепью длины T ,
соединяющей точку x с точкой y для потока f t называется последовательность точек
x = x0, . . . , xn = y, для которых существует последовательность времен t1, . . . , tn такая,
что d(f ti(xi−1), xi) < ε, ti ⩾ 1 для 1 ⩽ i ⩽ n и t1 + · · ·+ tn = T (Рис. 1.1).
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Рис. 1.1. ε-цепь длины T
Fig 1.1. ε-chain length T

Точка x ∈Mn называется цепно-рекуррентной для потока f t, если для любого ε > 0
существует T > 0, зависящее от ε > 0, и ε-цепь длины T , соединяющая точку x c ней
самой. Множество всех цепно-рекуррентных точек называется цепно-рекуррентным
множеством и обозначается Rft . Если цепно-рекуррентное множество потока конечно,
то оно состоит из неподвижных точек. Следуя работе [3], назовем неподвижную точку
p потока f t гиперболической, если существует ее окрестность Up ⊂ Mn, число λp ∈ {0,
1, . . . , n} и гомеоморфизм hp : Up → Rn, сопрягающий поток f t|Up

с линейным потоком
atλp

: Rn → Rn, заданным формулой

atλp
(x1, ..., xλp

, xλp+1, . . . , xn) = (2tx1, . . . , 2
txλp

, 2−txλp+1, . . . , 2
−txn).

Число λp называется индексом Морса гиперболической точки p. Точки индексов n и 0
называются источниковыми и стоковыми соответственно, иначе точка p называется
седловой (Рис. 1.2).
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a) b) c)

Рис. 1.2. Динамика в окрестности гиперболической неподвижной точки: a)
седловая точка, b) источниковая точка, c) стоковая точка

Fig 1.2. Dynamics in the neighbourhood of a hyperbolic fixed point: a) saddle
point, b) source point, c) sink point

Т е о р е м а 1.1. [4] Пусть f t :Mn →Mn – поток с конечным гиперболическим
цепно-рекуррентным множеством. Тогда

1) Mn =
⋃

p∈Rft

Wu
p =

⋃
p∈Rft

W s
p ;

2) неустойчивое Wu
p (устойчивое W s

p ) многообразие неподвижной точки p явля-
ется топологическим подмногообразием многообразия Mn, гомеоморфным Rλp

(Rn−λp);

3) cl(Wu
p ) \Wu

p ⊂
⋃

q∈Rft :W s
q ∩Wu

p ̸=∅
Wu

q (cl(W s
p ) \W s

p ⊂
⋃

q∈Rft :Wu
q ∩W s

p ̸=∅
W s

q ).

Обозначим через G класс потоков f t : Mn → Mn с конечным гиперболическим
цепно-рекуррентным множеством, инвариантные (устойчивые и неустойчивые) много-
образия различных седловых точек которых не пересекаются.

Везде далее f t ∈ G. Обозначим через Ωλ
ft , λ ∈ {0, . . . , n} множество его неподвиж-

ных точек с индексом Морса λ. Непосредственно из утверждения 1.1 следует, что мно-
жества Ω0

ft и Ωn
ft , стоковых и источниковых точек, соответствено, не являются пустыми

для любого градиентно-подобного потока. Положим ∆ft = Ω1
ft ∪ · · · ∪ Ωn−1

ft . Для лю-
бого подмножества P ⊂ Rft будем полагать W s

P =
⋃

p∈P

W s
p , W

u
P =

⋃
p∈P

Wu
p . Для любого

(возможно пустого) множества δ ⊂ ∆ft положим

Ωδ = Ω0
ft ∪ δ, Aδ =Wu

Ωδ
.

Напомним, что компактное f t-инвариантное множество A ⊂ Mn потока f t : Mn →
→ Mn называется его аттрактором, если оно обладает замкнутой окрестностью
UA, которая называется захватывающей, такой, что f t(UA) ⊂ int UA для t > 0 и⋂
t>0

f t(UA) = A. Репеллером потока f t называется аттрактор потока f−t.

Л е м м а 1.1. Пусть f t ∈ G. Тогда множество Aδ, ∀δ ⊂ ∆ft является ат-
трактором потока f t и обладает захватывающей окрестностью Uδ, граница которой
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Σδ является (n− 1)-мерным подмногообразием, которое каждая траектория потока
f t|W s

Ωδ
\Ωδ

пересекает в точности в одной точке.

Для любой точки p ∈ δ положим lsp,δ = W s
p ∩ Σδ. Тогда множество lsp,δ является

секущей для траекторий потока, лежащих в множестве W s
p \ p. Из гиперболичности

точки p следует, что множество lsp,δ гомеоморфно сфере Sn−λp . Аналогично для любой
точки q ∈ (∆ft \ δ) множество luq,δ =Wu

q ∩ Σδ гомеоморфно сфере Sλq .

Т е о р е м а 1.2. Для любого потока f t ∈ G существует множество δ∗ ⊂ Ω1
ft ,

такое что Σδ∗
∼= Sn−1.

Непосредственным следствием техники доказательства теоремы 1.2 является сле-
дующий результат.

С л е д с т в и е 1.1. Для любого потока f t ∈ G мощности |Ω0
ft |, |Ω1

ft | множеств
Ω0

ft , Ω1
ft удовлетворяют неравенству

|Ω0
ft | ⩽ |Ω1

ft |+ 1.

Положим Ls
δ∗

= W s
δ∗

∩ Σδ∗ и Lu
δ∗

= Wu
∆ft\δ∗ ∩ Σδ∗ . В силу леммы 1.1, множества

Ls
δ∗
, Lu

δ∗
состоят из разноразмерных сфер. Набор

Sδ∗ = (Σδ∗ , L
s
δ∗ , L

u
δ∗)

назовем сферической схемой потока f t ∈ G.
Сферические схемы Sδ∗ , Sδ′∗

потоков f t, f ′t ∈ G назовем эквивалентными, если
существует гомеоморфизм ψ : Σδ∗ → Σδ′∗

, переводящий сферы множества Ls
δ∗

в сферы
множества Ls

δ′∗
и сферы множества Lu

δ∗
– в сферы множества Lu

δ′∗
.

Поскольку гомеоморфизм, осуществляющий эквивалентность потоков, переводит
инвариантные многообразия неподвижных точек одного потока в инвариантные мно-
гообразия неподвижных точек другого потока с сохранением устойчивости и размер-
ности, то непосредственным следствием теоремы 1.2 является следующий результат.

С л е д с т в и е 1.2. Топологически эквивалентные потоки f t, f ′t ∈ G обладают
эквивалентными сферическими схемами.

Заметим, что для некоторых классов поток сферическая схема является полным
инвариантом. Так, для полярных потоков (с единственным стоком и единственным
источником) на поверхности именно сферическая схема является полным инвариантом
эквивалентности [1].

2. Построение захватывающей окрестности множества Aδ

В настоящем разделе мы докажем лемму 1.1а именно, докажем, что для любого
потока f t ∈ G множество Aδ, ∀δ ⊂ ∆ft является аттрактором потока f t и обладает
захватывающей окрестностью Uδ, граница которой Σδ является (n − 1)-мерным под-
многообразием, которое каждая траектория потока f t|Vδ

пересекает в точности в одной
точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f t ∈ G. Обозначим через kft число точек в
множестве ∆ft . Из утверждения 1.1 и условий, наложенных на потоки класса G, сле-
дует, что множество Aδ компактно. Кроме того, оно f t-инвариантно, как объединение

V.D. Galkin, O. V. Pochinka. Spherical flow diagram with finite hyperbolic chain-recurrent set



Журнал Средневолжского математического общества. 2022. Т. 24, № 2. 137

неустойчивых многообразий неподвижных точек. Индукцией по числу i ∈ {0, . . . , kft}
точек в множестве δ покажем, что Aδ обладает захватывающей окрестностью Uδ с
опиcанными в лемме свойствами.

Если i = 0, то δ = ∅ и, следовательно, множество Aδ состоит из гиперболических
стоков, т. е. Aδ = Ω0

ft . Из определения гиперболической точки следует, что у любой
точки p ∈ Ω0

ft существует окрестность Up ⊂ Mn и гомеоморфизм hp : Up → Rn, сопря-
гающий поток f t|Up

с линейным потоком at0 : Rn → Rn. Положим Bn = {(x1, . . . , xn) :
x21 + · · · + x2n ⩽ 1}, Bp = h−1

p (Bn) и обозначим через O начало координат в Rn. Тогда⋂
t>0

at0(Bn) = O,
⋂
t>0

f t(Bp) = O и, следовательно, искомая захватывающая окрестность

имеет вид Uδ =
⋃

p∈Ω0
ft

Bp.

Пусть по предположению индукции захватывающая окрестность Uδ̃ с описанными
в лемме свойствами существует для любого аттрактора Aδ̃, соответствующего множе-
ству δ̃ ⊂ ∆ft , состоящему из ĩ точек. Положим δ = δ̃ ∪ p, p ∈ (∆ft \ δ̃) и построим
требуемую захватывающую окрестность Uδ аттрактора Aδ.

Пусть p ∈ Ωλ
f , λ ∈ {1, . . . , n − 1}. Из определения гиперболической точки следует,

что у точки p существует окрестность Up ⊂ Mn и гомеоморфизм hp : Up → Rn, сопря-
гающий поток f t|Up

с линейным потоком atλ : Rn → Rn. Положим Dλ = {(x1, . . . , xn) ∈
∈ Rn : x21+ · · ·+x2λ ⩽ 1, x2λ+1+ · · ·+x2n ⩽ 1}, Gu

λ = {(x1, . . . , xn) ∈ Dλ : x21+ · · ·+x2λ = 1},
Dp = h−1

p (Dλ) и Gu
p = h−1

p (Gu
λ). Не уменьшая общности, можно считать, что множества

Uδ̃ и Gu
p не пересекаются (в противном случае можно уменьшить множество Dλ). Тогда

траектории потока f t, проходящие через точки множества Gu
p , пересекают множество

∂Uδ̃, каждая траектория в единственной точке. Для каждой точки r ∈ Gu
p обозначим

через tr > 0 время, такое что f tr (r) ∈ ∂Uδ̃, и положим t∗ = max
r∈Gu

p

tr. Тогда искомая

окрестность имеет вид (Рис. 2.1)

Uδ = f−t∗(Uδ̃) ∪Dp.

p

W
p

s

G
p

D
p

WU
p

 
δ

f -t*( 
δ
)

A
δ
~

 
δ
~

Рис. 2.1. Шаг индукции
Fig 2.1. Induction step
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3. Построение секущей сферы

В настоящем разделе мы докажем теорему 1.2, а именно, докажем, что для любого
потока f t ∈ G существует множество δ∗ ⊂ Ω1

ft такое, что Σδ∗
∼= Sn−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала заметим, что для любого аттрактора Aδ

с захватывающей окрестностью Uδ множество

Rδ =W s
Ωn

ft∪∆ft\δ

является репеллером с захватывающей окрестностью Vδ = Mn \ int Uδ. Кроме того,
если δ = ∆ft , то R∆ft = Ωn

ft . В этом случае репеллер R∆ft является нульмерным
множеством, откуда следует, что аттрактор A∆ft является связным (см., например,
[5]) и имеет связную захватывающую окрестность U∆ft . С другой стороны, если δ =

= ∅, то аттрактор A∅ = Ω0
ft состоит из всех стоков потока f t. Если сток у потока f t –

единственный, то δ∗ = ∅, и теорема доказана, поскольку захватывающая окрестность
Uδ∗ в этом случае является n-шаром с границей Σδ∗ являющейся искомой (n−1)-сферой.

Рассмотрим случай, когда множество Ω0
ft состоит из l > 1 точек. В этом случае

захватывающая окрестность U∅ аттрактора A∅ является дизъюнктным объединением
m штук n-шаров. При этом связная захватывающая окрестность U∆ft получается из
несвязной окрестности U∅ добавлением трубчатых окрестностей неустойчивых много-
образий всех седловых точек. При этом если λp > 1 для седловой точки p, то множе-
ство Wu

p \ p связно и целиком принадлежит устойчивому многообразию какого-либо
одного стока. Таким образом, добавление к U∅ трубчатых окрестностей неустойчивых
многообразий размерности большей единицы, не уменьшает числа компонент связности
аттрактора. Отсюда следует, что с точностью до перенумерации стоков ω1, . . . , ωl суще-
ствует последовательность седловых точек σ1, . . . , σl−1 c индексом Морса 1, таких что
компоненты связности множества Wu

σj
\ σj принадлежат W s

ωj
,W s

ωj+1
. Тогда множество

Ω0
ft∪σ1∪· · ·∪σl−1 связно и, следовательно, связен аттрактор Aδ∗ для δ∗ = σ1∪· · ·∪σl−1.

Кроме того, захватывающая окрестность Uδ∗ аттрактора Aδ∗ является n-шаром, а его
граница Σδ∗ – искомой секущей сферой (Рис. 3.1).
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Рис. 3.1. Секущая сфера Σδ∗

Fig 3.1. Secant sphere Σδ∗
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