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Аннотация. В данной работе исследован вопрос единственности решения для одного
класса линейных интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса третьего рода. Особую
роль в исследовании играет понятие производной по возрастающей функции, которое
было введено А. Асановым в 2001 г. Это понятие является обобщением обычного поня-
тия производной функции и является обратным оператором для одного класса интегра-
ла Стилтьеса. На основе производной по возрастающей функции, методом интеграль-
ных преобразований и методом неотрицательных квадратичных форм доказаны тео-
ремы единственности решения для рассматриваемого класса интегральных уравнений.
Построены примеры, удовлетворяющие условиям теорем единственности. Из приведен-
ных примеров видно, что без использования понятия производной по возрастающей
функции трудно исследовать линейные интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса
первого и третьего рода.
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Abstract. In this paper, the question of uniqueness of the solution for one class of Volterra-
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with respect to an increasing function was introduced by A. Asanov in 2001 and plays special
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1. Введение

Теоретическая часть и приложения интегральных уравнений исследовались во мно-
гих работах. В частности, в работе [1] приведен обзор результатов исследований ин-
тегральных уравнений Вольтерра второго рода. В работе [2] изучаются интегральные
уравнения Вольтерра первого и третьего рода с гладкими ядрами, где приводится до-
казательство существования многопараметрического семейства решений. В работе [3]
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исследованы линейные интегральные уравнения Фредгольма первого рода, для кото-
рых построены регуляризирующие операторы по Лаврентьеву. В работе [4] приводит-
ся теория и используются численные методы решения неклассических интегральных
уравнений Вольтерра первого рода с дифференцируемыми и отличными от нуля яд-
рами на диагонали. В работах [4–7] описано применение неклассических интеграль-
ных уравнений Вольтерра первого рода к различным прикладным задачам. В работе
[8] используется метод регуляризации М. М. Лаврентьева для интегральных уравнений
Вольтерра первого рода с гладкими и отличными от нуля ядрами на диагонали диффе-
ренцируемыми решениями, для которых построено приближенное решение. В работах
[9–10] получены достаточные условия единственности решений и исследованы вопросы
регуляризации решений систем нелинейных интегральных уравнений Вольтерра пер-
вого и третьего рода. В работе [11] доказывается теорема единственности решений и
находится регуляризирующий оператор для решения системы линейных интегральных
уравнений Фредгольма третьего рода. В работах [12–13] использован новый подход
для исследования вопросов существования и единственности решений скалярных ин-
тегральных уравнений Фредгольма третьего рода с многоточечными особенностями
и их систем. В работе [14] исследованы интегральные уравнения Вольтерра первого
рода. В [15] введено понятие производной по возрастающей функции, с помощью ко-
торого в работах [16–19] исследованы интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса и
Фредгольма-Стильтьеса первого и второго рода.

2. Линейные интегральные уравнения Вольтерра-Стилтьеса
третьего рода

Будем рассматривать уравнение

m(t)u(t) +

t∫
a

K(t, s)u(s)dφ(s) = f(t), t ∈ [a, b], (2.1)

где m(t), φ(t),K(t, s) и f(t) – известные функции, φ(t) – возрастающая непрерывная
функция на [a, b], m(t) ∈ C[a, b], 0 ≤ m(t) при всех t ∈ [a, b] и m(t) равна нулю хотя бы
в одной точке сегмента [a, b], u(t) – неизвестная функция. Здесь интеграл понимается
в смысле Стилтьеса. Пусть

K(t, s) = P (t)H(t, s)P (s), (t, s) ∈ G = {(t, s) : a ≤ t ≤ s ≤ b} , (2.2)

где P (t) и H(t, s) – известные непрерывные функции соответственно на [a, b] и G.
Пусть справедливы следующие условия

а) P (t) ∈ C[a, b], P (t) ̸= 0 при почти всех t ∈ [a, b], H ′
φ(t)(t, s) и H ′′

φ(t)φ(s)(t, s) – непре-
рывные функции в области G, H ′

φ(t)(t, a) и H ′
φ(t)(b, t) - непрерывные функции в

[a, b], где

H ′
φ(t)(t, s) = lim

∆→0

H(t+∆, s)−H(t, s)

φ(t+∆)− φ(t)
,

H ′′
φ(t)φ(s)(t, s) = lim

∆→0

H ′
φ(t)(t, s+∆)−H ′

φ(t)(t, s)

φ(s+∆)− φ(s)
;
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б) m(t) ≥ 0, H(t, a) ≥ 0, H ′
φ(t)(t, a) ≤ 0, ∀t ∈ [a, b], H ′

φ(s)(t, s) ≥ 0, H ′′
φ(t)φ(s)(t, s) ≤

≤ 0 ∀(t, s) ∈ G;

в) выполняется хотя бы одно из следующих условий:
1) m(t) > 0 при почти всех t ∈ [a, b];
2) H(t, a) > 0 при почти всех t ∈ [a, b];
3) H ′

φ(t)(t, a) < 0 при почти всех t ∈ [a, b];

г) выполняется хотя бы одно из следующих условий:
1) H ′

φ(t)(b, t) > 0 при почти всех t ∈ [a, b];
2) H ′′

φ(t)φ(s)(t, s) < 0 при почти всех (t, s) ∈ G.

С учетом (2.2) уравнение (2.1) запишем в виде

m(t)u(t) +

t∫
a

P (t)H(t, s)P (s)u(s)dφ(s) = f(t), t ∈ [a, b]. (2.3)

Умножив на u(t) уравнение (2.3) и проинтегрировав по Стилтьесу на отрезке [a, t],
t ∈ [a, b] получим

t∫
a

m(s)u2(s)dφ(s) +

t∫
a

s∫
a

P (s)H(s, τ)P (τ)u(τ)u(s)dφ(τ)dφ(s) =

t∫
a

f(s)u(s)dφ(s).

Отсюда, используя обобщенную формулу Дирихле [16], запишем

t∫
a

m(s)u2(s)dφ(s) +

t∫
a

 t∫
τ

H(s, τ)P (s)u(s)dφ(s)

P (τ)u(τ)dφ(τ) = t∫
a

f(s)u(s)dφ(s).

(2.4)
Введем обозначения

Z(t, s) =

t∫
s

P (τ)u(τ)dφ(τ). (2.5)

Тогда, согласно работе [16],

P (s)u(s)dφ(s) = −dφ(s)Z(t, s), (2.6)

P (t)u(t)dφ(t) = dφ(t)Z(t, s), (2.7)

Z(t, s)P (t)u(t)dφ(t) =
1

2
dφ(t)Z

2(t, s), (2.8)

Z(t, s)P (s)u(s)dφ(s) = −1

2
dφ(s)Z

2(t, s). (2.9)

Учитывая соотношения (2.5)–(2.9) и применяя метод интегрирования по частям и
обобщенную формулу Дирихле, для двойного интеграла из (2.4) имеем
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t∫
a

t∫
τ

H(s, τ)P (s)u(s)dφ(s)P (τ)u(τ)dφ(τ) =

t∫
a

 t∫
τ

H(s, τ)dφ(s)Z(s, τ)

P (τ)u(τ)dφ(τ) =
=

t∫
a

H(s, τ)Z(s, τ)
∣∣s=t
s=τ −

t∫
τ

H ′
φ(s)(s, τ)Z(s, τ)dφ(s)

u(τ)P (τ)dφ(τ) =
=

t∫
a

H(t, τ)Z(t, τ)P (τ)u(τ)dφ(τ)−
t∫
a

s∫
a

H ′
φ(s)(s, τ)Z(s, τ)P (τ)u(τ)dφ(τ)dφ(s) =

= −1

2

t∫
a

H(t, τ)dφ(τ)Z
2(t, τ) +

1

2

t∫
a

s∫
a

H ′
φ(s)(s, τ)dφ(τ)Z

2(s, τ)dφ(s) =

=
1

2
H(t, a)Z2(t, a) +

1

2

t∫
a

H ′
φ(τ)(t, τ)Z

2(t, τ)dφ(τ)− 1

2

t∫
a

H ′
φ(s)(s, a)Z

2(s, a)dφ(s)−

− 1

2

t∫
a

s∫
a

H ′′
φ(s)φ(τ)(s, τ)Z

2(s, τ)dφ(τ)dφ(s).

Отсюда в силу (2.5) получим

t∫
a

t∫
τ

H(s, τ)P (s)u(s)dφ(s)P (τ)u(τ)dφ(τ) =
1

2
H(t, a)

 t∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

+

+
1

2

t∫
a

H ′
φ(τ)(t, τ)

 t∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)−

− 1

2

t∫
a

H ′
φ(s)(s, a)

 s∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(s)−

− 1

2

t∫
a

s∫
a

H ′′
φ(s)φ(τ)(s, τ)

 t∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)dφ(s) (2.10)

Учитывая (2.10), из (2.4) имеем

t∫
a

m(s)u2(s)dφ(s) +
1

2
H(t, a)

 t∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

+
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+
1

2

t∫
a

H ′
φ(τ)(t, τ)

 t∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)−

− 1

2

t∫
a

H ′
φ(s)(s, a)

 s∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(s)−

− 1

2

t∫
a

s∫
a

H ′′
φ(s)φ(τ)(s, τ)

 s∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)dφ(s) =

t∫
a

f(s)u(s)dφ(s). (2.11)

Таким образом, если f(t) = 0 при всех t ∈ [a, b], то в силу условия а), б) и в) из
(2.11) получим:

t∫
a

P (s)u(s)dφ(s) ≡ 0

или
t∫
s

P (ξ)u(ξ)dφ(ξ) ≡ 0, t, s ∈ [a, b], s < t.

Отсюда u(t) = 0 при всех t ∈ [a, b]. Тем самым доказана следующая

Т е о р е м а 2.1. Если условия а), б) и в) выполнены, то уравнение (2.1) в
пространстве C[a, b] имеет не более одного решения.

Подставив t = b из (2.11), получим

b∫
a

m(s)u2(s)dφ(s) +
1

2
H(b, a)

 b∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

+

+
1

2

b∫
a

H ′
φ(τ)(b, τ)

 b∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)−1

2

b∫
a

H ′
φ(s)(s, a)

 s∫
a

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(s)−

− 1

2

b∫
a

s∫
a

H ′′
φ(s)φ(τ)(s, τ)

 s∫
τ

P (s)u(s)dφ(s)

2

dφ(τ)dφ(s) =

b∫
a

f(s)u(s)dφ(s). (2.12)

Из (2.12) вытекает справедливость следующей теоремы:

Т е о р е м а 2.2. Если условия а), б) и г) выполнены, то уравнение (2.1) в
пространстве C[a, b] имеет не более одного решения.

3. Примеры

Приведем примеры, которые будут удовлетворять условиям сформулированных тео-
рем о единственности решения интегральных уравунений Вольтерра-Стилтьеса третье-
го рода.
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П р и м е р 3.1. Рассмотрим уравнение (2.1) при a = 0, b = 1, φ(t) =
√
t,

P (t) = 4
√
t, m(t) = t, H(t, s) =

s

1 +
√
t
.

Так как

H(t, 0) = 0, H ′
φ(t)(t, 0) = 0, H ′

φ(s)(t, s) =
2
√
s

1 +
√
t
, H ′′

φ(t)φ(s)(t, s) = − 2
√
s

(1 +
√
t)2

, (t, s) ∈ G,

то все условия теоремы 2.1 выполняются.

П р и м е р 3.2. Рассмотрим уравнение (2.1) при a = 0, b = 1, φ(t) = 3
√
t,

P (t) = 8
√
t, H(t, s) =

3
√
s2 + 1

2 + 3
√
t

,

m(t) =


0, t ∈

[
0,

1

2

]
,

t− 1

2
, t ∈

[
1

2
, 1

]
.

Здесь

H(t, 0) =
1

2 + 3
√
t
, H ′

φ(t)(t, 0) = − 1

(2 + 3
√
t)2

, H ′
φ(s)(t, s) =

2 3
√
s

2 + 3
√
t
,

H ′′
φ(t)φ(s)(t, s) = − 2 3

√
s

(2 + 3
√
t)2

, (t, s) ∈ G

и все условия теоремы 2.1 выполняются.

П р и м е р 3.3. Рассмотрим уравнение (2.1) при a = 0, b =
π

2
, φ(t) = sin

√
t,

P (t) = sin 2
√
t, H(t, s) =

sin
√
s

3 + sin
√
t
,

m(t) =


0, t ∈

[
0,
π

4

]
,

t− π

4
, t ∈

[π
4
,
π

2

]
.

Для этого случая

H(t, 0) = 0, H ′
φ(t)(t, 0) = 0, t ∈

[
0,
π

2

]
,

H ′
φ(s)(t, s) =

1

3 + sin
√
t
, H ′′

φ(t)φ(s)(t, s) = − 1

(3 + sin
√
t)2

, (t, s) ∈ G.

и, соответственно, все условия теоремы 2.2 выполняются.

П р и м е р 3.4. Рассмотрим уравнение (2.1) при a = 0, b = 1, φ(t) = ln(1 +
√
t),

P (t) =
√
t, m(t) = t2, H(t, s) = ln2(1 +

√
s)[1− ln(1 +

√
t]2. Так как

H(t, 0) = 0, H ′
φ(t)(t, 0) = 0, H ′

φ(s)(t, s) = 2 ln(1 +
√
s)[1− ln(1 +

√
t]2,

H ′′
φ(t)φ(s)(t, s) = −4 ln(1 +

√
s)[1− ln(1 +

√
t)], (t, s) ∈ G,

то все условия теоремы 2.1 выполняются.
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