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Аннотация. Выполнен численный расчет эволюции распределения температуры в продольном
сечении плёнки нитрида ниобия при её нагреве импульсом электрического тока. Математиче-
ское моделирование осуществлялось на основе двумерной начально-краевой задачи для неод-
нородного уравнения теплопроводности. В начально-краевой задаче учитывалось, что токо-
вые и потенциальные контакты к плёнке служат одновременно и контактами для теплоотвода.
Рассматривался случай для третьей слева и первой справа начально-краевой задачи. Анализ
численного решения показал, что эффективный теплоотвод от плёнки могут обеспечить токо-
подводящие и потенциальные прижимные контакты, изготовленные, например, из бериллиевой
бронзы. Это позволяет проводить исследование вольт-амперных характеристик сверхпроводя-
щих плёнок вблизи критической температуры перехода в сверхпроводящее состояние токами,
плотностью близкими к критическим значениям, без значительного её нагрева.
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1. Введение

Нитрид ниобия — бинарное неорганическое соединение металла ниобия и азота
с формулой NbN, серые или чёрные кристаллы, не растворимые в воде. Обычно произ-
водится и хранится в виде порошка. Устойчив при нагреве в концентрированных соля-
ной, серной кислотах. Окисление нитрида ниобия на воздухе происходит при 500–800
◦C с образованием Nb2O5. Температура плавления – 2 300 ◦C. На сегодняшний день
наиболее широкое применение получили нитриды переходных металлов, нанесенные
в виде тонких плёнок. Они используются в качестве твердых покрытий, коррозионно-
абразивно- и износостойких слоёв, декоративных покрытий. Плёнки нитридов пере-
ходных металлов активно применяются в микроэлектронике, поскольку обладают изо-
ляционными, полупроводниковыми, сверхпроводящими, оптическими и рядом других
важных свойств.

Нитрид ниобия используется для изготовления сверхпроводниковых болометров, т.
к. характерная для него температура перехода к сверхпроводимости достаточно велика
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(14–17 К), чтобы можно было использовать для охлаждения жидкий водород. Такие
приборы являются особо чувствительными по сравнению с другими известными теп-
ловыми приемниками, а также обладают большей устойчивостью при работе с низки-
ми температурами за счет свойств сверхпроводниковых материалов, таких как нитрид
ниобия.Современный класс приборов hot-electron bolometer (HEB) реализует эффект
электронного разогрева в сверхпроводниковой плёнке нитрида ниобия, находящейся в
резистивном состоянии под воздействием электромагнитного излучения [1].

При исследовании вольт-амперных характеристик (ВАХ) плёнок NbN с целью опре-
деления её сверхпроводящих характеристик необходимо пропускать через плёнку токи,
близкие к критическим. В результате этого исследуемая плёнка переходит в резистив-
ное состояние, и выделяется значительное количество теплоты. В связи с этим тре-
буется достаточный теплоотвод, который обеспечит чистоту эксперимента. Поэтому
математическое моделирование теплоотдачи плёнок нитрида ниобия при пропускании
через них тока высокой плотности является актуальной и практически важной задачей.
В нашем более раннем исследовании была решена одномерная задача теплопроводно-
сти [2].
В настоящей работе выполнено математическое моделирование эволюции распреде-
ления температуры внутри плёнки нитрида ниобия на основе двумерного уравнения
теплопроводности с учетом расположения теплоотводящих контактов на поверхности
плёнки.

2. Математическая постановка задачи эволюции распределения
температуры в продольном сечении плёнки

Математическое моделирование задачи эволюции распределения температуры в се-
чении плёнки осуществлялось на основе двумерного неоднородного уравнения тепло-
проводности:

∂u

∂t
= a2(

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
) + f(x, y, t), (2.1)

где a2 = λ/cpρ = 4.3 · 10−2cm2/s – коэффициент температуропроводности кварцевой
подложки и плёнки NbN (величины a2 для кварца и NbN приблизительно равны);
cρ = = 17 J/(kg · K) удельная теплоёмкость подложки при 20K [4]; ρ = 2.2 g/cm3

– плотность подложки; λ = 0.16 W/(mK) – теплопроводность подложки при 20K; u
– температура плёнки; t – время; x – координата с началом на внешней от подложки
плоскости плёнки, направленная перпендикулярно в сторону подложки, а y -координата
– лежащая в плоскости пленки и направлена от одного контакта к другому контакту
(Рис. 2.1).

Функция f(x, y, t) имеет вид

f(x, y, t) =
P (x, y, t)

(cNbN · ρNbN )
, (2.2)

где P (x, y, t) – объёмная плотность мощности источника тепла (плёнки), cNbN =
17 J/(kg·К) – удельная теплоёмкость NbN плёнки при Т = 14 K (сумма решёточной
и электронной теплоёмкости), ρNbN = 8.4 g/cm3 – плотность плёнки.

Учитывая, что сила тока линейно возрастает за время t0 от 0 до Imax = 1.12 A
(в нашем случае t0 = 0.25ms), величина P (x, y, t) определяется законом Джоуля-Ленца:
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P (x, y, t) = P (t) =

{
ρ · j20 · t2, если x ≤ d, t ≤ t0;
0, если x > d, t > t0.

(2.3)

Здесь ρ ≈ 440 µΩ · cm – удельное сопротивление плёнки в нормальном состоянии;
j0 = Imax/(d · b · t0); d = 400 nm толщина; b = 9 mm ширина плёнки.

Начальным условием будет функция u(x, y, 0) = T0 (T0 = 14 K), которая определяет
начальную температуру системы контакты-плёнка-подложка-термостат.

На левом конце задаем задачу третьего рода в силу того, что левая граница плёнки
посредством тепловых контактов(токовых и потенциальных) находится в теплообмене
со средой по закону Ньютона, имеющей температуру T0 = 14 K (рис. 2.1):(

∂u

∂x

)
0,y,t

= H(y) · [u(0, y, t) − T0].

Коэффициент теплообмена H зависит от y, т. е. H = H(y):

H(y) =



0, | y |≤ a

2
;

H0,
a

2
<| y |≤ a

2
+ b;

0,
a

2
+ b <| y |≤ 3 · a

2
+ b;

H0,
3 · a

2
+ b <| y | .

В межконтактной области H = 0 и в области контакта H = H0 = 50 µm−1.

Рис. 2.1. Схема системы плёнка-подложка-термостат
Fig 2.1. Layout of the membrane-substrate-thermostat system

На правом конце будут граничные условия первого рода. В итоге начально-краевые
условия для уравнения (2.1) примут вид:
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u(x, y, 0) = T0;

u′x(0, y, t) = H(y)[u(0, y, t) − T0];

u(L, y, t) = T0.

(2.4)

Решением уравнения (2.1) является распределение температуры в продольном се-
чении плёнки по координатам x и y в зависимости от времени t в системе контакты-
плёнка-подложка-термостат.

3. Аппроксимация и численное решение двумерного неоднород-
ного уравнения теплопроводности

Для аппроксимации дифференциального уравнения (2.1) конечно-разностными со-
отношениями введем пространственно — временную сетку с координатами xi = (i− 1)·
·hx, yi = (j − 1) · hy, tn = n · τ , где hx, hy – шаги сетки по координатам x, y соответ-
ственно; (0 < x < 0.4 мкм , 0< y < 9000 мкм); τ – шаг по времени; i = 1, 2, ..., Nx;
j = 1, 2, ..., Ny; n = 0, 1, 2, ...,K.

Воспользуемся локальной одномерной схемой А. А. Самарского [3; 5], которая явля-
ется абсолютно устойчивой и обладает свойством суммарной аппроксимации, имеющей
первый порядок точности по времени и второй – по пространственным переменным:
O(τ + h2x + h2y). Получим

ρ · c ·
u
n+1/2
i,j − uni,j

τ
= λ ·

u
n+1/2
i+1,j − 2 · un+1/2

i,j + u
n+1/2
i−1,j

h2x
+ f

n+1/2
i,j , (3.1)

ρ · c ·
un+1
i,j − u

n+1/2
i,j

τ
= λ ·

un+1
i,j+1 − 2 · un+1

i,j + un+1
i,j−1

h2y
+ fn+1

i,j . (3.2)

Аппроксимируя начально-краевые условия (2.4), получим

u0i,j = T0;

un1,j − un0,j
hx

= Hj · (un0,j − T0);

unNx,j
= T0.

(3.3)

Из (3.3) видно, что погрешность аппроксимации левого граничного условия имеет
1-й порядок точности O(hx).

Решение уравнений (3.1)–(3.3) проводилoсь в два этапа. Первый этап – проводим
дискретизацию только в направлении оси x на промежуточном временном шаге, ре-
шаем систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) (3.1). В уравнении (3.1)
определяя значение un+1/2

Nx,j
из правого граничного условия находим поле температур

u
n+1/2
i,j на промежуточном временном слое. Второй этап – то же самое в направлении

оси y, но уже на целом шаге по времени (3.2).
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Каждое СЛАУ сводится к стандартному трехдиагональному виду и решается мето-
дом прогонки [6; 7].

В интегрированной среде разработки Microsoft Visual Studio был написан код про-
граммы, которая решает двумерное неоднородное уравнение теплопроводности на язы-
ке С++. Для расчета были взяты следующие значения параметров Nx = 91, Ny = 401,
значение индекса K зависит от условий задачи. Написанная программа выдает резуль-
тат в виде матрицы 91 × 401 элементов с шагом по времени τ = 100 µs.

Результаты расчета представлены на Рис. 3.1, а-б и Рис. 3.2, а-б. Характерной осо-
бенностью этих рисунков, изображающих эволюцию распределения температуры, явля-
ется неоднородность в виде «холодной тени контактов», которая практически исчезает
спустя 5 ms. Импульс возрастает линейно в течении 300 µs. На Рис. 3.1, а показано
распределение температуры внутри поперечного сечения пленки в момент времени 100
µs после начала импульса и на Рис. 3.1, б в конце импульса (300 µs).

a) b)

Рис. 3.1. Распределение тепла внутри пленки при t = 100 µs (a) и
t = 300 µs (b)

Fig 3.1. Heat distribution inside the membrane at t = 100 µs (a) and t = 300 µs (b)

Из полученных результатов, приведенных на Рис. 3.1, а-б видно, что максимальная
температура нагрева находится внутри плёнки и наибольшее ее значение достигается
в конце импульса.

После прекращения подачи импульса можно наблюдать незначительное изменение
относительно конечного момента подачи (Рис. 3.2, a). Далее уже на 3-й ms можно
увидеть значительное охлаждение плёнки до 14.19 K (Рис. 3.2, б).

4. Обсуждение полученных результатов

Численный анализ распределения температуры внутри плёнки нитрида ниобия на
основе двумерного уравнения теплопроводности показал, что импульс тока высокой
плотности нагревает плёнку до малых температур, при которых незначительно изме-
няются сверхпроводящие свойства материала, например, критическая плотность тока.
Это обеспечивается токовыми и потенциальными контактами благодаря хорошему теп-
лоотводу. Из представленных на Рис. 3.1–3.2 результатов видно, что максимальная

N.D. Kuzmichev, E. V. Danilova, M.A. Vasyutin. Numerical analysis of heating by a current pulse of a . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2021. Т. 23, № 4. 429

a) b)

Рис. 3.2. Распределение тепла внутри пленки при t = 400 µs (a) и t = 3 ms (b)
Fig 3.2. Heat distribution inside the membrane at t = 400 µs (a) and t = 3 ms (b)

температура нагрева плёнки увеличивается незначительно на 0,8 К. В момент подачи
импульса вся система имеет температуру окружающей среды, а именно 14 К. Линейный
рост импульса тока способствует нагреванию плёнки нитрида ниобия до температуры
14.77 К. Для теплоотводящих контактов был выбран материал бериллиевая бронза,
что было описано в предыдущей работе [2].

Рис. 4.1. Изменение максимальной температуры пленки NbN от времени
Fig 4.1. Change in the maximum temperature of the NbN membrane

from time to time

На Рис. 4.1 представлено изменение максимальной температуры внутри плёнки нит-
рида ниобия в течении 20 ms. Из графика видно, что своего максимума температура
достигает, как и следовало ожидать, в момент завершения подачи импульса, а именно
14,8 К на 300 µs.
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5. Заключение

Из полученных результатов можно сделать вывод, что численный анализ процесса
теплообмена плёнки нитрида ниобия при нагревании импульсом тока на основе двумер-
ного уравнения теплопроводности уточняет результаты предыдущей работы [2] и дает
более правильное представление об эволюции неоднородного распределения температу-
ры в продольном сечении плёнки. Таким образом, применение прижимных контактов
из бериллиевой бронзы позволяет проводить исследование ВАХ сверхпроводников с
токами высокой плотности (104 − 105A/cm2) без значительного локального нагрева об-
разцов.
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Numerical analysis of heating by a current pulse of
a niobium nitride membrane in its longitudinal section
N.D. Kuzmichev, E.V. Danilova, М. A. Vasyutin

National Research Ogarev Mordovia State University (Saransk, Russian Federation)
Abstract. A numerical calculation of the evolution of the temperature distribution in the
longitudinal section of a niobium nitride membrane when it is heated by an electric current pulse is
performed. Mathematical modeling was carried out on the basis of a two-dimensional initial-boundary
value problem for an inhomogeneous heat equation. In the initial boundary value problem, it was
taken into account that current and potential contacts to the membrane serve simultaneously as
contacts for heat removal. The case was considered for the third from the left and the first from
the right initial-boundary value problem. Analysis of the numerical solution showed that effective
heat removal from the membrane can be provided by current-carrying and potential clamping
contacts made, for example, of beryllium bronze. This makes it possible to study the current-voltage
characteristics of superconducting membranes near the critical temperature of the transition to the
superconducting state by currents close to the critical density without significant heating.
Key Words: inhomogeneous two-dimensional heat conduction equation, numerical analysis,
evolution of temperature distribution, 1st and 3rd initial-boundary value problems, cross section,
niobium nitride membrane, current contact, potential contact, pulsed heating by current
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a current pulse of a niobium nitride membrane in its longitudinal section. Zhurnal Srednevolzhskogo
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