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Аннотация. В работе рассматривается класс GSD(M3) градиентно-подобных диффеоморфиз-
мов с поверхностной динамикой, заданных на замкнутом ориентированном многообразии M3

размерности три. Ранее было доказано, что многообразия, допускающие такие диффеоморфиз-
мы, являются локально-тривиальными расслоениями над окружностью со слоем, диффеоморф-
ным замкнутой ориентируемой поверхности рода g, а число некомпактных гетероклинических
кривых таких многообразий – не менее 12g. В настоящей работе выделяется класс диффеомор-
физмов GSDR(M3) ⊂ GSD(M3), имеющих минимальное число гетероклинических кривых для
данного числа периодических точек, и доказывается, что несущее многообразие таких диффео-
морфизмов является зейфертовым. Сепаратрисы периодических точек диффеоморфизмов из
класса GSDR(M3) обладают регулярным асимптотическим поведением, в частности, их за-
мыкания являются ручно вложенными. Кроме того, приводятся достаточные условия (не свя-
занные с динамикой) того, что локально-тривиальное расслоение над окружностью является
зейфертовым. В то же время в работе устанавливается, что для любого фиксированного g ≥ 1,
фиксированного числа периодических точек и любого целого n ≥ 12g существует многообразие
M3 и диффеоморфизм f ∈ GSD(M3), имеющий в точности n некомпактных гетероклиниче-
ских кривых.
Ключевые слова: градиентно-подобный каскад, поверхностная динамика, топологическая
классификация, некомпактная гетероклиническая кривая, Зейфертово многообразие
Для цитирования: Гринес В.З., Гуревич Е. Я., Яковлев Е. И. О топологии многообразий,
допускающих градиентно-подобные каскады с поверхностной динамикой и росте числа неком-
пактных гетероклинических кривых // Журнал Средневолжского математического общества.
2021. Т. 23, № 4. С. 379–393. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-6900.23.202104.379–393

1. Введение и формулировка результатов

Будем говорить, что Ω-устойчивый диффеоморфизм f : M3 → M3 имеет поверх-
ностную динамику (является SD-диффеоморфизмом), если его неблуждающее множе-
ство Ωf состоит из двух непересекающихся семейств Ω+,Ω− базисных множеств, таких
что множества Af = Wu

Ω+
и Rf = W s

Ω−
не пересекаются и каждая компонента связ-

ности множеcтв Af и Rf является локально плоской ориентируемой поверхностью Sg

некоторого рода g1

1Пусть Sg — ориентируемая поверхность (замкнутое двумерное многообразие) рода g и e : Sg →
→ M3 — топологическое вложение. Поверхность Sg = e(Sg) называется локально плоской, если для
каждой точки p ∈ Sg существует окрестность Up ⊂ M3 и гомеоморфизм hp : Up → R3, такие что
множество hp(Sg ∩ Up) является координатной плоскостью в R3.
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Впервые SD-диффеоморфизмы появились в работе [1]. Наиболее полные результа-
ты, касающиеся SD-диффеоморфизмов с нерегулярной динамикой получены в [2]. В
этой работе было доказано, что любой структурно-устойчивый диффеоморфизм, за-
данный на трехмерном замкнутом многообразии, неблуждающее множество которого
состоит из двумерных базисных множеств, имеет поверхностную динамику. Более того,
такой диффеоморфизм локально представляется как прямое произведение гиперболи-
ческого автоморфизма тора и структурно устойчивого диффеоморфизма окружности.

Напомним, что диффеоморфизм f : Mn →Mn замкнутого многообразия Mn назы-
вается градиентно-подобным, если выполняются следующие условия:

1) неблуждающее множество Ωf диффеоморфизма f состоит из конечного числа
гиперболических периодических точек;

2) инвариантные многообразия периодических точек пересекаются трансверсально;
3) из условия W s

p ∪Wu
q ̸= ∅ следует, что dimWu

q > dimWu
p .

Если пересечение W s
p ∪Wu

q инвариантных многообразий различных седловых пе-
риодических точек p, q непусто, то оно называется гетероклиническим пересечением.
При этом если гетероклиническое пересечение одномерно, то каждая его компонента
связности называется гетероклинической кривой.

Будем говорить, что сохраняющий ориентацию диффеоморфизм f : Mn → Mn

является градиентно-подобным диффеоморфизмом с поверхностной динамикой (при-
надлежит классу GSD(M3)), если множество его седловых периодических точек рас-
падается на два непересекающихся подмножества Σa,Σr, таких что множества Aft =
= Wu

Σa
∪Ω0, Rft = W s

Σr
∪Ω3 не пересекаются и каждая компонента связности множеcтв

Af и Rf является локально плоской ориентируемой поверхностью.
В работе [3] показано, что для любого f ∈ GSD(M3) существует число gf ≥ 0

и сохраняющий ориентацию диффеоморфизм τf : Sgf → Sgf такие, что несущее
многообразие M3 диффеоморфно фактор-пространству M3

gf ,τf
прямого произведения

Sgf × [0, 1]/ ∼, по отношению эквивалентности (z, 1) ∼ (τ(z), 0), z ∈ Sgf . Кроме того,
число некомпактных гетероклинических кривых диффеоморфизма f ∈ GSD(M3

gf ,τf
)

больше или равно 12gfkf , где kf — число компонент множества Af (Rf ), и нижняя оцен-
ка достигается, например, для многообразий, диффеоморфных прямому произведению
Sg × S1.

В работах [4–5], был введен класс градиентно-подобных потоков с поверхностной
динамикой и получены достаточные условия того, чтобы несущее многообразие такого
потока являлось зейфертовым многообразием. Аналогично этим работам мы введем
понятие регулярного асимптотического поведения сепаратрис диффеоморфизма f ∈
∈ GSD(M3) и доказываем следующие факты.

Т е о р е м а 1.1 Пусть многообразие M3
g,τ допускает диффеоморфизм из клас-

са GSD(M3
g,τ ) с регулярным асимптотическим поведением сепаратрис. Тогда диффео-

мофизм τ является периодическим, а многообразие M3
g,τ – зейфертовым.

Следующая теорема, доказательство которой приводится в этой работе, доказыва-
ет, что достижимо любое (наперед заданное) число некомпактных гетероклинических
кривых.

Т е о р е м а 1.2 Для любых фиксированных g ≥ 1, k ≥ 1 и любого n ≥ 12gk
существует диффеоморфизм τ(n) : Sg → Sg и GSD-диффеоморфизм на многообразии
Mg,τ(n), число некомпактных гетероклинических кривых которого равно n при фик-
сированном числе периодических точек, равном 4k(1 + g).
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2. SD-диффеоморфизмы с регулярным асимптотическим пове-
деним сепаратрис

В этом разделе вводится понятие регулярного асимптотического поведения сепара-
трис. В начале приведем некоторые вспомогательные факты, касающиеся динамики
градиентно-подобных SD-каскадов.

Напомним, что инвариантное множество A называется аттрактором диффеомор-
физма f , если существует замкнутая окрестность (которая называется захватывающей
окрестностью) V ⊂ M3, такая что f(V ) ⊂ int V и A =

∩
n>0

fn(V ). Множество R назы-

вается репеллером диффеоморфизма f если оно является аттрактором для f−t.
Следующее утверждение доказано в [3] (см. теоремы 1–4 и следствие 2), [6] (см.

лемма 1, теорема 1).

П р е д л о ж е н и е 2.1 Пусть f t ∈ GSD(M3). Тогда существуют целые
kft , gft ≥ 0 и сохраняющий ориентацию диффеоморфизм τft ориентируемой поверхно-
сти Sgft рода gft , такие что:

1) множества Aft ,Rft состоят из одного и того же числа kft компонент связ-
ности, каждая из которых гомеоморфна Sgft .

2) каждая компонентна связности Aft(Rft) является аттрактором (репелле-
ром);

3) замыкание каждой компоненты связности множества M3 \ (Aft ∪Rft) гомео-
морфно прямому произведению Sgft × [0, 1];

4) многообразие M3 диффеоморфно фактор-пространству Mgft ,τft = Sgft × [0, 1]/ ∼
по отношению эквивалентности (z, 1) ∼ (τft(z), 0); 5) диффеоморфизм f имеет не ме-
нее 12gfkf некомпактных гетероклинических кривых, не менее 8gf из которых при-
надлежит множеству Af ∪Rf .

Обозначим через Ωi
f множество всех периодических точек диффеоморфизма f , раз-

мерность неустойчивого многообразия которых равна i ∈ {0, 1, 2, 3}.
Пусть V — компонента связности множества M3 \ (Aft ∪ Rft). Тогда в силу пред-

ложения 2.1 существуют компоненты связности A,R множеств Af ,Rf соответствен-
но, такие что ∂V = A ∪ R. Положим ΩA = Ωf ∩ A,Ωi

A = Ωi
f ∩ A, i ∈ {0, 1, 2},

ΩR = Ωft ∩R,Ωj
R = Ωj

f ∩R, j ∈ {1, 2, 3}. Тогда верны следующие равенства:

A =
∪

p∈ΩA

Wu
p , R =

∪
p∈ΩR

W s
p .

Из [7] (теорема 2.3) и [3] (леммы 1, 2) вытекает справедливость следующего утвер-
ждения.

П р е д л о ж е н и е 2.2 Пусть σ1 ∈ Ω1
A, ω ∈ Ω0

A. Тогда
1) Wu

σ1 ⊂ A и существуют точки ω+, ω− ∈ Ω0
A (возможно, ω+ = ω−), такие что

clWu
σ1 \Wu

σ1 = ω+ ∪ ω−.;
2) существуют точки σ2

+, σ
2
− ∈ Ω2

A (возможно, σ2
+ = σ2

−), такие что множе-
ство W s

σ1 ∩ (Wu
σ2
+
∪Wu

σ2
−

) состоит в точности из двух различных гетероклинических
траекторий;

3) существует точка σ1
∗ ∈ Ω1

R, такая что ω ⊂ clWu
σ1
∗

.
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Аналогичное утверждение верно для точек σ2 ∈ Ω2
R и α ∈ Ω3

R с формальной заменой
символов A, 0, 1, 2, s, u на R, 3, 2, 1, u, s соответственно.

Обозначим через ΓA (ΓR) объединение всех периодических точек, одномерных сепа-
ратрис и гетероклинических кривых диффеоморфизма f t, принадлежащих множеству
A(R). Множество ΓA – носитель графа, вершинами которого являются периодические
точки, а ребрами – сепаратрисы и гетероклинические кривые. Обозначим E(ΓA) мно-
жество ребер этого графа.

Обозначим через fA (fR) ограничение диффеоморфизма f на A(R) и через fA (fR) –
ограничение диффеоморфизма f на A(R).

a) b) c)

d) e) f)

Рис. 2.1. Двумерные ячейки GSD-диффеоморфизмов:
a)–c) ячейки, принадлежащие аттрактору A;
d)–f) ячейки, принадлежащие репеллеру R

Fig 2.1. Two-dimensional cells of GSD-diffeomorphisms
a)–c) cells belonging to an attractor A; d)–f) cells belonging to a repeller R

Компоненту связности множества A \ ΓA (R \ ΓR) будем называть двумерной ячей-
кой отображения fA (fR). Из предложения 2.2 следует, что все двумерные ячейки име-
ют один из шести типов, приведенных на Рис. 2.1, где lup (lsp) обозначает одномерную
неустойчивую (устойчивую) сепаратрису седловой периодической точки p, а γp,q обо-
значает гетероклиническую кривую, лежащую в пересечении двумерных инвариант-
ных многообразий седловых периодических точек p, q. Детальное описание двумерных
ячеек приведено в аналогичной ситуации для потоков в [4] (предложение 3).

О п р е д е л е н и е 2.1 Будем говорить, что сепаратрисы диффеоморфизма
f ⊂ GSD(M3) обладают регулярным асимптотическим поведением, если для любой
тройки A ⊂ Aft , R ⊂ Rft , V ⊂M3 \ (Aft ∪Rft), такой что ∂ V = A∪R выполняются
следующие условия:

V.Z. Grines, E.Ya. Gurevich, E. I. Yakovlev. On topology of manifolds admitting gradient-like cascades . . .
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1) для любых различных точек σ1
r,1, σ

1
r,2 ∈ Ω1

R замыкание сепаратрис lu
σ1
r,1

, lu
σ1
r,2

⊂ V

содержат различные точки ω1, ω2 ⊂ Ω0
A и являются локально плоскими дугами2;

2) для любых двух различных точек σ2
a,1, σ

2
a,2 ∈ Ω2

A замыкания сепаратрис
ls
σ2
a,1
, ls

σ2
a,2

⊂ V содержат различные точки α1, α2 ⊂ Ω3
R и являются локально плос-

кими дугами;
3) для любой точки σ1

a ⊂ Ω1
A существует в точности одна точка σ2

r ⊂ Ω2
R, такая

что пересечение W s
σ1
a
∩Wu

σ2
r
∩ V непусто; для любой точки σ2

r ⊂ Ω2
R существует в

точности одна точка σ1
a ⊂ Ω1

A, такая что пересечение W s
σ1
a
∩Wu

σ2
r
∩ V непусто;

4) для любых точек σ1
a ∈ Ω1

A, σ
2
r ∈ Ω2

R пересечение W s
σ1
a
∩Wu

σ2
r
∩ V либо пусто, либо

состоит в точности из одной гетероклинический кривой.

Обозначим через GSDR(M3) класс диффеоморфизмов из GSD(M3), таких что все
сепаратрисы любого диффеоморфизма f ∈ GSDR(M3) обладают регулярным асимп-
тотическим поведением.

Для любого f ∈ GSDR(M3) будем называть компоненту связности множества
M3 \

∪
p∈Σ

(clWu
p ∪ clW s

p ) трехмерной ячейкой диффеоморфизма f .

Из [7] (теорема 2.3) и определения класса GSDR(M3) непосредственно вытекает
следующее предложение.

П р е д л о ж е н и е 2.3 Пусть f ⊂ GSDR(M3). Тогда для любой трехмер-
ной ячейки C3 диффеоморфизма f найдутся множества A,R и двумерные ячейки
c2a ⊂ A, c2r ⊂ R, такие что пересечение границы ∂C3 ячейки C3 с множеством A(R)
является замыканием ячейки c2a(c2r). Более того, замыкание cl C3 ячейки C3 гомео-
морфно прямому произведению cl c2a × [0, 1] (и cl c2r × [0, 1]).

Типы трехмерных ячеек приведены на Рис. 2.2.
Для каждой тройки компонент связности A ⊂ Aft , R ⊂ Rft , V ⊂ M3 \ (Aft ∪ Rft)

такой, что ∂ V = A∪R, обозначим через C2
A, C2

R, C3
V множества всех ячеек размерности

два и три, принадлежащих множествам A, R, V , соответственно.
Пусть A ⊂ Aft — произвольная компонента связности. Обозначим через V1, . . . , V2kft

все попарно различные компоненты связности множества M3 \ (Aft ∪ Rft), предпо-
лагая, что индексы выбраны таким образом, что cl(Vi) ∩ cl(Vi+1) ̸= ∅ для любого
i ∈ {1, . . . , 2kft − 1} и cl(V2kft ) ∩ cl(V1) ⊃ A.

Из предложения 2.3 следует, что для любой двумерной ячейки c2 ⊂ A потока f t

существует последовательность трехмерных ячеек C3
1 , . . . , C

3
2kft

, такая что cl(C3
1 )∩A =

= cl(c2), C3
i ⊂ Vi, i ∈ {1, . . . , 2kft}, пересечения cl(C3

i )∩cl(C3
i+1)\A, i ∈ {1, . . . , 2kft −1},

cl(C3
2kft

) ∩ A непусты и каждое из них состоит из замыкания двумерной ячейки. Эта
последовательность индуцирует взаимно-однозначное отображение

µA : C2
A → C2

A,

ставящее в соответствие каждой ячейке c2 ∈ C2
A ячейку c̃2, принадлежащую пересече-

нию cl(C3
2kft

) ∩A.

2Замкнутая кривая l ⊂ M3 называется локально-плоской, если для любой ее точки x ∈ l существу-
ет окрестность Ux ⊂ M3 и гомеоморфизм χ : Ux → R3, такие что χ(Ux ∩ l) = Ox1, если x ∈ int l, и
χ(Ux ∩ l) = {(x1, x2, x3) ∈ Ox1| x1 ≥ 0}, если x ∈ ∂l. Примеры градиентно-подобных каскадов, замыка-
ния одномерных сепаратрис которых не являются локально-плоскими дугами (в одной из граничных
точек), приведены в работе [9].
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a) b) c)

Рис. 2.2. Трехмерные ячейки GSDR-диффеоморфизмов, в границу которых
входят: a) три устойчивые, три неустойчивые одномерные сепаратрисы и шесть
гетероклинических кривых; b) две устойчивые, три неустойчивые одномерные

сепаратрисы и три гетероклинические кривые; c) три устойчивые, две
неустойчивые одномерные сепаратрисы и три гетероклинические кривые
Fig 2.2. Three-dimensional cells of GSDR-diffeomorphisms with boundary

containing: a) three stable, three unstable one-dimensional separatrices and six
heteroclinic curves; b) two stable, three unstable one-dimensional separatrices and
three heteroclinic curves; c) three stable, two unstable one-dimensional separatrices

and three heteroclinic curves

Напомним, что гомеоморфизм τ : Sg → Sg называется периодическим гомеоморфиз-
мом периода r > 1, если τ r(x) = x для любой точки x ∈ Sg, и τ l ̸= Id, если l ∈ (0, r).
Число µx > 0, такое что τµx(x) = x и τ l(x) ̸= x для любого l ∈ (0, µx), называет-
ся периодом точки x. В силу [8] множество Xτ ⊂ Sg, период которых меньше, чем r,
конечно.

Следующая лемма доказывается аналогично леммам 1–2 работы [4].

Л е м м а 2.1 Существует сохраняющий ориентацию периодический гомеомор-
физм τ : A→ A, такой что: 1) τ(Ωi

A) = Ωi
A, i ∈ {0, 1, 2};

2) τ(cl c2) = cl µA(c2) для любой ячейки c2 ∈ C2
A.

Пусть ν, µ — взаимно простые числа, 0 ≤ ν < µ, и θ : B2 → B2 — поворот диска B2

на угол 2π
ν

µ
. Обозначим через N3 = B2 × [0, 1]/∼ фактор-пространство по отношению

эквивалентности (x, 1) ∼ (θ(x), 0), x ∈ B2.
Напомним, что многообразие M3 называется зейфертовым многообразием, если M3

расслоено на окружности и любой слой имеет окрестность в M3, послойно гомеоморф-
ную N3.
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2.1. Доказательство теоремы 1.1

Зейфертовость многообразия M3 доказывается аналогично доказательству теоре-
мы 1 работы [4]. Приведем идею доказательства. Выберем произвольно компоненту
связности A ⊂ Af и ячейку c2 ⊂ Af . Пусть C3

1 , . . . , C
3
2kft

— последовательность трех-
мерных ячеек, такая что cl(C3

1 ) ∩ A = cl(c2), C3
i ⊂ Vi, i ∈ {1, . . . , 2kft}, пересечения

cl(C3
i )∩ cl(C3

i+1) \A, i ∈ {1, . . . , 2kft − 1}, cl(C3
2kf

)∩A непусты, и каждое из них состоит
из замыкания двумерной ячейки. Обозначим через Qc2 объединение всех замыканий
трехмерных ячеек C3

1 , . . . , C
3
2kf

. Поскольку замыкание каждой трехмерной ячейки го-
меоморфно прямому произведению диска (или объединению диска и компактной кри-
вой) на отрезок, то множество Qc2 можно расслоить на дуги, трансверсальные к A и
такие, что каждая дуга из этого расслоения соединяет некоторую точку x ∈ A с точ-
кой τ(x). Это расслоение продолжается непрерывным образом до расслоения FA всего
многообразия M3. Поскольку гомеоморфизм τ – периодический, то полученное в ре-
зультате расслоение будет расслоением на окружности, удовлетворяющим определению
зейфертова многообразия.

Уточнение свойств склеивающего диффеоморфизма
Из существования расслоения, построенного в доказательстве теоремы 1.1, вытекает

следующее утверждение.

П р е д л о ж е н и е 2.4 Многообразие M3, допускающее диффеоморфизм f ∈
∈ GSDR(M3), гомеоморфно многообразию M3

g,τ , где τ — периодический гомеоморфизм,
удовлетворяющий заключению леммы 2.1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x ∈ Sg — произвольная точка; M3
g,τ — фактор-

пространство многообразия Sg × [0, 1] по отношению эквивалентности (x, 1) ∼ (τ(x), 0)
и p : Sg × [0, 1] →M3

g,τ — естественная проекция. Пусть m — период гомеоморфизма τ .
Тогда найдется целое положительное i ≤ m, такое что x = τ i(x) и x ̸= τk(x) для любого
k ∈ (0, i). Поэтому множество p({x}× [0, 1]∪ τ(x)× [0, 1]∪ · · · ∪ τ i−1(x)× [0, 1]) является
простой замкнутой дугой в M3

g,τ . Обозначим через lx эту дугу и через F = {lx, x ∈ Sg}
расслоение M3

g,τ на окружности, порождаемое всеми такими дугами.
Пусть A — компонента связности множества Af , h : A → Sg — произвольный го-

меоморфизм и FA — расслоение многообразия M3 на окружности, построенное при
доказательстве теоремы 1.1.

Продолжим гомеоморфизм h до гомеоморфизма H : M3 → M3
g,τ , используя слои

слоений FA, F .
Обозначим через λz слой слоения FA, проходящий через точку z ∈ A. Выберем

произвольно ориентацию на слоях lx, λz. Поскольку многообразия M3 → M3
g,τ ориен-

тируемы, то эта ориентация однозначно продоложается до ориентации каждого слоя
слоений F,FA.

Пусть w ∈ λx — такая точка, что существует дуга λ̂z,w ⊂ λz, соединяющая точки
x,w и такая, что движение вдоль этой дуги от z к w совпадает с ориентацией дуги λz,
причем λ̂z,w ∩A = z. Обозначим через |λ̂z,w| длину дуги λ̂z,w и через lx, y ∈ lx, l̂x,y, |l̂x,y|
аналогичные объекты для дуги lx ∈ F .

Искомый гомеоморизмH определим, положивH(w) = y, где y ∈ lh(z) — такая точка,

что
|λ̂z,w|
|λ̂z,τ(z)|

=
|l̂h(z),y|

|l̂h(z),τ(h(z))|
.
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В силу предложения 2.4 зейфертовость многообразия M3 будет также следовать из
доказываемого в следующем разделе факта, что многообразия M3

g,τ с периодическим
гомеоморфизмом склейки является зейфертовым.

3. Достаточные условия зейфертовости для M3
g,τ

Положим I = [0, 1] и E1 = Sg × I. Напомним, что M3
g,τ обозначает фактор-

пространство E1/ ∼ по отношению эквивалентности (x, 1) ∼ (τ(x), 0).

Л е м м а 3.1 Если τ — периодический гомеоморфизм периода m, то простран-
ство M3

g,τ является многообразием Зейферта. При этом определена и точна после-
довательность

1 −→ π1(Sg) × Z p∗−→ π1(M3
g,τ ) −→ Zm −→ 1. (3.1)

Кроме того, πk(M3
g,τ ) = 0 для всех k > 2, π2(M3

g,τ ) ∼= Z при g = 0 и π2(M3
g,τ ) = 0

в остальных случаях.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фактор-пространство T = R/mZ представляет собой глад-
кое многообразие, диффеоморфное окружности S1. Для любого числа t ∈ R символом
[t] будем обозначать смежный класс t+mZ.

Положим E = Sg × T . Тогда E – замкнутое гладкое 3-многообразие. Определим
гомеоморфизм F : E → E формулой F (x, [t]) = (τ(x), [t− 1]). Имеем Fm = id и F k ̸= id
для k = 1, . . . ,m − 1. Следовательно, G = {id, F, F 2, . . . , Fm−1} – циклическая группа
автоморфизмов многообразия E. При этом справедливы следующие утверждения.

(A) Факторотображение p : E → B на топологическое фактор-пространство B = E/G
является регулярным накрытием с группой накрывающих преобразований G. По-
этому B можно снабдить структурой гладкого 3-многообразия, относительно ко-
торой p – гладкое отображение. Многообразие B замкнуто.

(B) Различные множества семейства {p(x× T )|x ∈ Sg} образуют одномерное слоение
F на B.

(C) Каждый слой слоения F гомеоморфен окружности S1.

(D) Многообразия B и M3
g,τ гомеоморфны.

По теореме Эпстейна [10] из (A)–(C) следует, что B – многообразие Зейферта. Со-
гласно (D) это верно и для M3

g,τ .
В силу (A) и (D) определена и точна последовательность (3.1). Кроме того,

πk(M3
g,τ ) ∼= πk(B) ∼= πk(E) ∼= πk(Sg) × πk(T ) ∼= πk(Sg) для всех k > 1.

Подробное обоснование утверждений (A)–(D)
(A). Группа G конечна. Для любых k ∈ {1, . . . ,m−1} и (x, [t]) ∈ E имеем F k(x, [t]) =

= (τk(x), [t − k]) ̸= (x, [t]). Согласно утверждению 6 из гл. 2, п. 6 книги [11] в такой
ситуации G – вполне разрывная группа гомеоморфизмов многообразия E. Наконец,
из связности многообразия E следует связность фактор-пространства B = E/G. По
теореме 7 из [11] (гл. 2, п. 6) тогда p : E → B – регулярное накрытие с группой
накрывающих преобразований G.

Накрытие p : E → B индуцирует на B структуру гладкого многообразия, относи-
тельно которой оно является гладким отображением. Из компактности E и равенства
∂E = ∅ следует, что B = p(E) – замкнутое многообразие.
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(B). Очевидно, орбиты действия группы G на E либо не пересекаются, либо со-
впадают. Кроме того, они образуют покрытие многообразия E. Отсюда следует, что
семейство F представляет собой разбиение многообразия B.

Пусть x ∈ Sg и t ∈ [0,m]. Выберем карту (U,φ) многообразия Sg, такую что
x ∈ U и φ(U) = (0, 1)2. Положим W = {(y, [s])|y ∈ U, s ∈ (t − 1/2, t + 1/2)}
и ψ(y, [s]) = (φ(x), s − t + 1/2) для всех (y, [s]) ∈ W . Тогда (W,ψ) – расслоенная кар-
та для тривиального слоения F0 = {x × T |x ∈ Sg} на E. Имеем W ∩ F k(W ) = ∅ для
всех k = 1, . . . ,m− 1. Поэтому сужение p|W : W → p(W ) является диффеоморфизмом.
Но тогда пара (p(W ), ψ ◦ (p|W )−1) представляет собой карту многообразия B. По по-
строению она расслоена относительно разбиения F. Поскольку множествами вида p(W )
можно покрыть все B, то этим доказано, что F – гладкое слоение на B.

(C). Пусть x ∈ Sg. По условию на гомеоморфизм τ : Sg → Sg найдется такое n ∈ N,
что τn(x) = x, τk(x) ̸= x для k = 1, . . . , n − 1 и m/n = l ∈ N. Положим G(x) = =
{id, Fn, F 2n, . . . , F (l−1)n}. Тогда элементы подгруппы G(x) ⊂ G переводят слой x×T ∈
∈ F0 в себя и только они.

Группа G(x) действует на x × T посредством формулы F kn(x, [t]) = (x, [t − kn]).
Отсюда следует, что (x× T )/G(x) ≈ S1. Однако p(x× T ) = (x× T )/G(x). Поэтому все
слои слоения F диффеоморфны окружности.

(D). Допуская некоторую погрешность, можно считать, что E1 ⊂ E. Рассмотрим
произвольную точку u = (x, [t]) ∈ E. Пусть t ∈ [i, i + 1], где i ∈ {0, . . . ,m − 1}. Тогда
u1 = F j(u) ∈ E1 для j = m − i. При этом пересечение орбиты G · u с подмножеством
E1 ⊂ E представляет собой класс эквивалентности [u1] (относительно отношения ∼)
точки u1 ∈ E1. Последнее означает, что формула h(G · u) = [u1] определяет биекцию
h : B →M3

g,τ .
Пусть p1 : E1 → M3

g,τ – фактор-отображение, V ⊂ B, V1 ⊂ M3
g,τ и V1 = h(V ). Тогда

p−1(V ) = G·(p−1
1 (V1)). Отсюда следует, что полный прообраз p−1

1 (V1) открыт в E1 тогда
и только тогда, когда в пространстве E открыт прообраз p−1(V ). Таким образом, h –
гомеоморфизм. В силу трехмерности многообразий B и M3

g,τ из их гомеоморфности
следует диффеоморфность [12].

4. Построение SD-диффеоморфизма с заданным числом гете-
роклинических кривых

4.1. Кручения Дэна

Пусть c ∈ Sg — простая гладкая замкнутая кривая. Кручением Дэна вдоль кривой
c называется гомеоморфизм ρc : Sg → Sg, определенный следующим образом. Рас-
смотрим окружность S1 как подмножество комплексной плоскости C. Пусть h : S1 ×
[−1, 1] → Sg — диффеоморфизм такой, что h(S1×{0}) = c, и g : S1×[−1, 1] → S1×[−1, 1]
— гомеоморфизм такой, что g(z, r) = (z, r) для z ∈ S1, r ∈ [−1, 0], g(z, r) = (ze2πri, r)
для r ∈ [0, 1]. Тогда

ρc(p) =

{
p, p ∈ Sg \ h(S1 × [−1, 1]);

h(g(h−1(p))), p ∈ h(S1 × [−1, 1]).

Для гладких замкнутых кривых c, c′ ∈ Sg, пересекающихся трансверсально, обозна-
чим через N(c, c′) число точек пересечения c ∩ c′.
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a) b)

Рис. 4.1. Дуальные клеточные разбиения поверхности Sg:
a) разбиение K; b) разбиение K′

Fig 4.1. Dual сellular partitions of a surface: a) partition K; b) partition K′

Пусть K,K ′ — дуальные клеточные разбиения поверхности Sg, такие что одномер-
ные клетки K совпадают с дугами e11, ..., e

1
2g, а одномерные клетки K ′ совпадают с

дугами e′
1
1, ..., e

′
2g, изображенными на рисунке 4.1, a–b соответственно. Заметим, что

оба семейства дуг являются образующими группы H1(Sg, Z).
Кручение Дэна ρe11 вдоль кривой e11 сохраняет гомологические классы [e1j ] при

j ∈ {3, ..., 2g} и действует в классах [e11], [e12] следующим образом: ρe11([e11]) = [e11],
ρe11([e12]) = [e11 ± e12]. Это наблюдение непосредственно приводит к следующей лемме.

Л е м м а 4.1 Справедливы равенства

1) N(e11, ρ
m
e11

(e′
1
2)) = 0;

2) N(e11, ρ
m
e11

(e′
1
1)) = 1;

3) N(e12, ρ
m
e11

(e′
1
2)) = 1;

4) N(e12, ρ
m
e11

(e′
1
1)) = m;

5) N(e1i , ρ
m
e11

(e1j )) = 1 если i = j и 0 в противном случае, i, j ∈ {3, 4, . . . , 2g}.

4.2. Доказательство теоремы 1.2

Для доказательства теоремы 1.2 будем использовать идею построения GSD-
диффеоморфизма для данных g, k и τ , предложенную в работе [3], но уточним опре-
деление склеивающего диффеоморфизма τ , чтобы получить требуемое число n неком-
пактных гетероклинических кривых.

Пусть g ≥ 0, k ≥ 1, n ≥ 12gk — произвольные целые числа. Определим на поверхно-
сти S2 канонический градиентно-подобный диффеоморфизм φg c неблуждающим мно-
жеством, состоящим из минимального допустимого для этой поверхности числа точек,
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Рис. 4.2. Фазовый портрет диффеоморфизма φg на развертке
поверхности рода g

Fig 4.2. Phase portait of the diffeomorphism φg on the upfolding
of the surface of genus g

а именно, единственной стоковой неподвижной точки ω, единственной источниковой
неподвижной точки α и 2g седловых неподвижных точек σ1, . . . , σ2g. Фазовый портрет
такого диффеоморфизма изображен на Рис. 4.2. Обозначим через ψk : [0, 1] → [0, 1]
диффеоморфизм, являющийся сдвигом на единицу времени вдоль траекторий потока,
задаваемого векторным полем

ṙ = sin(2πkr), r ∈ [0, 1].

Положим e1i = W s
σi

, e′1i = Wu
σi

, i ∈ {1, ..., 2g}. Множества Γs = {e11, ..., e12g}, Γu =

= {e′11, ..., e′
1
2g} совпадают с множествами всех одномерных клеток дуальных клеточных

разбиений K,K ′ соответственно.
Положим m = n − 12gk, τm = ρm

e11
, где ρe11 : Sg → Sg — кручение Дэна вдоль e11.

Положим f1 = τ−1
m φgτm.

Заметим, что

(*) дуги из множества Γu трансверсальны к дугам из множества τm(Γs);

(**) τm(α) /∈ (Γu ∪ ω) и ω /∈ τm(Γs ∪ α).

Выберем r0 ∈ (1 − 1

2k
, 1), положим r1 = ψ−1(r0), r2 = ψ−1(r1) (r0 < r1 < r2)

и определим диффеоморфизм F : Sg × [0; 1] → Sg × [0; 1] формулой

F (z, r) =



(φg(z), ψk(r)), r ∈ [0; r0];

(φ
[

r1−r
r1−r0

]
g (z), ψ(r)), r ∈ [r0; r1];

(τ−1
m φ

[
r−r1
r2−r1

]
g τm(z), ψ(r)), r ∈ [r1; r2];

(f1(z), ψ(r)), r ∈ [r2; 1].
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Обозначим через πτm : Sg × [0, 1] → Mg,τ естественную проекцию и через F̃ :

Mg,τ →Mg,τ диффеоморфизм, такой что F̃ = πτmFπ
−1
τm . По построению неблуждающее

множество диффеоморфизма F̃ конечно, гиперболично и принадлежит поверхностям

πτm((Sg×{ i

2k
}), i ∈ {0, . . . , k}. Блуждающее множество диффеоморфизма F содержит:

• в точности 8gk некомпактных гетероклинических кривых, принадлежащих объ-

единению поверхностей πτ (Sg × { i

2k
}), i ∈ {1, 2, . . . , k};

• в точности 4gk − 2g некомпактных гетероклинических кривых, лежащих в мно-

жестве πτ ((Sg × [0, 1 − 1

2k
]) \ (Sg × { i

2k
})).

Для завершения доказательства теоремы покажем, что диффеоморфизм F̃ является
градиентно-подобным и его неблуждающее множество содержит в точности n неком-
пактых гетероклинических кривых. Для этого достаточно показать, что на множестве

Sg×(1− 1

2k
, 1) одномерные сепатрисы седловых неподвижных точек диффеоморфизма

F не пересекаются с другими сепаратрисами, а двумерные инвариантные многообразия
седловых неподвижных точек имеют трансверсальное пересечение, состоящее в точно-
сти из m+ 2g компонент связности.

Для этого заметим, что множество D = Sg × [r1; r2] является фундаментальной об-
ластью ограничения F |

Sg×(1−
1

2k
,1)

. Из определения диффеоморфизма F следует, что

двумерные устойчивые сепаратрисы пересекаютD по множеству Γs×[r1; r2], двумерные
неустойчивые сепаратрисы – по множеству τ−1(Γu)×[r1; r2], одномерные устойчивые се-
паратрисы – по α×[r1; r2] и одномерные неустойчивые сепаратрисы – по τ−1(ω)×[r1; r2].
В силу (*) двумерные многообразия седловых неподвижных точек диффеоморфизма

F пересекаются трансверсально в D и, следовательно, на множестве Sg × (1 − 1

2k
, 1).

В силу леммы 4.1 число компонент связности этого пересечения равно 2g +m. В силу
(**) одномерные сепаратрисы не имеют пересечения с другими сепаратрисами в D, а

следовательно, и в Sg × (1 − 1

2k
, 1).
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