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Аннотация. Рассматривается задача Ю. Н. Бибикова о сохранении устойчивости положения
равновесия двух взаимосвязанных нелинейных осцилляторов при действии малых в опреде-
ленном смысле консервативных возмущающих сил. При разных способах сведения системы
к гамильтоновой форме выявлены некоторые особенности для случая, когда возмущающие
силы взаимодействия двух осцилляторов являются потенциальными. Получены условия сохра-
нения устойчивости и неустойчивости равновесия двух осцилляторов для случая достаточно
малых возмущающих сил. Задача о сохранении устойчивости равновесия при консервативных
возмущениях рассмотрена также в более общей ситуации произвольного числа осцилляторов
со степенными потенциалами с рациональными показателями степени, что приводит к случаю
обобщенно однородного потенциала невозмущенной системы. На примере показана примени-
мость предложенного подхода и в случае, когда порядок малости возмущающих сил совпадает
с порядком малости невозмущенного гамильтониана.
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1. Постановка задачи

Рассматривается механическая система, состоящая из двух не связанных устойчи-
вых нелинейных осцилляторов

miẍi + aix
2ni−1
i = 0, mi > 0, ai > 0, ni > 1, i = 1, 2. (1.1)

Система (1.1) имеет устойчивое по Ляпунову положение равновесия xi = 0, i = 1, 2,
поскольку потенциальная энергия Π0 =

a1
2n1

x2n1
1 +

a2
2n2

x2n2
2 имеет в этой точке изоли-

рованный минимум. В работе [1] была поставлена задача о сохранении устойчивости
положения равновесия при консервативных возмущениях.

Введем обозначения

y1 =
ẋ1
λ1
, y2 = − ẋ2

λ2
, λi =

√
ai
mi

, H0 =
λ1
2n1

(
x2n1
1 + n1y

2
1

)
− λ2

2n2

(
x2n2
2 + n2y

2
2

)
.

Тогда систему (1.1) можно переписать в гамильтоновой форме

ẋi =
∂H0

∂yi
, ẏi = −∂H0

∂xi
. (1.2)
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Положение равновесия в начале координат системы (1.2) устойчиво, поскольку этим
свойством обладает исходная система (1.1). Ю. Н. Бибиков рассматривает в работе [1]
возмущенную гамильтонову систему

ẋi =
∂H

∂yi
, ẏi = −∂H

∂xi
, H = H0(x, y) +H1(x, y) (1.3)

и задачу нахождения условий на возмущения, порождаемые функцией H1(x, y), при
выполнении которых равновесие в начале координат системы (1.3) будет устойчиво по
Ляпунову.

Обозначим наименьшее общее кратное чисел n1 и n2 через N = HOK(n1, n2) =
= n1k1 = n2k2, где k1 и k2 взаимно простые целые числа. Введем предположения [1]
о свойствах функции H1(x, y).
(Условия (В)):
H1 = H1(x1, x2, y1, y2) аналитическая функция всех своих аргументов, разложение
которой в ряд не содержит членов порядка ниже чем NB = 2N + |k1 − k2| + 1, если
xi считать порядка ki, а yi – порядка N . Отметим, что в соответствии с работой [2]
функция H0 = H0(x1, x2, y1, y2) является обобщенно однородной класса (k1, k2, N,N)
порядка 2N , поскольку удовлетворяет тождеству

H0

(
ck1x1, c

k2x2, c
Ny1, c

Ny2
)
= c2NH0 (x1, x2, y1, y2) , ∀c ∈ R.

Условия (В) означают, что каждый моном в разложении функции H1 =
H1(x1, x2, y1, y2) в степенной ряд является обобщенно однородной функцией класса
(k1, k2, N,N) порядка не ниже чем NB = 2N + |k1 − k2| + 1, что выше порядка мало-
сти 2N исходного гамильтониана H0 = H0(x1, x2, y1, y2). В случае различных степеней
n1 ̸= n2 в соответствии с условиями (В) в окрестности положения равновесия возмуще-
ние гамильтониана H1 = H1(x1, x2, y1, y2) должно иметь порядок малости существенно
выше (на 2 и более единицы) по сравнению с H0 = H0(x1, x2, y1, y2).

H1 = o

((
|x1|1/k1 + |x2|1/k2 + |y1|1/N + |y2|1/N

)NB−1
)
,

H0 = O

((
|x1|1/k1 + |x2|1/k2 + |y1|1/N + |y2|1/N

)2N)
.

В работе [1] Ю. Н. Бибиковым были доказаны следующие утверждения.

Т е о р е м а 1.1 Если n1 ̸= n2, возмущение H1 = H1(x1, x2, y1, y2) удовлетво-
ряет условиям (В), то равновесие x = y = 0 системы (1.3) устойчиво по Ляпунову.

Т е о р е м а 1.2 Если n1 = n2, возмущение H1 = H1(x1, x2, y1, y2) удовлетво-
ряет условиям (В), то равновесие x = y = 0 системы (1.3) условно устойчиво по от-
ношению к начальным возмущениям, удовлетворяющим условию H(x1, x2, y1, y2) ̸= 0.

Как отмечено Бибиковым, при n1 = n2 безусловная устойчивость при произвольных
удовлетворяющих условию (В) возмущениях не гарантирована.

Рассмотрим применимость данных теорем в случае потенциальных возмущений

miẍi + aix
2ni−1
i = Fi(x1, x2) = −∂Π1

∂xi
, i = 1, 2. (1.4)
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В гамильтоновой форме система (1.4) будет представлена следующим образом:

ẋ1 =
∂H0

∂y1
, ẋ2 =

∂H0

∂y2
,

ẏ1 = −∂H0

∂x1
+

1

m1λ1
F1(x1, x2), ẏ2 = −∂H0

∂x2
− 1

m2λ2
F2(x1, x2).

Следовательно, возмущение гамильтониана должно удовлетворять равенствам

−∂H1

∂x1
=

1

m1λ1
F1 = − 1

m1λ1

∂Π1

∂x1
, −∂H1

∂x2
= − 1

m2λ2
F2 =

1

m2λ2

∂Π1

∂x2
.

Дифференцируя первое равенство по x2, второе по x1 и вычитая из первого второе,
находим (

1

m1λ1
+

1

m2λ2

)
∂2Π1

∂x1∂x2
≡ 0.

Отсюда находим Π1(x1, x2) = f1(x1)+f2(x2) — есть сумма произвольных дважды диф-
ференцируемых функций. Однако в этом случае система (1.4) описывает несвязанные
осцилляторы!

miẍi + aix
2ni−1
i = Fi(x1, x2) = −∂fi(xi)

∂xi
, i = 1, 2.

Таким образом, теоремы 1.1 и 1.2 неприменимы для анализа устойчивости положе-
ния равновесия взаимосвязанных нелинейных осцилляторов при потенциальных силах

взаимодействия Fi(x1, x2) = −∂Π1(x1, x2)

∂xi
.

Следовательно, поставленную Ю. Н. Бибиковым задачу получения условий сохра-
нения устойчивости нелинейных осцилляторов при консервативных (в т. ч. потенци-
альных) силах взаимодействия необходимо рассматривать заново. Аналогичная задача
представляет интерес в отношении сохранения неустойчивости, которая проявляется в
случае, когда хотя бы один из коэффициентов отрицателен ai < 0.

Необходимо отметить, что устойчивость положения равновесия гамильтоновой си-
стемы с двумя степенями свободы типа (1.3) в случае, когда одно из чисел n1, n2 равно
1, исследовалась в работах [3; 4; 5]. При этом, как указывалось в [6; 7], в первоначаль-
ные формулировки результатов и доказательства потребовалось вносить коррективы.
Случай, когда оба числа n1, n2 больше 1, впервые изучался в [1].

2. Условия сохранения устойчивости (неустойчивости)

Введем обозначения

z1 = m1ẋ1, z2 = m2ẋ2, h0 =
a1
2n1

x2n1
1 +

a2
2n2

x2n2
2 +

1

2m1
z21 +

1

2m2
z22 .

Тогда систему (1.1) можно переписать в гамильтоновой форме

ẋi =
∂h0
∂zi

, żi = −∂h0
∂xi

. (2.1)

Положение равновесия в начале координат системы (2.1) устойчиво, поскольку функ-
ция h0(x, z) положительно определенная (в отличие от H0(x, y), которая знакоперемен-
на) и поскольку этим же свойством обладает исходная система (1.1).

А.А. Косов. О сохранении устойчивости равновесия нелинейных осцилляторов при консервативных . . .
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Отметим, что функция h0 = h0(x1, x2, z1, z2) является обобщенно однородной класса
(k1, k2, N,N) порядка 2N , поскольку удовлетворяет тождеству

h0
(
ck1x1, c

k2x2, c
Nz1, c

Nz2
)
= c2Nh0 (x1, x2, z1, z2) , ∀c ∈ R.

Рассмотрим возмущенную систему (2.1)

ẋi =
∂h

∂zi
, żi = − ∂h

∂xi
, h(x, z) = h0(x, z) + h1(x, z). (2.2)

В частности, в случае, когда силы взаимодействия осцилляторов в системе (1.4) потен-

циальны Fi(x1, x2) = −∂Π1

∂xi
, возмущающий гамильтониан имеет вид h1(x, z) = Π1(x).

Введем предположения о свойствах функции h1(x, z) (условия (A)): Функция h1 =
= h1(x1, x2, z1, z2) является дважды дифференцируемой и удовлетворяет в малой
окрестности положения равновесия оценке

h1 = o

((
|x1|1/k1 + |x2|1/k2 + |y1|1/N + |y2|1/N

)2N)
.

Условия (А) будут очевидно выполнены, если h1 = h1(x1, x2, z1, z2) есть аналитическая
функция всех своих аргументов, разложение которой в ряд не содержит членов порядка
ниже, чем NA = 2N + 1, если xi считать порядка ki, а zi считать порядка N .

Таким образом, для функций одних и тех же аргументов условия (B) являются
более жесткими, чем условия (А). В случае различных степеней n1 ̸= n2 порядок ма-
лости возмущения в условиях (B) на |k1 − k2|, т. е. минимум на единицу выше, чем в
условиях (А).

Условия сохранения устойчивости взаимодействующих осцилляторов при консерва-
тивных возмущениях даются следующим утверждением.

Т е о р е м а 2.1 Если ai > 0, i = 1, 2 и возмущение h1 = h1(x1, x2, z1, z2) удо-
влетворяет условиям (A), то положение равновесия x = z = 0 системы (2.2) устой-
чиво по Ляпунову.

Условия сохранения неустойчивости взаимодействующих осцилляторов при консер-
вативных возмущениях даются следующим утверждением.

Т е о р е м а 2.2 Если хотя бы один из коэффициентов отрицателен ai < 0,
возмущение h1 = h1(x1, x2, z1, z2) является аналитической функцией и удовлетворяет
условиям (A), то положение равновесия x = z = 0 системы (2.2) неустойчиво по
Ляпунову.

Доказательства теорем 2.1 и 2.2 не приводятся, т. к. в следующем разделе доказаны
более общие утверждения для произвольного числа нелинейных осцилляторов.

Отметим, что теорема 2.1 применима к системе (1.4) с потенциальными возмущени-
ями, к которой, как было показано выше, неприменимы теоремы 1.1 и 1.2 Ю. Н. Бибико-
ва [1]. Поскольку условия (В) являются более жесткими, чем условия (А), то создается
впечатление, что утверждения теорем 1.1 и 1.2 представляют собой простое следствие
теоремы 2.1. Однако это не так, теоремы 1.1 и 1.2 Ю. Н. Бибикова и теорема 2.1 явля-
ются независимыми результатами.

A.A. Kosov. On maintaining the stability of the equilibrium of nonlinear oscillators under conservative . . .
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Дело в том, что переменные (x, y) и (x, z) связаны линейным соотношением y1 =
z1

m1λ1
, y2 = − z2

m2λ2
, которое переводит гамильтонову невозмущенную систему (1.2) с га-

мильтонианом H0(x, y) в гамильтонову невозмущенную систему (2.1) с гамильтонианом
h0(x, z), и эти системы имеют устойчивые равновесия в начале координат. Однако эта
замена переменных не является канонической, поэтому не переводит возмущенную га-
мильтонову систему с гамильтонианом H = H0(x1, x2, y1, y2)+H1(x1, x2, y1, y2) в возму-
щенную гамильтонову систему с гамильтонианом h = h0(x1, x2, z1, z2)+h1(x1, x2, z1, z2),
а переводит в некоторую негамильтонову систему. Поэтому из теоремы 2.1 не следуют
теоремы 1.1 и 1.2, а из теорем 1.1 и 1.2 не следует теорема 2.1.

3. Обобщение на случай произвольного числа осцилляторов

Рассмотрим теперь механическую систему, состоящую из n ≥ 2 не связанных устой-
чивых нелинейных осцилляторов

miẍi + aix
bi
i = 0, mi > 0, ai > 0, bi > 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.1)

Здесь bi =
pi
qi

— рациональные числа с нечетными числителями pi и знаменателями

qi. Отметим, что в частном случае, когда n = 2, qi = 1, pi = 2ni − 1, i = 1, 2, (3.1)
переходит в систему (1.1). Система (3.1) имеет устойчивое по Ляпунову положение
равновесия xi = 0, i = 1, 2, . . . , n, поскольку потенциальная энергия

Π0 =
a1

b1 + 1
xb1+1
1 +

a2
b2 + 1

xb2+1
2 + . . .+

an
bn + 1

xbn+1
n

имеет в этой точке изолированный минимум. Рассмотрим задачу о сохранении устой-
чивости положения равновесия при консервативных возмущениях.

Обозначим наименьшее общее кратное чисел
pi + qi

2
через N =

НОК
(
pi + qi

2
, i = 1, 2, . . . , n

)
. Тогда 2N = (pi + qi)ki, где ki – натуральные чис-

ла, наибольший общий делитель которых равен 1.
Введем обозначения zi = miẋi, i = 1, 2, . . . , n,

h0 =
a1

b1 + 1
xb1+1
1 +

a2
b2 + 1

xb2+1
2 + . . .+

an
bn + 1

xbn+1
n +

1

2m1
z21 + . . .+

1

2mn
z2n.

Тогда систему (3.1) можно переписать в гамильтоновой форме

ẋi =
∂h0
∂zi

, żi = −∂h0
∂xi

. (3.2)

Положение равновесия в начале координат системы (3.2) устойчиво, поскольку функ-
ция h0(x, z) – положительно определенная.

Отметим, что функция h0 = h0 (x1, . . . , xn, z1, . . . , zn) является обобщенно однород-
ной класса (k1q1, . . . , knqn, N, . . . , N) порядка 2N , поскольку удовлетворяет тождеству

h0
(
ck1q1x1, . . . , c

knqnxn, c
Nz1, . . . , c

Nzn
)
= c2Nh0(x, z), ∀c ∈ R.

Рассмотрим возмущенную систему (3.2)

ẋi =
∂h

∂zi
, żi = − ∂h

∂xi
, h(x, z) = h0(x, z) + h1(x, z). (3.3)
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В частности, в случае, когда силы взаимодействия осцилляторов в системе (3.3) потен-
циальны, возмущающий гамильтониан имеет вид h1(x, z) = Π1(x).

Введем предположения о свойствах функции h1(x, z) (условия (A)): функция h1 =
= h1(x, z) является дважды дифференцируемой и удовлетворяет в малой окрестности
положения равновесия оценке

h1 = o

((
|x1|1/k1q1 + . . .+ |xn|1/knqn + |y1|1/N + . . .+ |yn|1/N

)2N)
. (3.4)

Условия (A) будут очевидно выполнены, если h1 = h1(x, z) есть аналитическая
функция всех своих аргументов, разложение которой в ряд не содержит членов по-
рядка ниже чем NA = 2N + 1, если xi считать порядка kiqi, а zi – порядка N . Условия
сохранения устойчивости взаимодействующих осцилляторов при консервативных воз-
мущениях описываются следующим утверждением.

Т е о р е м а 3.1 Если ai > 0, i = 1, 2, . . . , n, и возмущение h1 = h1(x, z) удовле-
творяет условиям (A), то положение равновесия x = z = 0 системы (3.3) устойчиво
по Ляпунову.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Гамильтонова система (3.3) имеет первый интеграл
h = h0(x, z) + h1(x, z) = const. Для производной в силу системы (3.3) имеет место

равенство
dh

dt

∣∣
(3.3)

= 0. Функция h0(x,z) является положительно определенной, поэтому
по свойствам обобщенно однородных функций [2] справедлива оценка

h0(x, z) ≥M
(
|x1|1/k1q1 + . . .+ |xn|1/knqn + |y1|1/N + . . .+ |yn|1/N

)2N
,

где M > 0 есть некоторая постоянная. По условию (A) для функции h1(x, z) спра-
ведлива оценка (3.4), поэтому в некоторой окрестности нулевого решения справедлива
оценка для суммы

h = h0 + h1 ≥ M

2

(
|x1|1/k1 + |x2|1/k2 + |y1|1/N + |y2|1/N

)2N
.

Справедливость утверждения теоремы 3.1 теперь вытекает из теоремы Ляпунова об
устойчивости с учетом положительной определенности функции h = h0(x, z)+h1(x, z).
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Условия сохранения неустойчивости взаимодействующих осцилляторов при консер-
вативных возмущениях даются следующим утверждением.

Т е о р е м а 3.2 Если хотя бы один из коэффициентов отрицателен ai < 0,
все знаменатели qi = 1, i = 1, . . . , n, и возмущение h1 = h1(x, z) является аналити-
ческой функцией и удовлетворяет условиям (A), то положение равновесия x = z = 0
системы (3.3) неустойчиво по Ляпунову.

Справедливость этого утверждения вытекает из теоремы В. В. Козлова о неустойчи-
вости [8] с учетом полуквазиоднородности функции h = h0(x, z) + h1(x, z).

Покажем на примере, что условия сохранения устойчивости могут быть получены
и в случае, когда порядок малости потенциальных возмущений совпадает с порядком
малости невозмущенного потенциала.
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П р и м е р 3.1 Рассмотрим систему, состоящую из двух осцилляторов

miẍi + aix
(4−q)/q
i = −∂Π1

∂xi
, a1 > 0, a2 > 0, i = 1, 2. (3.5)

Здесь Π1 = k
(
x
1/q
1 − x

1/q
2

)4
, k < 0, q = 1 или q = 3 При k = 0 осцилляторы не связаны

между собой и положение равновесия каждого из них устойчиво. Найдем максимальное
значение k1 < 0 такое, что при всех k ∈ (k1, 0) устойчивость положения равновесия
x = 0 системы (3.5) сохраняется.

Положим ui = x
1/q
i , тогда потенциальная энергия будет однородной формой четвер-

той степени Π(u1, u2) = q
a1
4
u41+q

a2
4
u42+k(u1−u2)4. Для получения области, в которой

сохраняется устойчивость надо установить, при каких k < 0 эта форма 4-й степени
остается положительно определенной.

Эту форму запишем в виде Π(u1, u2) = u22F4(v), v =
u1
u2

, где F4(v) есть полином 4-й
степени

F4(v) = q
a1
4
v4 + q

a2
4

+ k(v − 1)4.

Форма Π(u1, u2) положительно определена тогда и только тогда, когда у полинома F4(v)
нет вещественных корней. Дискриминант полинома F4(v) есть полином 3-й степени
относительно k

D4 = 4q3(a1 + a2)
3k3 + 3q4a1a2(a

2
1 − 7a1a2 + a22)k

2 +
3

4
q5a21a

2
2(a1 + a2)k +

1

16
q6a31a

3
2.

Обозначим наибольший отрицательный корень полинома D4 через k0. Свободный член
этого полинома положителен, поэтому на интервале k ∈ (k0, 0) будет D4 > 0. Значит,
для этого интервала все 4 корня полинома F4(v) различны и либо все вещественные,
либо все комплексные. Если у полинома F4(v) четыре различных вещественных корня,
то у его производной

F3(v) =
d

dv
F4(v) = qa1v

3 + 4k(v − 1)3

должно быть 3 различных вещественных корня. Но дискриминант полинома F3(v) есть
D3 = −432q2a21k

2 < 0. Следовательно, у полинома F3(v) только один вещественный
корень. Это значит, что у полинома F4(v) все 4 корня комплексные и форма Π(u1, u2)
является положительно определенной при всех k ∈ (k0, 0). Таким образом установлено,
что устойчивость сохраняется в интервале k ∈ (k1, 0), где k1 = k0 есть наибольший
отрицательный корень полинома D4.

Отметим, что в случае q = 1 потенциальная энергия для системы (3.5) являет-
ся однородной формой четвертой степени от исходных координат, которая при лю-
бом k < k0 может принимать отрицательные значения. Поэтому применима теорема
В. В.Козлова [8], из которой следует неустойчивость равновесия. В случае же q = 3
применить эту теорему формально невозможно, поскольку потенциальная энергия не
является полиномом.
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