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Аннотация. Статья посвящена задаче об устойчивости системы дифференциальных уравне-
ний с правой частью, периодической по части фазовых (угловых) координат. Такие системы
удобно рассматривать в цилиндрическом фазовом пространстве, позволяющем проводить более
полный и качественный анализ их решений. В работе предлагается исследовать динамические
свойства решений неавтономной системы с угловыми координатами на основе построения ее
топологической динамики в таком пространстве. Выводится соответствующее свойство ква-
зиинвариантности положительного предельного множества ограниченного решения системы.
Задача об устойчивости по части переменных исследуется на основе векторной функции Ля-
пунова с принципом сравнения и построенной топологической динамики. Доказана теорема
типа принципа квазиинвариантности с векторной функцией Ляпунова для рассматриваемо-
го класса систем. Доказаны две теоремы об асимптотической устойчивости нулевого решения
по части переменных (неугловым координатам). Новизна данных теорем состоит в требова-
нии лишь устойчивости системы сравнения, в отличие от классических результатов с условием
соответствующей асимптотической устойчивости. Полученные в работе результаты позволят
расширить применение прямого метода Ляпунова в решении ряда прикладных задач.
Ключевые слова: неавтономная система, цилиндрическое фазовое пространство, устойчи-
вость по части переменных, функция Ляпунова
Для цитирования: Буранов Ж.И., Хусанов Д.Х. Об устойчивости по части переменных
неавтономной системы в цилиндрическом фазовом пространстве // Журнал Средневолжского
математического общества. 2021. Т. 23, № 3. С. 273–284. DOI: https://doi.org/10.15507/2079-
6900.23.202103.273–284

1. Введение

Достаточно широкий класс дифференциальных уравнений, изучаемых при модели-
ровании ряда задач механики, физических процессов, систем автоматического регули-
рования, составляют уравнения с угловыми координатами. Исследование таких урав-
нений удобно проводить на основе цилиндрического фазового пространства [1]. Это
пространство позволяет в частности выявить важные особенности применения прямо-
го метода Ляпунова в задачах об устойчивости [1–2]. Выделим некоторые результаты
в этом направлении, относящиеся непосредственно к данной работе.

Развитие теоремы Барбашина-Красовского о полной асимптотической устойчиво-
сти [3] и принципа инвариантности Ла-Салля [4] на системы с угловыми координатами
в автономном случае со скалярной функцией Ляпунова, имеющей знакопостоянную
производную, приведено в работах [5–6], а в неавтономном случае с такой же функ-
цией Ляпунова – в работе [7]. Оно позволило получить эффективные критерии гло-
бальной управляемости механических систем [5], систем фазовой синхронизации [6],
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глобального отслеживания траектории многозвенного манипулятора с цилиндрически-
ми шарнирами [7].

Большое место в теории устойчивости занимают метод векторных функций Ля-
пунова и проблема устойчивости по части переменных, основные положения которых
представлены в трудах [8–11]. Широкое применение соответствующих результатов в ре-
шении прикладных задач продолжает стимулировать интенсивные исследования этих
направлений теории устойчивости [12–16]. К числу перспективных направлений иссле-
дования частичной устойчивости нелинейных систем можно отнести подход, основан-
ный на асимптотических методах [17].

Целью настоящей работы является изучение малоисследованной задачи о частич-
ной устойчивости системы дифференциальных уравнений с угловыми координатами на
основе векторной функции Ляпунова.

Во втором разделе работы рассматривается построение топологической динамики
системы уравнений в цилиндрическом фазовом пространстве. В третьем разделе иссле-
дуется применение векторной функции Ляпунова с принципом сравнения для решения
исследуемой задачи. Доказывается теорема о локализации положительного предель-
ного множества ограниченного решения системы. Доказываются теоремы о глобаль-
ной асимптотической устойчивости по части переменных, о частичной асимптотической
устойчивости с притяжением по неконтролируемым координатам. Новизна теорем со-
стоит в предположении лишь свойства устойчивости системы сравнения. В заключении
представлен краткий анализ полученных результатов.

2. Топологическая динамика системы

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ = X(t, x), X(t, 0) ≡ 0, (2.1)

где x ∈ Rn, X(t, x) = (X1(t, x), X2(t, x), . . . , Xn(t, x))
T (индекс T означает транспониро-

вание), вещественные функции Xi(t, x), i = 1, 2, . . . , n, определены в области R ×Rn и
таковы, что переменную x можно разделить xT = (yT , zT ), y ∈ Rm, z ∈ Rs, m + s = n
таким образом, что функция X(t, x) является 2π-периодической по переменной z, т.
е. X(t, y, z + 2π1j) = X(t, y, z), (z + 2π1j) = (z1, z2, . . . , zj−1, zj + 2π, zj+1, . . . , zs)

T ,
j = 1, 2, . . . , s. Решения этой системы можно рассматривать в цилиндрическом фазовом
пространстве R×Rm × P s, P s = {z ∈ Rs : −π ≤ zj ≤ π, j = 1, 2, . . . , s) [1].

Пусть ||y|| есть некоторая норма вектора y в Rm; ||z|| – норма вектора z в Rs;
||x|| = ||y||+ ||z||; L1 – класс функций λ : R→ R, интегрируемых локально.

Введем множество F функций f : R×Rn → Rn, периодических по z с периодом 2π
аналогично функции X, непрерывных по x ∈ Rn при фиксированном t ∈ R, измеримых
по t при фиксированном x ∈ Rn и удовлетворяющих следующим условиям: для каждого
компактного множества K ⊂ Rm существуют функции λ = λ1(t, f,K) и λ = λ2(t, f,K)
(λ1, λ2 ∈ L1) такие, что для всех (t, x), (t, x(1)), (t, x(2)) ∈ R × K × P s выполнены
неравенства [18]

||f(t, x)|| ≤ λ1(t, f,K),

||f(t, x(2))− f(t, x(1))|| ≤ λ2(t, f,K)||x(2) − x(1)||, (2.2)

при этом функция λ1(t, f,K) равномерно непрерывна в среднем на R, а λ2(t, f,K)
равностепенно ограничена на R, а именно:
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1) для ε > 0 найдется зависимость ν = ν(ε,K) > 0, такая что для каждого множе-
ства E ⊂ [t, t+ 1] (t ∈ R – любое) с мерой µ(E) < ν выполнено неравенство∫

E

λ1(τ, f,K)dτ < ε; (2.3)

2) существует число N = N(K) > 0, такое что для каждого t ∈ R

t+1∫
t

λ2(τ, f,K)dτ ≤ N(K). (2.4)

Для каждой функции f ∈ F можно определить систему уравнений

ẋ = f(t, x), (2.5)

решения которой можно рассматривать в пространстве R × Rm × P s, при этом для
каждой начальной точки (t0, y0, z0) ∈ R × Rm × P s решение x = x(t, t0, x0) =
(y(t, t0, y0, z0), z(t, t0, y0, z0))

T будет существовать, являться единственным и продолжи-
мым на некотором интервале (α(f, t0, x0), β(f, t0, x0)), α < t0 < β, так, что если α > −∞
(или β < ∞), то ||y(t, t0, x0)|| → ∞ при t → α (соответственно, ||y(t, t0, x0)|| → ∞ при
t→ β).

Следуя работе [18], введем сходимость: последовательность {fk ∈ F} сходится к
f∗ ∈ F , если для каждого t ∈ R и каждого x = (y, z) ∈ Rm × P s∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

(f (k)(τ, x)− f∗(τ, x))dτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣→ 0

при k → ∞.
На основании [18] можно утверждать, что пространство F с такой сходимостью

метризуемо и компактно.
Предположим, что функция X исходной системы (2.1) принадлежит множеству F ,

X ∈ F . Значит, системе (2.1) можно сопоставить семейство предельных систем [18]

ẋ = X∗(t, x), X∗ =
d

dt
lim
tk→∞

t∫
0

X(tk + τ, x)dτ, (2.6)

где функция X∗ ∈ F определяется в зависимости от последовательности tk → ∞.
Введем следующее определение положительного предельного множества

ω+(x(t, t0, x0)) решения x = x(t, t0, x0) системы (2.1), полагая, что Z есть множе-
ство целых чисел.

О п р е д е л е н и е 2.1 Точка p = (p(1), p(2)) ∈ Rm × P s называется положи-
тельной предельной точкой решения x = x(t, t0, x0) системы (2.1), если существуют
последовательности tk → ∞ и L(k) = (l

(k)
1 , l

(k)
2 , . . . , l

(k)
s ), l(k)j ∈ Z(1), j = 1, 2, . . . , s,

такие что

y(tk, t0, x0) → p(1), z(tk, t0, x0)− 2πL(k) → p(2) при k → ∞. (2.7)

Множество ω+(x(t, t0, x0)) всех таких точек есть положительное предельное
множество.

Ж.И. Буранов, Д. Х. Хусанов. Об устойчивости по части переменных неавтономной системы в . . .



276 Zhurnal Srednevolzhskogo Matematicheskogo Obshchestva. 2021. Vol. 23, No. 3.

О п р е д е л е н и е 2.2 Множество M ⊂ Rm × P s называется квазиинвари-
антным по отношению к системе (2.1), если ∀p = (p(1), p(2)) ∈ M найдется предель-
ная система (2.6), такая что ее решение x = x(t, 0, p) таково, что x(t, 0, p) ∈ M
∀t ∈ (α, β) (α < 0 < β), где (α, β) – интервал определения этого решения.

Заметим, что M ⊂ Rm × P s и свойство квазиинвариантности подразумевает, что
существует последовательность L(k) ∈ Zk, такая что (y(t, 0, p), z(t, 0, p) − 2πLk) ∈ M
для всех t ∈ (α, β).

Справедливо следующее утверждение динамического типа.

Т е о р е м а 2.1 Пусть x = x(t, t0, x0) есть некоторое решение системы (2.1),
ограниченное по y компактом K ⊂ Rm при всех t ≥ t0. Тогда положительное предель-
ное множество решения x = x(t, t0, x0) связно, компактно и квазиинвариантно.

Д о к а з а т е л ь с т в о.
Связность и компактность ω+(x(t, t0, x0)) доказывается аналогично работе [19] с уче-

том ограниченности по z в силу 2π – периодичности функции X = X(t, x) по перемен-
ным z.

Докажем свойство квазиинвариантности множества ω+(x(t, t0, x0)).
Пусть p ∈ ω+(t0, x0), p ∈ Rm × P s есть положительная предельная точка этого

решения, так что существуют последовательности {tk ∈ Rn, tk → ∞} и {L(k) ∈ Zk},
такие что выполнены соотношения (2.7).

Из последовательности {tk} выберем подпоследовательность {tkj} ⊂ {tk} (для удоб-
ства изложения будем считать, что это та же самая последовательность {tk}), для
которой определяется предельная система (2.6). Будем также считать, что последова-
тельность функций (y(k)(t), z(k)(t)), определяемая равенствами y(k)(t) = y(tk+ t, t0, x0),
z(k)(t) = z(tk+ t, t0, x0)−2πL(k), сходится равномерно по t ∈ [−T, T ] для каждого T > 0
к x∗(t) = (y∗(t), z∗(t)). При этом имеем последовательно следующие соотношения:

x = x(t) = x(t, t0, x0) = x(t0) +

t∫
t0

X(τ, x(τ))dτ,

x(k)(t) = x(tk + t) = x(tk) +

t∫
0

X(tk + τ, x(k)(τ))dτ.

Из этого следует, что

y(k)(t) = y(tk) +

t∫
0

X(k)(τ, y(k)(τ), z(k) − 2πL(k))dτ,

z(k)(t) = z(tk)− 2πL(k) +

t∫
0

X(k)(τ, y(k)(τ), z(k) − 2πL(k))dτ.

Переходя в этих соотношениях к пределу при tk → ∞, получим равенство

x∗(t) = p+

t∫
0

X∗(τ, x∗(τ))dτ.
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Таким образом, x = x∗(t) является решением некоторой предельной системы (2.6),
удовлетворяющим условию x∗(0) = p. При этом по построению x∗(t) можно переопреде-
лить с учетом 2π-периодичности (2.6) так, что {x∗(t), t ∈ R} ⊂ ω+(x(t, t0, x0)). Теорема
доказана.

Построенная топологическая динамика является развитием результатов классиче-
ского характера работ [18–19] для систем с цилиндрическим фазовым пространством.

3. Теоремы об устойчивости

Введем следующие классы функций.
1. Класс K1 векторных функций V = (V 1, V 2, . . . , V r)T , V : R × Rn → Rr, явля-

ющихся ограниченными и равномерно непрерывными на каждом множестве R+ ×K1,
где K1 = {x ∈ Rn : ||x|| ≤ H1 = const > 0}.

2. Класс K2 векторных функций U : R+ × Rr → Rr, ограниченных и равномерно
непрерывных на каждом множестве K2 = {u ∈ Rr : ||u|| ≤ H2 = const > 0}.

3. Класс K3 векторных функций W : R+×Rm×P s×Rr → Rr, 2π – периодических по
третьему аргументу, ограниченных и равномерно непрерывных на каждом множестве
R×K1 × P s ×K2.

Можно ввести соответствующие функциональные пространства непрерывных век-
торных функций F1 = {V : R × Rn → Rn}, F2 = {U : R × Rr → Rr}, F3 = {W :
R×Rm × P s ×Rr → Rr} с открыто-компактной топологией [19].

Семейства сдвигов {Vτ (t, x) = V (τ + t, x), τ ∈ R+}, {Uτ (t, u) = U(τ + t, u), τ ∈
∈ R+}, {Wτ (t, x, u) = W (τ + t, x, u), τ ∈ R+} функций V ∈ K1, U ∈ K2, W ∈ K3 будут
предкомпактны соответственно в F1, F2, F3 [19].

Таким образом, можно определить семейства {V ∗}, {U∗}, {W ∗} соответствующих
предельных функций, а также предельные совокупности {X∗, V ∗, U∗,W ∗} [19].

Пусть для системы (2.1) найдется непрерывно дифференцируемая функция V ∈ K1,
производная которой в силу этой системы представима в виде [15; 20]

V̇ (t, x) = U(t, V (t, x)) +W (t, x, V (t, x)),
V (t, 0) = 0, U(t, 0) = 0, W (t, 0, 0) = 0,

(3.1)

где функция U = U(t, u) принадлежит классу K2, U ∈ K2, и является квазимонотонной
и непрерывно дифференцируемой по u ∈ Rr, функция W = W (t, x, u) принадлежит
классу K3, W ∈ K3, и удовлетворяет неравенствам Wj(t, x, u) ≤ 0 (j = 1, 2, . . . , r) для
любых (t, x, u) ∈ R+ ×Rm × P s ×Rr.

Из равенства (2.5) следует, что функция V (t, x) является вектор-функцией сравне-
ния, а система

u̇ = U(t, u) (3.2)

является системой сравнения.
Если V = V (t, x) есть функция, удовлетворяющая уравнению (3.1), при этом

V (t0, x0) = V0, а u = u(t, t0, V0) есть решение (3.2), определенное на интервале [t0, t0+β),
β > 0, то для всех t ∈ [t0, t0 + β) на решении x = x(t, t0, x0) системы (2.1) выполняется
неравенство [12]

V (t, x(t, t0, x0)) ≤ u(t, t0, V0). (3.3)

Поскольку U ∈ K2, то система (3.2) является предкомпактной и для неё существует
семейство предельных систем сравнения

u̇ = U∗(t, u), U∗ ∈ F2. (3.4)
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Рассматривая условия относительно правой части U = U(t, u) системы (3.2), полу-
чим, что каждое решение u = u(t, t0, u0) этой системы непрерывно дифференцируемо
по (t0, u0) ∈ R+×Rr, при этом из свойства неубывания функции u(t, t0, u0) по перемен-
ной u0 следует, что матрица

Φ(t, t0, u0) =
∂u(t, t0, u0)

∂u0

является неотрицательной и нормированной, т. е. (Φ(t, t0, u0))jl ≥ 0 (j, l = 1, 2, . . . , r),
Φ(t0, t0, u0) = I.

Предположим, что для любого компакта K2 = {u ∈ Rr : ||u|| ≤ H2 > 0} существуют
числа M(K2) и α(K2), такие что матрица Φ для любых (t, t0, u0) ∈ R+ × R+ × K2

удовлетворяет условиям

||Φ(t, t0, u0)|| ≤M(K2), detΦ(t, t0, u0) ≥ α(K2) > 0. (3.5)

Имеет место следующая теорема о локализации положительного предельного мно-
жества ω+(x(t, t0, x0)) решения системы (2.1).

Т е о р е м а 3.1 Допустим, что x = x(t, t0, x0) есть некоторое решение си-
стемы (2.1) и найдется векторная функция Ляпунова V ∈ K1, такая что

1) ||V (t, y, z)|| → ∞ равномерно по (t, z) ∈ R+ × P s при ||y|| → ∞;
2) V (t, y, z) ограничена при ||y|| ≤ H = const > 0, ||V (t, y, z)|| ≤ m(H) ∀(t, y, z) ∈

∈ R+ × {y : ||y|| ≤ H} × P s;
3) производная V̇ удовлетворяет равенству (3.1);
4) решения системы сравнения (3.2) удовлетворяют условию (3.5);
5) решение u(t, t0, V0) системы сравнения (3.2), где V0 = V (t0, x0) ограничено при

всех t ≥ t0.
Тогда выполняется соотношение ω+(x(t, t0, x0)) ⊂ M , где M – максимальное ин-

вариантное подмножество множества {W ∗(t, x, u∗(t)) = 0}, u∗(t) есть решение со-
ответствующей предельной системы сравнения (3.4) с начальным условием u∗(0) =
= V ∗(0, p) для выбранной точки p ∈ ω+(x(t, t0, x0)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x = x(t, t0, x0) есть какое-либо решение уравнения
(2.1). Оно определено по крайней мере при некоторых t ∈ [t0 − α, t0 + β), α, β > 0.
При этом x(t, t0, x0) удовлетворяет неравенству (3.3). Однако тогда из условий 1, 2 и 5
теоремы следует, что это решение является ограниченным по y и определено при всех
t ≥ t0, так что существует такое H > 0, что выполнено соотношение

x(t, t0, x0) ∈ {y ∈ Rm : ||y|| ≤ H} ∩ P s ∀t ≥ t0.

Из равенства (3.1) имеем при всех t ≥ t0 следующее соотношение между зависи-
мостью V (t, x[t]) = V (t, x(t, t0, x0)) и решением u = u[t] = u(t, t0, V0), V0 = V (t0, x0)
системы сравнения (3.2) [15; 20]

V (t, x[t]) = u[t] +

t∫
t0

Φ(t, τ, V (τ, x[τ ]))W (τ, x[τ ], V (τ, x[τ ]))dτ. (3.6)

Следуя [15; 20], можно показать, что из этого равенства следует

lim
t→∞

W (t, x[t], V (t, x[t])) = 0. (3.7)
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По теореме 2.1 положительное предельное множество ω+(x(t, t0, x0)) будет связным,
компактным и квазиинвариантным.

Для предельной точки p ∈ ω+(x(t, t0, x0)) определим предельную систему (2.6) и ее
решение x = x∗(t), x∗(0) = p, предельную систему сравнения (3.4) и ее решение u =
u∗(t) = u∗(t, 0, u∗0), u∗0 = V ∗(0, p), а также предельную функция W ∗(t, x, u). Из равенств
(3.6) и (3.7) вывeдeм

V ∗(t, x∗(t)) = u∗(t), W ∗(t, x∗(t), u∗(t)) = 0.

что и доказывает теорему.
В соответствие векторной функции V = (V 1, V 2, . . . , V r)T введем скалярную функ-

цию

V̄ (t, x) =

r∑
j=1

V j(t, x).

Введем класс K4 непрерывных функций типа Хана ai : R+ → R+, ai(0) = 0, ai
строго монотонно возрастает, i = 1, 2 [21].

Т е о р е м а 3.2 Предположим, что для системы (2.1) можно найти вектор-
ную функцию V = V (t, x), такую что:

1) a1(||y||) ≤ V̄ (t, x) ≤ a2(||x||) ∀(t, y, z) ∈ R+ ×Rm×P s, a1, a2 ∈ K4, a1(α) → ∞ при
α→ ∞;

2) выполнены условия 3 и 4 теоремы 3.1;
3) решение u = 0 системы сравнения (3.2) равномерно устойчиво;
4) для каждой предельной совокупности {X∗, V ∗,W ∗, U∗} множество

{W ∗(t, x, u∗(t)) = 0} ∩ {V̄ ∗(t, x) > 0} не содержит целых решений системы (2.6), где
u∗(t) ̸= 0 есть любое ненулевое решение системы (3.4).

Тогда решение x = 0 системы (2.1) глобально равномерно асимптотически устой-
чиво по y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий 1–3 теоремы следует, что решение x = 0
системы (2.1) равномерно устойчиво по y [11; 13]. Из условия V̄ (t, x) ≥ a1(||y||) и 2π –
периодичности системы (2.1) по z находим, что решения этой системы равномерно
ограничены. Из условия 4 теоремы найдем, что для любого решения x = x(t, t0, x0)
системы (2.1) функция V такова, что

V̄ (t, x(t, t0, x0)) → 0 при t→ ∞

равномерно по (t0, x0) ∈ R+ × {y ∈ Rm : ||y|| ≤ H} × P s.
Однако тогда из условия V̄ (t, x(t, t0, x0)) ≥ a1(||y(t, t0, x0)||) следует, что

||y(t, t0, x0)|| → 0 при t → ∞ равномерно по (t0, x0) ∈ R+ × {y ∈ Rm : ||y|| ≤ H} ∩ P s.
Теорема доказана.

В ряде прикладных задач система типа (2.1) может иметь на множестве {x ∈ Rn :
y = 0, z ∈ P s} иные положения равновесия, кроме x = 0. Для таких систем эффективна
следующая теорема.

Т е о р е м а 3.3 Предположим, что для системы (2.1) можно найти вектор-
ную функцию V = V (t, x), такую что выполнены условия 1–3 Теоремы 3.2, а также:

4) V (t, 0, z + 2π1j) = 0, j = 1, 2, . . . , s;
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5) для каждой предельной совокупности {X∗, V ∗,W ∗, U∗} множество
{W ∗(t, x, u∗(t)) = 0} \ {x ∈ Rn : y = 0, z = πL(k)} не содержит решений си-
стемы (2.6), где u∗(t) ̸= 0 есть любое ненулевое решение системы (3.4).

Тогда:
1) решение x = 0 и соответственно множество положений равновесия {x ∈ Rn :

y = 0, z = 2πL(k)} системы (2.1) равномерно асимптотически устойчивы по y;
2) множество положений равновесия {x ∈ Rn : y = 0, z = πL(k)} системы (2.1)

является глобально притягивающим по y.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в случае теоремы 3.2, из условий 1–3 теоремы
определяем свойство равномерной устойчивости по y решения x = 0 системы (2.1),
а с ним всего множества {x ∈ Rn : y = 0, z = 2πL(k)} в силу условия 4. Из этих
же условий 1–3 имеем свойство равномерной ограниченности решений системы (2.1).
Отсюда и из условия 5 на основании теоремы 2.1 получаем второй вывод теоремы.

4. Заключение

Теорема 3.1 представляет собой принцип квазиинвариантности для неавтономной
системы с цилиндрическим фазовым пространством на основе применения векторной
функции Ляпунова с принципом сравнения. Указанные во введении результаты работ
[5–7] для таких систем являются ее частным случаем. Теоремы 3.2–3.3 представля-
ют собой достаточные условия асимптотической устойчивости исследуемой системы по
неугловым координатам, глобальной по теореме 3.2, нелокальной с притяжением по уг-
ловым координатам согласно теореме 3.3. Они развивают и обобщают соответствующие
результаты работ [10; 16; 20; 22] и представляют собой достаточный интерес примени-
тельно к задачам механики и автоматического регулирования.
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Abstract. The stability problem of a system of differential equations with a right-hand side periodic
with respect to the phase (angular) coordinates is considered. It is convenient to consider such systems
in a cylindrical phase space which allows a more complete qualitative analysis of their solutions. The
authors propose to investigate the dynamic properties of solutions of a non-autonomous system with
angular coordinates by constructing its topological dynamics in such a space. The corresponding
quasi-invariance property of the positive limit set of the system’s bounded solution is derived. The
stability problem with respect to part of the variables is investigated basing of the vector Lyapunov
function with the comparison principle and also basing on the constructed topological dynamics.
Theorem like a quasi-invariance principle is proved on the basis of a vector Lyapunov function for the
class of systems under consideration. Two theorems on the asymptotic stability of the zero solution
with respect to part of the variables (to be more precise, non-angular coordinates) are proved. The
novelty of these theorems lies in the requirement only for the stability of the comparison system, in
contrast to the classical results with the condition of the corresponding asymptotic stability property.
The results obtained in this paper make it possible to expand the usage of the direct Lyapunov
method in solving a number of applied problems.
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