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Аннотация. В банаховом пространстве изучается операторное уравнение с монотонным опе-
ратором T, действующим из банахова пространства в его сопряжённое, причем T = AC, где A
и C – операторы некоторых классов. Рассматриваемая задача относится к классу некоррект-
ных задач. По этой причине для её решения предлагается операторный метод регуляризации.
Этот метод строим, используя не оператор T исходного уравнения, а более простой оператор
A, который является B-монотонным, B = C−1. Существование оператора B предполагается.
Кроме того, при построении операторного метода регуляризации используем дуальное отоб-
ражение с некоторой масштабной функцией. При этом операторы и правая часть заданного
уравнения предполагаются возмущёнными. Установлены требования на геометрию банахова
пространства и условия согласования уровней возмущений данных и параметра регуляризации,
которые обеспечивают сильную сходимость построенных приближений к некоторому решению
исходного уравнения. Приведен пример задачи в пространстве Лебега, для которой применим
предложенный метод.
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1. Постановка задачи

Пусть X – вещественное рефлексивное равномерно гладкое банахово пpостpанство,
строго выпуклое вместе со своим сопряжённым X∗, ⟨u, v⟩ при u ∈ X∗, v ∈ X есть отно-
шение двойственности между пространствами X и X∗. Пусть X является E-пространс-
твом, т. е. из сходимостей xn ⇀ x, ∥xn∥ → ∥x∥ следует, что xn → x, где xn ∈ X при всех
n ≥ 1, x ∈ X.

Рассмотрим в X уравнение
Tx = f, (1.1)

где оператор T : X → X∗; элемент f ∈ X∗, причём T – монотонное отображение на X.
Предположим, что T = AC, где A : X → X∗, C : X → X, D(C) = X, R(C) ⊆ D(A),

оператор A деминепрерывен, и существует непрерывный оператор B = C−1 : X → X.
Запишем условие монотонности оператора T :

⟨Tu− Tv, u− v⟩ ≥ 0 ∀u, v ∈ X,

т. е. верно неравенство

⟨ACu−ACv, u− v⟩ ≥ 0 ∀u, v ∈ X. (1.2)
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Пусть Cu = x,Cv = y, т.е. u = C−1x = Bx, v = C−1y = By, тогда неравенство (1.2)
примет следующий вид:

⟨Ax−Ay,Bx−By⟩ ≥ 0 ∀x, y ∈ R(C), (1.3)

т. е. оператор A : X → X∗ является B-монотонным (см. [1] ), где B : X → X.
Если в (1.3) равенство возможно только при x = y, то оператор A называется строго

B-монотонным.
Поскольку уравнение (1.1) можно переписать в виде ACx = f, то приняв обозначе-

ние Cx = z, от (1.1) придём к уравнению

Az = f, (1.4)

с B-монотонным деминепрерывным оператором A : X → X∗ и элементом f ∈ X∗.
Таким образом, от уравнения (1.1) с монотонным оператором T : X → X∗ мы

пришли к уравнению (1.4) с B-монотонным деминепрерывным оператором A : X → X∗,
где B : X → X – непрерывный оператор.

Далее считаем, что B−1 : X → X – непрерывное отображение.

2. Основной результат

Пусть уравнение (1.1) имеет непустое множество решений N. Значит, и множество

NB = {Bx|x ∈ N}

также непусто. Поскольку T – максимальный монотонный оператор, то используя
линейность (1.3) относительно Bx и By, подобно [1–3] доказывается выпуклость и за-
мкнутость множества NB . Следовательно, найдётся единственный элемент v∗ ∈ NB

такой, что
∥v∗∥ = ∥Bz∗∥ = min{∥v∥ | v ∈ NB}. (2.1)

В наших предположениях задача нахождения решения уравнения (1.4) некорректна.
Построим для (1.4) регуляризованное операторное уравнение следующего вида:

Axα + αJµBxα = f, α > 0, (2.2)

где Jµ : X → X∗ – дуальное отображение в X с некоторой масштабной функцией µ(t),
т. е. (см. [2, с. 315; 4, с. 65])

∥Jµx∥ = µ(∥x∥), ⟨Jµx, x⟩ = µ(∥x∥)∥x∥ ∀x ∈ X,

⟨Jµu− Jµv, u− v⟩ ≥ [µ(∥u∥)− µ(∥v∥)] (∥u∥ − ∥v∥) ∀u, v ∈ X. (2.3)

Здесь µ(t) – вещественная непрерывная и возрастающая функция, определённая при
t ≥ 0, причем µ(0) = 0, µ(t) → +∞ при t→ ∞. В силу строгой монотонности оператора
Jµ (см. [3, лемма 1.5.5]) элемент Bxα из (2.2) определяется однозначно.

Пусть Bxα = uα ∈ X, перепишем равенcтво (2.2) в следующем виде:

Tuα + αJµuα = f, (2.4)

где T : X → X∗ – монотонный деминепрерывный оператор с D(T ) = X. Согласно
работе [3, с. 126] имеет место сходимость uα → x∗ при α → 0, где ∥x∗∥ = min{∥x∥|x ∈
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N}, т. е. x∗ – единственное нормальное решение уравнения (1.1). Поскольку xα = B−1uα
и оператор B−1 в наших предположениях непрерывен, то xα → x̄∗ = B−1x∗, причём x̄∗

– решение уравнения (1.4).
Рассмотрим случай возмущённых данных. Пусть вместо операторов A : X → X∗, B :

X → X и элемента f ∈ X∗ известны их приближения Ah : X → X∗, Bh : X → X,
fδ ∈ X∗ такие (сравни с [3, с. 124]), что

∥Au−Ahu∥ ≤ g(∥u∥)h, ∥Bu−Bhu∥ ≤ qh ∀u ∈ X, q > 0 ∥f − fδ∥ ≤ δ, (2.5)

причём Ah является Bh-монотонным оператором при h > 0, D(A) = D(Ah),
D(B) = D(Bh), Ah и Bh сохраняют свойства операторов A и B соответственно. Функ-
ция g(t) из (2.5) определена при t ≥ t0 и переводит ограниченное множество в ограни-
ченное.
Записать условие близости типа (2.5) для оператора T = AB−1 : X → X∗ и возмущён-
ного оператора Th = Ah(Bh)−1 : X → X∗ не всегда удаётся, поскольку нелинейные
операторы B−1 и (Bh)−1 не всегда можно представить в явном виде. Кроме того, усло-
вия (2.5) соответствуют задаче упрощения нелинейного уравнения (1.1).

Следовательно, уравнение (2.2) в рассматриваемом случае принимает следующий
вид:

Ahx∆α + αJµu∆α = fδ, (2.6)

здесь α > 0;∆ = {δ, h};x∆α ∈ X;u∆α = Bhx∆α ∈ X.
Покажем однозначную разрешимость уравнения (2.6). Оператор F∆

α : X → X∗,
F∆
α u = Ahu+αJµBhu в силу Bh-монотонности отображения Ah и строгой монотонности
Jµ обладает свойством строгой Bh-монотонности.

Сделаем дополнительные предположения. Пусть

∥Ahy∥ ≤ P (∥Bhy∥) ∀y ∈ X, Bhy ∈ X, (2.7)

lim
t→∞

tµ(t)

P (t)
= +∞, (2.8)

где P (s) – неотрицательная непрерывная функция при s ≥ 0. Тогда (сравни с [1])
с учётом (2.7), Bh-монотонности операторов Ah и определения оператора Jµ для про-
извольной точки x0 из X запишем следующие соотношения

⟨Ahy + αJµBhy,Bhy⟩ = αµ(∥Bhy∥)∥Bhy∥+ ⟨Ahy −Ahx0, B
hy −Bhx0⟩+

+⟨Ahx0, B
hy −Bhx0⟩+ ⟨Ahy,Bhx0⟩ ≥ αµ(∥Bhy∥)∥Bhy∥ − ∥Ahx0∥(∥Bhy∥+ ∥Bhx0∥)−

−P (∥Bhy∥)∥Bhx0∥.
Следовательно, предположение (2.8) обеспечивает Bh-коэрцитивность оператора F∆

α .
Кроме того, оператор F∆

α : X → X∗ является строго Bh-монотонным. Значит, согласно
теореме 1 из [1], применённой при Ω = X, уравнение (2.6) в наших предположениях
однозначно разрешимо при любом положительном α и неотрицательных δ и h.

Далее из (1.4) и (2.6) при uh = Bhz получим:

⟨Ahx∆α −Az, u∆α − uh⟩+ α⟨Jµu∆α , u
∆
α − uh⟩ = ⟨fδ − f, u∆α − uh⟩. (2.9)

Оценим слагаемые, входящие в (2.9). Приняв во внимание Bh-монотонность оператора
Ah и первое неравенство из (2.5), запишем:

⟨Ahx∆α −Az, u∆α −uh⟩ = ⟨Ahx∆α −Ahz, u∆α −uh⟩+⟨Ahz−Az, u∆α −uh⟩ ≥ −hg(∥z∥)∥u∆α −uh∥.
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Используя свойство (2.3) оператора Jµ, запишем неравенство

⟨Jµu∆α , u
∆
α − uh⟩ = ⟨Jµu∆α − Jµuh, u∆α − uh⟩+ ⟨Jµuh, u∆α − uh⟩ ≥

≥
[
µ(∥u∆α ∥)− µ(∥uh∥)

]
(∥u∆α ∥ − ∥uh∥) + ⟨Jµuh, u∆α − uh⟩, u∆α = Bhx∆α .

Правая часть (2.9) с учётом последнего неравенства из (2.5) имеет следующую оценку
сверху:

⟨fδ − f, u∆α − uh⟩ ≤ δ∥u∆α − uh∥. (2.10)

Таким образом, от (2.9) приходим к неравенству вида[
µ(∥u∆α ∥)− µ(∥uh∥)

]
(∥u∆α ∥ − ∥uh∥) ≤ h

α
g(∥z∥)

(
∥u∆α ∥+ ∥uh∥

)
+

+
δ

α

(
∥u∆α ∥+ ∥uh∥

)
− ⟨Jµuh, u∆α − uh⟩. (2.11)

Пусть

lim
α→0

δ + h

α
= 0. (2.12)

Перепишем (2.9) в следующем виде:

⟨Ahx∆α −Ahz, u∆α −uh⟩+⟨Ahz−Az, u∆α −uh⟩+α⟨Jµu∆α , u
∆
α −uh⟩ = ⟨fδ−f, u∆α −uh⟩. (2.13)

В силу Bh-монотонности оператора Ah первое слагаемое в (2.13) неотрицательно.
Следовательно, из (2.13) вытекает неравенство

µ(∥u∆α ∥)∥u∆α ∥ ≤ µ(∥u∆α ∥)∥uh∥+
h

α
g(∥z∥)(∥u∆α ∥+ ∥uh∥) + δ

α
(∥u∆α ∥+ ∥uh∥). (2.14)

Поскольку
∥uh∥ ≤ ∥Bhz −Bz∥+ ∥Bz∥ ≤ qh+ ∥Bz∥,

где z – решение (1.4) и h→ 0, то семейство {uh} ограничено при h→ 0.
Условие (2.12) и свойства функции µ(t) позволяют из неравенства (2.14) сделать

вывод об ограниченности семейства {u∆α } = {Bhx∆α } при α→ 0. Не меняя обозначений
для подпоследовательности, считаем, что u∆α ⇀ ū ∈ X при α→ 0. Теперь из (2.6) имеем
сходимость семейства {Ahx∆α −fδ} к нулю при α→ 0, поскольку оператор Jµ : X → X∗

– ограниченный. Запишем условие Bh-монотонности оператора Ah:

⟨Ahv −Ahx∆α , B
hv −Bhx∆α ⟩ ≥ 0 ∀v ∈ R(Ch).

Переходя в этом неравенстве к пределу при α→ 0, получим:

⟨Av − f,Bv − ū⟩ ≥ 0 ∀v ∈ R(C). (2.15)

Поскольку D(B−1) = D(C) = X и ū ∈ X, то найдётся элемент z̄ = B−1ū, т. е. ū = Bz̄.
Значит, (2.15) можно записать в следующем виде:

⟨Av − f,Bv −Bz̄⟩ ≥ 0, ∀v ∈ R(C). (2.16)

Поскольку существует оператор B−1, то для всякого v ∈ D(B) найдётся элемент u ∈ X
такой, что v = B−1u. Таким образом, из (2.16) имеем

⟨AB−1u− f, u− ū⟩ ≥ 0 ∀u ∈ X.

I. P. Ryazantseva. Simplification method for nonlinear equations of monotone type in Banach space
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Оператор T = AB−1 является деминепрерывным монотонным с D(T ) = X, поэтому из
последнего неравенства заключаем, что AB−1ū = f, z̄ = B−1ū (см. [2, с. 257]).
Таким образом, доказано, что ū ∈ N. Значит, Bū ∈ NB . Далее из (2.11), учитывая
неотрицательность левой части и ограниченность семейств {u∆α } и

{
uh
}
, имеем нера-

венство
⟨Jµuh, u∆α − uh⟩ ≤ c1

δ + h

α
, c1 > 0. (2.17)

Поскольку u∆α ⇀ ū = Bz̄, uh = Bhz → Bz, JµBhz → JµBz при α → 0 (см. [4,
замечание 3.1.2 и лемму 3.2.1]), то из последнего неравенства с учётом предположения
(2.12) получаем

⟨JµBz,Bz̄ −Bz⟩ ≤ 0 Bz̄ ∈ NB , ∀Bz ∈ NB .

Теперь на основании леммы 6.1.2 из [4], применённой к последнему неравенству, заклю-
чим, что верно неравенство

⟨JµBz̄,Bz̄ −Bz⟩ ≤ 0 ∀Bz ∈ NB ,

т. е. ∥Bz̄∥ ≤ ∥Bz∥ при всех Bz ∈ NB . Значит, Bz̄ = v∗ = Bz∗, где Bz∗ – элемент
с минимальной нормой в NB (см. (2.1)), т. е. установлена сходимость u∆α ⇀ v∗ при
α → 0. Положив в (2.11) uh = Bhz∗ и затем перейдя к пределу при α → 0, получим,
что ∥u∆α ∥ → ∥v∗∥. Таким образом, u∆α ⇀ v∗, ∥u∆α ∥ → ∥v∗∥ при α→ 0. В E-пространстве
X полученные предельные соотношения дают сильную сходимость, т. е. u∆α → v∗ при
α→ 0.

Теперь из неравенства

∥Bx∆α −Bz∗∥ ≤ ∥Bx∆α −Bhx∆α ∥+ ∥Bhx∆α −Bz∗∥

в силу второго неравенства из (2.5) и доказанной сильной сходимости семейства {u∆α }
к v∗ заключим, что Bx∆α → Bz∗ при α→ 0. Непрерывность оператора B−1 приводит в
этом случае к сходимости x∆α → z∗ ∈ N при α→ 0.

Сформулируем доказанный результат.

Т е о р е м а 2.1 Пусть X – вещественное рефлексивное равномерно гладкое ба-
нахово E-пространство, строго выпуклое вместе со своим сопряжённым X∗. Пред-
положим, что оператор T : X → X∗ является монотонным, T = AC при A : X →
X∗, C : X → X, R(C) ⊆ D(A), D(C) = X, причём A – деминепрерывный оператор,
и существует непрерывное отображение B = C−1 : X → X с непрерывным обратным.
Пусть уравнение (1.1) имеет непустое множество решений N ; построим множе-
ство NB = {Bx|x ∈ N}. Пусть данные уравнения (1.1) – операторы A,B и элемент f
– возмущены, а их возмущения Ah, Bh и fδ удовлетворяют неравенствам (2.5), при-
чём Ah и Bh сохраняют свойства операторов A и B соответственно, и выполнены
условия (2.7)–(2.8), (2.12). Тогда элементы семейства {x∆α } однозначно определяют-
ся из уравнения (2.6) и при α → 0 сходятся по норме пространства X к элементу
z∗ ∈ N, удовлетворяющему (2.1).

Приведём пример уравнения вида (1.1), для которого переход к (1.4) приводит
к решению более простой задачи.

Пусть оператор A : Lp[a, b] → Lq[a, b] при p > 1, 1/p + 1/q = 1 определяется равен-
ством

Av(s) = φ(s, |v(s)|p−1)|v(s)|p−2v(s), (2.18)

И. П. Рязанцева. Метод упрощения для нелинейных уравнений монотонного типа в банаховом . . .
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где

φ(s, |v(s)|p−1) =

{
0, v(s) < 0,
1/
(
a1(s) + a2(s)|v(s)|p−1

)
, v(s) ≥ 0,

функции ak(s) для k = 1, 2 положительны и непрерывны при s ∈ [a, b].
Построим оператор C : Lp[a, b] → Lp[a, b] следующего вида:

Cx(s) = ψ(x(s)), s ∈ [a, b],

где неотрицательная непрерывная функция ψ(u) возрастает при u ≥ 0. Значит, опера-
тор T = AC действует из пространства Lp[a, b] в пространство Lq[a, b], причём C и C−1

– непрерывные отображения. Монотонность оператора T устанавливается на основании
равенства

⟨Tx− Ty, x− y⟩ =
∫ b

a

[φ(s, u(s))u(s)− φ(s, v(s))v(s)] (x(s)− y(s))ds,

где u(s) = [ψ(x(s))]p−1, v(s) = [ψ(y(s))]p−1, x(s) и y(s) – произвольные функции из
Lp[a, b], p > 1.

Предложенный метод решения уравнения (1.1) можно исследовать, если T = AC, T :
X → X, C : X → X, A : X → X, причём будем считать, что оператор T является
d-аккретивным (см. [3, с. 108]) относительно дуального отображения Jµ : X → X∗

с некоторой масштабной функцией µ(t). Следовательно, справедливо неравенство

⟨Jµu− Jµv, Tu− Tv⟩ ≥ 0 ∀u, v ∈ X.

Отсюда при u = Bx, v = By имеем

⟨JµBx− JµBy,Ax−Ay⟩ ≥ 0.

Полученное свойство оператора A можно назвать B-d-аккретивностью относительно
дуального отображения Jµ.
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Abstract. In a Banach space, we study an operator equation with a monotone operator T. The
operator is an operator from a Banach space to its conjugate, and T = AC, where A and C are
operators of some classes. The considered problem belongs to the class of ill-posed problems. For
this reason, an operator regularization method is proposed to solve it. This method is constructed
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example of a problem in Lebesgue space is given for which the proposed method is applicable.
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