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Аннотация. Рассматривается смешанная краевая задача для уравнения эллиптического ти-
па дивергентного вида с переменными коэффициентами. Предполагается, что область инте-
грирования представляет собой прямоугольник, причем граница области интегрирования есть
объединение двух непересекающихся областей, на одной из которых задано граничное усло-
вие Дирихле, а на другой – граничное условие Неймана. Поставленная задача – это задача
с разрывным граничным условием. Подобные задачи со смешанными условиями на границе
наиболее часто встречаются на практике при моделировании процессов и представляют зна-
чительный интерес в области разработки методов их решения. Настоящая работа посвящена
численной реализации аппроксимации исходной смешанной краевой задачи с главным крае-
вым условием третьей краевой задачей уже с естественным краевым условием. Следует однако
заметить, что как известно одним из вопросов, важным для практического использования, на-
пример, вариационных методов (например, метода Ритца) по решению смешанных краевых
задач является проблема выделения как главных так и естественных краевых условий. Прак-
тическая важность умения отличать эти условия, как известно, состоит в том, что базисные
функции не обязательно подчинять естественным краевым условиям, если они установлены.
В настоящей же работе указан другой подход, основан на идеи аппроксимировать исходную
смешанную задачу краевой задачей с естественным краевым условием. На базе полученных в
настоящей работе результатов проведены вычислительные эксперименты по приближенному
решению модельных смешанных краевых задач.
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1. Постановка смешанной краевой задачи

Пусть Ω =
{
x = (x1, x2) ∈ R2 : 0 < xα < lα, α = 1, 2

}
– прямоугольник в R2

с границей ∂Ω = Γ, Ω̄ = Ω ∪ Γ. Для участков границы Γ прямоугольника Ω̄ введем для
определенности постановки смешанной задачи следующие обозначения:

Γ+1 =
{
x1 = l1, 0 ≤ x2 ≤ l2

}
, Γ−1 =

{
x1 = 0, 0 ≤ x2 ≤ l2

}
,

Γ−2 =
{
0 ≤ x1 ≤ l1, x2 = 0

}
, Γ+2 =

{
0 ≤ x1 ≤ l1, x2 = l2

}
,

Γ = ∂Ω = Γ−1 ∪ Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2, Γ1 = Γ \ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2, Γ2 = Γ−1.

Рассматривается следующая смешанная граничная задача:

Lu(x) = −
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
= f(x), x ∈ Ω ⊂ R2, (1.1)
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u(x) = µ1(x), x ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1, (1.2)

∂u

∂N
(x) = −k1(x)

∂u

∂x1
(x) = µ2(x), x ∈ Γ2 = Γ−1, (1.3)

где kα(x), f(x), µ1(x), µ2(x) – заданные функции; kα(x) ∈ L∞(Ω); f(x) ∈ L2(Ω); µ1(s) ∈
∈ L2(Γ1); µ2(s) ∈ L2(Γ2); 0 < ν0 ≤ kα(x) ≤ ν0, α = 1, 2.

Более подробная постановка задачи представлена в работе см. [1].

2. Аппроксимация смешанной краевой задачи
третьей краевой задачей

Рассмотрим метод, заключающийся в приближенной замене смешанной краевой за-
дачи (1.1)–(1.3) третьей краевой задачей:

−
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂uε
∂xα

)
= f(x), x ∈ Ω, (2.1)

∂uε
∂N

+ ε(s)uε = g(s), s ∈ Γ = Γ1 ∪ Γ2 = ∂Ω, (2.2)

где

ε(s) =

{
ε, s ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1,
0, s ∈ Γ2 = Γ−1,

g(s) =

{
εµ1(s), s ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1,
µ2(s), s ∈ Γ2 = Γ−1,

ε = const > 0.

О п р е д е л е н и е 2.1 Обобщенным решением задачи (2.1)–(2.2) называет-
ся функция uε(x) ∈W 1

2 (Ω), удовлетворяющая тождеству

Q(uε, v) = lε(v), ∀v ∈W 1
2 (Ω), (2.3)

где

Q(uε, v) =

∫
Ω

2∑
α=1

kα(x)
∂uε
∂xα

∂v

∂xα
dΩ+ ε

∫
Γ1

uε(s)v(s) ds,

lε(v) = ε

∫
Γ1

µ1(s)v(s) ds+

∫
Γ2

µ2(s)v(s) ds+

∫
Ω

f(x)v(x) dΩ.

Т е о р е м а 2.1 Обобщенное решение из класса W 1
2 (Ω) задачи (2.1)–(2.2) суще-

ствует, единственно, и для него выполняется априорная оценка

∥uε∥W 1
2 (Ω) ≤

c0
[
c1ε∥µ1∥L2(Γ1) + c2∥µ2∥L2(Γ2) + c3∥f∥L2(Ω)

]
min{ν0, ε}

. (2.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно убедиться в следующей оценке

|Q(uε, v)| ≤ ν̄0

(∫
Ω

2∑
α=1

(
∂uε
∂xα

)2

dΩ

)1/2(∫
Ω

2∑
α=1

(
∂v

∂xα

)2

dΩ

)1/2

+

+ ε

(∫
Γ1

u2ε ds

)1/2(∫
Γ1

v2 ds

)1/2

.

Кроме того,(∫
Ω

2∑
α=1

(
∂uε
∂xα

)2

dΩ

)1/2

≤ ∥uε∥W 1
2 (Ω),

(∫
Ω

2∑
α=1

(
∂v

∂xα

)2

dΩ

)1/2

≤ ∥v∥W 1
2 (Ω),

(∫
Γ1

u2ε ds

)1/2

≤ c1∥uε∥W 1
2 (Ω),

(∫
Γ1

v2 ds

)1/2

≤ c1∥v∥W 1
2 (Ω).

Поэтому имеем
|Q(uε, v)| ≤

(
ν̄0 + c21ε

)
∥uε∥W 1

2 (Ω)∥v∥W 1
2 (Ω). (2.5)

Далее, принимая во внимание оценки [2–6]

∥v∥L2(Γ1) ≤ c1∥v∥W 1
2 (Ω), ∥v∥L2(Γ2) ≤ c2∥v∥W 1

2 (Ω), ∥v∥L2(Ω) ≤ c3∥v∥W 1
2 (Ω),

нетрудно получить неравенство

|lε(v)| ≤
[
c1ε∥µ1∥L2(Γ1) + c2ε∥µ2∥L2(Γ2) + c3∥f∥L2(Ω)

]
· ∥v∥W 1

2 (Ω). (2.6)

Кроме того, принимая во внимание неравенство [2; 4]

∥uε∥2W 1
2 (Ω) ≤ c0

[∫
Ω

2∑
α=1

(
∂uε
∂xα

)2

dΩ+

∫
Γ1

u2ε(s) ds

]
,

нетрудно установить оценку

Q(uε, uε) ≥
1

c0
min{ν0, ε}∥uε∥W 1

2 (Ω). (2.7)

Таким образом, установлены оценки (2.5)– (2.7) и выполнены условия леммы Лакса-
Мильграма [2; 7]. Следовательно, обобщенное решение из класса W 1

2 (Ω) задачи (2.1)–
(2.2) существует и единственно.

Используя неравенства (2.5)–(2.7), получим априорную оценку

∥uε∥W 1
2 (Ω) ≤

c0
[
c1ε∥µ1∥L2(Γ1) + c2∥µ2∥L2(Γ2) + c3∥f∥L2(Ω)

]
min{ν0, ε}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
В дальнейшем, не ограничивая общности, будут рассмотрены задачи (1.1)–(1.3) и

(2.1)–(2.2) для случая, когда

µ1(s) ≡ 0, s ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1.
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В этому случае получим

g(s) =

{
0, s ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1,
µ2(s), s ∈ Γ2 = Γ−1.

Таким образом, задачу (2.1)–(2.2) можем переписать в следующем виде:

−
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂uε
∂xα

)
= f(x), x ∈ Ω, (2.8)

−k1(x)
∂uε
∂x1

= µ2(x), x ∈ Γ−1, (2.9)

k1(x)
∂uε
∂x1

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ+1, (2.10)

−k2(x)
∂uε
∂x2

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ−2, (2.11)

k2(x)
∂uε
∂x2

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ+2, (2.12)

где ε = const > 0.
Обобщенное решение uε(x) ∈ W 1

2 (Ω) задачи (2.8)–(2.12) будет удовлетворять тож-
деству

Q(uε, v) = l̃(v), ∀ v ∈W 1
2 (Ω), (2.13)

где

Q(uε, v) =

∫
Ω

2∑
α=1

kα(x)
∂uε
∂xα

∂v

∂xα
dΩ+ ε

∫
Γ1

uε(s)v(s) ds,

l̃(v) =

∫
Γ2

µ2(s)v(s) ds+

∫
Ω

f(x)v(x) dΩ.

Здесь∫
Γ1

uε(s)v(s) ds =

∫
Γ+1∪Γ−2∪Γ+2

uε(s)v(s) ds,

∫
Γ2

µ2(s)v(s) ds =

∫
Γ−1

µ2(s)v(s) ds.

3. Разностная аппроксимация краевой задачи (2.8)–(2.12).
Корректность постановки сеточной задачи

Для аппроксимации задачи (2.8)–(2.12) введем в Ω сетку, вводя в рассмотрение одно-
мерные сетки на отрезках [0, lα], α = 1, 2. Пусть ω̄α =

{
x
(iα)
α = iαhα, iα = 0, Nα, Nαhα =

= lα
}

– одномерная сетка на [0, lα], ωα ≡
{
x
(iα)
α : iα = 1, Nα − 1

}
– множество внут-

ренних узлов сетки ω̄α. Введем также множества ω+
α =

{
x
(iα)
α = iαhα, iα = 1, Nα

}
,

ω−
α =

{
x
(iα)
α = iαhα, iα = 0, Nα − 1

}
, α = 1, 2, и средний шаг сетки ω̄α: ~α = h

(iα)
α = hα,

если iα = 1, Nα − 1, ~α = 0.5hα, если iα = 0, Nα. Пусть ω̄ = ω̄1 × ω̄2 =
{
x = (x1, x2) : 0 ≤

xα ≤ lα, α = 1, 2
}

– двумерная сетка в Ω̄, ω = ω1 × ω2 – множество внутренних узлов
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сетки ω̄, γ = ω̄ \ ω – множество граничных узлов,
◦
γ= (ω̄1 \ ω1) × (ω̄2 \ ω2) – угловые

точки, γ+α = {x(iα)
α = lα} × ωβ , γ−α = {x(iα)

α = 0} × ωβ . Пусть N = (N1, N2), h = (h1, h2),
|h| =

√
h21 + h22.

Для сеточных функций, заданных на сетке ω̄, введем скалярные произведения и нор-
мы [7–10]

(y, v)L2(ω̄) =
∑

x∈ω̄1×ω̄2

y(x)v(x) ~1~2, ∥y∥2L2(ω̄) = (y, y)L2(ω̄),

(y, v)L2(γ) =
∑
x∈γ

y(x)v(x) ~α, ∥y∥2L2(γ)
= (y, y)L2(γ),

~α(xα) =
{

0.5hα, xα = 0, lα,
hα, hα ≤ xα ≤ lα − hα, α = 1, 2.

О п р е д е л е н и е 3.1 Сеточную функцию yε(x), заданную на сетке ω̄, назо-
вем решением разностной схемы для задачи (2.8)–(2.12), если она для любой сеточной
функции ν(x), заданной на сетке ω̄, удовлетворяет сумматорному тождеству

Qh(yε, ν) = l̃h(ν),

где

Qh(yε, ν) =
∑

ω+
1 ×ω̄2

a1(x)yεx̄1
νx̄1

h1~2 +
∑

ω̄1×ω̄+
2

a2(x)yεx̄2
νx̄2

~1h2+

+ ε
∑

x∈Γ+1∩γ

yε(x)ν(x)~2 + ε
∑

x∈Γ−2∩γ

yε(x)ν(x)~1 + ε
∑

x∈Γ+2∩γ

yε(x)v(x)~1, (3.1)

l̃h(ν) = ε
∑

x∈Γ−1∩γ

µ2(x)ν(x)~2 +
∑

x∈ω̄1×ω̄2

f(x)ν(x)~1~2,

a1(x1, x2) = k1(x1 − 0.5h1, x2), a2(x1, x2) = k2(x1, x2 − 0, 5h2),

~α(xα) =
{

0.5hα, xα = 0, lα,
hα, hα ≤ xα ≤ lα − hα, α = 1, 2.

Т е о р е м а 3.1 Решение yε(x) разностной схемы для задачи (2.8)–(2.12), опре-
деляемое из сумматорного тождества (3.1) существует, единственно и для него
справедлива априорная оценка

∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄) ≤

c̄2∥µ2∥L2(Γ−1∩γ) + c̄3∥f(x)∥ω̄1×ω̄2

min{c−1
1 , c−1

5 , c−1
6 }min

{
ν0

3 , ε
} . (3.2)

M.E. Fairuzov, F.V. Lubyshev. On a method for approximate solution of a mixed boundary value . . .



Журнал Средневолжского математического общества. 2021. Т. 23, № 1. 63

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем∣∣∣∣ ∑
ω+

1 ×ω̄2

a1(x)yεx̄1
νx̄1

h1~2 +
∑

ω̄1×ω̄+
2

a2(x)yεx̄2
νx̄2

~1h2
∣∣∣∣ ≤

≤ ν̄0

[ ∑
ω+

1 ×ω̄2

|yεx̄1 | · |νx̄1 |h1~2 +
∑

ω̄1×ω̄+
2

|yεx̄2 | · |νx̄2 | ~1h2
]
≤

≤ ν̄0

[( ∑
ω+

1 ×ω̄2

|y2εx̄1
|h1~2

)1/2( ∑
ω+

1 ×ω̄2

|ν2x̄1
|h1~2

)1/2

+

+

( ∑
ω̄1×ω̄+

2

|y2εx̄2
| ~1h2

)1/2( ∑
ω̄1×ω̄+

2

|ν2x̄2
| ~1h2

)1/2]
≤

≤ ν̄0

[( ∑
ω+

1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2

)1/2

×
( ∑

ω+
1 ×ω̄2

ν2x̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

ν2x̄2
~1h2

)1/2]
.

Далее имеем оценки:( ∑
ω+

1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2

)1/2

≤ ∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄),

( ∑
ω+

1 ×ω̄2

ν2x̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

ν2x̄2
~1h2

)1/2

≤ ∥ν(x)∥W 1
2 (ω̄),

∑
x∈Γ+1∩γ

yε(x)ν(x)~2 ≤ ∥yε(x)∥L2(Γ+1∩γ)∥ν(x)∥L2(Γ+1∩γ) ≤ c̄21∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄),

∑
x∈Γ−2∩γ

yε(x)ν(x)~1 ≤ c̄22∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄),

∑
x∈Γ+2∩γ

yε(x)ν(x)~1 ≤ c̄23∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄).

Поэтому

|Qh(yε, ν)| ≤ ν̄0∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄) +
(
c̄21 + c̄22 + c̄23

)
ε∥yε(x)∥W 1

2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1
2 (ω̄) =

=
[
ν̄0
(
c̄21 + c̄22 + c̄23

)
ε
]
∥yε(x)∥W 1

2 (ω̄)∥ν(x)∥W 1
2 (ω̄).

(3.3)
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Далее имеем

Qh(yε, yε) ≥ ν0
∑

ω+
1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 + ν0

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2 + ε

∑
x∈Γ+1∩γ

y2ε~2+

+ ε
∑

x∈Γ−2∩γ

y2ε~1 + ε
∑

x∈Γ+2∩γ

y2ε~1 =
ν0
3

[
3
∑

ω+
1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 + 3

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2

]
+

+ ε
∑

x∈Γ+1∩γ

y2ε(x)~2 + ε
∑

x∈Γ−2∩γ

y2ε(x)~1 + ε
∑

x∈Γ+2∩γ

y2ε(x)~1 ≥ min
{ν0

3
, ε
}
×

×
[
3

( ∑
ω+

1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2

)
+

∑
x∈Γ+1∩γ

y2ε~2 +
∑

x∈Γ−2∩γ

y2ε~1 +
∑

x∈Γ+2∩γ

y2ε~1
]
=

= min
{ν0

3
, ε
}[( ∑

ω+
1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2 +

∑
x∈Γ+1∩γ

y2ε(x)~2
)
+

+

( ∑
ω+

1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2 +

∑
x∈Γ−2∩γ

y2ε(x)~1
)
+

+

( ∑
ω+

1 ×ω̄2

y2εx̄1
h1~2 +

∑
ω̄1×ω̄+

2

y2εx̄2
~1h2 +

∑
x∈Γ+2∩γ

y2ε(x)~1
)

≥ min
{ν0

3
, ε
}
×

×
[
1

c4
∥yε∥2W 1

2 (ω̄)+
1

c5
∥yε∥2W 1

2 (ω̄)+
1

c6
∥yε∥2W 1

2 (ω̄)

]
≥ min

{
1

c4
,
1

c5
,
1

c6

}
min

{ν0
3
, ε
}
∥yε∥2W 1

2 (ω̄).

Таким образом, имеем оценку

Qh(yε, yε) ≥ min

{
1

c4
,
1

c5
,
1

c6

}
min

{ν0
3
, ε
}
∥yε∥2W 1

2 (ω̄). (3.4)

Далее справедливы оценки

|l̃h(ν)| ≤ ∥µ2(x)∥L2(Γ−1∩γ)∥ν(x)∥L2(Γ−1∩γ) + ∥f(x)∥L2(ω̄1×ω̄2)∥ν(x)∥L2(ω̄1×ω̄2),

∥ν(x)∥L2(Γ−1∩γ) ≤ c̄2∥ν(x)∥W 1
2 (ω̄1×ω̄2), ∥ν(x)∥L2(ω̄1×ω̄2) ≤ c̄3∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄1×ω̄2).

Следовательно, имеем неравенство

|l̃h(ν)| ≤
[
c̄2∥µ2(x)∥L2(Γ−1∩γ) + c̄3∥f(x)∥L2(ω̄1×ω̄2)

]
∥ν(x)∥W 1

2 (ω̄1×ω̄2). (3.5)

Кроме того, справедливы оценки:

min

{
1

c4
,
1

c5
,
1

c6

}
min

{ν0
3
, ε
}
∥yε∥2W 1

2 (ω̄) ≤ A1h(yε, yε) = l̃h(yε) ≤

≤ |l̃h(yε)| ≤
[
c̄2∥µ2(x)∥L2(Γ−1∩γ) + c̄3∥f(x)∥L2(ω̄1×ω̄2)

]
∥yε(x)∥W 1

2 (ω̄1×ω̄2),

∥yε(x)∥W 1
2 (ω̄1×ω̄2) ≤

c̄2∥µ2(x)∥L2(Γ−1∩γ) + c̄3∥f(x)∥L2(ω̄1×ω̄2)

min
{

1
c4
, 1
c5
, 1
c6

}
min

{
ν0

3 , ε
} (3.6)

Таким образом, установлены оценки (3.3)–(3.5), выполнены условия леммы Лакса-
Мильграма. Значит разностная схема для задачи (2.8)–(2.12) однозначно разрешима, и
выполнена оценка (3.6).
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Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
Введем гильбертово пространство сеточных функций Hh(ω̄), заданных на сетке ω̄.

Скалярное произведение [yε, v] в Hh(ω̄) зададим соотношением

[yε, v] = (yε, v)L2(ω̄),

где

[yε, v] = (yε, v)L2(ω̄) =
∑
x∈ω̄

yε(x)v(x)~1(x)~2(x) =
∑
x∈ω̄1

~1(x1)
∑
x∈ω̄2

yε(x)v(x)~2(x2),

~α(xα) =
{

0.5hα, xα = 0, lα,
hα, hα ≤ xα ≤ lα − hα, α = 1, 2, при этом ∥yε∥2L2(ω̄) = (yε, yε)L2(ω̄).

Задача о нахождении сеточного решения yε(x), x ∈ ω̄ из сумматорного тождества
(3.1) может быть записана в виде операторного уравнения первого рода с оператором
Ah, действующим в гильбертовом пространстве Hh(ω̄):

Ahyε(x) = Fh, yε ∈ Hh(ω̄), (3.7)

Ah = A1h +A2h, Fh(x) = f(x) +
2

h1
F1h(x) +

2

h2
F2h(x), x ∈ ω̄. (3.8)

Здесь операторы A1h, A2h и сеточные функции F1h(x), F2h(x), x ∈ ω̄ определяются
соотношениями:

A1hyε =


− 2

h1

(
a+1
1 yεx1

)
, x1 = 0,

−
(
a1yεx̄1

)
x1
, h1 ≤ x1 ≤ l1 − h1,

2

h1

(
a1yεx̄1 + εyε

)
, x1 = l1,

(3.9)

A2hyε =


− 2

h2

(
a+1
2 yεx2

− εyε
)
, x2 = 0,

−
(
a2yεx̄2

)
x2
, h2 ≤ x2 ≤ l2 − h2,

2

h2

(
a2yεx̄2

+ εyε
)
, x2 = l2,

(3.10)

F1h(x) =

 µ2(x), x1 = 0,
0, h1 ≤ x1 ≤ l1 − h1,
0, x1 = l1,

F2h(x) =

 0, x2 = 0,
0, h2 ≤ x2 ≤ l2 − h2,
0, x2 = l2,

a+1
1 = a1(x1 + h1, x2), a+1

2 = a2(x1, x2 + h2). (3.11)

Здесь

a1(x1, x2) = k1(x1 − 0.5h1, x2), a2(x1, x2) = k2(x1, x2 − 0.5h2). (3.12)

Оператор Ah, определяемый согласно (3.7)–(3.12), самосопряжен и положителен
в Hh(ω̄) [9].
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4. Модельная смешанная краевая задача для проведения
вычислительных экспериментов

В качестве модельного примера рассмотрим следующую смешанную крае-
вую задачу:

−
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂u

∂xα

)
= f(x), x ∈ Ω,

u(x) = µ1(x), x ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1,

∂u

∂N
= −k1(x)

∂u

∂x1
(x) = µ2(x), x ∈ Γ2 = Γ−1,

(4.1)

Функции kα(x), f(x), µ1(x) и µ2(x), α = 1, 2, выберем следующим образом:

k1(x1, x2) = 1 + exp(x1) + x22, k2(x1, x2) = 1 + exp(x2) + x21,

µ1(x) ≡ 0, x ∈ Γ1 = Γ+1 ∪ Γ−2 ∪ Γ+2 = Γ \ Γ−1 = ∂Ω \ Γ−1,

µ2(x) = (2 + x22)(l2 − x2)x2, x ∈ Γ2 = Γ−1,

f(x) = exp(x1)x2(l2 − x2)− (l1 − x1)
[
exp(x2)(l2 − 2x2 − 2)− 2(1 + x21)

]
.

(4.2)

Точным решением задачи (4.1), при заданных функциях (4.2), является функция:

u(x1, x2) = (l1 − x1)(l2 − x2)x2, x ∈ Ω.

Для модельной смешанной краевой задачи (4.1) аппроксимирующая ее третья кра-
евая задача, как нетрудно видеть, примет вид (см. выше):

−
2∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x)

∂uε
∂xα

)
= f(x), x ∈ Ω, (4.3)

−k1(x)
∂uε
∂x1

= µ2(x), x ∈ Γ−1,

k1(x)
∂uε
∂x1

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ+1,

−k2(x)
∂uε
∂x2

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ−2,

k2(x)
∂uε
∂x2

+ εuε(x) = 0, x ∈ Γ+2,

(4.4)

где ε = const > 0.
Функции kα(x), f(x) и µ2(x), α = 1, 2, выбраны следующем образом:

k1(x1, x2) = 1 + exp(x1) + x22, k2(x1, x2) = 1 + exp(x2) + x21,

µ2(x) = (2 + x22)(l2 − x2)x2, x ∈ Γ2 = Γ−1,

f(x) = exp(x1)x2(l2 − x2)− (l1 − x1)
[
exp(x2)(l2 − 2x2 − 2)− 2(1 + x21)

]
.

(4.5)

Наиболее универсальными методами численного решения аппроксимирующей кра-
евой задачи (4.3)–(4.5) являются метод сеток, вариационные методы, метод конечных
элементов [7–10].
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5. Раcчетные формулы для нахождения приближенного реше-
ния сеточной задачи (3.7)-(3.12) методом верхней релаксации

Разностная аппроксимация задачи (4.3)–(4.5) имеет вид (3.7)–(3.12). Приближенное
решение разностной задачи (3.7)–(3.12) найдем методом верхней релаксации. Пусть на
прямоугольной сетке ω̄ =

{
(x

(i)
1 , x

(j)
2 ) = (ih1, jh2), 0 ≤ i ≤ N1, 0 ≤ j ≤ N2, hα = lα/Nα,

α = 1, 2
}
, введенной в прямоугольнике Ω =

{
x = (x1, x2) : 0 ≤ xα ≤ lα, α = 1, 2

}
,

требуется найти решение задачи (3.7)–(3.12). В данной задаче неизвестными являются
yε(i, j) = yε((x

(i)
1 , x

(j)
2 )) в узлах сетки. Если упорядочить неизвестные естественным

способом по строкам сетки ω̄, начиная с нижней, то метод верхней релаксации, как
нетрудно убедиться, описывается формулами [9; 10]:

b(0, 0)yk+1
ε (0, 0) = (1− ω)b(0, 0)ykε (0, 0) + ω

[
a1(1, 0)

h21
ykε (1, 0)+

+
a2(0, 1)

h22
ykε (0, 1) +

µ2(0)

h1
+

1

2
f(0, 0)

]
,

b(0, 0) =
a1(1, 0)

h21
+
a2(0, 1)

h22
+

ε

h2
;

b(0, j)yk+1
ε (0, j) = (1− ω)b(0, j)ykε (0, j) + ω

[
2a1(1, j)

h21
ykε (1, j)+

+
a2(0, j)

h22
yk+1
ε (0, j − 1) +

a2(0, j + 1)

h22
ykε (0, j + 1) +

2µ2(j)

h1
+ f(0, j)

]
,

b(0, j) =
2a1(1, j)

h21
+
a2(0, j) + a2(0, j + 1)

h22
, 1 ≤ j ≤ N2 − 1;

b(0, N2)y
k+1
ε (0, N2) = (1− ω)b(0, N2)y

k
ε (0, N2) + ω

[
a1(1, 0)

h21
ykε (1, N2)+

+
a2(0, 1)

h22
yk+1
ε (0, N2 − 1) +

µ2(l2)

h1
+

1

2
f(0, l2)

]
,

b(0, N2) =
a1(1, l2)

h21
+
a2(0, l2)

h22
+

ε

h2
;

b(i, 0)yk+1
ε (i, 0) = (1− ω)b(i, j)ykε (i, 0) + ω

[
a1(i, 0)

h21
yk+1
ε (i− 1, 0)+

+
a1(i+ 1, 0)

h21
ykε (i+ 1, j) + 2

a2(i, 1)

h22
ykε (i, 1) + f(i, 0)

]
,

b(i, 0) =
a1(i, 0) + a1(i+ 1, 0)

h21
+ 2

a2(i, 1)

h22
+

ε

h2
, 1 ≤ i ≤ N1 − 1;
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b(i, j)yk+1
ε (i, j) = (1− ω)b(i, j)ykε (i, j) + ω

[
a1(i, j)

h21
yk+1
ε (i− 1, j)+

+
a2(i, j)

h22
yk+1
ε (i, j − 1) +

a1(i+ 1, j)

h21
ykε (i+ 1, j) +

a2(i, j + 1)

h22
ykε (i, j + 1) + f(i, j)

]
,

1 ≤ i ≤ N1 − 1, 1 ≤ j ≤ N2 − 1,

b(i, j) =
a1(i, j) + a1(i+ 1, j)

h21
+
a2(i, j) + a2(i, j + 1)

h22
;

b(i,N2)y
k+1
ε (i,N2) = (1− ω)b(i, j)ykε (i,N2) + ω

[
k1(i− 0.5, l2)

h21
yk+1
ε (i− 1, N2)+

+
a1(i+ 1, l2)

h21
ykε (i+ 1, N2) + 2

a2(i, l2)

h22
yk+1
ε (i,N2 − 1) + f(i,N2)

]
,

b(i,N2) =
a1(i, l2) + a1(i+ 1, l2)

h21
+ 2

a2(i, l2)

h22
+

ε

h2
, 1 ≤ i ≤ N1 − 1;

b(N1, 0)y
k+1
ε (N1, 0) = (1− ω)b(N1, 0)y

k
ε (N1, 0) + ω

[
a1(l1, 0)

h21
yk+1
ε (N1 − 1, 0)+

+
a2(l1, 1)

h22
ykε (N1, 1) +

1

2
f(N1, 0)

]
,

b(N1, 0) =
a1(l1, 0)

h21
+
a2(l2, 1)

h22
+

ε

h2
;

b(N1, j)y
k+1
ε (N1, j) = (1− ω)b(N1, j)y

k
ε (N1, j) + ω

[
2k1(l1 − 0.5, j)

h21
yk+1
ε (N1 − 1, j)+

+
a2(l1, j)

h22
yk+1
ε (N1, j − 1) +

a2(l1, j + 1)

h22
ykε (N1, j + 1) + f(N1, j)

]
,

b(N1, j) =
2a1(l1, j)

h21
+
a2(l1, j) + a2(l1, j + 1)

h22
+

ε

h2
, 1 ≤ j ≤ N2 − 1;

b(N1, N2)y
k+1
ε (N1, N2) = (1− ω)b(N1, N2)y

k
ε (N1, N2) + ω

[
a1(l1, l2)

h21
yk+1
ε (N1 − 1, N2)+

+
a2(l1, l2)

h22
yk+1
ε (N1, N2 − 1) +

1

2
f(N1, N2)

]
,

b(N1, N2) =
a1(l1, l2)

h21
+
a2(l1, l2)

h22
+

ε

h2
.

Здесь 0 < ω < 2 – параметр метода, при котором метод релаксации сходится, а k =
0, 1, 2, ....
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Вычисления начинаются с точки i = 0, j = 0 и продолжаются по столбцам сетки ω̄.
Найденное значение yk+1

ε (i, j) размещается на месте ykε (i, j). Начальное приближение
выбирается следующим образом: y0ε(x) = 0, x ∈ ω̄.

Вычислительные эксперименты по приближенному решению краевых задач (4.3)–
(4.5) проводились на основе разностной схемы (3.7)–(3.12), представляющей собой си-
стему сеточных уравнений. Расчеты проводились в единичном квадрате (l1 = l2 = 1),
на квадратной сетке с N1 = N2, с шагами сетки h1 = h2.

Процесс итераций, построенный на основе метода верхней релаксации по решению
системы сеточных уравнений (3.7)–(3.12), заканчивался, если выполнялось условие

∥yk+1
ε (x)− ykε (x)∥L∞(ω̄) < 10−6.

Вычислительные эксперименты по решению модельных задач показали, что с ростом
параметра ε > 0 наблюдается монотонное убывание погрешности типа

c√
ε
, поэтому

имеем при ε→ +∞
∥u(x)− y(x, ε, h, k)∥L∞(ω̄) → 0.

Здесь u(x) – точное решение модельной смешанной краевой задачи (4.1)–(4.2),
а y(x, ε, h, k) – приближенное решение аппроксимирующей краевой задачи (4.3)–(4.5),
полученное на основе разработанного метода решения смешанных краевых задач.
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