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Аннотация. В статье получены условия существования предельных циклов первого рода для
систем автоподстройки с запаздыванием, которые, в свою очередь, определяют условия возник-
новения режимов скрытой синхронизации в таких системах. Принцип доказательства основан
на построении положительно инвариантного тороидального множества с использованием двух
цилиндрических поверхностей, границы которых определяются предельными циклами системы
дифференциальных уравнений второго порядка. С помощью полученных в статье результатов
для предельных циклов показывается возможность использования кривизны цикла для про-
ведения сравнительного анализа близости циклов фазовой и нефазовой систем, а также для
определения режима скрытой синхронизации. Рассмотрен пример для проверки условий суще-
ствования предельных циклов первого рода, позволяющий определить в фазовом пространстве
исходной системы область, содержащую начальные условия таких циклов. Прикладное зна-
чение полученных результатов заключается в возможности использования системы фазовой
автоподстройки как генератора модулированных колебаний.
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1. Введение

Рассматривается система дифференциальных уравнений

ẋ = Ax+ bφ (σ) , σ̇ = cTx+ ρ1φ (σ) + ρ0(1− u)φ (σ)− α1uσ, (1.1)

где x, b, c ∈ R2, u ∈ [0; 1], α1, ρ1, ρ0 ∈ R. При u = 0 система (1.1) является матема-
тической моделью системы фазовой автоподстройки с запаздыванием. Запаздывание в
системе фазовой автоподстройки определяется значением параметра ρ = ρ1 + ρ0 > 0,
при отсутствии запаздывания ρ = 0. В случае ρ = 0 изучению системы фазовой ав-
топодстройки посвящено множество публикаций [1–6], а исследование системы (1.1)
проводилось в работах [5–11]. В данной работе решается задача определения условий
существования предельных циклов первого рода системы (1.1), которые определяют
условия возникновения режимов скрытой синхронизации в таких системах [5; 6; 11].

2. Условия существования предельных циклов первого рода

Для системы (1.1) сформулирована теорема, доказательство которой базируется на
построении положительно инвариантного тороидального множества с использованием
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двух цилиндрических поверхностей, границы которых определяются предельными цик-
лами системы дифференциальных уравнений второго порядка. Использование циклов
нефазовой системы (1.1) и численных методов позволяет определить наличие мульти-
стабильности фазовой системы.

Т е о р е м а 2.1 Пусть для системы (1.1) выполнены условия:
1) cT b = −Γ < 0, cTA = lT , lT b = −ν1 < 0, cTA−1b ̸= 0, lTA = −α1l

T −
β1c

T , rang ∥c, l∥ = = 2, α1 > 0, β1 > 0, ρ1 = ν1β
−1
1 , ρ = ρ1 + ρ0;

2) φ (σ)—∆-периодическая функция, имеющая два нуля на периоде φ (σ̃1) = φ (σ̃2) =
= 0, 0 = σ̃1 < σ̃2 < ∆, φ̇ (0) > 0, φ̇ (σ̃2) < 0, φ̇ (σ) — ограничена на сегменте [0;∆];

3) существуют значения λ1, λ2, r1 > 0 такие, что система дифференциальных
уравнений второго порядка

ẏ = −λ1y − λ2σ − Γφ (σ)− ε, σ̇ = y + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ (2.1)

при ε = −ε−1 , r1 − ε−1 < 0 имеет решение, определяющее функцию f−1 (σ) на σ ∈
[−σ1;σ2] , f−1 (−σ1) = f−1 (σ2) = 0, f−1 (σ) < 0 для любого σ ∈ (−σ1;σ2), σ1 > 0, σ2 > 0;

4) существует r2 > 0 такое, что система (2.1) при ε = ε+1 > r2 имеет реше-
ние, определяющее функцию f+1 (σ) на σ ∈ [−σ1;σ3], σ2 < σ3, f+1 (−σ1) = f+1 (σ3) =
0, f+1 (σ) > 0 для любого σ ∈ (−σ1;σ3);

5) система (2.1) при ε = ε−2 > r2 имеет решение, определяющее функцию f−2 (σ)
на [−σ4;σ5] , f−2 (−σ4) = f−2 (σ5) = 0,−σ4 < −σ1 < σ3 < σ5, f−2 (σ) < 0 для любого
σ ∈ (−σ4;σ5);

6) система (2.1) при ε = −ε+2 , r1 < ε+2 , имеет решение, определяющее функцию
f+2 (σ) на [−σ6;σ5] , f+2 (−σ6) = f+2 (σ5) = 0,−σ6 < −σ4 < 0, f+2 (σ) > 0 для любого
σ ∈ (−σ6;σ5);

7) для любого σ ∈ [−σ6;−σ4] выполняется соотношение −λ2σ − r2 − Γφ (σ) > 0;
8) справедливо неравенство r1 − λ2σ − Γφ (σ) < 0 для любого σ ∈ [σ2;σ3];
9) для значений σ ∈ [−σ6;σ5] справедливы соотношения

λ2 = β1 + λ1 (λ1 − α1) , (2.2)

ψ1 (σ) = (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ)− λ2 (α1u+ λ1 − α1)σ − (α1 − λ1) r1 < 0;
(2.3)

10) если σ ∈ [−σ6;σ5], то справедливо неравенство

ψ2 (σ) = (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ)− λ2 (α1u+ λ1 − α1)σ + (α1 − λ1) r2 > 0;
(2.4)

11) пусть ψ3 (σ) = ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ, тогда функция ψ4 (σ) =
= −α1Γφ (σ)−ν1φ (σ)+β1ψ3 (σ), имеет единственный ноль на сегменте σ ∈ [−σ6;σ5],
ψ4 (0) = 0.

Тогда система (1.1) имеет предельный цикл.
Д о к а з а т е л ь с т в о.
Рассмотрим функции W1 (z) = lTx + λ1c

Tx + λ2σ − r1,W2 (z) = lTx + λ1c
Tx +

+λ2σ + r2, P (z) = cTx, V +
1 (z) = cTx − f+1 (σ) , V −

1 (z) = cTx − f−1 (σ) , V +
2 (z) = cTx−

−f+2 (σ) , V −
2 (z) = cTx − f−2 (σ), где z =

(
x
σ

)
, r1, r2, f

+
1 (σ) , f−1 (σ) , f+2 (σ) , f−2 (σ) удо-

влетворяют условиям 3)–10) теоремы. Пусть

∂Q1 =
{
z : V +

1 (z) = cTx− f+1 (σ) = 0, σ ∈ [−σ1;σ3]
}
,
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∂Q2 =
{
z : V −

1 (z) = cTx− f−1 (σ) = 0, σ ∈ [−σ1;σ2]
}
,

∂Q3 =
{
z : P (z) = cTx = 0, σ2 ≤ σ ≤ σ3

}
,

∂Q = ∂Q1 ∪ ∂Q2 ∪ ∂Q3, тогда ∂Q является цилиндрической поверхностью. Обозначим
внешность цилиндрической поверхности вместе с поверхностью ∂Q через множество Q.

Пусть

∂D1 =
{
z : V +

2 (z) = cTx− f+2 (σ) = 0, σ ∈ [−σ6;σ5]
}
,

∂D2 =
{
z : V −

2 (z) = cTx− f−2 (σ) = 0, σ ∈ [−σ4;σ5]
}
,

∂D3 =
{
z : P (z) = cTx = 0, −σ6 ≤ σ ≤ −σ4

}
,

∂D = ∂D1 ∪ ∂D2 ∪ ∂D3, тогда ∂D является цилиндрической поверхностью. Обозначим
внутренность цилиндрической поверхности вместе с поверхностью ∂D через множество
D. В силу условий теоремы множество Ω = Q ∩D ∩ {z :W1 (z) ≤ 0} ∩ {z :W2 (z) ≥ 0}
является тороидальным, сечение его плоскостью lTx = 0 изображено на Рис. 2.1, а
граница этого множества определяется равенством ∂Ω = ∂Ω+

1 ∪ ∂Ω+
2 ∪ ∂Ω+

3 ∪ ∂Ω−
4 ∪

∂Ω−
5 ∪ ∪∂Ω−

6 ∪ ∂Ω−
7 ∪ ∂Ω+

8 , где

L = {z :W1 (z) ≤ 0,W2 (z) ≥ 0},

∂Ω+
1 = ∂Q1 ∩ L, ∂Ω+

2 = ∂Q2 ∩ L, ∂Ω+
3 = ∂Q3 ∩ L,

∂Ω−
4 = ∂D1 ∩ L, ∂Ω−

5 = ∂D2 ∩ L, ∂Ω−
6 = ∂D3 ∩ L,

∂Ω−
7 = Q ∩D ∩ {z :W1 (z) = 0} , ∂Ω+

8 = Q ∩D ∩ {z :W2 (z) = 0}.

Рис. 2.1. Сечение множества Ω плоскостью lTx = 0.
Fig 2.1. Section of the set Ω by the plane lTx = 0.

Пусть z ∈ ∂Ω+
1 , тогда справедливы соотношения

cTx = f+1 (σ) , σ ∈ [−σ1;σ3] , (2.5)
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lTx ≥ −r2 − λ1c
Tx− λ2σ. (2.6)

Используя (2.5), (2.6) и условия 1); 4) теоремы найдём производную функции V +
1 (z) в

силу системы (1.1) на множестве ∂Ω+
1

V̇1
+
(z) = lTx− Γφ (σ)− df+1 (σ)

dσ

(
f+1 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
≥

≥ −r2 − λ2σ − λ1f
+
1 (σ)− Γφ (σ)− df+1 (σ)

dσ

(
f+1 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
=

= −r2 + ε+1 > 0.

(2.7)

Для z ∈ ∂Ω+
2 , выполняются соотношения

cTx = f−1 (σ) , σ ∈ [−σ1;σ2] , (2.8)

lTx ≤ r1 − λ1c
Tx− λ2σ. (2.9)

Найдём производную функции V −
1 (z) в силу системы (1.1) на множестве ∂Ω+

2 . Исполь-
зуя (2.8), (2.9), условия 1), 3) теоремы, получим

V̇1
−
(z) = lTx− Γφ (σ)− df−1 (σ)

dσ

(
f−1 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
≤

≤ r1 − λ2σ − λ1f
−
1 (σ)− Γφ (σ)− df−1 (σ)

dσ

(
f−1 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
=

= r1 − ε−1 < 0.

(2.10)

Рассмотрим множество ∂Ω+
3 , если z ∈ ∂Ω+

3 , то справедливо неравенство (2.9) и
равенство

cTx = 0, σ ∈ [σ2;σ3] , (2.11)

В силу условий 1); 8) теоремы и (2.9), (2.11) получим, что производная функции P (z)
в силу системы (1.1) удовлетворяет соотношению

Ṗ (z) = lTx− Γφ (σ) ≤ r1 − λ2σ − Γφ (σ) < 0. (2.12)

Пусть z ∈ ∂Ω−
4 , тогда справедливо (2.9) и соотношение

cTx = f+2 (σ) , σ ∈ [−σ6;σ5] , (2.13)

Используя (2.9), (2.13) и условия 1); 6) теоремы найдём производную функции V +
2 (z)

в силу системы (1.1) на множестве ∂Ω−
4 .
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V̇2
+
(z) = lTx− Γφ (σ)− df+2 (σ)

dσ

(
f+2 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
≤

≤ r1 − λ2σ − λ1f
+
2 (σ)− Γφ (σ)− df+2 (σ)

dσ

(
f+2 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
=

= r1 − ε+2 < 0.

(2.14)

Для z ∈ ∂Ω−
5 выполняется (2.6) и равенство

cTx = f−2 (σ) , σ ∈ [−σ4;σ5] , (2.15)

Найдём производную функции V −
2 (z) в силу системы (1.1) на множестве ∂Ω−

5 , приме-
нив (2.6), (2.15) и условия 1); 5) теоремы. Получим

V̇2
−
(z) ≥ −r2 − λ2σ − λ1f

−
2 (σ)− Γφ (σ)−

− df−2 (σ)

dσ

(
f−2 (σ) + ρ1φ (σ) + ρ0 (1− u)φ (σ)− α1uσ

)
= −r2 + ε−2 > 0.

(2.16)

Рассмотрим множество ∂Ω−
6 , если z ∈ ∂Ω−

6 , то справедливо неравенство (2.6) и
равенство

cTx = 0, σ ∈ [−σ6;−σ4] . (2.17)

С учётом условий 1); 7) теоремы и (2.6), (2.17) получим, что производная функции
P (z) в силу системы (1.1) удовлетворяет соотношению

Ṗ (z) = lTx− Γφ (σ) ≥ −r2 − λ2σ − λ1c
Tx− Γφ (σ) = −r2 − λ2σ − Γφ (σ) > 0. (2.18)

Пусть z ∈ ∂Ω−
7 , тогда выполняется условие λ2 = β1 + λ1 (λ1 − α1) и справедливо

соотношение

lTx = r1 − λ2σ − λ1c
Tx. (2.19)

Используя (2.19) и условия 1); 9) теоремы найдём производную функции W1 (z) в силу
системы (1.1) на множестве ∂Ω−

7 .

Ẇ1 (z) = −α1l
Tx− β1c

Tx− ν1φ (σ) + λ1l
Tx− λ1Γφ (σ) + λ2c

Tx+ λ2ρ1φ (σ)+

+ λ2ρ0 (1− u)φ (σ)− λ2α1uσ = (λ1 − α1) l
Tx+ (λ2 − β1) c

Tx+

+ (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ)− λ2α1uσ = (λ1 − α1) r1 − (λ1 − α1)λ2σ−
− (λ1 − α1)λ1c

Tx+ (λ2 − β1) c
Tx+ (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ)−

− λ2α1uσ = (λ2 − β1 − λ1 (λ1 − α1)) c
Tx− (λ2α1u+ λ2 (λ1 − α1))σ+

+ (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ)− (α1 − λ1) r1 = ψ1 (σ) < 0.

(2.20)

Для z ∈ ∂Ω+
8 выполняется условие λ2 = β1 + λ1 (λ1 − α1) и равенство
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lTx = −r2 − λ2σ − λ1c
Tx. (2.21)

Найдём производную функцииW2 (z) в силу системы (1.1) на множестве ∂Ω+
8 , применив

(2.21) и условия 1); 10) теоремы. Получим

Ẇ2 (z) = (λ2 − β1 − λ1 (λ1 − α1)) c
Tx− (λ2α1u+ λ2 (λ1 − α1))σ+

+ (λ2ρ1 − ν1 − λ1Γ + λ2ρ0 (1− u))φ (σ) + (α1 − λ1) r2 = ψ2 (σ) > 0.
(2.22)

С учётом соотношений (2.7), (2.10), (2.12), (2.14),(2.16), (2.18),(2.20), (2.22) получим,
что множество Ω является положительно инвариантным.

Рассмотрим часть плоскости P0 =
{
z : Q0 (z) = σ = 0, cTx > 0

}
. Найдём пересечение

множеств Ω ∩ P0 = G. Обозначим через T оператор сдвига по траекториям системы
(1.1). Покажем, что T (G) ⊂ G. Для этого множество Ω разобьем на два множества
Ω = Ω1 ∪Ω2, где Ω1 = Ω \

{
z : cTx > 0, σ < 0

}
, Ω2 = Ω \ Ω1, Ω2 – замыкание множества

Ω\Ω1. В силу построения множества Ω справедливо, что существует ε > 0 и для любого
z ∈ Ω выполняется неравенство (

cTx
)2

+ σ2 ≥ ε. (2.23)

Найдём производную функции Q0 (z) в силу системы (1.1) на множестве G. Применяя
условие 2) теоремы, получим

Q̇0 (z) = cTx+ ρ1φ (0) + ρ0(1− u)φ (0)− α1uσ = cTx > 0. (2.24)

Пусть z ∈ G1,1 =
{
z : cTx = 0,−σ4 < σ < −σ1,W1 (z) ≤ 0,W2 (z) ≥ 0

}
, тогда исполь-

зуя условия 1); 7) теоремы найдём производную функции P (z) = cTx в силу системы
(1.1) на множестве G1,1

Ṗ (z) = lTx− Γφ (σ) ≥ −r2 − λ2σ − λ1c
Tx− Γφ (σ) = −r2 − λ2σ − Γφ (σ) > 0. (2.25)

Для множества Ω1 поверхности G, G1,1 являются частью границы. Пусть z0 ∈ G ⊂ Ω1

покажем, что для решения системы (1.1) z (t, z0) с начальными условиями z (0, z0) = z0
существует t1, такое что z (t1, z0) /∈ Ω1. Предположим противное, то есть для любого
t > > 0 выполняется принадлежность z (t1, z0) ∈ Ω1. Множество Ω1 является ограни-
ченным, следовательно, решение z (t, z0) является ограниченным.

Обозначим ψ3(σ) = ρ1φ(σ)+ρ0(1−u)φ(σ)−α1uσ . В силу системы (1.1) справедливо
соотношение

t∫
0

σ̇(t)dt =

t∫
0

(cTx+ ρ1φ(σ) + ρ0(1− u)φ(σ)− α1uσ)dt = (σ(t)− σ(0)) ∈ R. (2.26)

Из соотношения (2.26) в силу леммы Барбалата [12] получим равенство

lim
t→+∞

(cTx+ ρ1φ(σ) + ρ0(1− u)φ(σ)− α1uσ) = lim
t→+∞

(cTx+ ψ3(σ)) = 0. (2.27)

Используя условие 1) теоремы найдем интегралы

t∫
0

cT ẋdt =

t∫
0

(lTx− Γφ(σ))dt = cT (x(t)− x(0)) ∈ R, (2.28)
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t∫
0

lT ẋdt =

t∫
0

(−α1l
Tx− β1c

Tx− ν1φ(σ))dt = lT (x(t)− x(0)) ∈ R. (2.29)

С учетом (2.28), (2.29) и леммы Барбалата справедливы равенства

lim
t→+∞

(lTx− Γφ(σ)) = 0, (2.30)

lim
t→+∞

(−α1l
Tx− β1c

Tx− ν1φ(σ)) = 0. (2.31)

Используя (2.27), (2.30), (2.32) получим

lim
t→+∞

(−α1Γφ(σ) + β1ψ3(σ)− ν1φ(σ)) = lim
t→+∞

ψ4(σ) = 0. (2.32)

В силу условий 2); 11) теоремы и (2.27), (2.32) получим

lim
t→+∞

σ(t) = 0, lim
t→+∞

cTx = 0, lim
t→+∞

((cTx)2 + σ2) = 0. (2.33)

Соотношения (2.23) и (2.33) одновременно не выполняются, следовательно, суще-
ствует t1, такое что z(t1, z0) /∈ Ω1. С учетом (2.7), (2.10), (2.12), (2.14), (2.16), (2.24),
(2.25) получим, что существует t, для которого z(t, z0) ∈ G1,1. Получим, что оператор
T отображает множество G во множество G1,1, T (G) ⊂ G1,1.

Пусть z ∈ G1,2 = {z : cTx = 0,−σ6 < σ < −σ1,W1(z) ≤ 0,W2 ≥ 0}, тогда используя
условия 1); 7) теоремы найдём производную функции P (z) = cTx в силу системы (1.1)
на множестве G1,2

Ṗ (z) = lTx− Γφ(σ) ≥ −r2 − λ2σ − λ1c
Tx− Γφ(σ) = −r2 − λ2σ − Γφ(σ) > 0. (2.34)

Для множества Ω2 поверхности G, G1,2 являются частью границы. Пусть z2 ∈ G1,2,
G1,1 ⊂ G1,2, тогда аналогично множеству Ω1 показывается, что для решения системы
(1.1) z(t, z2) с начальными условиями z(0, z2) = z2 существует t2, такое что z(t2, z2) ∈ G.
Таким образом, для оператора T выполняется включение T (G) ⊂ G.

Из непрерывности решений системы (1.1) и того факта, что множество G – мно-
жество без контакта следует непрерывность оператора T . Множество G – замкнутое,
ограниченное, выпуклое, оператор T отображает множество G в себя, T (G) ⊂ G, то-
гда по теореме Брауэра [13] существует неподвижная точка оператора T такая, что
Tz∗ = z∗ ∈ G. Неподвижная точка z∗ определяет начальные условия предельного цик-
ла первого рода. Таким образом, система (1.1) имеет предельный цикл первого рода.
Теорема доказана.

3. Проверка условий теоремы

П р и м е р 3.1 Рассмотрим систему дифференциальных уравнений (1.1), где

A =

(
−α1 −β1
1 0

)
, b =

(
−ν1
−Γ

)
, c =

(
0
1

)
, α1 > 0, β1 > 0, тогда cT b = −Γ, cTA = lT ,

lT b = −ν1 < 0, rang ∥c, l∥ = 2, lTA = −α1l
T −β1cT , cTA−1b ̸= 0, ρ1 = ν1β

−1
1 , ρ = ρ1+ρ0.

Для системы (1) выполнено условие 1) теоремы.
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Пусть α1 = 0.02, β1 = 2.11, Γ = 4, ν1 = 1.24, γ = 0.12, u = 0.978, ρ1 = 0.59, ρ0 =
0.032. Рассмотрим систему

ẋ = Ax+ bφ2(σ̃), ˙̃σ = cTx+ ρ1φ2(σ̃) + ρ0(1− u)φ2(σ̃)− α1uσ̃. (3.1)

Функция φ2(σ̃) = −γ + sin(σ̃) – периодическая с периодом ∆ = 2π. Уравнение
φ2(σ̃) = 0 на сегменте [0;∆] имеет два корня φ2(σ̃1) = φ2(σ̃2) = 0, где 0 < σ̃1 < σ̃2 < ∆,
σ̃1 = arcsinγ = 0.12, σ̃2 = π − 2arcsinγ = 2.9. В системе (3.1) сделаем замену перемен-
ных σ = σ̃ + σ̃1, тогда в силу условия 2) теоремы система (3.1) примет вид (1.1), где
φ(σ) = = −γ+sin(σ̃+arcsinγ). Тогда φ̇(0) > 0, φ̇(σ2) < 0, φ̇(σ) ограничена на сегменте
[0;∆]. Для системы (1.1) выполнено условие 2) теоремы.

Пусть λ1 = 0, λ2 = β1 = 2.11 тогда система второго порядка (2.1) при
ε = − ε−1 = − 0.96 имеет решение, определяющее функцию f−1 (σ) такую, что при
любом σ ∈ [−2.161; 2.34] справедливы соотношения f−1 (−2.161) = f−1 (2.34) = 0, σ1 =
2.161 > 0, σ2 = 2.34 и f−1 (σ) < 0. Существует r1 > 0 и r1 − ε−1 < 0. Для системы (1.1)
выполняется условие 3) теоремы.

Система второго порядка (2.1) при ε = ε+1 = 0.96 > r2 имеет решение, определя-
ющее функцию f+1 (σ) на σ ∈ [−2.161; 2.382], гдеσ3 = 2.382 > 0. Функция f+1 (σ) > 0,
f+1 (−2.161) = f+1 (2.382) = 0, f+1 (σ) > 0 и 0 < 2.34 < 2.382. Существует такое r2, для
которого r2 < ε = ε+1 = 0.96. Условие 4) теоремы выполняется.

Система (2.1) в случае ε = ε−2 = 0.26 > r2 имеет решение, определяющее функцию
f−2 (σ) на σ ∈ [−4.949; 5.749], где −σ4 = −4.949 и σ5 = 5.749. Функция f−2 (σ) < 0,
f−2 (−4.949) = f−2 (5.749) и справедливы неравенства −4.949 < −2.161 < 2.382 < 5.749.
Проверено условие 5) теоремы.

При ε = −ε+2 = −0.26 и r1 < ε+2 показывается, что система второго порядка (2.1)
имеет решение f+2 (σ) на σ ∈ [−5.118; 5.749], где −σ6 = −5.118. Функция f+2 (σ) > 0,
f+2 (−5.118) = f+2 (5.749) = 0 и справедливы неравенства −5.118 < −4.949 < 0. Провере-
но условие 6) теоремы.

На Риc. 3.1, а изображены функции f+1 (σ) и f−1 (σ), а на Рис. 3.1, б – функции f+2 (σ)
и f−2 (σ).

а), a) f+
1 (σ), f−

1 (σ); б), b) f+
2 (σ), f−

2 (σ).

Рис. 3.1. Графики функций a) f+
1 (σ), f−

1 (σ) и б) f+
2 (σ), f−

2 (σ).
Fig 3.1. Function graphs a) f+

1 (σ), f−
1 (σ) and b) f+

2 (σ), f−
2 (σ).
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Численно показывается, что при σ ∈ [−5.118;−4.949] выполняется соотношение
−2.11σ − r2 − 4φ(σ) > 0, а для любого σ ∈ [2.34; 2.382] справедливо неравенство
r1 − 2.11σ − 4φ(σ) < 0. В теореме выполнены условия 7), 8).

При σ ∈ [−5.118; 5.749] выполняются неравенства ψ1(σ) < 0 и ψ2(σ) > 0. На Рис. 3.2,
а-б изображены функции ψ1(σ) < 0 и ψ2(σ) > 0. Выполнены условия 9) и 10) теоремы.

а), a) ψ1(σ) < 0; б), b) ψ2(σ) > 0.

Рис. 3.2. Графики функций ψ1(σ) и ψ2(σ) при условии а) ψ1(σ) < 0
и б) ψ2(σ) > 0.

Fig 3.2. Function graphs ψ1(σ) and ψ2(σ) provided a) ψ1(σ) < 0 and b) ψ2(σ) > 0.

Если ψ3(σ) = 0.59φ(σ) + 7.04 · 10−4φ(σ) − 0.019σ, то функция ψ4(σ) = −0.08φ(σ) −
−1.24φ(σ)+2.11ψ3(σ) имеет единственный ноль на сегменте σ ∈ [−5.118; 5.749], ψ4(0) =
0. Условие 11) теоремы выполняется.

Для системы (1.1) выполнены все условия теоремы, тогда система (1.1) имеет пре-
дельный цикл первого рода. Условия теоремы позволяют определить область началь-
ных условий цикла первого рода системы (1.1). Численно показывается, что систе-
ма (1.1) при u = 0.978 имеет устойчивый предельный цикл первого рода z1(t) =
colon(x1(t), x2(t), σ(t)) с начальными условиями x1 = −0.00165, x2 = 7.10951, σ = 0,

Tz = 4.6802 и < σ̇ >= 0.00073, где < σ̇ >= T−1
T∫
0

σ̇(t)dt = 0.

Рассмотрим множество ω1 = {(σ, x) : (x1−0.00165)2+(x2−7.10951)2 ≤ 2.222, σ = 0}.
Пусть U1– оператор сдвига по траекториям системы (1.1), тогда U1(ω1) ⊂ {z :
σ = 0, cTx > 0}. Обозначим Q1(x) = x−U1(x) , γ(Q1, ∂ω1) – вращение векторного поля
Q1 оператора U1 на границе ∂ω1 множества ω1. Вращение векторного поля Q1 на гра-
нице ∂ω1 множества ω1 отлично от нуля, γ(Q1, ∂ω1) ̸= 0. Множество ω1 при u = 0.978
содержит неподвижную точку оператора U1, определяющую начальные условия цикла
первого рода z1(t) системы (1.1).

При уменьшении значения параметра u до значения u = 0, нефазовая система (1.1)
становится фазовой системой с запаздыванием

ẋ = Ax+ bφ(σ), σ̇ = cTx+ (ρ1 + ρ0)φ(σ). (3.2)

Пусть U2 оператор сдвига по траекториям системы (1.1), Q2(x) = x − U2(x),
γ(Q2, ∂ω2) – вращение векторного Q2 поля оператора U2. Численно показывается, что
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γ(Q2, ∂ω2) ̸= ̸= 0, на ∂ω2 = {(σ, x) : (x1−1.890)2+(x2−8.743)2 = 1.222, σ = 0}. Оператор
U2 имеет неподвижную точку, определяющую начальные условия устойчивого цикла
первого рода z10(t), x1 = 1.89025, x2 = 8.74307, σ = 0, Tz10 = 4.45675 фазовой системы
(3.2), для которого < σ̇ >= 0.00089. Таким образом, цикл z1(t) нефазовой системы (1.1)
переходит в цикл z10(t) фазовой системы (3.2).

У фазовой системы (3.2) помимо цикла z10(t) существует еще один устойчивый пре-
дельный цикл z20(t) с начальными условиями x1 = 2.36543, x2 = 12.1368, σ = 0, Tz20 =
= 4.29085 < σ̇ >= 0.0012. Существование в системе (3.2) разночастотных предельных
циклов первого рода позволяет сделать вывод о наличии фазовой мультистабильности
в этой системе, при этом предельные циклы первого рода системы (3.2) определяют
режимы фазовой синхронизации.

На Рис. 3.3, а изображены проекции полученных циклов z10(t) ,z20(t) фазовой си-
стемы (3.2) на плоскость (x1, x2), а на Рис. 3.3, б представлено их изображение в про-
странстве (x1, x2, σ).

а), a) (x1, x2); б), b) (x1, x2, σ).

Рис. 3.3. Циклы z10(t) и z20(t) фазовой системы в плоскости а) (x1, x2)
и в пространстве б) (x1, x2, σ).

Fig 3.3. Cycles z10(t) and z20(t) of the phase system in the plane a) (x1, x2)
and in space b) (x1, x2, σ).

В работах [6; 7; 11] проводились исследования, связанные с определением простран-
ственных характеристик циклов систем (1.1) и (3.2). Под пространственными харак-
теристиками, понимаются понятия кривизны Kz(t) и кручения Qz(t) циклов первого
рода. Был рассмотрен вопрос возможности использования кривизны и кручения для
определения характеристик режима скрытой синхронизации в системах фазовой авто-
подстройки [6; 7]. В работе [11] было показано, что для определения режима скрытой
синхронизации в случае фазовой мультистабильности можно использовать кривизну
цикла.

Для выбора наилучшего режима скрытой синхронизации системы (1.1) возникает
необходимость проведения сравнительного анализа зависимости кривизны циклов си-
стемы (1.1) от ее координат. Для этого рассматривается расширенная система вида
[6]
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ẋ = Ax+ bφ(σ),

σ̇ = cTx+ ρ1φ(σ) + ρ0(1− u)φ(σ)− α1uσ,

K̇(t) = ψ(σ, x),

(3.3)

где K̇(t) =
g′f − 3gf ′

2g1/2f5/2
– производная кривизны цикла системы (1.1), а функции

g(x;σ), g′(x;σ), f(x;σ), f ′(x;σ) и определяются соотношениями

g(x;σ) =(x′1x
′′
2 − x′′1x

′
2)

2 + (x′2σ
′′ − x′′2σ

′)2 + (σ′x′′1 − σ′′x′1)
2,

g′(x;σ) =2(x′1x
′′
2 − x′′1x

′
2)(x

′
1x

′′′
2 − x′′′1 x

′
2) + 2(x′2σ

′′ − x′′2σ
′)(x′2σ

′′′ − x′′′2 σ
′)+

+ 2(σ′x′′1 − σ′′x′1)(σ
′x′′′1 − σ′′′x′1),

f(x;σ) =(x′1)
2 + (x′2)

2 + (σ′)2,

f ′(x;σ) =2x′1x
′′
1 + 2x′2x

′′
2 + 2σ′σ′′.

Используя результаты, полученные в работах [6; 7; 11], для циклов z10(t), z20(t),
системы (3.2) проведен сравнительный анализ зависимости кривизны от фазовых ко-
ординат этой системы. Так, например, на Рис. 3.4, а в пространстве (x1;x2;Kz(t)) изоб-
ражены линии L1, L2 определяющие решения системы (3.3), с начальными условия-
ми, соответствующими начальным условиям циклов z10(t), z20(t) системы (3.2), а на
Рис. 3.4, б представлены линии L1

1, L
2
2, которые описывают зависимость кривизны

Kz(t) этих циклов от координаты x2(t).

а), a) L1, L2; б), b) L1
1, L

2
2.

Рис. 3.4. Линии а) L1, L2 и б) L1
1, L

2
2.

Fig 3.4. Lines a) L1, L2 and b) L1
1, L

2
2.

Использование пространственных характеристик позволяет проводить анализ бли-
зости циклов фазовой и нефазовой систем для определения режима фазовой синхрони-
зации. Результаты, полученные в данной работе, для математической модели системы
фазовой автоподстройки, описываемой системой (3.2), позволяют получить условия су-
ществования в такой системе режимов фазовой мультистабильности, квазисинхронных
режимов и режимов вынужденной фазовой синхронизации, влияющих на появление в
системе (3.2) режима скрытой синхронизации.
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Abstract. In the article, the conditions for the existence of limit cycles of the first kind are obtained
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