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Стабилизация многосвязной управляемой
непрерывно-дискретной системы
с неперекрывающимися декомпозициями по части
переменных
c⃝ Е. А. Каледина1

Аннотация. В работе рассматривается многосвязная управляемая динамическая система
с неперекрывающимися декомпозициями. Учитывая, что большинство законов управления
реализуется на цифровых регуляторах, управление системы реализуется в виде кусочно-
постоянной функции. Многосвязность системы, в свою очередь, приводит к определенным
трудностям в применении централизованного управления. Каждая изолированная подсисте-
ма должна работать устойчиво, а межсистемные связи могут осуществлять дестабилизирую-
щее воздействие. В этом случае кусочно-постоянное управление строится двухуровневым, т.
е. в виде суммы локального и глобального управления. Локальное управление стабилизиру-
ет положения равновесия отдельных линейных подсистем, а глобальное управление действует
на межсистемные связи. Получены условия, при выполнении которых локальное управление
стабилизирует линейные подсистемы, а положение равновесия исходной многосвязной системы
будет асимптотически устойчиво по части переменных.
Ключевые слова: Многосвязная динамическая система, кусочно-постоянное управление,
двухуровневое управление, асимптотическая устойчивость по части переменных, стабилизация

1. Введение и постановка задачи

В настоящее время большое внимание уделяется задаче стабилизации непрерывных
систем кусочно-постоянным управлением. Данная задача возникает в объектах, где дис-
кретные регулирующие устройства (компьютеры, микропроцессоры и просто пороговые
устройства) сочетаются с непрерывными по своей природе объектами управления, то
есть сочетается непрерывное и дискретное время [1–3]. Основная часть исследований
посвящена построению кусочно-постоянных управлений для линейных систем, описы-
ваемых обыкновенными дифференциальными уравнениями или уравнениями с запаз-
дыванием [4–5].

Отметим, что современные управляемые динамические объекты представляют со-
бой комплекс подсистем, взаимосвязанных и взаимодействующих друг с другом. При-
мерами таких объектов являются исполнительные системы роботов, газотурбинные
двигатели, летательные аппараты и т. д. Математические модели подобных объектов
представляют собой многосвязные системы, состоящие из отдельных подсистем, объ-
единяемых в единую систему посредством внутрисистемных связей [6–7]. При управ-
лении такими объектами необходимо учитывать тот факт, что большинство законов
управления реализуется на цифровых регуляторах [8]. В связи с этим задача синтеза
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непрерывно-дискретных систем управления многосвязными объектами является акту-
альной, а её решение востребованным.

В настоящей работе исследуется задача стабилизации многосвязной системы с по-
мощью кусочно-постоянного управления по части переменных.

Рассмотрим линейную управляемую динамическую систему

dx

dt
= Ax+ bu, (1.1)

где x ∈ Rn, u ∈ R, A – постоянная матрица размерности n× n; b – постоянный вектор
размерности (n × 1). Управление u зависит от дискретных моментов времени и пред-
ставляет собой кусочно-постоянную функцию, т. е. u(t) = u(ph), t ∈ [ph, (p+1)h]. Здесь
h > 0 – шаг квантования; p = 0, 1, ...; x(0) = x0 – начальное условие, характеризующее
начальное отклонение от программного режима.

Положим, что матрица A допускает неперекрывающуюся декомпозицию вида

ẋs = Asxs +

q∑
j=1,j ̸=s

Asjxj + bsus, s = 1, q, (1.2)

где xs ∈ Rns , As – постоянные матрицы размерности ns×ns; Asj — постоянные матрицы
размерности (ns × nj),

∑q
s=1 ns = n. Ни одна из компонент вектора xs не является од-

новременно компонентой какого-либо другого вектора xj другой подсистемы. Матрица
As отражает динамические свойства s-й подсистемы (1.2), а слагаемые

∑q
j=1,j ̸=sAsjxj

содержат все остальные фазовые переменные xj , j = 1, q и указывают на связи между
подсистемами.

Рассмотрим случай, когда кусочно-постоянное управляющее воздействие формиру-
ется в виде суммы us = uΛs + uΓs . Здесь uΛs = uΛs (ph) – управления на уровне подсистем
(локальное управление), стабилизирующее подсистемы

ẋs = Asxs + bsus, s = 1, q, (1.3)

uΓs = uΓs (ph) – управление на уровне исходной системы (1.2) (глобальное управление),
воздействующее на межсистемные связи [9]. Пусть управления формируются по зако-
нам

uΛs = kTs xs(ph), u
Γ
s =

q∑
j=1,j ̸=s

kTj xj(ph), (1.4)

где ks – постоянный вектор размерности ns, s = 1, q.
С учетом вида управлений (1.4) система (1.2) примет вид

ẋs = Asxs + bsk
T
s xs(ph) +

q∑
j=1,j ̸=s

Asjxj + bs

q∑
j=1,j ̸=s

kTj xj(ph), s = 1, q. (1.5)

Будем считать, что локальные управления построены таким образом, что действи-
тельные части характеристических чисел матриц (As+ bsk

T
s ), s = 1, q — отрицательны.

В этом случае исследуемую задачу стабилизации системы (1.5) по части переменных
можно представить как поиск соответствующих условий, накладываемых лишь на гло-
бальное управление.
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2. Построение вспомогательной µ-системы для многосвязной
управляемой системы

Представим вектор x в виде x = (x1, ..., xn)
T = (y1, . . . , ym, z1, . . . , zp)

T , m + p = n.
Тогда система (1.5) преобразуется к виду

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph) +

m∑
j=1,j ̸=s

Bsjyj + bs

m∑
j=1,j ̸=s

kTj yj(ph)+

+

p∑
j=1

Csjzj + bs

p∑
j=1

kTj zj(ph), s = 1,m,

żs = Fszs + bsk
T
s zs(ph) +

p∑
j=1,j ̸=s

Gsjzj + bs

p∑
j=1,j ̸=s

kTj zj(ph)+

+

m∑
j=1

Hsjyj + bs

m∑
j=1

kTj yj(ph), s = 1, p,

(2.1)

где Bsj , Csj , Fs Gsj , Hsj – постоянные матрицы соответствующих размерностей.
Для исследования задачи об асимптотической y-устойчивости положения равнове-

сия yi = 0, zj = 0 (i = 1,m, j = 1, p) системы (2.1) по отношению к переменным
y1, . . . , ym воспользуемся работой В. И. Воротникова [10] и построим вспомогательную
µ-систему дифференциальных уравнений.

Для этого введём новые переменные:

µs =

p∑
j=1

Csjzj , (s = 1,m1), (2.2)

где коэффициенты Ci = (Ci1, . . . , Cip) (i = 1, . . . ,m1,m1 ≤ m) образуют линейно неза-
висимые столбцы в системе (2.2), а векторы Cm1+1, . . . , Cm линейно выражаются через
них.

При этом система (2.1) приводится к виду

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph) +

m∑
j=1,j ̸=s

Bsjyj + bs

m∑
j=1,j ̸=s

kTj yj(ph)+

+

m1∑
j=1

Dsjµj +

m1∑
j=1

Jsjµj(ph), s = 1,m,

µ̇s = αsµs + βsµs(ph) +

m1∑
j=1,j ̸=s

γsjµj +

m1∑
j=1,j ̸=s

ηsjµj(ph)+

+

m∑
j=1

ρsjyj +

m∑
j=1

ξsjyj(ph), s = 1,m1,

żs = Fszs + bsk
T
s zs(ph) +

p∑
j=1,j ̸=s

Gsjzj + bs

p∑
j=1,j ̸=s

kTj zj(ph)+

+

m∑
j=1

Hsjyj + bs

m∑
j=1

kTj yj(ph), s = 1, p.

(2.3)
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Поведение переменных y1, . . . , ym системы (2.1), относительно которых рассмат-
ривается устойчивость невозмущенного движения, будет полностью описываться µ-
системой:

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph) +

m∑
j=1,j ̸=s

Bsjyj + bs

m∑
j=1,j ̸=s

kTj yj(ph)+

+

m1∑
j=1

Dsjµj +

m1∑
j=1

Jsjµj(ph), s = 1,m,

µ̇s = αsµs + βsµs(ph) +

m1∑
j=1,j ̸=s

γsjµj +

m1∑
j=1,j ̸=s

ηsjµj(ph)+

+

m∑
j=1

ρsjyj +

m∑
j=1

ξsjyj(ph), s = 1,m1.

(2.4)

Из этого следует, что на основании анализа устойчивости непрерывно-дискретной
µ-системы (2.4) по всем переменным решается вопрос об устойчивости по отношению
к части переменных положения равновесия исходной системы (1.5) с двухуровневым
кусочно-постоянным управлением.

В случае, когда при введении переменных (2.2) неравенства

p∑
j=1

Csjzj =

m1∑
j=1

Dsjµj

выполняются, допустим, лишь для первых m2 (m2 < m1) равенств, система будет со-
стоять из уравнений

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph) +

m∑
j=1,j ̸=s

Bsjyj + bs

m∑
j=1,j ̸=s

kTj yj(ph)+

+

m1∑
j=1

Dsjµj +

m1∑
j=1

Jsjµj(ph), s = 1,m,

µ̇s = αsµs + βsµs(ph) +

m1∑
j=1,j ̸=s

γsjµj +

m1∑
j=1,j ̸=s

ηsjµj(ph)+

+

m∑
j=1

ρsjyj +

m∑
j=1

ξsjyj(ph), s = 1,m2,

µ̇s = α∗
szs + β∗

szs(ph) +

p∑
j=1,j ̸=s

γ∗sjzj +

m1∑
j=1,j ̸=s

η∗sjµj(ph)+

+

m∑
j=1

ρsjyj +

m∑
j=1

ξsjyj(ph), s = 1,m2,

(2.5)
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żs = Fszs + bsk
T
s zs(ph) +

p∑
j=1,j ̸=s

Gsjzj + bs

p∑
j=1,j ̸=s

kTj zj(ph)+

+

m∑
j=1

Hsjyj + bs

m∑
j=1

kTj yj(ph), s = 1, p,

γ∗sj =

p∑
i=1

CsjGij , s = m2 + 1,m1.

В этом случае вводятся новые переменные:

µm1+1 =

p∑
k=1

γm2+l,kzk, l = 1,m3,

где первые m3 из векторов γ∗m2+1, . . . , γ
∗
m1

(m3 ≤ m1 − m2) линейно независимы, а
остальные выражаются через них. При этом система сводится к системе типа (2.3)
или (2.5). В первом случае µ-система построена, во втором – необходимо продолжать
введение новых переменных.

В общем случае вспомогательные переменные µ-системы выбираются из перемен-
ных (в векторном виде)

µ = Cz, µ(1) = Cż = CGz, . . . , µ(k) = CGkz (1 ≤ k ≤ p− 1),

и для определения размерности µ-системы с кусочно-постоянным управлением рас-
сматривается матрица

Kp = (CT , GTCT , . . . , (GT )(p−1)CT ),

где CT , GT – вектор-столбцы системы (2.1). Следовательно, для непрерывно-
дискретной системы (2.4) верна лемма [10]: для того, чтобы размерность µ-системы
была равна (m+ h), необходимо и достаточно, чтобы rankKp = h.

3. Асимптотическая устойчивость µ-систем

Далее, не теряя общности рассуждений, рассматрим µ-систему размерности (m+h):

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph) +

m∑
j=1,j ̸=s

Bsjyj + bs

m∑
j=1,j ̸=s

kTj yj(ph)+

+

h∑
j=1

Dsjµj +

h∑
j=1

Jsjµj(ph), s = 1,m,

(3.1)

µ̇s = αsµs+βsµs(ph)+

h∑
j=1,j ̸=s

γsjµj +

h∑
j=1,j ̸=s

ηsjµj(ph)+

m∑
j=1

ρsjyj +

m∑
j=1

ξsjyj(ph), s = 1, h.

(3.2)
Найдем αs, βs, γsj , ηsj , ρsj , ξsj в уравнении (3.2) из равенств

h∑
j=1

CsjFjzj = αsµs;

h∑
j=1

Csjbjk
T
j zj = βsµs;

h∑
j=1

Csj

h∑
k=1,k ̸=j

Gjkzk =

h∑
j=1,j ̸=s

γsjµj ;
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h∑
j=1

Csjbj

h∑
l=1,l ̸=s

kTl zl(ph) =
h∑

j=1,j ̸=s

ηsjµj(ph);
h∑

j=1

Csj

m∑
k=1

Hjkyk =
m∑
j=1

ρsjyj ;

h∑
j=1

Csjbj

m∑
l=1,l ̸=s

kTi yk(ph) =

m∑
j=1

ξsjyj(ph)

соответственно отсюда, учитывая замену (2.2), найдем коэффициенты уравнения (3.2)в
матричной форме следующим образом:

A = CFCT (CCT )−1, B = CΘCT (CCT )−1, Γ = CGCT (CCT )−1,

N = CΘ1C
T (CCT )−1, P = CH, Ξ = CΘ2,

где

A =


α1 0 . . . 0
0 α2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . αh

 , B =


β1 0 . . . 0
0 β2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . βh

 , Γ =


0 γ12 . . . γ1h
γ2h 0 . . . γ2h
. . . . . . . . . . . .
γh1 γh2 . . . 0

 ,

N =


0 η12 . . . η1h
η2h 0 . . . η2h
. . . . . . . . . . . .
ηh1 ηh2 . . . 0

 , P =


ρ11 ρ12 . . . ρ1m
ρ21 ρ22 . . . ρ2m
. . . . . . . . . . . .
ρh1 ρh2 . . . ρhm

 ,

Ξ =


ξ11 ξ12 . . . ξ1m
ξ21 ξ22 . . . ξ2m
. . . . . . . . . . . .
ξh1 ξh2 . . . ξhm

 , C =


C11 C12 . . . C1p

C21 C22 . . . C2p

. . . . . . . . . . . .
Ch1 Ch2 . . . Chp

 ,

F =


F1 0 . . . 0
0 F2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Fp

 , H =


H11 H12 . . . H1m

H21 H22 . . . H2m

. . . . . . . . . . . .
Hp1 Hp2 . . . Hpm

 ,

Θ =


bm+1k

T
m+1 0 . . . 0

0 bm+2k
T
m+2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . bnk

T
n

 ,

Θ1 =


0 bm+1k

T
m+2 . . . bm+1k

T
n

bm+2k
T
m+1 0 . . . bm+2k

T
n

. . . . . . . . . . . .
bnk

T
m+1 bnk

T
m+2 . . . 0

 ,

Θ2 =


0 bm+1k

T
2 . . . bm+1k

T
m

bm+2k
T
1 0 . . . bm+2k

T
m

. . . . . . . . . . . .
bnk

T
1 bnk

T
2 . . . 0

 , G =


0 G12 . . . . . . G1p

G21 0 . . . . . . G2p

. . . . . . . . . . . . . . .
Gp1 Gp2 . . . Gpp−1 0

 .

Е. А. Каледина. Стабилизация многосвязной управляемой непрерывно-дискретной системы . . .



274 Журнал СВМО. 2020. Т. 22, № 3.

Покажем, что коэффициенты усиления βs кусочно-постоянного управления системы
(3.2) стабилизируют соответствующие линейные подсистемы

µ̇s = (αs + βs)µs, s = 1, h.

Для этого ведем расширенную матрицу C̃ размерности (n× n):

C̃ =


Em×m Om×p

Op×m Ch×p

O(p−h)×h E(p−h)×(p−h)

 ,

где Em×m и E(p−h)×(p−h) — единичные матрицы размерности (m × m) и ((p − h) ×
(p − h)) соответственно; Om×p, Op×m, O(p−h)×h — нулевые матрицы соответствующих
размерностей. Далее обозначим через Ã (n× n) квадратную матрицу вида

Ã =

(
A+ bkT Om×p

Op×m F +Θ

)
,

где A+bkT – диагональная матрица размерности (m×m), элементы главной диагонали
которой As + bsk

T
s , (s = 1,m); F +Θ – диагональная матрица размерности (p× p), где

на главной диагонали находятся элементы Fs + bsk
T
s (s = 1, p, j = 1 +m, p); Op×m и

Om×p – нулевые матрицы соответствующих размерностей.
Используя преобразование C̃ÃC̃−1, получим матрицу, в которой первые m+h строк

образуют систему
ẏs = (As + bsk

T
s )ys, s = 1,m, (3.3)

µ̇s = (αs + βs)µs, s = 1, h. (3.4)

Корни характеристических уравнений ∥Ã−λEn∥ = 0 и ∥C̃ÃC̃−1−λEn∥ = 0 одинаковы
[11]. Действительные части характеристических корней матрицы Ã отрицательны по
построению, а значит, управления βsµs (s = 1, h) также будут стабилизировать линей-
ные системы (3.4).

В работе В. И. Зубова [12] доказана теорема о стабилизации линейной управляе-
мой системы, в т. ч. для случая, когда управление является линейной комбинацией
фазовых координат объекта, вычисляемых в разные моменты времени. Опираясь на
данную теорему, получим, что при достаточно малом шаге квантования h в системе
(2.4) построенные коэффициенты усиления ks, βs будут стабилизировать соответству-
ющие линейные подсистемы

ẏs = Asys + bsk
T
s ys(ph), s = 1,m,

µ̇s = αsµs + βsµs(ph), s = 1, h,

а задача об асимптотической y-устойчивости положения равновесия yi = 0, zj = 0
(i = 1,m, j = 1, p) системы (1.5) сводится к задаче об асимптотической устойчивости по
всем переменным многосвязной системы с двухуровневым кусочно-постоянным управ-
лением (3.1)–(3.2). Для ее решения воспользуемся теоремой о двухуровневой стабили-
зации многосвязной динамической системы с неперекрывающимися декомпозициями,
доказанной в работе [13].

Для системы (3.1)–(3.2) выбирается векторная функция Ляпунова [14] вида

V (y, µ) = (V1(y1), . . . , Vm(ym), Vm+1(µ1), . . . , Vm+h(µh))
T ,
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где Vs(ys) и Vj(µj) (s = 1,m, j = 1, h) — функции Ляпунова, решающие вопрос об
асимптотической устойчивости систем (3.3)–(3.4) соответственно. Поскольку данные
подсистемы есть линейные системы дифференциальных уравнений, представим их как
квадратичные формы вида [14]:

Vs(ys) = yTs C
y
s ys, s = 1,m,

Vj(µj) = µT
j C

µ
j µj , j = 1, h,

удовлетворяющие условиям Н. Н. Красовского [15]

λy1s∥ys∥2 ≤ Vs(ys) ≤ λy2s∥ys∥2, ∥∂Vs(ys)
∂ys

∥ ≤ cys∥ys∥,
dVs(ys)

dt
(3.3) = −dys∥ys∥2, s = 1,m;

λµ1j∥µj∥2 ≤ Vj(µj) ≤ λµ2j∥µj∥2, ∥∂Vj(µj)

∂µj
∥ ≤ cµs ∥µj∥,

dVj(µj)

dt
(3.4) = −dµj ∥µj∥2, j = 1, h;

соответственно, где λy1s, λ
y
2s, c

y
s , dys , λ

µ
1j , λ

µ
2j , c

µ
j , dµj — положительные постоянные числа.

Повторяя рассуждения из работы [13], составим матрицу

˜̃A =



− dy1
2λy

21

. . .
cy1∥B1m + b1k

T
m∥

2(λy
11λ

y
1m)1/2

cy1∥D11 + J11∥
2(λy

11λ
µ
11)

1/2
. . .

cy1∥D1h + J1h∥
2(λy

11λ
µ
1h)

1/2

cy2∥B21 + b2k
T
1 ∥

2(λy
12λ

y
11)

1/2
. . .

cy2∥B2m + b2k
T
m∥

2(λy
12λ

y
1m)1/2

cy2∥D21 + J21∥
2(λy

12λ
µ
11)

1/2
. . .

cy2∥D2h + J2h∥
2(λy

12λ
µ
1h)

1/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

cym∥Bm1 + bmkT
1 ∥

2(λy
1mλy

11)
1/2

. . . − dym
2λy

2m

cym∥Dm1 + Jm1∥
2(λy

1mλµ
11)

1/2
. . .

cym∥Dmh + Jmh∥
2(λy

1mλµ
1h)

1/2

cµ1∥ρ11 + ξ11∥
2(λµ

11λ
y
11)

1/2
. . .

cµ1∥ρ1m + ξ1m∥
2(λµ

11λ
y
1m)1/2

− dµ1
2λµ

21

. . .
cµ1∥γ1h + η1h∥
2(λµ

11λ
µ
1h)

1/2

cµ2∥ρ21 + ξ21∥
2(λµ

12λ
y
11)

1/2
. . .

cµ2∥ρ2m + ξ2m∥
2(λµ

12λ
y
1m)1/2

cµ2∥γ2m + η21∥
2(λµ

12λ
µ
11)

1/2
. . .

cµ2∥γ2h + η2h∥
2(λµ

12λ
µ
1h)

1/2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

cµh∥ρh1 + ξh1∥
2(λµ

1hλ
y
11)

1/2
. . .

cµh∥ρh3 + ξh3∥
2(λµ

1hλ
y
1m)1/2

cµh∥γh1 + ηh1∥
2(λµ

1hλ
µ
11)

1/2
. . . −

dµh
2(λµ

2h)



,

отрицательность собственных чисел которой гарантирует расчетную асимптотическую
устойчивость положения равновесия системы (3.1)–(3.2) по всем переменным, а значит,
и асимптотическую y-устойчивость системы (1.5). Таким образом, будет верна следую-
щая теорема.

Т е о р е м а 3.1 Если для многосвязной системы (1.1) с кусочно-постоянным
управлением вида (1.4) выполняются условия:

1) векторы bs, Asbs, . . ., An−1
s bs линейно независимы, s = 1, q;

2) «локальное» управление uΛs = kTs xs(ph) (s = 1, q) стабилизирует линейные си-
стемы (1.3);

3) коэффициенты усиления «глобального» управления
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uΓs =

q∑
j=1,j ̸=s

kTj xj(ph)

обеспечивают отрицательность собственных чисел матрицы ˜̃A

Reλj(
˜̃A) < 0,

то нулевое решение многосвязной управляемой непрерывно-дискретной динамической
системы с неперекрывающимися декомпозициями (1.5) при достаточно малом h бу-
дет расчетно асимптотически устойчивым по части переменных.

4. Заключение

Доказана теорема о возможности двухуровневой стабилизации положения равнове-
сия многосвязной управляемой динамической системы с неперекрывающимися деком-
позициями (1.2) по части переменных. При выполнении условий теоремы построенное
по правилам (1.4) двухуровневое кусочно-постоянное управление стабилизирует линей-
ные подсистемы (1.3) по всем переменным, а положение равновесия исходной много-
связной системы будет асимптотически устойчиво по части переменных.
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Stabilization of a multiconnected controlled continuous
discrete system with non-overlapped decompositions
with respect to part of variables
c⃝ E. A. Kaledina1

Abstract. This paper considers a multi-connected controllable system with non-overlapping
decompositions. Given that most of the control laws are implemented on digital controllers, the
control of the system is implemented as a piecewise-constant function. Multiconnectivity of the
system, in turn, makes it impossible to use centralized control. Every isolated subsystem must work
stably, and intersystem connections can have a destabilizing effect. In this case, piecewise-constant
control is constructed as two-level, i.e. in the form of a sum of local and global control. Local control
stabilizes the equilibrium positions of individual linear subsystems. Global control acts on intersystem
connections. Conditions are obtained under which local control stabilizes linear subsystems, and
the equilibrium position of the original multi-connected system is asymptotically stable in part of
variables.
Key Words: multivariable dynamic system, piecewize-constant control, two-level control,
asymptotic stability in part of variables, stabilization
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