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УДК 517.9

О периодических точках эндоморфизмов тора
c⃝ Е.Д. Куренков 1, Д.И. Минц2

Аннотация. Известно, что аносовские эндоморфизмы n-мерного тора, отличные от автомор-
физмов и растягивающих эндоморфизмов, не являются структурно устойчивыми и в общем
случае не сопряжены с алгебраическими эндоморфизмами. Тем не менее гиперболические ал-
гебраические эндоморфизмы тора сопряжены со своими C1-возмущениями на множестве пе-
риодических точек. Поэтому изучение алгебраических эндоморфизмов тора представляет осо-
бый интерес. Настоящая работа посвящена изучению структуры множества периодических и
предпериодических точек алгебраических эндоморфизмов тора. Изучаются различные группо-
вые свойства указанного множества точек. Доказана плотность периодических и предперио-
дических точек для алгебраических эндоморфизмов n-мерного тора. Исследована зависимость
между числом периодических и предпериодических точек с фиксированным знаменателем и
свойствами характеристического многочлена. Основным результатом работы является теоре-
ма 1.1. В ней приводится алгоритм, который позволяет различать множества периодических и
предпериодических точек заданного алгебраического эндоморфизма двумерного тора.
Ключевые слова: аносовский эндоморфизм, алгебраический эндоморфизм тора, периодиче-
ские точки, полусопряженность

1. Введение

Хорошо известно, что произвольный диффеоморфизм Аносова, заданный на n-
мерном торе, является структурно устойчивым и сопряжен с алгебраическим гипер-
болическим автоморфизмом [1–3]. Что же касается аносовских эндоморфизмов, не яв-
ляющихся диффеоморфизмами и растягивающими эндоморфизмами, то такой резуль-
тат, не имеет места, что следует из работ [4–5]. Более того, в работе [6] было показано,
что во множестве эндоморфизмов Аносова на n-мерном торе множество эндоморфиз-
мов, не сопряженных с алгебраическим, образует массивное множество. Из работы Ф.
Пшетыцкого [4] следует, что гиперболические алгебраические эндоморфизмы тора со-
пряжены со своими C1- возмущениями на множестве периодических точек. Именно
поэтому изучение алгебраических эндоморфизмов тора представляет особый интерес.

В настоящей работе исследуются свойства алгебраических эндоморфизмов n-
мерного тора Tn. Мы будем представлять n-мерный тор как фактор-пространство
Rn/Zn. Тогда алгебраический эндоморфизм fA : Tn → Tn задается (n × n)-матрицей
A с целочисленными коэффициентами. Если |detA| = 1, то эндоморфизм fA : Tn → Tn,
индуцированный матрицей A, является автоморфизмом. Если собственные значения
матрицы A отличны от 0 и 1, то алгебраический эндоморфизм называется гиперболи-
ческим.
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Известно, что в случае произвольного алгебраического эндоморфизма множество
периодических и предпериодических точек может включать в себя как точки с раци-
ональными, так и точки с иррациональными координатами. Но в случае гиперболиче-
ского алгебраического эндоморфизма периодическими и предпериодическими точками
являются все точки с рациональными координатами и только они. Встаёт вопрос о
классификации точек с рациональными координатами на периодические и предперио-
дические для конкретно заданного алгебраического эндоморфизма. Легко видеть, что
для алгебраического автоморфизма тора (см., например, [7]) любая точка с рациональ-
ными координатами является периодической. В данной работе для двумерного тора
приведен алгоритм, позволяющий различать периодические и предпериодические точ-
ки заданного алгебраического эндоморфизма.

Пусть Pq — множество рациональных точек на n-мерном торе вида (s1/q, ..., sn/q),
где 0 6 si < q, i = 1, n. Легко видеть, что объединение

∪
q∈N

Pq совпадает с множе-

ством всех периодических точек на торе, имеющих рациональные координаты. Для
произвольного алгебраического эндоморфизма fA : Tn → Tn данное множество явля-
ется инвариантным, т. е. fA(Pq) ⊂ Pq. Тогда корректно определено ограничение fA|Pq

.
Рассмотрим кольцо вычетов Zq по модулю q. Пусть Aq — матрица с коэффициентами
a′ij в Zq такая, что a′ij = aij mod q. Матрица Aq естественным образом индуцирует эн-

доморфизм3 абелевой группы
n⊕

i=1

Zq, причем справедлива следующая коммутативная
диаграмма

Pq

fA|Pq−−−−→ Pq

φ

y yφ

n⊕
i=1

Zq −−−−→
Aq

n⊕
i=1

Zq

,

где φ(s1/q, ..., sn/q) = (s1, ..., sn).

Т е о р е м а 1.1 Пусть даны произвольный алгебраический эндоморфизм
fA : T2 → T2 и ненулевая рациональная точка M с координатами (s1/q, s2/q), где чис-
ла s1, s2, q взаимно просты в совокупности. Пусть q = pα1

1 pα2
2 . . . pαt

t — разложение
на простые сомножители числа q. Точка M является периодической точкой эндо-
морфизма fA тогда и только тогда, когда для любого i = 1, t точка (s1, s2) mod pαi

i

является периодической точкой эндоморфизма Ap
αi
i

.
При этом точка (s1, s2) mod pαi

i является периодической для эндоморфизма Ap
αi
i

тогда и только тогда, когда характеристический многочлен оператора Ap либо не
имеет нулевых корней, либо имеет ровно один нулевой корень, и существует λ ∈ Zpk ,
обратимое в кольце Zpk , такое, что Apkx = λx.

2. Доказательство основных результатов

Рассмотрим введённый в разделе 1 эндоморфизм Aq :
n⊕

i=1

Zq →
n⊕

i=1

Zq. Из его опре-

деления непосредственно вытекает, что для любого w, являющегося делителем q, эн-
3Здесь и далее мы для удобства обозначений не делаем различий между матрицей Aq и индуциро-

ванным ею эндоморфизмом группы
n⊕

i=1
Zq .
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доморфизм Aq полусопряжен с эндоморфизмом Aw :
n⊕

i=1

Zw →
n⊕

i=1

Zw, т. е. справедлива
следующая коммутативная диаграмма:

n⊕
i=1

Zq
Aq−−−−→

n⊕
i=1

Zq

φw

y yφw

n⊕
i=1

Zw −−−−→
Aw

n⊕
i=1

Zw

,

где φw(s1, ..., sn) = (s1, ..., sn) mod w.

Л е м м а 2.1 Пусть q = pα1
1 pα2

2 . . . pαt
t — разложение на простые сомножители

числа q. Тогда точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq является периодической точкой эндоморфизма

Aq тогда и только тогда, когда для любого i = 1, t точка φp
αi
i
(s1, ..., sn) является

периодической точкой эндоморфизма Ap
αi
i

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Результат немедленно следует из китайской теоремы
об остатках, утверждающей, что гомоморфизм ψ : Zn1n2...nk

→ Zn1
⊕ Zn2

⊕ . . . ⊕ Znk
,

ψ(x) = (x mod n1, x mod n2, . . . , x mod nk) является изоморфизмом при попарно вза-
имно простых n1, n2, . . . , nk.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

З а м е ч а н и е 2.1 Пусть точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq — периодическая точка

эндоморфизма Aq, ai — период точки φp
αi
i
(s1, ..., sn), где i = 1, t. Тогда период точки

(s1, ..., sn) равен [a1, a2, ..., at]
4.

Л е м м а 2.2 Пусть A — целочисленная матрица и u1, u2, ..., un — ее элемен-

тарные делители5, тогда система сравнений Ax ≡ 0 (mod q) имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q)

различных по модулю q решений6.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть U — целочисленная унимодулярная матрица. Легко
видеть, что x является решением системы сравнений Ax ≡ 0 (mod q) тогда и только
тогда, когда x является решением системы сравнений UAx ≡ 0 (mod q).

Известно [8], что для любой целочисленной матрицы A существуют такие уни-
модулярные матрицы U и V , что матрица A′ = UAV имеет диагональный видu1 . . . 0

...
. . .

...
0 . . . un

, где u1, ..., un — элементарные делители матрицы A. Тогда любое ре-

шение исходной системы сравнений имеет вид V y, где y — решение системы сравнений
A′y ≡ 0 (mod q).

4[m,n] обозначает наименьшее общее кратное чисел m и n.
5Напомним, что ui может быть вычислено, как отношение наибольшего общего делителя миноров

матрицы A порядка i к наибольшему общему делителю миноров матрицы A порядка i− 1.
6(m,n) обозначает наибольший общий делитель чисел m и n.
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Легко видеть, что система сравнений A′y ≡ 0 (mod q) имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q) раз-

личных решений по модулю q. Однако в силу унимодулярности матрицы V исходная

система сравнений также имеет ровно
n∏

i=1

(ui, q) различных решений по модулю q.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.1 Справедливо равенство | kerAq| =
n∏

i=1

(ui, q), где u1, ..., un

— элементарные делители матрицы A.

Л е м м а 2.3 Эндоморфизм Aq является автоморфизмом тогда и только то-
гда, когда (det(A), q) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (det(A), q) = 1, то существуют такие числа w и
v, что v · det(A) + wq = 1. Перепишем равенство в виде v · det(A) = 1 − wq. Отсюда
получим, что v ·det(A) ≡ 1 (mod q). Значит, det(A) есть обратимый элемент кольца Zq,
следовательно, существует A−1

q .

Обратно, если (det(A), q) ̸= 1, то в силу того, что det(A) =
n∏

i=1

ui, где u1..., un —

элементарные делители матрицы A, хотя бы для одного i верно неравенсто (ui, q) > 1.
Однако тогда | kerAq| > 1, и эндоморфизм Aq необратим.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.2 Если (det(A), q) = 1, то любая точка (s1, ..., sn) ∈
n⊕

i=1

Zq

является периодической точкой отображения Aq.

С л е д с т в и е 2.3 Если detA ̸= 0, то множество периодических точек
отображения, индуцированного матрицей A, всюду плотно.

Л е м м а 2.4 Множество периодических точек Fq эндоморфизма Aq есть под-

группа в
n⊕

i=1

Zq. Кроме того, существует такая подгруппа Kq ⊂
n⊕

i=1

Zq, что
n⊕

i=1

Zq
∼=

∼= Fq ⊕Kq.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как в
n⊕

i=1

Zq существует конечное число элементов,

то найдётся такое целое число k, при котором все элементы
n⊕

i=1

Zq являются непо-

движными точками эндоморфизма Ak
q . Легко видеть, что Fq = ImAk

q , следовательно,
Fq является подгруппой. Положим Kq = kerAk

q . Рассмотрим произвольный элемент

x ∈
n⊕

i=1

Zq. Тогда x = Ak
q (x) + (x − Ak

q (x)), причем Ak
q (x) ∈ ImAk

q и x − Ak
q (x) ∈ kerAk

q .

Следовательно,
n⊕

i=1

Zq
∼= Fq ⊕Kq.

Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.4 Пусть pk — степень простого числа p. Тогда множество

периодических точек эндоморфизма Apk есть подгруппа в
n⊕

i=1

Zpk , изоморфная одной

из групп
t⊕

i=1

Zpk , где t = 0, n .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство немедленно следует из теоремы о клас-
сификации конечнопорожденных абелевых групп.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Заметим, что
n⊕

i=1

Zp является n-мерным векторным пространством над полем Zp, а

Ap является линейным оператором, действующим в этом пространстве. Его характе-
ристический многочлен может иметь t корней (t = 0, n), лежащих в Zp.

Л е м м а 2.5 Пусть χp — характеристический многочлен линейного операто-
ра Ap. Тогда эндоморфизм Ap имеет подгруппу периодических точек, изоморфную
t⊕

i=1

Zp в том и только том случае, когда его характеристический многочлен χp имеет

ноль своим корнем кратности (n− t).

Д о к а з а т е л ь с т в о.

Из леммы 2.4 следует, что
n⊕

i=1

Zp
∼= Fp ⊕Kp, где Fp и Kp — образ и ядро линейного

оператора Ak
p соответственно. Они являются инвариантными относительно оператора

Ap, поскольку являются ядром и образом некоторого многочлена от оператора Ap.

Значит, существует базис, в котором матрица оператора Ap имеет вид
(
MK 0
0 MF

)
, где

MK и MF — матрицы ограничений оператора Ap на инвариантные подпространства Kp

и Fp соответственно. Обозначим ограничения оператора Ap на подпространства Kp и
Fp за AK и AF соответственно. Заметим, что все точки подпространства Kp являются
предпериодическими (кроме точки (0, ..., 0)), а все точки подпространства Fp являются
периодическими.

Из конструкции подгруппы Kp следует, что существует такое число n, что An
K =

0. Значит, оператор AK – нильпотентный, и все собственные значения его матрицы
равны 0.

Покажем, что характеристический многочлен оператора AF не имеет нулевых соб-
ственных значений. Из леммы 2.3 и того, что число p – простое, следует, что все

точки пространства
n⊕

i=1

Zp являются периодическими тогда и только тогда, когда

det(Ap) mod p ̸= 0. Данный факт является верным и для эндоморфизма AF , который
действует в подпространстве Fp. Поскольку все точки подпространства Fp являются
периодическими точками эндоморфизма AF , то det(MF ) mod p ̸= 0. Так как характе-
ристический многочлен χp линейного оператора AF имеет вид χ = (−1)nλn+an−1λ

n−1+
+...+a1λ+a0, где a0 = det(MF ) и det(MF ) mod p ̸= 0, то характеристический многочлен
оператора AF не имеет нулевых собственных значений.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Опираясь на полученные выше результаты, перейдём к исследованию множества
периодических и предпериодических точек алгебраических эндоморфизмов двумерного
тора.

Л е м м а 2.6 Подгруппа периодических точек эндоморфизма Ap изоморфна
t⊕

i=1

Zp, t = 0, 2 тогда и только тогда, когда подгруппа периодических точек эндомор-

физма Apk изоморфна
t⊕

i=1

Zpk .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Случай при t = 2 немедленно следует из леммы 2.3 (Все
точки Zp ⊕ Zp являются периодическими точками эндоморфизма Ap тогда и только
тогда, когда (det(A), p) = 1. Кроме того, (det(A), p) = 1 тогда и только тогда, когда
(det(A), pk) = 1).

2) Пусть φk : Zpk ⊕Zpk → Zp ⊕Zp — естественный гомоморфизм, полусопрягающий
эндоморфизмы Apk и Ap. Из существования данного полусопряжения и конечности
числа элементов в Zpk ⊕ Zpk непосредственно следует, что эндоморфизм Apk имеет не
меньше периодических точек, чем эндоморфизм Ap, поскольку для любой периодиче-
ской точки эндоморфизма Ap найдется хотя бы одна периодическая точка эндомор-
физма Apk , проектирующаяся в нее в силу φk. Таким образом, доказана необходимость
при t = 1.

Докажем достаточность. Предположим, что Ap имеет единственную периодическую
точку, и при некотором k > 1 эндоморфизм Apk имеет подгруппу периодических то-
чек, измоморфную Zpk . Данная подгруппа имеет вид H = {h(x1, x2) : h ∈ Zpk} при
некотором (x1, x2) ∈ Zpk ⊕ Zpk .

Покажем, что хотя бы один из элементов x1, x2 является обратимым элементом
кольца Zpk . Предположим, что оба элемента x1 и x2 необратимы. Тогда множество H
представимо в виде H = {p(hy1, hy2) : h ∈ Zpk}, где x1 = py1, x2 = py2. Отсюда следует,
что в множестве H не более pk−1 элементов. Однако множество H изоморфно Zpk ,
поэтому в нём pk элементов. Получили противоречие.

Таким образом, хотя бы один из элементов x1, x2 является обратимым элементом
кольца Zpk . Пусть для определенности этот элемент есть x1. Тогда в множестве H
найдется элемент вида (1, h1). Заметим, что:

φk((1, h1)) = (1 mod pk−1, h1 mod pk−1) = (1, h1 mod pk−1) ̸= 0.

В силу полусопряженности Apk и Ap элемент φk((1, h1)) есть периодическая точка эндо-
морфизма Ap, что противоречит тому, что (0, 0) есть единственная периодическая точка
эндоморфизма Ap. Полученное противоречие доказывает достаточность при t = 1.

3) Верность леммы для t = 0 следует непосредственно из того, что она верна при
t = 1 и t = 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

С л е д с т в и е 2.5 Эндоморфизм Apk имеет подгруппу периодических точек,

изоморфную
t⊕

i=1

Zpk в том и только том случае, когда его характеристический мно-

гочлен χpk имеет ноль своим корнем кратности 2− t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство непосредственно следует из леммы 2.6 и
леммы 2.5 при n = 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Л е м м а 2.7 Пусть эндоморфизм Apk : Zpk ⊕Zpk → Zpk ⊕Zpk имеет подгруппу
периодических точек, изоморфную Zpk . Тогда точка x ∈ Zpk ⊕ Zpk является периоди-
ческой в том и только том случае, когда существует λ ∈ Zpk , обратимое в кольце
Zpk , такое, что Apkx = λx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Докажем необходимость. Пусть x принадлежит подгруппе
P периодических точек эндоморфизма Apk . Из того, что подгруппа P изоморфна цик-
лической группе Zpk следует, что ограничение Apk на P имеет вид x 7→ λx, а из того,
что все точки P периодические следует, что λ обратимо в кольце Zpk .
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Докажем достаточность. Пусть Apkx = λx при некотором обратимом λ ∈ Zpk . Так
как λ обратимо, то найдется такое число m, что λm = 1 в кольце Zpk . Тогда, Am

pkx =

Am−1
pk λx = λAm−1

pk x = λmx = x, следовательно x является периодической точкой.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1.1. Утверждение теоремы немедленно
следует из лемм 2.1, 2.5, 2.7.
Д о к а з а т е л ь с т в о з а в е р ш е н о.
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On periodic points of torus endomorphisms
c⃝ E.D. Kurenkov 1, D. I. Mints2

Abstract. It is a well-known fact that Anosov endomorphisms of n-torus which are different
from automorphisms and expanding endomorphisms are not structurally stable and, in general,
are not conjugated to algebraic endomorphisms. Nevertheless, hyperbolic algebraic endomorphisms
of torus are conjugated with their C1 perturbations on the set of periodic points. Therefore the
study of algebraic toral endomorphisms is very important. This paper is devoted to study of the
structure of the sets of periodic and pre-periodic points of algebraic toral endomorphisms. Various
group properties of this sets of points are studied. The density of periodic points for algebraic
endomorphisms of n-torus is proved; it is clarifief how the number of periodic and pre-periodic
points with a fixed denominator depends on the properties of the characteristic polynomial. The
Theorem 1.1 is the main result of this paper. It contains an algorithm that allows to split the sets of
periodic and pre-periodic points of a given algebraic endomorphism of two-dimensional torus.
Key Words: Anosov endomorphism, algebraic toral endomorphism, periodic points, semiconjugacy
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