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Àííîòàöèÿ. Ðåøàþòñÿ çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö ðàçíûõ ðàäèóñîâ,
à òàêæå ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è ïëîñêîñòè, ïîìåùåííûõ â ýëåêòðîëèò. Òîëùèíà äâîéíîãî
ýëåêòðè÷åñêîãî ñëîÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøîé, òàê ÷òî óðàâíåíèå Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà, îïè-
ñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ëèíåàðèçóåòñÿ. Ïîñòàâëåííûå çàäà÷è
ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ; ïëîñêîñòü ìîäåëèðóåòñÿ ôèêòèâíîé ÷àñòè-
öåé. Äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ. Âû÷èñëåíû
ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó òåëàìè, íàõîäÿùèìèñÿ â ýëåêòðîëèòå. Ðàññìîòðåí ïðåäåëüíûé
ñëó÷àé, â êîòîðîì ðàäèóñ îäíîé ñôåðû çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ðàäèóñ äðóãîé. Ïîêàçàíî, ÷òî
îí íå ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ ÷àñòèöû è ïëîñêîñòè. Íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòîì ðàñ÷åòîâ ñëóæèò
òî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ ïëîñêîñòü ìîæåò ïðèòÿãèâàòü ê ñåáå ñôåðó, èìåþùóþ ïîòåí-
öèàë òîãî æå çíàêà, â òî âðåìÿ êàê ìåæäó äâóìÿ ñôåðàìè ñ îäíîèìåííûìè ïîòåíöèàëàìè íà
ïîâåðõíîñòÿõ âñåãäà âîçíèêàåò îòòàëêèâàíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëàáûé ýëåêòðîëèò, ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà,
äâîéíîé ýëåêòðè÷åñêèé ñëîé, ìóëüòèïîëüíîå ðàçëîæåíèå, àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû, ôèêòèâ-
íàÿ ÷àñòèöà

1. Ââåäåíèå

Ðàñ÷åò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â æèäêîì ýëåêòðîëèòå, ñîäåðæàùåì âçâåøåííûå ÷àñòè-
öû, � çàäà÷à íå íîâàÿ, íî ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíàÿ. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ èíòåðåñ
ê ýòîé òåìå âîçðàñòàåò â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïðîìûøëåííîñòü òðåáóåò ðàçðàáîòêè íîâûõ
ìàòåðèàëîâ, à ñîâðåìåííûå òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò íàáëþäàòü íåïîñðåäñòâåííî çà ìèêðî-
÷àñòèöàìè âçâåñè, èçìåðÿòü èíòåíñèâíîñòü èõ âçàèìîäåéñòâèÿ è äàæå ìàíèïóëèðîâàòü
èìè [1].

Õîòÿ æèäêîñòü â öåëîì íåéòðàëüíà, âîêðóã ïîìåùåííûõ â íåå èíîðîäíûõ òåë îáðà-
çóþòñÿ äâîéíûå ýëåêòðè÷åñêèå ñëîè (ÄÝÑ) ñ ïîâûøåííîé êîíöåíòðàöèåé èîíîâ îäíîãî
çíàêà. Èõ ïåðåêðûòèå ïðèâîäèò ê èñêàæåíèþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è âçàèìîäåéñòâèþ òåë.
Â çàâèñèìîñòè îò äàëüíîñòè è èíòåíñèâíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ðåçóëüòàòîì òàêîãî ïåðå-
êðûòèÿ ìîæåò ñëóæèòü îáðàçîâàíèå â ýëåêòðîëèòå ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóêòóð [2�3].

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ýëåêòðîëèòå ñëóæèò óðàâíåíèå
Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà [4], êîòîðîå ìîæåò áûòü ëèíåàðèçîâàíî â ñëó÷àå øèðîêèõ ÄÝÑ [5].
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Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èíîðîäíûå òåëà â æèäêîñòè ÿâëÿþòñÿ
ñôåðàìè ðàâíîãî ðàäèóñà [6]. Îäíàêî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òàêæå âçàèìîäåéñòâèå ðàç-
íîðàçìåðíûõ ÷àñòèö, ïîñêîëüêó íåñóùàÿ æèäêîñòü ìîæåò ñîäåðæàòü ïðèìåñè íåñêîëüêèõ
ñîðòîâ. Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðû ÷àñòèö îòëè÷àþòñÿ âî ìíîãî
ðàç.

Åùå îäèí êëàññ çàäà÷, âîçíèêàþùèé ïðè èçó÷åíèè äèñïåðñíûõ ñèñòåì è òåñíî ñâÿ-
çàííûé ñ ïðåäûäóùèì, � ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ òåëà è áåñêîíå÷íîé ïîâåðõíîñòè
(íàïðèìåð, ïëîñêîñòè èëè êðóãëîãî öèëèíäðà). Ïîäîáíûå ïðîáëåìû ïîÿâëÿþòñÿ, â ÷àñò-
íîñòè, ïðè îïèñàíèè ëåâèòàöèè ÷àñòèö âáëèçè ýëåêòðîäà [7] èëè ôèëüòðàöèè æèäêîñòè ñ
ïðèìåñÿìè ÷åðåç ôèëüòðû, ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñîâîêóïíîñòü çàðÿæåííûõ òðóáîê [8].

Ïîäõîäû, ïðèìåíÿåìûå ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèé âèäà ¾÷à-
ñòèöà + ÷àñòèöà â ýëåêòðîëèòå¿ è ¾÷àñòèöà + ïëîñêîñòü â ýëåêòðîëèòå¿ (óæå óïîìÿíóòûå
ðàáîòû [7�8], à òàêæå [9] è ò. ä.), îáëàäàþò ñëåäóþùèìè îáùèìè ÷åðòàìè.

• Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ÄÝÑ óçêè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ
òåë. Àíàëîãè÷íî ïðèáëèæåíèþ òåîðèè ñìàçêè äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè, ýòî ïîçâîëÿåò
ïåðåéòè îò òðåõìåðíîé ãåîìåòðèè çàäà÷è ê îäíîìåðíîé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîäîá-
íàÿ ãèïîòåçà, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ ñèëüíûõ ýëåêòðîëèòîâ, èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ
îðãàíè÷åñêèå âåùåñòâà. Êðîìå òîãî, ñèëû, âîçíèêàþùèå ìåæäó ÷àñòèöàìè âçâåñè,
ïðè âûïîëíåíèè òàêîé ãèïîòåçû îêàçûâàþòñÿ âåñüìà êîðîòêîäåéñòâóþùèìè.

• Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò � áèñôåðè÷åñêîé, áèöèëèíäðè÷åñêîé
è ò. ä. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè Ïóàññîíà�Áîëüöìàíà. Îä-
íàêî óêàçàííûå ñèñòåìû íå ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî ïðèìåíåíû â ñëó÷àÿõ, êîãäà
òðåáóåòñÿ îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå áîëüøåãî ÷èñëà òåë.

Òàêèì îáðàçîì, öåëåñîîáðàçíî ïðåäëîæèòü èíîé ìåòîä ðàñ÷åòà ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé,
êîòîðûé áû ïîçâîëÿë ìîäåëèðîâàòü ïåðåêðûòèå øèðîêèõ ÄÝÑ è ó÷èòûâàòü íàëè÷èå â
æèäêîñòè ìíîãèõ òåë îäíîâðåìåííî. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå òàêîé ìåòîä ïðèìåíÿåòñÿ ê ìî-
äåëèðîâàíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñôåð ðàçíûõ ðàçìåðîâ, à òàêæå ñôåðû è ïëîñêîñòè;
æèäêîñòü, ñîäåðæàùàÿ èíîðîäíûå òåëà, ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíîé.

2. Äâå ñôåðû ðàçíûõ ðàäèóñîâ â ñëàáîì ýëåêòðîëèòå

Ðàññìîòðèì ÷àñòèöû Ω(1) è Ω(2) ðàäèóñîâ a1 è a2, ñîîòâåòñòâåííî; öåíòðû Ω(1) è Ω(2)
ñîåäèíÿþòñÿ âåêòîðîì r⃗ äëèíû r. Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò Ox1x2x3 òàê,
÷òîáû åå íà÷àëî ñîâïàäàëî ñ öåíòðîì ïåðâîé ñôåðû, à öåíòð âòîðîé ñôåðû ëåæàë íà îñè
Ox3; òîãäà r⃗ = (0, 0, r). Âåêòîð x⃗ = (x1, x2, x3) çàäàåò ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò (Ðèñ. 2.1).
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î äâóõ ñôåðàõ

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ òâåðäûìè è íå ïåðåêðûâàþòñÿ:

r ≥ a1 + a2.

Ïîòåíöèàë ïîëÿ ψ âíå ÷àñòèö óäîâëåòâîðÿåò ëèíåàðèçîâàííîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà�
Áîëüöìàíà:

∆ψ = κ2ψ. (2.1)

Çäåñü è äàëåå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà; κ−1 � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ òîëùèíà ÄÝÑ.
Íà ïîâåðõíîñòè êàæäîé èç ÷àñòèö ïîòåíöèàë ïîñòîÿíåí:

ψ = ψa1, |x⃗| = a1,
(2.2)

ψ = ψa2, |x⃗− r⃗| = a2.

Íàêîíåö, íà áîëüøîì óäàëåíèè îò íà÷àëà êîîðäèíàò âîçìóùåíèÿ, âíîñèìûå èíîðîäíûìè
òåëàìè â ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà, ïðåíåáðåæèìî ìàëû:

ψ → 0, |x⃗| → ∞. (2.3)

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)�(2.3) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä, îïèñàííûé ðàíåå â [10] ïðèìåíè-
òåëüíî ê äâóì èäåíòè÷íûì ñôåðè÷åñêèì ÷àñòèöàì. Ïðîñòåéøèì ðåøåíèåì (2.1), èìåþùèì
ñôåðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ è çàòóõàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè, ñëóæèò

Λ0(x⃗) =
e−κ|x⃗|

|x⃗|
.

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ëþáîå åãî ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå (2.3), ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ìóëüòèïîëåé � ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ Λ0:

Lj···k(x⃗) =
∂

∂xj
· · · ∂

∂xk
Λ0(x⃗). (2.4)

Ñòðóêòóðà òåíçîðíûõ êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ìóëüòèïîëÿìè îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ òåî-
ðèè íåëèíåéíûõ òåíçîðíûõ ôóíêöèé òåíçîðíîãî àðãóìåíòà [11].

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êîíôèãóðàöèèOx3 ñëóæèò îñüþ ñèììåòðèè, à ïëîñêîñòèOx1x3 è
Ox2x3 � çåðêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè, à çíà÷èò, çàäà÷à èìååò ãðóïïó ñèììåòðèè 3·m. Èç ýòîãî

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 4 463

ïîñëå íåêîòîðûõ ýëåìåíòàðíûõ óïðîùåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå:

ψ = C0(1)Λ0(x⃗) + CB(1)Λ3(x⃗) + CC(1)Λ33(x⃗) + CD(1)Λ333(x⃗) + . . .+
(2.5)

+C0(2)Λ0(x⃗− r⃗) + CB(2)Λ3(x⃗− r⃗) + CC(2)Λ33(x⃗− r⃗) + CD(2)Λ333(x⃗− r⃗) + . . .

Íîìåðà 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò ìóëüòèïîëÿì, çàâèñÿùèì îò ðàäèóñ-âåêòîðîâ x⃗ è x⃗− r⃗ îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðîâ Ω(1) è Ω(2).

Îñòàþùèåñÿ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòû C0(1), CB(1),... ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì äâóõ ìàëûõ ïàðàìåòðîâ

ε =
a1
r
, δ = κr (2.6)

è íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé (2.4)�(2.5) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.2).
Åñëè ε è δ èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ñóììàðíîé ÷åòâåðòîé

ñòåïåíè ïàðàìåòðîâ èñêîìûå êîýôôèöèåíòû èìåþò âèä:

C0(1) = Ψ1

{
1− εβ + εδβ − 1

2
εδ2β +

1

6
εδ3β + ε2α− ε2δ(2α+ β) +

+ε2δ2(2α + β)− ε3αβ + ε3δ[α2 + α(1 + 3β)] + ε4(α2 + α3)
}
,

CB(1) = Ψ1a1

(
ε2β − 1

2
ε2δ2β − ε3α + ε3δα + ε4αβ

)
, (2.7)

CC(1) = Ψ1a
2
1

(
− 1

2
ε3β +

1

2
ε4α
)
,

CD(1) = −1

6
Ψ1a

3
1ε

4β,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

Ψ1 = a1ψa1e
κa1 , Ψ2 = a2ψa2e

κa2 , α =
a2
a1
, β =

Ψ2

Ψ1

.

×òîáû íàéòè C0(2), CB(2), CC(2), CD(2), ñëåäóåò â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ çàìåíèòü ε íà
a1/r, ïîñëå ÷åãî ïîìåíÿòü ìåñòàìè a1 è a2, Ψ1 è Ψ2 ñîîòâåòñòâåííî, à òàêæå ïîìåíÿòü
çíàêè ó CB(2) è CD(2) íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîòåíöèàëà ìîæíî âû÷èñëèòü nfr;t ñèëó F⃗ , äåéñòâóþ-
ùóþ íà êàæäóþ èç ÷àñòèö. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òåëà Ω ñ ïîâåðõíîñòüþ ∂Ω ïðîåêöèÿ ýòîãî
âåêòîðà íà îñü Oxi ðàâíà

Fi =

∮
∂Ω

pijnjdS, (2.8)

ãäå n⃗ � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω; ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðîèçâî-
äèòñÿ ñóììèðîâàíèå; pij � êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé:

pij = −εF
8π

∂ψ

∂xs

∂ψ

∂xs
δij +

εF
4π

∂ψ

∂xs

∂ψ

∂xs
. (2.9)

Çäåñü εF = const � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû; âûðàæåíèå (2.9) çàïèñàíî â
ñèñòåìå CGSE [12].

Ïîäñòàíîâêà (2.4)�(2.5), (2.7) â (2.8)�(2.9) äàåò äëÿ ÷àñòèöû Ω(1) ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò:

F3 =
εF ε

2Ψ1Ψ2

a21

[
− 1 +

1

2
δ2 + ε

(
β +

α

β

)
− εδ

(
β +

α

β

)
− 3ε2α

]
. (2.10)
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Êîìïîíåíòû F1 è F2 ðàâíû íóëþ; ýòî î÷åâèäíî è èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè.
Ïðè ε→ 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò äàëåêî ðàñïîëîæåííûì è ïîòîìó íå âçàèìîäåéñòâóþùèì

÷àñòèöàì, âûðàæåíèÿ (2.7) ïåðåõîäÿò â õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè
ïîòåíöèàëà âîêðóã îäèíî÷íîé ñôåðû:

C0(1) = Ψ1, C0(2) = Ψ2,

îñòàëüíûå ìíîæèòåëè ðàâíû íóëþ. Ïðè ýòîì ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ñôåðó, òàêæå ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ.

Åñëè îñòàâèòü â (2.10) ñëàãàåìûå íàèáîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, F3 ïðèìåò âèä

F3 = −εF ε
2Ψ1Ψ2

a21
. (2.11)

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà íà ïîâåðõíîñòè òåëà Ω ðàâíà

−εF
4π

∂ψ

∂n
,

â òîì æå ¾ãëàâíîì¿ ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì, ÷òî ñôåðû Ω(1) è Ω(2) èìåþò çàðÿäû

Q(1) = εFa1ψa1, Q(2) = εFa2ψa2. (2.12)

Ñðàâíèâàÿ (2.11) è (2.12), ëåãêî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî â ïðåäåëå, êîãäà ñôåðû ðàñïî-
ëîæåíû äàëåêî äðóã îò äðóãà, îíè âçàèìîäåéñòâóþò êàê òî÷å÷íûå çàðÿäû Q(1) è Q(2),
ðàñïîëîæåííûå íà ðàññòîÿíèè r äðóã îò äðóãà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ψa1 è ψa2 èìåþò îäèíà-
êîâûå çíàêè, òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, â ñâîåì ¾ãëàâíîì¿ ïðèáëèæåíèè
ÿâëÿåòñÿ ñèëîé îòòàëêèâàíèÿ.

Â ñëó÷àå, êîãäà a1 = a2, ψa1 = ψa2, à çíà÷èò, è Ψ1 = Ψ2, âûðàæåíèÿ (2.7) ïðåîáðàçóþòñÿ
â ôîðìóëû, îïèñûâàþùèå ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âîêðóã äâóõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö [10],
à âûðàæåíèå (2.10) � â ñîîòâåòñòâóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ñèëû âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó äâóìÿ
ñôåðàìè.

3. Âçàèìîäåéñòâèå ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû è ïëîñêîñòè

Ïóñòü öåíòð ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû Ω, èìåþùåé ðàäèóñ a, ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè h
îò ïëîñêîñòè S. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýëåêòðîëèò, êóäà ïîìåùåíà ÷àñòèöà âçâåñè, çàíèìàåò
ïîëóáåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå óêàçàííîé ïëîñêîñòüþ.

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ Ω è S ñèñòåìà êîîðäèíàò Ox1x2x3 ââîäèòñÿ òàê,
÷òî ïëîñêîñòü Ox1x2 ñîâïàäàåò ñ S, à öåíòð ÷àñòèöû èìååò ðàäèóñ-âåêòîð h⃗ = (0, 0, h).
Êàê è ðàíåå, ïîëîæåíèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò çàäàåòñÿ
âåêòîðîì x⃗ = (x1, x2, x3) (Ðèñ. 3.1).

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ãåîìåòðèÿ çàäà÷è î ñôåðå è ïëîñêîñòè

Â äàëüíåéøåì ðàçìåð ÷àñòèöû ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ äèñòàíöèåé îò åå
öåíòðà äî ïëîñêîñòè; â ñâîþ î÷åðåäü, ýòî ðàññòîÿíèå íàìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíîé øèðèíû
ÄÝÑ, ïîýòîìó

ε =
a

h
, δ = κh

ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûìè ìàëûìè ïàðàìåòðàìè îäíîãî ïîðÿäêà.
Äëÿ ïîòåíöèàëà ψ ïî-ïðåæíåìó ñïðàâåäëèâî (2.1), íî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïðèñîåäè-

íÿåìûå ê ýòîìó óðàâíåíèþ, áóäóò íåñêîëüêî èíûìè, ÷åì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ñôåðû è íà ïëîñêîñòè ψ ïðèíèìàåò ïîñòîÿí-

íûå çíà÷åíèÿ:

ψ = ψs, x3 = 0,
(3.1)

ψ = ψa, |x⃗− h⃗| = a.

Äàëåêî îò S è Ω îí ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

ψ → 0, x3 → ∞ ∨ |x⃗− h⃗| → ∞. (3.2)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (3.1)�(3.2) èçëîæåíî â [13�14]. Îäíàêî â ýòèõ
ðàáîòàõ ñôåðà çàìåíÿëàñü òî÷å÷íûì çàðÿäîì, òàê ÷òî âòîðîå èç óñëîâèé (3.1) çàâåäîìî
íå âûïîëíÿëîñü. Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà îòûñêèâàëîñü â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ
è áûëî çàïèñàíî â âèäå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà îò âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ôóíêöèþ
Áåññåëÿ J0. Òàêàÿ ôîðìà ïðåäñòàâëåíèÿ äåëàåò âû÷èñëåíèå ψ íåóäîáíûì: J0 èìååò ðàçíûå
àñèìïòîòèêè ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Êðîìå òîãî, èç-çà èñïîëüçîâàíèÿ
ñïåöèôè÷íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óêàçàííîå ðåøåíèå íåëüçÿ ðàñïðîñòðàíèòü íà ñëó÷àé
íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîé îáëàñòè.

Áîëåå îáùèì ïîäõîäîì, òåîðåòè÷åñêè ïîçâîëÿþùèì îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå ïðîèç-
âîëüíîãî êîëè÷åñòâà òåë ëþáîé ôîðìû, ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îòðàæåíèé. Òðàäèöèîííî îí ïðè-
ìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãèäðîäèíàìèêè [15�16]. Åãî íåäîñòàòêîì ñëóæèò òî, ÷òî
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþòñÿ ëèøü ïðèáëèæåííî. Â [17]
ïðåäëàãàåòñÿ áîëåå ñîâåðøåííûé ìåòîä. Âìåñòî âçàèìîäåéñòâèÿ êàæäîé èç ÷àñòèö ñ ïëîñ-
êîñòüþ ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ðåàëüíîé è ôèêòèâíîé çåðêàëüíî ðàñïîëîæåííîé
÷àñòèöû, ïðè÷åì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè ôèêòèâíûõ ÷àñòèö ïîäáèðàþòñÿ òàê,
÷òîáû èçíà÷àëüíî çàäàííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïëîñêîñòè âûïîëíÿëèñü òî÷íî. Íèæå ìû â
îáùèõ ÷åðòàõ áóäåì ñëåäîâàòü ýòîìó ìåòîäó.

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .
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Ïðåäñòàâèì èñêîìûé ïîòåíöèàë â âèäå

ψ = ψ∞ + ψ′, (3.3)

ãäå ψ∞ � ðåøåíèå çàäà÷è îá ýëåêòðîëèòå, îãðàíè÷åííîì ëèøü ïëîñêîñòüþ S, áåç ó÷åòà
ñôåðû Ω, à ψ′ � âîçìóùåíèå, âíîñèìîå Ω. Òîãäà ψ∞ óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñîîòíîøåíèé

∆ψ∞ = κ2ψ∞; ψ∞

∣∣∣
x3=0

= ψs; lim
x3→∞

ψ∞ = 0,

îòêóäà
ψ∞ = ψse

−κx3 . (3.4)

Èç (2.1), (3.1)�(3.3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ψ′ ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∆ψ′ = κ2ψ′,

ψ′ → 0, |x⃗− h⃗| → ∞,
(3.5)

ψ′ = 0, x3 = 0,

ψ′ + ψ∞ = ψa, |x⃗− h⃗| = a.

Âìåñòî ñèñòåìû ¾ñôåðà Ω+ ïëîñêîñòü S¿ áóäåì èçó÷àòü èíóþ � ¾ñôåðà Ω+ôèêòèâíàÿ
ñôåðà M¿. Ðàñïîëîæèì ÷àñòèöó M çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íî Ω îòíîñèòåëüíî S, ÷òîáû åå
öåíòð íàõîäèëñÿ â òî÷êå ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì −h⃗ (Ðèñ. 3.2).

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ïîëîæåíèå çåðêàëüíîé ÷àñòèöû

Àíàëîãè÷íî (2.5), ïðåäñòàâèì ψ′ â âèäå ñóïåðïîçèöèè âîçìóùåíèé, ïðèõîäÿùèõ îò äâóõ
ñôåð:

ψ′ = C0(Ω)Λ0(x⃗− h⃗) + CB(Ω)Λ3(x⃗− h⃗) + CC(Ω)Λ33(x⃗− h⃗) + CD(Ω)Λ333(x⃗− h⃗) + . . .

+C0(M)Λ0(x⃗+ h⃗) + CB(M)Λ3(x⃗+ h⃗) + CC(M)Λ33(x⃗+ h⃗) + CD(M)Λ333(x⃗+ h⃗) + . . .

Èç îïðåäåëåíèÿ (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè x3 = 0 ìóëüòèïîëè ÷åòíîãî ïîðÿäêà Λ0(x⃗ ± h⃗),

Λ33(x⃗ ± h⃗),. . . ÷åòíû ïî h⃗ = (0, 0, h), à ìóëüòèïîëè Λ3(x⃗ ± h⃗), Λ333(x⃗ ± h⃗),. . . , èìåþùèå
íå÷åòíûé ïîðÿäîê, íå÷åòíû. Ïîýòîìó ïðè

C0(M) = −C0(Ω), CB(M) = CB(Ω), CC(M) = −CC(Ω), CD(M) = CD(Ω), . . .

áóäóò âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ çàäà÷è (3.5), êðîìå ïîñëåäíåãî. Èòàê,

ψ′ = C0[Λ0(x⃗− h⃗)− Λ0(x⃗+ h⃗)] + CB[Λ3(x⃗− h⃗) + Λ3(x⃗+ h⃗)] +
(3.6)

+CC[Λ33(x⃗− h⃗)− Λ33(x⃗+ h⃗)] + CD[Λ333(x⃗− h⃗) + Λ333(x⃗+ h⃗)] + . . .

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .
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Ñêàëÿðíûå êîýôôèöèåíòû C0, CB, CC, CD,. . . íàõîäÿòñÿ ïîäñòàíîâêîé (3.6) â ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè Ω è ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèåì ïî ñòåïåíÿì ε è δ, óïîìÿ-
íóòûì âûøå â äàííîì ðàçäåëå. Îáîçíà÷èâ

ΨA = aψae
κa, ΨS = aψse

κa,

ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ìàëûõ ïàðàìåòðîâ:

C0 = (ΨA −ΨS)
(
1 +

1

2
ε+

1

4
ε2 +

1

8
ε3 +

1

8
ε4
)
+ΨS

(
δ − 1

2
δ2 +

1

6
δ3 − 1

24
δ4
)
+

+
(
−ΨA +

3

2
ΨS

)
εδ +

(
ΨA − 9

4
ΨS

)
εδ2 +

(
− 2

3
ΨA +

9

4
ΨS

)
εδ3 +

+
(
− 1

2
ΨA +

3

4
ΨS

)
ε2δ +

(
ΨA − 43

24
ΨS

)
ε2δ2 +

(
− 1

4
ΨA +

1

8
ΨS

)
ε3δ,

CB = aε
[
ΨS

(
− δ + δ2 − 1

2
δ3
)
+ (ΨA −ΨS)

(1
4
ε+

1

8
ε2 +

1

16
ε3
)
+

1

4
ΨSεδ + (3.7)

+
(
− 1

2
ΨA +

11

8
ΨS

)
εδ2 +

(
− 1

4
ΨA +

3

8
ΨS

)
ε2δ
]

CC = a2ε3
[
ΨS

(
− 1

6
δ2 +

1

16
εδ
)
+ (ΨA −ΨS)

( 1

16
ε+

1

32
ε2
)]
,

CD =
1

96
a3ε4(ΨA −ΨS).

Íà Ðèñ. 3.3 ïîêàçàíû ýêâèïîòåíöèàëüíûå ëèíèè ψ â ïëîñêîñòè Ox1x3, ïîëó÷åííûå
ïîñëå ïîäñòàíîâêè (3.4), (3.6)�(3.7) â (3.3). Ïðè ðàñ÷åòàõ ïàðàìåòðàì áûëè ïðèäàíû ñëå-
äóþùèå êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ: a = 1, ψa = ψs = 1, ε = 1/4, δ = 1/3.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âîçëå ÷àñòèöû è ïëîñêîñòè

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè ΨA = 0 ðåøåíèå (3.6)�(3.7) íå ïðèíèìàåò âèä (3.4), à ïðè ΨS = 0
� íå ñòàíîâèòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îá îäèíî÷íîé ñôåðå âèäà

ψ = C0Λ0. (3.8)

Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïîâåðõíîñòü |x⃗ − h⃗| = a íå ÿâëÿåòñÿ ýêâèïîòåíöèàëüíîé äëÿ
ψ∞, à ïëîñêîñòü S � äëÿ ôóíêöèè (3.8).

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .
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Ïðè ε→ 0, δ → 0 (3.6)�(3.7) ïåðåõîäÿò â (3.8), â êîòîðîì C0 = ΨA−ΨS. Òàêèì îáðàçîì,
ðàñïðåäåëåíèå ψ â íà÷àëüíîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîðöèîíàëüíî ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà
ïîâåðõíîñòè ÷àñòèöû Ω è íà ïëîñêîñòè.

Ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ñôåðó ñî ñòîðîíû ïëîñêîñòè, ìîæíî âû÷èñëèòü, ïîäñòàâèâ
(3.3)�(3.4), (3.6)�(3.7) â (2.8)�(2.9). Î÷åâèäíî, F1 = F2 = 0; F3 èìååò âòîðîé ïîðÿäîê
ìàëîñòè è ñ âûáðàííîé òî÷íîñòüþ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå

F3 =
εF
a2

[
Ψ2

A

(
− 1

4
ε2 +

1

2
ε2δ2 − 1

4
ε3 +

1

2
ε3δ − 3

16
ε4
)
+ΨAΨS

(
εδ − εδ2 +

1

2
εδ3 +

1

2
ε2 −

−13

4
ε2δ2 +

1

2
ε3 − 5

4
ε3δ +

3

8
ε4
)
+Ψ2

S

(
− εδ + 2εδ2 − 2εδ3 − 1

4
ε2 + 3ε2δ2 − (3.9)

−1

4
ε3 +

3

4
ε3δ − 3

16
ε4
)]
.

Â ¾ãëàâíîì¿ ïðèáëèæåíèè ýòà ñèëà ðàâíà

F3 =
εF
a2

[
− 1

4
ε2
(
ΨA −ΨS

)2
+ΨS(ΨA −ΨS)εδ

]
,

÷òî ìîæåò âåñòè ê íåîæèäàííîìó ðåçóëüòàòó: ïðè îïðåäåëåííîì ñîîòíîøåíèè íà ε è δ
ìåæäó ïëîñêîñòüþ è ÷àñòèöåé, èìåþùèìè ïîòåíöèàëû îäíîãî è òîãî æå çíàêà (ΨAΨS ≥ 0),
âîçíèêàåò íå îòòàëêèâàíèå, à ïðèòÿæåíèå. Ýòî âûðàæàåòñÿ â òîì, ÷òî F3 < 0, à çíà÷èò,
âåêòîð F⃗ íàïðàâëåí â ñòîðîíó ïëîñêîñòè, à íå îò íåå.

Â îòñóòñòâèå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ìåæäó Ω è S èõ âçàèìîäåéñòâèå îæèäàåìî ñëàáååò,
ïîñêîëüêó ïðè ΨA = ΨS âåëè÷èíà (3.9) èìååò óæå òðåòèé ïîðÿäîê ìàëîñòè.

Íàêîíåö, ïðè ΨS = 0 âûðàæåíèå (3.9) ïåðåõîäèò â

F3 ≈ −εF ε
2

4a2
Ψ2

A = − εF
(2h)2

Ψ2
A;

ýòî ñîîòâåòñòâóåò ïðèòÿæåíèþ äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ, ðàñïîëîæåííûõ
íà òîì æå ðàññòîÿíèè 2h äðóã îò äðóãà, ÷òî è öåíòðû Ω è M . Ñàìè çàðÿäû âû÷èñëÿþòñÿ
àíàëîãè÷íî (2.12). Ðàçíèöà çíàêîâ ó ðåàëüíîãî è ôèêòèâíîãî çàðÿäîâ íåïîñðåäñòâåííî

âûòåêàåò èç (3.6): çà ýòîò çíàê ¾îòâå÷àåò¿ âåëè÷èíà C0, à ìíîæèòåëè ïåðåä Λ0(x⃗ − h⃗) è

Λ0(x⃗+ h⃗) ïðîòèâîïîëîæíû.

4. Âçàèìîäåéñòâèå ñôåð ñ ñèëüíî ðàçëè÷àþùèìèñÿ ðàäèóñàìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàäèóñû Ω(1) è Ω(2) îòëè÷àþòñÿ âî ìíîãî ðàç, è âûÿñíèì,
ñâîäèòñÿ ëè îí ê âçàèìîäåéñòâèþ ñôåðû è ïëîñêîñòè. Äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ïîòåíöèàëû íà ïîâåðõíîñòÿõ ñôåð � âåëè÷èíû îäíîãî ïîðÿäêà: ψa2 ∼ ψa1. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè áóäåì èçó÷àòü äåéñòâèå Ω(2) íà Ω(1).

Ïðè a2 ≪ a1 (èçó÷àåòñÿ äåéñòâèå ìàëåíüêîé ñôåðû íà áîëüøóþ) ïàðàìåòðû (2.6) ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ìàëûìè, íî ïðîèçâîëüíûìè. Îòíîøåíèÿ α è β òàêæå ìàëû, ïðè÷åì èç-çà áëè-
çîñòè exp(κa1) è exp(κa2) ê 1 èõ ìîæíî ñ÷èòàòü âåëè÷èíàìè îäíîãî ïîðÿäêà. Çàôèêñèðîâàâ
ε, δ, Ψ1 è óñòðåìëÿÿ α è β ê íóëþ â (2.7) è (2.10), ïîëó÷èì

C0(1) → Ψ1, CB(1) → 0, CC(1) → 0, CD(1) → 0, F3 → 0,

ò. å. áîëüøàÿ ÷àñòèöà ¾íå ÷óâñòâóåò¿ âîçäåéñòâèé ñî ñòîðîíû ìàëåíüêîé, à ðàñïðåäåëåíèå
ψ â öåëîì ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âîêðóã îäèíî÷íîé ñôåðû Ω(1).

À. Î. Ñûðîìÿñîâ. Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ, . . .
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Ïðè a2 ≫ a1 (áîëüøàÿ ñôåðà äåéñòâóåò íà ìàëåíüêóþ) ïàðàìåòðû α è β ìíîãî áîëüøå
1, è îíè ïî-ïðåæíåìó îäíîãî ïîðÿäêà. Ïðè ýòîì â ñèëó íåðàâåíñòâà a1+a2 ≤ r âûïîëíåíû
ñîîòíîøåíèÿ εα ≤ 1, εβ ≤ 1. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ε ìåíÿåòñÿ ïðîèçâîëüíî (â
îòëè÷èå îò δ). Óñòðåìëÿÿ α è β â ôîðìóëàõ (2.7) è (2.10) ê áåñêîíå÷íîñòè, à ε è δ � ê
íóëþ, ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ε, íàéäåì, ÷òî

C0(1) → Ψ1(1− εβ), CB(1) → 0, CC(1) → 0, CD(1) → 0, F3 →
εFΨ

2
2

a22

(α
β

)2
ε2(−β + εβ2).

Àñèìïòîòèêà C0(1) ïîêàçûâàåò, ÷òî áîëüøàÿ ñôåðà ñèëüíî èñêàæàåò ïîëå âáëèçè ìà-
ëåíüêîé, òîëüêî åñëè èõ ïîâåðõíîñòè î÷åíü áëèçêè: εβ → 1. Íî äàæå ïðè ýòîì óñëîâèè
F3 → 0. Ïîñëåäíèé ðåçóëüòàò ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî äåéñòâóþùàÿ íà ÷àñòèöó ñèëà
îáóñëîâëåíà ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè ïîòåíöèàëà â ðàçíûõ òî÷êàõ åå ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå,
êîãäà ðàäèóñ ñôåðû Ω(1) ìàë, ãëàâíûé âêëàä â ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âíîñèò âîç-
ìóùåíèå, ñîçäàâàåìîå Ω(2), à îíî íå óñïåâàåò ñèëüíî èçìåíèòüñÿ íà ðàññòîÿíèè, ðàâíîì
äèàìåòðó ìàëåíüêîé ÷àñòèöû.

Íàêîíåö, èçó÷èì âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà îò çàäà÷è î äâóõ ñôåðàõ
ðàçíîãî ðàäèóñà ê çàäà÷å î ñôåðå è ïëîñêîñòè. Ïóñòü ïî-ïðåæíåìó a2 ≫ a1, à çíà÷èò, ðîëü
¾ïëîñêîñòè¿ áóäåò èãðàòü ïîâåðõíîñòü ñôåðû Ω(2). Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ äàëåå
òðåáóåòñÿ â ôîðìóëàõ (2.6)�(2.7) çàìåíèòü ε = a1/r íà âûðàæåíèå a1/(h+ a2), ïîñëå ÷åãî
óñòðåìèòü a2 ê áåñêîíå÷íîñòè.

Îäíàêî òàêîé ïîäõîä ïðèâîäèò ê íåóñòðàíèìîìó ïðîòèâîðå÷èþ. Ïðè ðàññìîòðåíèè
äâóõ ñôåð âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà r ≥ a1 + a2 è δ = κr ≪ 1, îòêóäà ñëåäîâàëî, ÷òî è
κa2 ≪ 1. Îäíàêî øèðèíà ÄÝÑ κ−1 åñòü âåëè÷èíà, ôèêñèðîâàííàÿ äëÿ çàäàííîãî ýëåê-
òðîëèòà, à ïîòîìó ïðè a2 → ∞ íåðàâåíñòâî κa2 ≪ 1 ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò áûòü
âûïîëíåíî. Ñëåäîâàòåëüíî, è ïåðåõîä ê çàäà÷å ¾÷àñòèöà + ïëîñêîñòü¿ íåâîçìîæåí.

5. Çàêëþ÷åíèå

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå çàäà÷è î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà â ñèñòåìàõ
ñ ðàçíîé ãåîìåòðèåé ðåøåíû îäíèì è òåì æå ìåòîäîì ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ; òåì
ñàìûì ïîêàçàíà ïðèãîäíîñòü ýòîãî ïîäõîäà ê äîñòàòî÷íî øèðîêîìó êðóãó çàäà÷. Íà îñ-
íîâå ýòîãî ðåøåíèÿ íàéäåíû ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû, ïîìåùåííûå
â ýëåêòðîëèò. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî, ÷òî ñôåðè÷åñêèå ÷àñòèöû, ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ èìå-
þò ïîòåíöèàëû îäíîãî çíàêà, âñåãäà îòòàëêèâàþòñÿ, à ìåæäó ñôåðîé è ïëîñêîñòüþ ïðè
îïðåäåëåííûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû ìîæåò âîçíèêàòü ïðèòÿæåíèå.

Èçó÷åíî âçàèìîäåéñòâèå ñôåð, ðàäèóñû êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ âî ìíîãî ðàç; âûâåäåíî
óñëîâèå, ïðè êîòîðîì áîëüøàÿ ÷àñòèöà ñèëüíî èñêàæàåò ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèàëà âáëèçè
ìåíüøåé. Ïîêàçàíî, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö â ðàìêàõ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïðèáëèæåíèÿ íå ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê âçàèìîäåéñòâèþ ñôåðû è ïëîñêîñòè: ó
ýòèõ ñèñòåì ðàçíûå ãåîìåòðèè, è áåñêîíå÷íîå óâåëè÷åíèå ðàäèóñà îäíîé èç ñôåð âåäåò ê
íåîáõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâåííîãî óâåëè÷åíèÿ øèðèíû ÄÝÑ, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ýëåê-
òðîëèòà íåâîçìîæíî.
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Modeling of interaction of di�erent-sized objects immersed

in weal electrolyte

c⃝ A. O. Syromyasov1

Abstract. Author solves problems about interaction of two spherical particles with di�erent radii
and also about interaction of a sphere and a plane that are immersed in electrolyte. Double electric
layer near the objects' surfaces is supposed to be wide, so Poisson � Boltzmann equation describing
the distribution of electric potential in the medium may be linearized. The problems stated are
solved by multipole expansion method; the plane is modelled by a dummy particle. Asymptotic
expressions are obtained for the coe�cients of the expansion. Basing on this solution, forces acting
between bodies in electrolyte are found. The particular case when the size of one sphere is much
larger than the size of another particle is examined. Author shows that this case can't transform
to interaction of a sphere and a plane. The unexpected result of calculation is that under certain
conditions the plane may attract spherical particle which has potential of the same sign on its
surface, while the interaction between two spheres having potentials of the same sign is always
repulsion.

Key Words: weak electrolyte, linearized Poisson-Boltzmann equation, double electric layer,
multipole expansion, asymptotic methods, dummy particle
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