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Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ Ìîëèíî äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà êîìïàêò-
íûõ ìíîãîîáðàçèÿõ è íà ïîëíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îáîáùàåòñÿ íà ðèìàíîâû ñëîåíèÿ
ñî ñâÿçíîñòÿìè Ýðåñìàíà. Ïðè ýòîì íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà êîðàçìåðíîñòü ñëîåíèÿ è ðàçìåð-
íîñòü ìíîãîîáðàçèÿ íå íàêëàäûâàåòñÿ. Äëÿ ëþáîãî ðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ), äîïóñêàþùåãî
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, äîêàçàíî, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî ñëîÿ îáðàçóåò ìèíèìàëüíîå ìíîæå-
ñòâî, à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ çàìûêàíèé îáðàçóåò ðèìàíîâî ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè (M,F ),
ïðè÷åì â M ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå F -íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî M0,
íà êîòîðîì èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå (M0, F |M0) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ íàä íåêîòîðûì õàóñäîðôîâûì ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì. Äîêàçàíà òàêæå ýêâèâà-
ëåíòíîñòü ðÿäà ñâîéñòâ äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé (M,F ), äîïóñêàþùèõ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà.
Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ ñòðóêòóðíîé àëãåáðû Ëè ñëîåíèÿ (M,F ) ýêâèâà-
ëåíòíî òîìó, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî
îðáèôîëäà. Ïðîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòüþ è êîíôîðìíûõ ñëîåíèé àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðèìàíîâî ñëîåíèå, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ, ëîêàëüíàÿ óñòîé÷è-
âîñòü ñëîÿ, ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî

1. Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèþ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ñòàòüè è ìîíîãðà-
ôèè ðÿäà àâòîðîâ. Ïðåæäå âñåãî, ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ð. Ãåðìàíà [1], Á. Ðåéíõàðòà [2],
À. Õåôëèãåðà [3], Ï. Ìîëèíî [4] è Ô. Òîíäåóðà (Ph. Tondeuer). Òåîðåìû î ñòàáèëüíîñòè
â ñìûñëå Ðèáà è Ýðåñìàíà íåêîìïàêòíûõ ñëîåâ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, â òîì ÷èñëå äëÿ
ñëîåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè, äîêàçàíû â ðàáîòàõ àâòîðà [5] è [6].

Âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ðàáîòàõ î ðèìàíîâûõ ñëîåíèÿõ (M,F ) ïðåäïîëàãàåòñÿ
ëèáî êîìïàêòíîñòü ìíîãîîáðàçèÿ M , ëèáî ïîëíîòà àññîöèèðîâàííîé òðàíñâåðñàëüíî ïðî-
åêòèðóåìîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè g íà M , íàçûâàåìîé Á. Ðåéíõàðäòîì ìåòðèêîé, ïîäîáíîé
ðàññëàèâàþùåéñÿ (¾bundle like metric¿) [2], ëèáî (êàê ìèíèìóì) òðàíñâåðñàëüíàÿ ïîëíîòà
ñëîåíèÿ, îçíà÷àþùàÿ, ÷òî íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé,
îðòîãîíàëüíîé ñëîåíèþ, èçìåíÿåòñÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ð. À. Áëþ÷åíòàëü è Äæ. Õåáäà ââåëè ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ãëàäêîãî ñëîåíèÿ
(M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèèM , ãäå 0 < q < n. Ñâÿçíîñòüþ
Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ) íàçûâàåòñÿ òàêîå q-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà M , òðàíñâåðñàëüíîå
ýòîìó ñëîåíèþ, äëÿ êîòîðîãî îïðåäåëåíû ïåðåíîñû åãî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âäîëü ëþáûõ
ñëîåâûõ êóñî÷íî ãëàäêèõ êðèâûõ (ñòðîãîå îïðåäåëåíèå äàíî â ïàðàãðàôå 2.3.),

Öåëü äàííîé ðàáîòû � ïîêàçàòü, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ òåîðèÿ Ìîëèíî äëÿ ðèìàíîâûõ ñëî-
åíèé íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ [4] è íà ïîëíûõ ðèìâíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ ([3] è [7])
îáîáùàåòñÿ íà ðèìàíîâû ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, à òàêæå äîêàçàòü ýêâèâàëåíò-
íîñòü ðÿäà ñâîéñòâ äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà.

1Æóêîâà Íèíà Èâàíîâíà, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÍÈÓ ÂØÝ (603155
Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê,
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëþáîå òðàíñâåðñàëüíî ïîëíîå ðèìàíîâî ñëîåíèå, êàê è ðèìàíîâî ñëî-
åíèå íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) c àññîöèèðîâàííîé ìåòðèêîé g, äîïóñêàåò
â êà÷åñòâå ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà îðòîãîíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå M ðàçìåðíîñòè q, ðàâíîé
êîðàçìåðíîñòè ñëîåíèÿ. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî, êàê ïîêàçûâàåò Ïðèìåð 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåèìóùåñòâî ïðèìåíåíèÿ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà ñîñòîèò íå òîëüêî â
áîëüøåé îáùíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííûìè òðåáîâàíèÿìè ïîëíîòû, íî è â òîì, ÷òî
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà íîñèò äèôôåðåíöèàëüíî-òîïîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð, â îòëè÷èå îò ïîë-
íîòû, è íå çàâèñèò îò òðàíñâåðñàëüíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêè, ôèãóðèðóþùåé â îïðåäåëåíèè
ðèìàíîâà ñëîåíèÿ.

Â ïàðàãðàôå 2.3. ìû ïðèâîäèì îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ïîäíÿòûì
e-ñëîåíèåì (R,F) íàä ðèìàíîâûì ñëîåíèåì (M,F ) è åãî ñâîéñòâà.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíûõ ñëîåíèé â ñìûñëå [8], à
òàêæå ìåòîä ïñåâäîãðóïï ãîëîíîìèè è ðåçóëüòàòû ðàáîò [3], [7] è [9], äîêàæåì ñëåäóþùóþ
òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.1 Ïóñòü (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðå-
ñìàíà M, è (R,F) � åãî ïîäíÿòîå e-ñëîåíèå. Òîãäà

1) çàìûêàíèÿ ñëîåâ ñëîåíèÿ (R,F) ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè íåêîòîðîãî ëîêàëüíî òðèâèàëü-
íîãî ðàññëîåíèÿ πb : R → W íàä ãëàäêèì ìíîãîîáðàçèåì W ;

2) ñëîåíèå (L,F|L), èíäóöèðîâàííîå íà çàìûêàíèè L ñëîÿ L ∈ F , ÿâëÿåòñÿ ñëîåíèåì
Ëè ñ âñþäó ïëîòíûìè ñëîÿìè.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, òî åñòü íå çàâèñèò îò âûáîðà ñëîÿ L ∈ F .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1 Ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà g0 ñëîåíèÿ Ëè ñ âñþäó ïëîòíûìè
ñëîÿìè (L,FL) íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðíîé àëãåáðîé ðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ) ñî ñâÿçíî-
ñòüþ M è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç g0 = g0(M,F ).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äëÿ êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé M äàííîå îïðåäåëåíèå ñòðóêòóðíîé
àëãåáðÿ Ëè ðèìàíîâà ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñòðóê-
òóðíîé àëãåáðÿ Ëè, äàííûì Ï. Ìîëèíî [4].

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ M ñî ñëîåíèåì (M,F ) íàçûâàåòñÿ F -
íàñûùåííûì, åñëè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ ñëîåâ ñëîåíèÿ.
Íåïóñòîå çàìêíóòîå íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî M ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàëüíûì ìíîæåñòâîì ñëîåíèÿ (M,F ), åñëè ëþáîé ñëîé èç M âñþäó ïëîòåí â M.

Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.1 è ðåçóëüòàòû ðàáîòû [10], äîêàæåì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðíóþ
òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 1.2 Åñëè ðèìàíîâî ñëîåíèå (M,F ) äîïóñêàåò ñâÿçíîñòü Ýðåñíàíà,
òî çàìûêàíèå L êàæäîãî åãî ñëîÿ L ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì è âëîæåííûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì â M , à ñîâîêóïíîñòü âñåõ çàìûêàíèé ñëîåâ îáðàçóåò ðèìàíîâî ñëîåíèå
ñ îñîáåííîñòÿìè (M,F ). Ñóùåñòâóåò ñâÿçíîå îòêðûòîå F -íàñûùåííîå âñþäó ïëîòíîå
ïîäìíîæåñòâî M0 â M òàêîå, ÷òî ñëîåíèå (M0, FM0) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ëîêàëüíî òðè-
âèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ïðîåêöèåé p :M0 → B íà õàóñäîðôîâî ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå B.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ñëîåâ ñëîåíèé ââåäåíû îñíîâàòåëÿìè òåîðèè ñëîåíèé Ýðåñìàíîì
è åãî ó÷åíèêîì Ðèáîì.

Ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè îí � âëîæåííîå ïîäìíîãîîáðàçèå
â M . Ñëîåíèå, âñå ñëîè êîòîðîãî ñîáñòâåííûå, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì. Cëîé L ñëîåíèÿ
(M,F ) íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè L � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî â M . Êàê èçâåñòíî,
ëþáîé çàìêíóòûé è, â ÷àñòíîñòè, êîìïàêòíûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì.
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Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2 Ñëîé L ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íàçûâàåòñÿ ëî-
êàëüíî óñòîé÷èâûì (â ñìûñëå Ýðåñìàíà è Ðèáà), åñëè ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî íàñûùåí-
íûõ îêðåñòíîñòåé {Wk|k ∈ N}, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñóáìåðñèÿ f1 : W1 → L, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ N òðîéêà
(Wk, fk, L), ãäå fk = f 1|Wk

� ëîêàëüíî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå ñî ñòàíäàðòíûì ñëî-
åì q-ìåðíûì äèñêîì Dq, ïðè÷åì ñëîè ýòîãî ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíû ñëîÿì ñëîåíèÿ
(Wk, F |Wk

);
2) äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ L, ìíîæåñòâî {Wk

∩
f−1
1 (x) | k ∈ N} � áàçà òîïîëîãèè

ñëîÿ f−1
1 (x) â òî÷êå x.

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ðèáà [11], ëþáîé êîìïàêòíûé ñëîé ñëîåíèÿ ñ êîíå÷íîé
ãðóïïîé ãîëîíîìèè ëîêàëüíî óñòîé÷èâ.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèé ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñîáñòâåííîãî ñëîÿ äëÿ ðèìàíîâûõ ñëî-
åíèé ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äîêàçàí íàìè â [6], Òåîðåìà 1.

Ò å î ð å ì à 1.3 Ïóñòü L � ñëîé ðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ), äîïóñêàþùåãî ñâÿç-
íîñòü Ýðåñíàíà. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ñëîé L � ñîáñòâåííûé;

(ii) ñëîé L � çàìêíóòûé;

(iii) ñëîé L ëîêàëüíî óñòîé÷èâ.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óêàçûâàåò ðÿä ñïåöèôè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé ñî
ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà.

Ò å î ð å ì à 1.4 Ïóñòü (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñ-
íàíà. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà Ëè g0(M,F ) ðàâíà íóëþ;

(ii) âñå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) çàìêíóòû â M ;

(iii) ñëîåíèå (M,F ) � ñîáñòâåííîå;

(iv) êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) ëîêàëüíî óñòîé÷èâ â ñìûñëå Ðèáà è Ýðåñìàíà;

(v) ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé ñëîé ñ êîíå÷íîé (ðîñòêîâîé) ãðóïïîé ãîëîíîìèè;

(vi) ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ M/F åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî
q-ìåðíîãî îðáèôîëäà, ïðè÷åì ôàêòîð-îòîáðàæåíèå f : M → M/F ÿâëÿåòñÿ ñóá-
ìåðñèåé îðáèôîëäîâ.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1 Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ M/F ñëîåíèÿ
(M,F ), äîïóñêàþùåãî ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóê-
òóðîé ãëàäêîãî q-ìåðíîãî îðáèôîëäà, ïðè÷åì ôàêòîð-îòîáðàæåíèå M →M/F ÿâëÿåòñÿ
ñóáìåðñèåé îðáèôîëäîâ, òî ýòî ñëîåíèå � ðèìàíîâî, âñå åãî ñëîè çàìêíóòû è ëîêàëüíî
óñòîé÷èâû, à ãðóïïû ãîëîíîìèè � êîíå÷íû.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2 Ð. Ãåðìàí [1] ïåðâûì äîêàçàë, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ðè-
ìàíîâà ñëîåíèÿ, âñå ñëîè êîòîðîãî çàìêíóòû, íà ïîëíîì ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè õàó-
ñäîðôîâî è åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
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2. Îáîçíà÷åíèÿ è îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

2.1. Îáîçíà÷åíèÿ

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîñòîòû ïîä ãëàäêîñòüþ ìû ïîíèìàåì ãëàäêîñòü êëàññà C∞, õîòÿ
ôàêòè÷åñêè ðåçóëüòàòû âåðíû ïðè ãëàäêîñòè êëàññà Cr, r ≥ 2.

×åðåç Fol îáîçíà÷àåòñÿ êàòåãîðèÿ ñëîåíèé, â êîòîðîé ìîðôèçìàìè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî ñëîåíèÿ. ×åðåç A(M,F )
îáîçíà÷àåòñÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè Fol.

Àëãåáðà ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè M îáîçíà÷àåòñÿ F(M). Ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ
íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé, åñëè îíà ïîñòîÿííà íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ. ×åðåç Ω0

b(M,F ) îáîçíà÷àåòñÿ
ïîäàëãåáðà áàçèñíûõ ôóíêöèé àëãåáðû F(M).

Ìîäóëü âåêòîðíûõ ïîëåé íà ìíîãîîáðàçèè M îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç X(M), à ìíîæåñòâî
âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàòåëüíûõ ê ðàñïðåäåëåíèþ M íà M , � ÷åðåç XM(M). Åñëè M = TF
� ðàñïðåäåëåíèå, êàñàòåëüíîå ê ñëîåíèþ (M,F ), òî XM(M) îáîçíà÷àåòñÿ òàêæå ÷åðåç
XF (M). Ñóæåíèå ñëîåíèÿ (M,F ) íà îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî U ⊂ M îáîçíà÷àåòñÿ FU .
Ïóñòü k : N → M � ñþðúåêòèâíàÿ ñóáìåðñèÿ, ïðè÷åì íà M çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå M.
Òîãäà íà N èíäóöèðîâàíî ðàñïðåäåëåíèå N = {Nu | u ∈ N}, ãäå Nu := {Y ∈ TuN | k(Y ) ∈
Mk(u)}, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü k∗M.

Ñèìâîë ∼= îáîçíà÷àåò èçîìîðôíîñòü îáúåêòîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè.

2.2. Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ

Ïóñòü N � ãëàäêîå q-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ñâÿçíîñòü êîòîðîãî íå ïðåäïîëàãàåòñÿ.
Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè M , ãäå 0 < q < n, çàäàííîå N -êîöèêëîì ξ = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî:

1) {Ui | i ∈ J} � îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M ;
2) fi : Ui → N � ñóáìåðñèè â N ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè, ïðèíàäëåæàùèìè ñëîÿì ñëîåíèÿ;
3) åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, òî ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì γij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj),

óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó: fi = γij ◦ fj íà ïåðåñå÷åíèè Ui ∩ Uj.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî η = {Vi |Vi = fi(Ui), i ∈ J} � ïîêðûòèå N . Ïîñêîëüêó ñóáìåðñèè

ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè îòîáðàæåíèÿìè, η � îòêðûòîå ïîêðûòèå.
Åñëè íà ìíîãîîáðàçèè N ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà gN , ÷òî âñå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ γij ÿâëÿþòñÿ èçîìåòðèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ â (N, gN), òî
(M,F ) íàçûâàåòñÿ ðèìàíîâûì ñëîåíèåì, çàäàííûì (N, gN)-êîöèêëîì ξ.

Íàïîìíèì, ÷òî q-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëèçóåìûì, åñëè ñóùåñòâó-
åò q ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y1, ..., Yq íà N , îáðàçóþùèõ áàçèñ êàñàòåëüíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà TxN â êàæäîé òî÷êå x ∈ N . Âåêòîðíûå ïîëÿ Y1, ..., Yq íàçûâàþòñÿ ïàðàëëå-
ëèçàöèåé N .

Åñëè ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëèçàöèÿ Y1, ..., Yq ìíîãîîáðàçèÿ N òàêàÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàë
γij∗ êàæäîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ γij èç N -êîöèêëà ξ = {Ui, fi, {γij}}i,j∈J , çàäàþùåãî ñëîåíèå
(M,F ), ñîõðàíÿþò ýòó ïàðàëëåëèçàöèþ, òî (M,F ) íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëè-
çóåìûì, èëè e-ñëîåíèåì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ëþáîå e-ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì.

Ðèìàíîâà ìåòðèêà g íà M íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé îòíîñèòåëüíî
ñëîåíèÿ (M,F ), åñëè LXg = 0, ãäå LXg � ïðîèçâîäíàÿ Ëè îò g âäîëü ïðîèçâîëüíîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ XF (M).

Êàê èçâåñòíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ðèìàíîâà ñëîåíèÿ.
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Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1 Ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà íà M ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ îòíîñèòåëüíî (M,F )
ðèìàíîâà ìåòðèêà.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1 Ðèìàíîâî ñëîåíèå (M,F ) ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïîëíûì
â ñìûñëå Îïðåäåëåíèÿ 1.1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî, ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàðòà-
íîâî ñëîåíèå, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â ñìûñëå [10].

2.3. Ñëîåíîå ðàññëîåíèå íàä ðèìàíîâûì ñëîåíèåì

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ìíîãîîá-
ðàçèè M îïðåäåëåíî ðàññëîåíèå π : R → M òðàíñâåðñàëüíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðåïåðîâ,
êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàâíîå H-ðàññëîåíèå, H = O(q), ñ èíäóöèðîâàííûì ñëîåíè-
åì (R,F), ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîòâåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F )
(ñì., íàïðèìåð [10]). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïà H äåéñòâóåò íà R ñïðàâà, è ÷åðåç Ra îáî-
çíà÷àåòñÿ äåéñòâèå ýëåìåíòà a ∈ H íà R.

Ïóñòü G = H n Rq � ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïîäãðóïïû H è íîðìàëüíîãî äåëèòåëÿ
Rq. ×åðåç h è g îáîçíà÷èì àëãåáðû Ëè ãðóïï Ëè H è G ñîîòâåðñòâåííî. Íà ìíîãîîáðàçèè
R îïðåäåëåíà òàêæå g-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ω̃, ïðè÷åì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

(i) ω̃(A∗) = A äëÿ ëþáîãî A ∈ h;

(ii) R∗
aω̃ = AdG(a

−1)ω̃ äëÿ âñåõ a ∈ H;

(iii) îòîáðàæåíèå ω̃u : Tu(R) → g ∀u ∈ R ñþðúåêòèâíî, ïðè÷åì ker ω̃u = TuF ;

(iv) ñëîåíèå (R,F) ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì.

Ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì.

2.4. Ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ

Ïîíÿòèå ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà ââåäåíî Áëþìåíòàëåì è Õåáäîé â [12].
Íàïîìíèì òåðìèíîëîãèþ, èñïîëüçóåìóþ íàìè â [10]. Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå

êîðàçìåðíîñòè q ≥ 1, è M � q-ìåðíîå òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Âñå ðàññìàòðèâàåìûå êðèâûå ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî ãëàäêèìè. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ

âåðòèêàëüíîé, åñëè îíà ëåæèò â îäíîì ñëîå ñëîåíèÿ (M,F ). Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãîðè-
çîíòàëüíîé, åñëè âñå åå êàñàòåëüíûå âåêòîðà ïðèíàäëåæàò ðàñïðåäåëåíèþ M. Äðóãèìè
ñëîâàìè, êóñî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé, åñëè êàæäûé åå ãëàäêèé êó-
ñîê, � èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ðàñïðåäåëåíèÿ M.

Âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíîé ãîìîòîïèåé íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
H : I1 × I2 → M, ãäå I1 = [a, b], I2 = [c, d], äëÿ êîòîðîãî ñóæåíèå H|I1×{t}, t ∈ I2, �
ãîðèçîíòàëüíàÿ êðèâàÿ, à ñóæåíèå H|{s}×I2 , s ∈ I1 � âåðòèêàëüíàÿ êðèâàÿ. Ïàðà ïóòåé
(H|I1×{0}, H|{0}×I2) ñ îáùèì íà÷àëîì íàçûâàåòñÿ áàçîé âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíîé ãîìî-
òîïèè H. Ïàðà ïóòåé (σ, h) ãäå σ : I1 →M � ãîðèçîíòàëüíàÿ, à h : I2 →M � âåðòèêàëüíàÿ
êðèâàÿ, íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíîé ãîìîòîïèè.

Ðàñïðåäåëåíèå M íàçûâàåòñÿ ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ), åñëè äëÿ ëþ-
áîé äîïóñòèìîé ïàðû ïóòåé (σ, h) ñóùåñòâóåò âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîìîòîïèÿ ñ
áàçîé (σ, h). Åñëè ñóùåñòâóåò âåðòèêàëüíî-ãîðèçîíòàëüíàÿ ãîìîòîïèÿ H ñ áàçîé (σ, h), òî
òàêàÿ ãîìîòîïèÿ � åäèíñòâåííàÿ.
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Ïóòü σ̃ := H|I1×{1} íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñîì ïóòè σ âäîëü h è îáîçíà÷àåòñÿ σ
σ→> σ̃.

Àíàëîãè÷íî, ïóòü h̃ := H|{1}×I2 íàçûâàåòñÿ ïåðåíîñîì ïóòè h âäîëü σ è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

σ
h→> h̃.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2 Ñîãëàñíî Çàìå÷àíèþ 2.1, òðàíñâåðñàëüíî ïîëíîå ðèìàíîâî
ñëîåíèå (M,F ) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîëíîå êàðòàíîâî ñëîåíèå, ïîýòîìó èç [10]
(Ïðåäëîæåíèå 3) âûòåêàåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíîå ïî îðòîãîíàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèå M
íà ìíîãîîáðàçèè (M, g) ñ àäàïòèðîâàííîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîñòüþ
Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

2.5. Ñëîåíûå è òðàíñâåðñàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M. Íàïîìíèì, ÷òî âåêòîðíîå ïî-
ëå X ∈ X(M) íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì, åñëè [X, Y ] ∈ XF (M) äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
Y ∈ XF (M). Òàê êàê TxM = Mx ⊕ TxF, òî ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X ∈ X(M) îäíîçíà÷-
íî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû X = XM + XF , ãäå XM ∈ XM(M), XF ∈ XF (M). Åñëè
X ∈ X(M) � ñëîåíîå âåêòîðíîå ïîëå, òî åãî ïðîåêöèÿ XM ∈ XM(M) íàçûâàåòñÿ òðàíñ-
âåðñàëüíûì âåêòîðíûì ïîëåì. Ìîäóëü òðàíñâåðñàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç l(M,F ) [4].

3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

3.1. Òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûå ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà

Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì [8], åñëè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ A(M,F ) â êà-
òåãîðèè ñëîåíèé Fol äåéñòâóåò òðàíçèòèâíî íàM . Êàê èçâåñòíî, òðàíçèòèâíîñòü äåéñòâèÿ
A(M,F ) íà êàæäîì ñëîå ñëîåíèÿ âñåãäà èìååò ìåñòî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëîåíèåì íàçâàåòñÿ íàñûùåííûì, åñëè
åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ ñëîåâ ýòîãî ñëîåíèÿ. Íàñûùåíèåì
N(V ) ïîäìíîæåñòâà V íàçûâàåòñÿ îáúåäèíåíèå âñåõ ñëîåâ, ïåðåñåêàþùèõ V .

Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Ò å î ð å ì à 3.1 Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìîå ñëîåíèå ñî
ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M è q = codim(M,F ). Òîãäà:

(i) ñëîåíèå (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíîå;

(ii) çàìûêàíèÿ ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ) îáðàçóþò ìèíèìàëüíûå ìíîæåñòâà ñëîåíèÿ
(M,F ) è ÿâëÿþòñÿ ñëîÿìè ñóáìåðñèè πb : M → W íà íåêîòîðîå qb-ìåðíîå ãëàä-
êîå ìíîãîîáðàçèåì W, ãäå 0 ≤ qb ≤ q;

(iii) ñóáìåðñèÿ πb : M → W ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ;

(iv) ñëîåíèå (L, F |L), èíäóöèðîâàííîå íà çàìûêàíèè L ñëîÿ L ∈ F, ÿâëÿåòñÿ ñëîåíèåì
Ëè ñî âñþäó ïëîòíûìè ñëîÿìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìîå ñëîåíèå
êîðàçìåðíîñòè q íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M. Ïîñêîëüêó
òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìîå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì ñëîåíèåì, íà M îïðåäå-
ëåíà òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ ìåòðèêà g, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðàñïðåäåëåíèå M
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îðòîãîíàëüíî ñëîÿì. Êàê ïîêàçàíî Ðåéíõàðòîì â [2], M � âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g).

(i). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ Xi ∈ XM(M), i = 1, ..., q, îáðàçóþò òðàíñâåð-
ñàëüíóþ ïàðàëëåëèçàöèþ ñëîåíèÿ (M,F ). Ïîñêîëüêó ìû íå ïðåäïîëàãàåì èõ ïîëíûìè, â
îêðåñòíîñòè U ëþáîé òî÷êè x0 ∈M, àäàïòèðîâàííîé ê (M,F ), îíè îïðåäåëÿþò ëîêàëüíûå
1-ïàðàìåòðè÷åñêèå ãðóïïû ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ φXi

t . Óìåíüøàÿ â ñëó÷àå íåîá-
õîäèìîñòè U , íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φXi

t îïðåäåëåíû íà U ïðè ëþáîì
t ∈ (−ε, ε) äëÿ âñåõ i = 1, ..., q è ïîðîæäàþò âìåñòå ñ A(M,F ) ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ
Â(M,F ), òðàíçèòèâíî äåéñòâóþùóþ íà U .

Èç ñóùåñòâîâàíèÿ ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ) âûòåêàåò, ÷òî 1-ïàðàìåòðè÷åñêèå
ãðóïïû ëîêàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìîâ φXi

t îïðåäåëåíû â íàñûùåíèè N(U) îêðåñòíîñòè U
ïðè t ∈ (−ε, ε). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ A(M,F ) òðàíçèòèâíî äåéñòâó-
åò íà N(U). Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ îðáèòà ãðóïïû A(M,F ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòêðûòîå
ïîäìíîæåñòâî âM . Ïîýòîìó äîïîëíåíèå îðáèòû ãðóïïû A(M,F ) ñîñòîèò èç îòêðûòûõ îð-
áèò è òàêæå îòêðûòî â M . Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ îðáèòà ãðóïïû A(M,F ) åñòü îòêðûòî-
çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî âM . Áëàãîäàðÿ ñâÿçíîñòèM , ìíîãîîáðàçèåM ñîñòîèò èç îäíîé
îðáèòû ãðóïïû A(M,F ), è (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî îäíîðîäíîå ñëîåíèå â ñìûñëå [8].

(ii). ×åðåç XF (M) îáîçíà÷àåòñÿ ïîäàëãåáðà àëãåáðû Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé, êàñàòåëüíûõ
ê ñëîÿì ñëîåíèÿ (M,F ). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè X ∈ XF (M), òî X(f) = 0 äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f ∈ Ω0

b(M,F ), ò. å. ãëàäêîé ôóíêöèè íà M , ïîñòîÿííîé íà ñëîÿõ ñëîåíèÿ (M,F ).
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé

Xb
F (M) := {X ∈ X(M) |X(f) = 0 ∀f ∈ Ω0

b(M,F )}.

Ïðè ýòîì XF (M) ⊂ Xb
F (M).

Ñîõðàíÿÿ îáîçíà÷åíèÿ èç [8], ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

E := {Ex | x ∈M}, Ex = {X ∈ Xb
F (M)}.

Îäíîðîäíîñòü ñëîåíèÿ (M,F ) âëå÷åò ïîñòîÿíñòâî ðàçìåðíîñòè Ex, x ∈ M. Òàêèì îá-
ðàçîì, E � ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå íà M . Ïîñêîëüêó E èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñêîáêè
Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé, ñîãëàñíî òåîðåìå Ôðîáåíèóñà, E èíòåãðèðóåìî è îïðåäåëÿåò ñëîå-
íèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç (M,Fb) è íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì. Ïðè ýòîì E = TFb. Ïóñòü
qb = codim(Fb) � êîðàçìåðíîñòü (M,Fb). Êðîìå òîãî, XFb

(M) = Xb
F (M), ñëåäîâàòåëü-

íî, êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ (M,F ) ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ñëîå ñëîåíèÿ (M,Fb), ïîýòîìó
0 ≤ qb ≤ q.

Èñïîëüçóÿ òå æå àðãóìåíòû, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 4.3 â [8], ìû ïîëó÷èì,
÷òî A(M,F ) ⊂ A(M,Fb) è, ñëåäîâàòåëüíî, (M,Fb) � òàêæå îäíîðîäíîå ñëîåíèå. Ñëåäîâà-
òåëüíî âñå åãî ñëîè äèôôåîìîðôíû. Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâM/Fb � õàóñäîðôîâî
ãëàäêîå qb-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç W è íàçûâàåòñÿ áàçîâûì, à
ôàêòîð-îòîáðàæåíèå πb : M → M/Fb = W ÿâëÿåòñÿ ñóáìåðñèåé, ñëîè êîòîðîé ñîâïàäàþò
ñî ñëîÿìè ñëîåíèÿ (M,Fb). Îòñþäà âûòåêàåò òðèâèàëüíîñòü ãðóïï ãîëîíîìèè âñåõ ñëîåâ
ñëîåíèÿ (M,Fb).

Ïîñêîëüêó (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, òî ñîãëàñíî Ïðåä-
ëîæåíèþ 2, äîêàçàííîìó íàìè â [9], ïñåâäîãðóïïà ãîëîíîìèè H(M,F ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé
ïñåâäîãðóïïîé ëîêàëüíûõ èçîìåòðèé ìíîãîîáðàçèÿ (N, gN). Áëàãîäàðÿ ýòîìó ê (M,F )
ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû À. Õåôëèãåðà [3] è Å. Ñàëåì [7], èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî
áàçèñíîå ñëîåíèå (M,Fb) îáðàçîâàíî çàìûêàíèÿìè ñëîåâ ñëîåíèÿ (M,F ), ïðè÷åì êàæäûé
ñëîé L ñëîåíèÿ (M,F ) âñþäó ïëîòåí â ñîäåðæàùåì åãî ñëîå L ñëîåíèÿ (M,Fb). Ñëåäîâà-
òåëüíî, L = L � ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî ñëîåíèÿ (M,F ). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
óòâåðæäåíèÿ (ii).
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(iii). Â êàæäîé òî÷êå x ∈M ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòíàÿ îêðåñòíîñòü U , àäàïòèðîâàííàÿ
ê îáîèì ñëîåíèÿì (M,F ) è (M,Fb). Ñóùåñòâóþò qb áàçèñíûõ ôóíêöèé f1, ..., fqb , äèôôå-
ðåíöèàëû êîòîðûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà U . Ïðè ýòîì

Ex = ∩qb
i=1Ker(dfi)x

äëÿ x ∈ U. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ñëîåíèå (U,Fb|U) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè s : U →
Rqb , ãäå s(y) = (f1(y), ..., fqb(y)), y ∈ U . Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f1, ..., fqb ïîñòîÿííû íà êàæäîì
ñëîå ñëîåíèÿ (M,Fb), òî ëþáîé ñëîé ýòîãî ñëîåíèÿ, ïåðåñåêàþùèé U , ïåðåñåêàåò U ñòðîãî
ïî îäíîìó ëîêàëüíîìó ñëîþ. Ðàññìîòðèì íàñûùåíèå N(U) îêðåñòíîñòè U ñëîÿìè ñëîåíèÿ
(M,Fb), òîãäà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ V := N(U)/Fb = U/Fb

∼= Rqb . Îáîçíà÷èì ÷åðåç k :
N(U) → N(U)/Fb = V ôàêòîð-îòáðàæåíèå íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ.

Ïóñòü Z1, ..., Zqb � ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ íà ìíîãîîáðàçèè V, îáðàçóþùèå ãëîáàëüíûé
áàçèñ TV. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò ãëàäêèå âåêòîðíûå ïîëÿ Z1, ..., Zqb ∈ l(N(U), Fb|N(U))
òàêèå, ÷òî Z1, ..., Zqb ∈ l(N(U), Fb|N(U)) è k∗(Z i) = Zi, 1 ≤ i ≤ qb. Ïðè ýòîì îïðåäåëåíî
ãëàäêîå qb-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå Mb íà N(U) ñ ãëîáàëüíûì áàçèñîì Z i, 1 ≤ i ≤ qb.

Èñïîëüçóÿ òî, ÷òî M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ (M,F ), ïðè÷åì êàæäûé ñëîé áàçèñ-
íîãî ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ñëîåíèÿ (M,F ), äîêàæåì, ÷òî Mb �
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (N(U), Fb|N(U)). Ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 1.3 ê ðèìàíîâó ñëîå-
íèþ áåç ãîëîíîìèè (N(U), Fb|N(U)) ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ìû âèäèì, ÷òî îíî îáðàçîâàíî
ñëîÿìè ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ïðîåêöèåé s : N(U) → V. Èç ýòîãî ñëåäóåò,
÷òî èñõîäíîå ñëîåíèå (M,Fb) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ïðî-
åêöèåé πb :M →W íà íåêîòîðîå qb-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W .

(iv). Ó÷èòûâàÿ äîêàçàííîå âûøå, óòâåðæäåíèå (iv) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî Òåîðå-
ìå 4.9 â [8]. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

3.2. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.1

Ïóñòü (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà M. Ðàññìîòðèì ñëîåíîå
ðàññëîåíèå π : R →M íàä (M,F ) ñ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì (R,F). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
èíäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå N := π∗M � ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (R,F).

Òàêèì îáðàçîì, ïîäíÿòîå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïàðàëëåëèçóåìûì ñëîåíèåì
ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà, ïîýòîìó âñå óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 1.1 âûòåêàþò èç äîêàçàííîé
âûøå Òåîðåìû 3.1. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

3.3. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.2

Ïóñòü (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M. Äëÿ òîãî
÷òîáû ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû èç [10], áóäåì ðàññìàòðèâàòü (M,F ) êàê êàðòàíîâî ñëîåíèå
òèïà (G,H), ãäå, êàê è âûøå, H = O(q), G = H nRq.

Ñîãëàñíî Òåîðåìå 1.1, çàìûêàíèÿ Lα ñëîåâ Lα ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ îáðàçóþò ëîêàëüíî
òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå π : R → W íàä íåêîòîðûì áàçîâûì ìíîãîîáðàçèåì W . Ïî àíà-
ëîãèè ñ Òåîðåìîé 2 èç [10] M äîêàæåì, ÷òî îïðåäåëåíî ãëàäêîå ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè
(M,O), îáðàçîâàííîå îáðàçàìè π(L) çàìûêàíèé ñëîåâ L ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F). Ïðî-
äîëæàÿ òåðìèíîëîãèþ èç [10], áóäåì íàçûâàòü ýòî ñëîåíèå îðåîëüíûì. Òàê æå, êàê â [10],
äîêàæåì, ÷òî ëþáîé åãî ñëîé O(L)� F -íàñûùåííîå ìíîæåñòâî, ïðè÷åì êàæäûé ñëîé Lα

ñëîåíèÿ (M,F ), ïðèíàäëåæàùèé O(L), âñþäó ïëîòåí â O(L). Êðîìå òîãî, ïðîñòðàíñòâî
ñëîåâ M/O ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó îðáèò W/H èíäóöèðîâàííîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû
H = O(q) íà áàçîâîì ìíîãîîáðàçèè W , ïîýòîìó ìîæíî îòîæäåñòâèòü M/O ñ W/H. Îòñþ-
äà âûòåêàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ M/O, êàê è ïðîñòðàíñòâî îðáèò êîìïàêòíîé ãðóïïû
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ËèW/H, ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé îðåîë çàìêíóò âM è ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ñëîåíèÿ (M,F ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðèìàíîâà ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
O(L) = L.

Èç òåîðèè êîìïàêòíûõ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé èçâåñòíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå îðáèò
W/H ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ñâÿçíîå ïîäìíîæåñòâî V0, ÿâëÿþùååñÿ ãëàä-
êèì ìíîãîîáðàçèåì. Ïóñòü f : M → M/O � ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ. Òîãäà
M0 := f−1(V0) � ñâÿçíîå îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå F -íàñûùåííîå ïîäìíîæåñòâî â M .
Ïîñêîëüêó ñóæåíèå (M0, FM0) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, âñå ãðóïïû ãîëîíîìèè êîòîðîãî òðè-
âèàëüíû, à êàæäûé ñëîé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîæåñòâîì ñëîåíèÿ ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðå-
ñìàíà, òî òå æå àðãóìåíòû, ÷òî è ïðè äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 3.1, ïîçâîëÿþò óòâåðæäàòü,
÷òî ñëîåíèå (M0, FM0) îáðàçîâàíî ñëîÿìè ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ ñ ïðîåêöèåé
f |M0 :M0 →M0/O = V0. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

3.4. Äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 1.4

Ïóñòü (M,F ) � ðèìàíîâî ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà M.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà ýòîãî ñëîåíèÿ ðàâíà íóëþ: g0(M,F ) = 0. Òîãäà

èç Òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò, ÷òî âñå ñëîè ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F) çàìêíóòû.
Òàêèì îáðàçîì, (1) ⇒ (2).
Èç Òåîðåìû 1.2 ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèé (2) ⇔ (3) ⇔ (4).
Êàê èçâåñòíî, ëþáîå ãëàäêîå ñëîåíèå èìååò ñëîè ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè,

ïîýòîìó (4) ⇒ (5).
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (5), ò. å. ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé ñëîé ñ êîíå÷-

íîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå î ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè, äîêàçàííîé
íàìè â [6] (Òåîðåìà 2), âñå ñëîè ýòîãî ñëîåíèÿ çàìêíóòû è èìåþò êîíå÷íóþ ãðóïïó ãîëî-
íîìèè, à ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ñëîåíèÿ M/F åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé
ãëàäêîãî q-ìåðíîãî îðáèôîëäà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ñòàíîâèòñÿ
ñóáìåðñèåé îðáèôîëäîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (5) ⇒ (6).

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (6), ò. å. ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ñëîåíèÿM/F � ãëàäêèé îðáèôîëä. Èç
õàóñäîðôîâîñòè îðáèôîëäà âûòåêàåò, ÷òî âñå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) çàìêíóòû è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñîáñòâåííûå. Ïóñòü L � ñëîé ñ òðèâèàëüíîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè. Òîãäà ëþáîé ñëîé
L ïîäíÿòîãî ñëîåíèÿ (R,F), ëåæàùèé íàä L, òàêæå ñîáñòâåííûé. Òàêèì îáðàçîì, ðèìàíî-
âî ñëîåíèå (R,F), äîïóñêàþùåå ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà, èìååò ñîáñòâåííûé ñëîé ñ òðèâèàëü-
íîé ãðóïïîé ãîëîíîìèè. Êàê îòìå÷åíî âûøå, ñîãëàñíî òåîðåìå î ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè
([6], Òåîðåìà 2), âñå ñëîè ýòîãî ñëîåíèÿ çàìêíóòû, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà
Ëè g0(M,F ) ñëîåíèÿ (M,F ) ðàâíà íóëþ. Òàêèì îáðàçîì, (6) ⇒ (1). �

4. Ïðèìåðû

Ï ð è ì å ð 4.1 Ïóñòü M = E1 × (E3 \ {0}), òîãäà M � ÷åòûðåõìåðíîå îäíîñâÿç-
íîå ìíîãîîáðàçèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ðèìàíîâî ïðîèçâåäåíèå åâêëèäîâîé ïðÿìîé E1 è
îòêðûòîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ E3 \ {0} åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E3. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî M �
íåïîëíîå ëîêàëüíîå åâêëèäîâî ìíîãîîáðàçèå. Ïðè ýòîì F = {E1 × {z} | z ∈ E3 \ {0}} �
ðèìàíîâî ñëîåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïîëíûì. Îäíàêî ðàñïðåäåëåíèå M, êà-
ñàòåëüíîå ê îðòîãîíàëüíîìó ñëîåíèþ F⊥ êîðàçìåðíîñòè îäèí, ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé
ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ).

Í. È. Æóêîâà. Ñòðóêòóðà ðèìàíîâûõ ñëîåíèé ñî ñâÿçíîñòüþ Ýðåñìàíà
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Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ñâÿçíîñòè Ýðåñìàíà äëÿ ðèìàíîâà
ñëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì óñëîâèåì, ÷åì åãî ïîëíîòà.

Ï ð è ì å ð 4.2 Îïðåäåëèì äåéñòâèå ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z íà ïëîñêîñòè R2 ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

Φ : Z× R2 → R2, Φ(n, (x, y)) = (x+ n,
1

3n
y), n ∈ Z, (x, y) ∈ R2.

Ïîñêîëüêó ãðóïïà Z äåéñòâóåò íà R2 ñâîáîäíî è ñîáñòâåííî ðàçðûâíî, òî îïðåäåëåíî
ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèåM = R2/Z ñ ïðîåêöèåé k : R2 →M. ÍàM èíäóöèðîâàíû äâà ñëîåíèÿ
F := {k(R1 × {y}) | y ∈ R1} è F⊥ := {k({x} × R1) | x ∈ R1}, ïðè÷åì êàñàòåëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå M = TF⊥ � èíòåãðèðóåìàÿ ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ). Ïîä÷åðêíåì,
÷òî åäèíñòâåííûé êîìïàêòíûé ñëîé ýòîãî ñëîåíèÿ, äèôôåîìîðôíûé îêðóæíîñòè, íå
ëîêàëüíî óñòîé÷èâ â ñìûñëå Ðèáà è Ýðåñìàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî ïîäîáíîå, ïîýòîìó îíî ÿâëÿåòñÿ
ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ýòî ñëîåíèå ñîáñòâåííîå è èìååò
íóëåâóþ ñòðóêòóðíóþ àëãåáðó Ëè [10], îäíàêî íå âñå åãî ñëîè ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè,
ïîýòîìó òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ Òåîðåìå 1.4, äëÿ íåãî íå âûïîëíÿåòñÿ, êàê è Òåîðåìà 1.3

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåé-
íîé ñâÿçíîñòüþ ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ ñîáñòâåííîãî ñëîåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îðáèôîëäîì, è íå
âñå ñëîè ëîêàëüíî óñòîé÷èâû.

Ï ð è ì å ð 4.3 Ýòîò ïðèìåð èñïîëüçóåò êîíñòðóêöèþ íàäñòðîéêè, ïîäðîáíîå
èçëîæåíèå êîòîðîé ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [9].

Ïóñòü Bk � ãëàäêîå çàìêíóòîå òðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãîìåîìîðôíîå ñâÿçíîé ñóì-
ìå ♯ki=1S1 × S2 k ýêçåìïëÿðîâ ïðîèçâåäåíèÿ S1 × S2. Òîãäà π1(Bk, b) =< g1, . . . , gk > �
ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà k. ×åðåç Conf(Sq) áóäåì îáîçíà÷àòü ãðóïïó Ëè âñåõ êîíôîðìíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé q-ìåðíîé ñôåðû Sq.

Ïóñòü çàäàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ øàðîâ B+
1 , . . . ,

B+
k , B−

1 , . . . ,B−
k â ñôåðå Sq è òàêîå êîíôîðìíîå ïðåîáðàçîâàíèå ψi ∈ Conf(Sq), ÷òî

ψi(int(B+
i )) = ext(B−

i ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ B+
i è B−

i ñóùåñòâóåò äèôôåî-
ìîðôèçì ñôåðû Sq, ïåðåâîäÿùèé ýòè øàðû â êðóãëûå øàðû. Ãðóïïà Ψ ñ îáðàçóþùèìè
ψ1, . . . , ψk íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé Øîòòêè. Êàê èçâåñòíî, ãðóïïà Øîòòêè Ψ ÿâëÿåòñÿ
ñâîáîäíîé ãðóïïîé ðàíãà k, ò. å. Ψ =< ψ1, . . . , ψk >, è èìååò ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî
Λ(Ψ), ãîìåîìîðôíîå êàíòîðîâó ïîäìíîæåñòâó îòðåçêà [0, 1]. Ñëåäîâàòåëüíî, òîïîëîãè-
÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü Λ(Ψ) ðàâíà íóëþ.

Îïðåäåëèì èçîìîðôèçì ãðóïï ρk : π1(Bk, b) → Ψ, ïîëàãàÿ ρk(gi) = ψi, i = 1, k. Íàä-
ñòðîå÷íîå ñëîåíèå (Mk, Fk) = Sus(Sq, Bk, ρk), ïîëó÷åííîå íàäñòðîéêîé ãîìîìîðôèçìà

ρk : π1(Bk, b) → Conf(Sq),

ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êîíôîðìíûì ñëîåíèåì è èìååò ãëîáàëüíûé àòòðàêòîð, ïðåäñòàâëÿ-
þùèé ñîáîé èñêëþ÷èòåëüíîå ìèíèìàëüíîå ìíîæåñòâî [9].

Äèñêðåòíîñòü ãðóïïû Øîòêè Ψ â ãðóïïå Ëè Conf(Sq) âëå÷åò ðàâåíñòâî íóëþ ñòðóê-
òóðíîé àëãåáðû Ëè g0(M,F ).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé, äîïóñêàþùèõ
ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà ñ íóëåâîé ñòðóêòóðíîé àëãåáðîé Ëè, ïðîñòðàíñòâî ñëîåâ íå õàó-
ñäîðôîâî, è íå ñóùåñòâóåò àíàëîãîâ Òåîðåì 1.3 è 1.4.

Áëàãîäàðíîñòè: Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò � 17-11-01041).
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Riemannian foliations with Ehresmann connection

c⃝ N. I. Zhukova1

Abstract. It is shown that the structural theory of Molino for Riemannian foliations on compact
manifolds and complete Riemannian manifolds may be generalized to a Riemannian foliations with
Ehresmann connection. Within this generalization there are no restrictions on the codimension of
the foliation and on the dimension of the foliated manifold. For a Riemannian foliation (M,F ) with
Ehresmann connection it is proved that the closure of any leaf forms a minimal set, the family of
all such closures forms a singular Riemannian foliation (M,F ). It is shown that in M there exists a
connected open dense F -saturated subset M0 such that the induced foliation (M0, F |M0) is formed
by �bers of a locally trivial bundle over some smooth Hausdor� manifold. The equivalence of some
properties of Riemannian foliations (M,F ) with Ehresmann connection is proved. In particular, it
is shown that the structural Lie algebra of (M,F ) is equal to zero if and only if the leaf space of
(M,F ) is naturally endowed with a smooth orbifold structure. Constructed examples show that for
foliations with transversally linear connection and for conformal foliations the similar statements
are not true in general.

Key Words: Riemannian foliation, Ehresmann connection, local stability of a leaf, minimal set
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