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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ
ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè õàîòè÷åñêèìè àòòðàêòîðàìè. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà
ïîñòðîåí ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòî-
ðîì Ëîðåíöà. Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà îáíàðóæåííûé àòòðàêòîð íå
îáëàäàåò ñèììåòðèåé. Îäíàêî êàê è êëàññè÷åñêèé àòòðàêòîð, îí îòíîñèòñÿ ê êëàññó ¾íà-
ñòîÿùèõ¿ õàîòè÷åñêèõ, à òî÷íåå, ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, òåîðèÿ êîòîðûõ áûëà
ðàçðàáîòàíà Ä.Òóðàåâûì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì. Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî
àòòðàêòîðà îáëàäàåò ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, è ýòî ñâîéñòâî ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ
àòòðàêòîðîâ áëèçêèõ ñèñòåì. Ïðè ýòîì, â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëè÷åñêèõ, ïñåâäîãèïåðáîëè÷å-
ñêèå àòòðàêòîðû äîïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ. Îäíàêî áèôóðêàöèè òàêèõ êàñàíèé
íå ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ,
ïðè ïîñòðîåíèè, íàïðèìåð, äèàãðàìì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, â îêðåñòíîñòè ïñåâäî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà íå âîçíèêàåò îêîí óñòîé÷èâîñòè, îòâå÷àþùèõ âîçíèêíîâåíèþ
ðåãóëÿðíûõ àòòðàêòîðîâ. Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà ìû ïðèìåíÿëè
ìåòîä ¾ñåäëîâîé êàðòû¿. Ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ äèàãðàìì ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíî-
âà ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè îáíàðóæåííîãî àòòðàêòîðà äåéñòâèòåëüíî íå âîçíèêàåò îêîí
óñòîé÷èâîñòè. Êðîìå ýòîãî,óñòàíîâëåíà ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü óêàçàííîãî àòòðàêòîðà ñ ïî-
ìîùüþ LMP-ìåòîäà, ïðåäñòàâëåííîãî íåäàâíî â ðàáîòå Ãîí÷åíêî, Êàçàêîâà è Òóðàåâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàííûé àòòðàêòîð, ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü, ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåê-
òîðèÿ, àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà,íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð,òðåõìåðíàÿ ñè-
ñòåìà.

1. Ââåäåíèå

Âñå ñòðàííûå àòòðàêòîðû ìíîãîìåðíûõ ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì óñëîâíî ìîæíî
ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: êâàçèàòòðàêòîðû è ¾íàñòîÿùèå¿ õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû.
Êîíöåïöèÿ êâàçèàòòðàêòîðà áûëà ðàçðàáîòàíà Â.Ñ. Àôðàéìîâè÷åì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì
â ðàáîòå [1]. Òàêèå àòòðàêòîðû ëèáî ñàìè ñîäåðæàò óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå îðáèòû
î÷åíü áîëüøèõ ïåðèîäîâ è ñ ìàëûìè îáëàñòÿìè ïðèòÿæåíèÿ, ëèáî òàêèå îðáèòû âîçíèêàþò
ïðè ñêîëü óãîäíî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â ðåçóëüòàòå ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé, íåèçáåæíî
âîçíèêàþùèõ â ïîäîáíûõ àòòðàêòîðàõ.

1Êàçàêîâ Àëåêñåé Îëåãîâè÷, âåäóùèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ
â äèíàìèêå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà çêîíîìèêè"
(603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); äîöåíò, êàôåäðà òåîðèè óïðàâ-
ëåíèÿ è äèíàìèêè ñèñòåì (603950, ã. Í.Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, 23); êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê, ORCID: 0000-0003-0002-6553, kazakovdz@yandex.ru

2Êîçëîâ Àëåêñàíäð Äìèòðèåâè÷, ìëàäøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìå-
òîäîâ â äèíàìèêå, ÔÃÁÎÓ ÂÎ "Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò"Âûñøàÿ øêîëà çêîíîìè-
êè" (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); àñïèðàíò, êàôåäðà äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,ìàòåìàòè÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî àíàëèçà (603950, Í.Íîâãîðîä, ïð. Ãàãàðèíà, 23);
ORCID: 0000-0003-1830-4769, kozzzlo�@list.ru
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Äëÿ ¾íàñòîÿùèõ¿ àòòðàêòîðîâ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âîç-
ìóùåíèÿõ ñèñòåìû. Äî íåäàâíåãî âðåìåíè ê íèì ìîæíî áûëî ñ óâåðåííîñòüþ îòíåñòè
òîëüêî ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû è àòòðàêòîðû Ëîðåíöà. Äëÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ èíâà-
ðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî.
Îäíàêî â ðàáîòå [2] áûë ïðåäëîæåí íîâûé òèï íàñòîÿùèõ àòòðàêòîðîâ � ò.í. äèêèå ïñåâ-
äîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû� è ñêîíñòðóèðîâàíà ãåîìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü äèêîãî ñïè-
ðàëüíîãî àòòðàêòîðà. Òàêèå àòòðàêòîðû, êàê è ãèïåðáîëè÷åñêèå, îñòàþòñÿ õàîòè÷åñêèìè
ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ, õîòÿ ïðè ýòîì â íèõ ìîãóò âîçíèêàòü ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ.
Îäíàêî áèôóðêàöèè ýòèõ êàñàíèé íå ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ îðáèò (âìåñòî ýòîãî çäåñü âîçìîæíû òîëüêî áèôóðêàöèè, ñâÿçàííûå ñ îáðàçîâàíèå
íåãðóáûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé òèïà ñåäëî�ñåäëî, êîòîðûå çàòåì ðàñïàäàþòñÿ íà äâà
ñåäëà ñîñåäíèõ èíäåêñîâ).

Ïîçæå â ðàáîòå [3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû òàêæå ìîãóò
âîçíèêàòü ïðè ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåì ñ àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà. Ñëå-
äóþùèì øàãîì ðàçâèòèÿ òåîðèè ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ îòêðûòèå
â êëàññå òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà [4]. Ïîñëå ýòèõ
ðàáîò ñòàëî ïîíÿòíî, ÷òî òàêèå àòòðàêòîðû ìîãóò âîçíèêàòü â ñåìåéñòâàõ ìíîãîìåðíûõ
îòîáðàæåíèé è ïîòîêîâ è ÷òî íåîáõîäèìî èçó÷àòü áèôóðêàöèîííûå ìåõàíèçìû âîçíèêíî-
âåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ, à òàêæå ðàçðàáàòûâàòü ìåòîäû ïðîâåðêè èõ ïñåâäîãèïåðáîëè÷-
íîñòè.

Ïåðâûìè ðàáîòàìè â äàííîì íàïðàâëåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ñòàòüè [5] � [6], ãäå áûë ïðåä-
ëîæåí ðÿä íîâûõ áèôóðêàöèîííûõ ñöåíàðèåâ, ñîãëàñíî êîòîðûì â òðåõìåðíûõ îòîáðàæå-
íèÿõ ìîãóò âîçíèêàòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ðàçëè÷íûõ òèïîâ (äèñêðåòíûå
àòòðàêòîðû Ëîðåíöà, äèñêðåòíûå âîñüìåðî÷íûå àòòðàêòîðû è ò.ä.). ×òî êàñàåòñÿ ìåòî-
äîâ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, çäåñü âàæíî îòìåòèòü ðàáîòó [7], ãäå áûë ïðåäëîæåí
äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, íî ýôôåêòèâíûé LMP-ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ÷èñëåííî ìîæíî
óñòàíîâèòü ÿâëÿåòñÿ ëè èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ íîâûé ìåòîä êîíñòðóèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ
ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ðàçëè÷íûìè, â ò. ÷. ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèìè, àòòðàêòîðàìè. Ñ ïîìî-
ùüþ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ïîñòðîåí ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþùåé
ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì àòòðàêòîðîì íîâîãî òèïà � ò.í. íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòîðîì Ëî-
ðåíöà [8]. Äàííûé àòòðàêòîð âî ìíîãîì ïîõîæ íà õîðîøî èçâåñòíûé êëàññè÷åñêèé ïîòî-
êîâûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, êîòîðûé ñîäåðæèò ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (íåóñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå êîòîðîé îäíîìåðíî, à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà) âìåñòå ñ åãî
íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì, îáëàäàåò ñèììåòðèåé x → −x, y → −y, z → z è ÿâëÿåò-
ñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Îòëè÷èòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà
Ëîðåíöà - îòñóòñòâèå ñèììåòðèè ïî êàêîé-ëèáî èç êîîðäèíàò. Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷-
íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â êëàññå òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ âèäà (2.1) ìû âîñïîëüçîâàëèñü
ìåòîäîì ¾ñåäëîâîé êàðòû¿ [9], à äëÿ ïðîâåðêè åãî ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè ïðèìåíèëè
LMP-ìåòîä [7].

2. Îïðåäåëåíèÿ è ìåòîäû

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, à çàòåì îïèøåì ìåòîäû
ïîèñêà è àëãîðèòìû ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè.

Îïðåäåëåíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè áûëî äàíî Ä.Òóðàåâûì è Ë.Ï.Øèëüíèêîâûì äëÿ
ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì â ðàáîòå [2], à äëÿ ñèñòåì ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì � â
ðàáîòå [3]. Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì ýòî îïðåäåëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì

À.Î. Êàçàêîâ, À.Ä. Êîçëîâ. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà êàê ïðèìåð . . .



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 2 189

âðåìåíåì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1 Àòòðàêòîð n -ìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû F íàçûâà-
åòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè îí îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1) Â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîé ïîãëîùàþùåé îáëàñòè D àòòðàêòîðà ñóùåñòâóåò äâà
ëèíåéíûõ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà DF ïîòîêà, ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Ess ñ dimEss = k è Ecu ñ dimEcu = n − k , ãäå k ≥ 1 , äëÿ êîòîðûõ DF
ýêñïîíåíöèàëüíî ñæèìàåò ëþáîå íàïðàâëåíèå â Ess è ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòÿãèâà-
åò îáúåìû â Ecu .

2) Ïîäïðîñòðàíñòâà Ess è Ecu íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè â D .

3) Ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû
îò 1.

4) Óãëû ìåæäó ëþáûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê Ess è ëþáûì êàñàòåëüíûì âåêòîðîì
â Ecu ðàâíîìåðíî îòäåëåíû îò íóëÿ.

5) Ëþáîå âîçìîæíîå ñæàòèå â Ecu ðàâíîìåðíî ñëàáåå ëþáîãî ñæàòèÿ â Ess .

Â îòëè÷èå îò ãèïåðáîëè÷íîñòè, â äàííîì ñëó÷àå íå òðåáóåòñÿ ðàñòÿæåíèå âäîëü êàæ-
äîãî íàïðàâëåíèÿ â Ecu . Òåì íå ìåíåå ñâîéñòâî ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè ñîõðàíÿåòñÿ ïîä
âîçäåéñòâèåì ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ïîýòîìó åñëè ñèñòåìà îáëàäàåò ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì
àòòðàêòîðîì, òî ýòîò àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ íàñòîÿùèì õàîòè÷åñêèì, ò. ê. ðàñòÿæåíèÿ îáúå-
ìîâ â Ecu ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà àòòðàê-
òîðå.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.1 Ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ôîðìàëüíî ïîäõîäÿò ïîä
îïðåäåëåíèå 2.1, ò. ê. ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñòÿæåíèå âäîëü ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ â Ecu

äëÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ àâòîìàòè÷åñêè âëå÷åò ðàñòÿæåíèå îáúåìîâ â ïîäïðîñòðàí-
ñòâå Ecu . Îäíàêî òåîðèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî õàîñà ÿâëÿåòñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé, õîðîøî
ðàçâèòîé òåîðèåé, â ðàìêàõ êîòîðîé ïîëó÷åí öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ ðåçóëüòàòîâ
(ñì., íàïðèìåð, [10], [11]), è ïîýòîìó ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàííîì ñëó÷àå ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû â êîíòåêñòå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ.

Àòòðàêòîð Ëîðåíöà, âïåðâûå îáíàðóæåííûé â ðàáîòå [12] â òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñè-
ñòåìå, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ è õîðîøî èçó÷åííûõ òèïîâ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ
àòòðàêòîðîâ. Áîëåå òîãî, àòòðàêòîðû òàêîãî òèïà âõîäÿò â îòäåëüíûé ïîäêëàññ â ðàìêàõ
àòòðàêòîðîâ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ îðáèò â òàêèõ àòòðàêòîðàõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Îäíàêî òàêèå àòòðàê-
òîðû íå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ò. ê. äëÿ íèõ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå 2 íåïðåðûâíîñòè
ïîäïðîñòðàíñòâ Ess è Ecu èç îïðåäåëåíèÿ 2.1 Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òèïè÷íîé òðàåêòîðèè
íà àòòðàêòîðå ðàçëîæåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâà Ess è Ecu òàêîâî, ÷òî dimEss = 2 , à
dimEcu = 2 . Ïðè ýòîì â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) , ïðèíàäëåæàùåì àòòðàêòîðó
Ëîðåíöà [13], dimEss = 2 , à dimEcu = 1 , ò. ê. äàííîå ñîñòîÿíèå îáëàäàåò äâóìåðíûì
óñòîé÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî àòòðàêòîð Ëîðåíöà áûë îáíàðóæåí â 1963 ã., ïåðâûå àäåêâàò-
íûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ñâîéñòâà àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, áûëè ïîñòðîå-
íû ëèøü â êîíöå 1970-õ ã. Ñðåäè áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ðàáîòà, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìà-
òèêå, îñîáåííîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò ðàáîòû Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà [13].
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Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïîäõîä Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà, îñíîâàííûé íà òîì, ÷òî
íåïîñðåäñòâåííîå èçó÷åíèå ñèñòåìû ìîæíî çàìåíèòü èññëåäîâàíèåì ò. í. ãåîìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè äâóìåðíîãî ðàçðûâíîãî ñèíãóëÿðíî-ãèïåðáîëè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ ñ îïðåäåëåí-
íûìè ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿåìûìè ñâîéñòâàìè ñ÷èòàåòñÿ íàèáîëåå îïðàâäàííûì è ýôôåê-
òèâíûì. Â ðàìêàõ òàêîãî ïîäõîäà èññëåäîâàíèå ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ ñâîéñòâ àòòðàê-
òîðà Ëîðåíöà ñâîäèëîñü ê òåîðåòè÷åñêèì èññëåäîâàíèÿì ñêîíñòðóèðîâàííîãî äâóìåðíîãî
îòîáðàæåíèÿ, à òîò ôàêò, ÷òî îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â ñèñòåìå Ëîðåíöà óäîâëåòâîðÿ-
åò òðåáîâàíèÿì ãåîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè Àôðàéìîâè÷à-Áûêîâà-Øèëüíèêîâà, äîêàçûâàëñÿ
÷èñëåííî. Âïåðâûå òàêîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî â 1999 ã. Â. Òàêåðîì [14] ñ ïîìî-
ùüþ ñëîæíîé òåõíèêè ¾computer assisted proof¿, îñíîâàííîé íà äîñòîâåðíûõ êîìïüþòåð-
íûõ âû÷èñëåíèÿõ.

Äðóãîé òèï ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ( ò. í. äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëî-
ðåíöà ), áûë ïðåäñêàçàí â ðàáîòå [3], ãäå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àò-
òðàêòîðû òàêæå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè ìàëûõ ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèÿõ ñèñòåì ñ àò-
òðàêòîðîì Ëîðåíöà. Ïðè òàêèõ âîçìóùåíèÿõ õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ Ïóàíêàðå îòâå÷àþò äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû
Ëîðåíöà. Â îòëè÷èè îò àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ, òàêèå àòòðàêòîðû äî-
ïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ, îäíàêî ýòè êàñàíèÿ íå ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ óñòîé÷è-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò. Âïåðâûå ïðåäñêàçàííûå äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëîðåíöà áûëè
îáíàðóæåíû â êëàññå òðåõìåðíûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî â ðàáîòå [15], à ïîçæå�
â íåãîëîíîìíîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ [16]. Åùå îäíèì âàæíûì êëàññîì ïñåâäîãèïåð-
áîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ äèêèå ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû Òóðàåâà-Øèëüíèêîâà
[2], âïåðâûå îáíàðóæåííûå ñîâñåì íåäàâíî â êëàññå ÷åòûðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåì [7].
Êàê è äèñêðåòíûå àòòðàêòîðû Ëîðåíöà, òàêèå àòòðàêòîðû äîïóñêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå
êàñàíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ìîãóò ðîæäàòüñÿ ëèøü ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ïðèìåð òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû, îáëàäàþ-
ùåé ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì íåñèììåòðè÷íûì àòòðàêòîðîì Ëîðåíöà. Òàêîé àòòðàêòîð,
êàê è èçâåñòíûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñîäåðæèò ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñ äâóìåð-
íûì óñòîé÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, à èíâàðèàíòíûå ìíîãîîá-
ðàçèÿ ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ëåæàùèõ âíóòðè ýòîãî àòòðàêòîðà, ïåðåñåêà-
þòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Ïðè ýòîì íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà íå îáëàäàåò ëîðåí-
öåâñêîé ñèììåòðèåé x → −x, y → −y, z → z , â ðåçóëüòàòå ÷åãî áèôóðêàöèè ïåòåëü ïàðû
ñåïàðàòðèñ äëÿ íåãî, â îòëè÷èè îò ëîðåíöåâñêîãî ñëó÷àÿ, âîçíèêàþò ¾íåñèììåòðè÷íûì
îáðàçîì¿, ò. å. âîçíèêíîâåíèå îäíîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû àâòîìàòè÷åñêè íå âëå÷åò çà ñîáîé
âîçíèêíîâåíèå ïåòëè âòîðîé.

Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà è íåêîòîðûå åãî
ñâîéñòâà.

2.1. Ìåòîä ñåäëîâîé êàðòû äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì êëàññ òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåì âèäà
ẋ = y + g1(x, y, z),

ẏ = z + g2(x, y, z),

ż = Ax+By + Cz + g3(x, y, z),

(2.1)

ãäå A,B è C � ïàðàìåòðû ñèñòåìû; gi, i = 1, 2, 3 � íåëèíåéíûå ÷ëåíû, óäîâëåòâîðÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿì

gi(0, 0, 0) =
∂gi
∂x

(0, 0, 0) =
∂gi
∂y

(0, 0, 0) =
∂gi
∂z

(0, 0, 0) = 0, i = 1, 2, 3. (2.2)
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Äëÿ ïîèñêà íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà áûë ïðèìåíåí ìåòîä ¾ñåäëîâîé êàð-
òû¿, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ðàáîòå [9]. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ïîä ãîìîêëèíè÷åñêèì ïîíèìàåòñÿ òàêîé ñòðàííûé àòòðàêòîð, êîòîðûé ñîäåð-
æèò ðîâíî îäíî ñåäëîâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ âìåñòå ñ åãî íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì.
Ïðè ýòîì òèï òàêîãî àòòðàêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Ê ãîìîêëèíè÷åñêèì àòòðàêòîðàì îòíîñÿòñÿ ìíîãèå èçâåñòíûå ñòðàííûå àòòðàê-
òîðû, íàïðèìåð, àòòðàêòîð Ëîðåíöà [12]; ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé íà îñíîâå
ïåòëè ñåïàðàòðèñû ê ñåäëî-ôîêóñíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîîáðàçèåì (êàê â öåïè ×óà [17]), àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà [18], âîçíèêàþùèé íà îñíî-
âå ïåòëè ê ñåäëî-ôîêóñó ñ îäíîìåðíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì, è íåêîòîðûå äðóãèå
èçâåñòíûå àòòðàêòîðû. Èäåÿ êëàññèôèêàöèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ïî ñîáñòâåí-
íûì ÷èñëàì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîñõîäèò ê ðàáîòå [19], à â ðàáîòå [9] ýòà èäåÿ áûëà
ðàçâèòà äëÿ êëàññèôèêàöèè è ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â êëàññå îáîáùåííûõ
òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé Ýíî [9].

Ìû ìîäèôèöèðîâàëè ýòîò ìåòîä äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ
â òðåõìåðíûõ ïîòîêîâûõ ñèñòåìàõ âèäà (2.1). Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ñèñòåìà
óðàâíåíèé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ A,B,C è äëÿ ëþáûõ gi , çàäàííûõ ñîãëàñíî
(2.2) è îïðåäåëÿþùèõ êîíêðåòíûé âèä íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, îáëàäàåò ñîñòîÿíèåì ðàâíîâå-
ñèÿ O(0, 0, 0) , õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîãî èìååò âèä

χ(λ) ≡ λ3 − Cλ2 −Bλ− A = 0 (2.3)

è çàâèñèò òîëüêî îò ïàðàìåòðîâ A,B è C . Òàêèì îáðàçîì, òèï ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû (2.1) è íå çàâèñèò îò íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Ñóòü
ìåòîäà ñåäëîâîé êàðòû äëÿ ñèñòåì âèäà (2.1) ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà ( íàïðèìåð, C ,) íà ïëîñêîñòè îñòàâøèõñÿ äâóõ ïàðàìåòðîâ
(A,B) âûäåëÿþòñÿ îáëàñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì íàáîðàì êîðíåé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (2.3), êîòîðûå îïðåäåëÿþò âèä âîçìîæíîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàê-
òîðà, ñîäåðæàùåãî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Êàðòà ñåäåë ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà C = −1.4

Íà Ðèñ. 2.1 èçîáðàæåíà ñåäëîâàÿ êàðòà äëÿ ñèñòåìû (2.1) ïðè C = −1.4 . Â îáëàñòè
I ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, çäåñü íå ìîæåò âîçíèêíóòü ãîìî-
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êëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé òî÷êó O . Â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ O(0, 0, 0) ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâûì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ1, λ2, λ3 åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ,
à ÷åðåç ν � åãî ñåäëîâóþ âåëè÷èíó, îïðåäåëÿåìóþ êàê ñóììó äâóõ áëèæàéøèõ ê ìíèìîé
îñè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ñëåâà îò ìíèìîé îñè, à äðóãîå � ñïðà-
âà, è îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ
ñëåäóþùèõ òèïîâ.

1. Ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð. Îáëàñòü V. Â äàííîì ñëó÷àå λ1 > 0, λ2,3 = γ ± iω , γ <
< 0, ω ̸= 0 , ν = λ1 + γ > 0 .
Óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà: ∆ < 0, CB + A > 0, A > 0, 2C3 −
BC + A > 0, C < 0 . Çäåñü è äàëåå ∆ = −4AC3 + B2C2 − 18ABC + 4B3 − 27A2 -
äèñêðèìèíàíò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

2. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Îáëàñòü II. Çäåñü λ1 < 0, λ2,3 = γ ± iω , γ > 0, ω ̸= 0 ,
ν = λ1 + γ < 0 .
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà: ∆ < 0, CB + A < 0, A < 0, 2C3 −
BC + A < 0, C < 0 .

3. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð òèïà Ëîðåíöà. Îáëàñòü IV. λ1 > 0, λ3 < λ2 < 0 .
Ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ν = λ1 + λ2 äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé. Êëàññè÷åñêèé àò-
òðàêòîð Ëîðåíöà [12] ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé
x → −x, y → −y, z → z . Îäíàêî ñèñòåìà âèäà (2.1) íå ìîæåò îáëàäàòü òàêîé ñèì-
ìåòðèåé, ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ìîæåò âîçíèêíóòü òîëüêî íåñèììåò-
ðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà [8].
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äàííîãî àòòðàêòîðà: ∆ > 0, CB + A > 0, A > 0, C < 0 .

4. Ñåäëîâîé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Îáëàñòü III: λ1 < 0, λ3 > λ2 > 0 , ν = λ1 +
λ2 < 0 . Ïðè ïåðåõîäå èç îáëàñòè II â îáëàñòü III ìîæåò, â ïðèíöèïå, íàáëþäàòüñÿ
òàêîå ÿâëåíèå: ñåäëî-ôîêóñ ñòàíîâèòñÿ ñåäëîì (ïåðåõîä ÷åðåç áåëÿêîâñêóþ òî÷êó), à
ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàòêîð ïðîäîëæàåò ñóùåñòâîâàòü, íî óæå íå èìååò ñïèðàëüíîé
ñòðóêòóðû. Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, òàêîå ÿâëåíèå ðàíåå èçó÷åíî íå áûëî.
Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî àòòðàêòîðà: ∆ > 0, CB + A < 0, A < 0, C < 0 .

5. Â îáëàñòè VI áèôóðêàöèè ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåòåëü ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâåíèþ ïðî-
ñòûõ àòòðàêòîðîâ � óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ. Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðîâ èç ýòèõ öèêëîâ ìîãóò âîçíèêíóòü ñòðàííûå àòòðàêòîðû, êîòîðûå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ìîãóò ñòàòü ãîìîêëèíè÷åñêèìè (ñì., íàïðèìåð, [20]).

Îòìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãîìî-
êëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà òîãî èëè èíîãî âèäà. Èèññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ ñèñòåì èç êëàñ-
ñà (2.1)ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä î áîëüøîì âëèÿíèè íà äèíàìèêó âèäà ôóíêöèé gi(x, y, z) ,
çàäàþùèõ êîíêðåòíûé âèä íåëèíåéíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ êîìïëåêñíîãî èññëåäîâàíèÿ ñèñòå-
ìû ïîñòðîåííóþ êàðòó ñåäåë íóæíî ñîâìåùàòü, íàïðèìåð, ñ êàðòîé ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ
Ëÿïóíîâà (ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óäîáíî îïðåäåëÿòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå
õàîòè÷åñêèì ðåæèìàì) è ñ êàðòîé ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëîâîé òî÷êè (ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ñåäëîâîé òî÷êè àòòðàêòîðó). Â òåõ îá-
ëàñòÿõ ïàðàìåòðîâ, ãäå õàîòè÷åñêèé ðåæèì ñ êàðòû ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà
íàêëàäûâàåòñÿ íà îäíó èç îïèñàííûõ âûøå îáëàñòåé êàðòû ñåäåë è ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå îò
àòòðàêòîðà äî ñåäëîâîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ñ÷åòà, âîçíèêàåò
ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð.
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Ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ àòòðàêòîðîâ òîëüêî íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà ìîæåò
áûòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Ãîìîêëèíè÷åñêèå êàñàíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ñåä-
ëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íåèçáåæíî âîçíèêàþùèå â ñòðàííûõ àòòðàêòîðàõ ëþ-
áîãî äðóãîãî òèïà [9], îáÿçàòåëüíî ïðèâîäÿò ê ðîæäåíèþ óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò
âíóòðè òàêèõ àòòðàêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé äðóãîé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð îáÿ-
çàòåëüíî áóäåò êâàçèàòòðàêòîðîì. Ïðè ýòîì ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, íàõîäÿùèéñÿ â
îáëàñòè IV, òàêæå ìîæåò íå áûòü ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáî-
ëè÷íîñòè àòòðàêòîðîâ, ðàñïîëîæåííûõ â ýòîé îáëàñòè, ìû ïðèìåíÿëè ðàçðàáîòàííûé â
ðàáîòå [7] LMP-ìåòîä. Äàëåå êðàòêî èçëîæèì ñóòü ýòîãî ìåòîäà.

2.2. LMP-ìåòîä äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè

Äëÿ ëþáîãî ñòðàííîãî àòòðàêòîðà òðåõìåðíîé ïîòîêîâîé ñèñòåìû âûïîëíÿþòñÿ ñëå-
äóþùèå ñîîòíîøåíèÿ íà íàáîð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λ1 > Λ2 = 0 > Λ3 :

Λ1 > 0, Λ1 + Λ2 > 0, Λ1 + Λ2 + Λ3 < 0, (2.4)

ãäå ïåðâîå è òðåòüå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ õàîòè÷åñêèì, à âòîðîå
ãîâîðèò î ðàñòÿæåíèè ôàçîâîãî îáúåìà íà àòòðàêòîðå. Òàêèì îáðàçîì, â òðåõìåðíûõ ïî-
òîêîâûõ ñèñòåìàõ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû ìîãóò áûòü èñêëþ÷èòåëüíî òàêè-
ìè òàêèìè, äëÿ êîòîðûõ ñèëüíî ñæèìàþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Ess ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì
( dimEss = 1 ), à ïîäïðîñòðàíñòâî ðàñòÿæåíèÿ îáúåìîâ Ecu � äâóìåðíûì ( dimEcu = 2 ).
Äðóãèìè ñëîâàìè óñëîâèå (2.4) ìîæíî ñ÷èòàòü íåîáõîäèìûì äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ïñåâäî-
ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà â òðåõìåðíîé ñèñòåìå.

Ñóòü LMP-ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ïðîâåðêå îäíîãî èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåïðåðûâ-
íîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà Ess îò òî÷êè íà àòòðàêòîðå. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ñèëüíîãî ñæàòèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ( dimEss = 1 ). Äëÿ íåïðåðûâíîñòè ýòîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû óãîë dφ ìåæäó ëþáûìè ïàðàìè âåêòîðîâ â Ess áûë
ìàëûì äëÿ ëþáûõ áëèçêèõ òî÷åê x è y , ëåæàùèõ íà àòòðàêòîðå (òåîðåòè÷åñêè dφ → 0
ïðè x → y ). Ôàêòè÷åñêè LMP-ìåòîä ïîçâîëÿåò îöåíèòü ýòè óãëû äëÿ áîëüøîãî íàáîðà
òî÷åê íà àòòðàêòîðå è òåì ñàìûì ïðîâåðèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ Ess îò òî÷åê
íà ýòîì àòòðàêòîðå.

Ðàáîòà â ðàìêàõ LMP-ìåòîäà ðàçäåëÿåòñÿ íà äâà ýòàïà. Ïåðâûé� ñòàíäàðòíûé: ïðîèç-
âîäèòñÿ ðàñ÷åò íàáîðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà Λ1,Λ2,Λ3 (ïðè ýòîì, åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò
óñëîâèå (2.4) íå âûïîëíÿåòñÿ, ìû ìîæåì îñòàíîâèòü àëãîðèòì). Â ïðîöåññå ðàñ÷åòà íàáî-
ðà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà ìû ñîõðàíÿåì íàáîð òî÷åê {xn} , ãäå xn+1 = f(xn), n = 1, . . . , k
âäîëü òðàåêòîðèè àòòðàêòîðà. Âòîðîé ýòàï ìàêñèìàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ ñè-
ñòåìû â îáðàòíîì âðåìåíè: âäîëü òðàåêòîðèè {xn} , ïîëó÷åííîé íà ïåðâîì ýòàïå, â îáðàò-
íîì íàïðàâëåíèè. Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå íàáîðà òî÷åê {xn} ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
óñëîâèåì ðàáîòû àëãîðèòìà, ò. ê. î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ìû âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó íà àòòðàê-
òîðå, òî åå îáðàòíûå èòåðàöèè ðàíî èëè ïîçäíî óáåãóò ñ íåãî, è ìû ìîæåì ïîòåðÿòü ëþáóþ
èíôîðìàöèþ îá àòòðàêòîðå.

Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà äëÿ îáðàòíûõ èòåðàöèé èñõîäíîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà Λ3 , âçÿòûì ñî çíàêîì ìèíóñ.
Â ñâîþ î÷åðåäü, ìèíèìàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà Λ3 îòâå÷àåò çà ñèëüíîå ñæàòèå íà
àòòðàêòîðå. Íà âòîðîì ýòàïå ðàáîòû àëãîðèòìà, êðîìå ðàñ÷åòà Λ3 , íåîáõîäèìî íàéòè è
çàïîìèíèòü íàïðàâëåíèå âåêòîðîâ Ess(xn) , îòâå÷àþùèõ ýòîìó ñæàòèþ.

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà êîíñòðóèðóåòñÿ LMP-ãðàôèê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñ-
êîñòè (dx, dφ) , ãäå dx îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè xi è xj â
íàáîðå {xn} , à dφ � óãîë ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ýòèì òî÷êàì âåêòîðàìè Ess(xi) è
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Ess(xj) . Åñëè èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì, òî ïîëå Ess(xn)
íåïðåðûâíî, à îãèáàþùàÿ òî÷åê íà LMP-ãðàôèêå êàñàåòñÿ âåðòèêàëüíîé îñè dφ òîëü-
êî â íà÷àëå êîîðäèíàò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñòðîåííûé LMP-ãðàôèê îáëàäàåò äàííûì
ñâîéñòâîì, òî ñèëüíî ñæèìàþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî Ess íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè,
à èññëåäóåìûé àòòðàêòîð ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, åñëè îãèáàþùàÿ íàáîðà òî÷åê íà ïîñòðîåííîé LMP-äèàãðàììå ïåðåñåêà-
åò îñü dφ â íåñêîëüêèõ òî÷êàõ èëè æå ìåæäó ýòîé îãèáàþùåé è îñüþ dφ íåò âèäèìîãî
ïðîìåæóòêà, èññëåäóåìûé àòòðàêòîð îïðåäåëåííî ÿâëÿåòñÿ êâàçèàòòðàêòîðîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 2.2 LMP-ìåòîä ïîçâîëÿåò ïðîâåðèòü òîëüêî íåïðåðûâíîñòü
ïîäïðîñòðàíñòâà Ess , è ñ öåëüþ áîëåå ñòðîãîãî äîêàçàòåëüñòâà àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî
äîëæíî áûòü óñòàíîâëåíî äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàñòÿæåíèÿ îáúåìîâ Ecu . Îäíàêî ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, è â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû ìû åå íå ðåøàåì.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàáîòó óêàçàííîãî ìåòîäà íà ïðèìåðå íåñèì-
ìåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà äëÿ ñèñòåìû âèäà (2.1).

3. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà

Âûáðàâ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ôóíêöèè g1, g2 è g3 , ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
âèäà (2.1)

ẋ = y + (0.2xy + 0.3xz + 0.5y2 + 1.2yz + 0.7z2)

ẏ = z + (−0.1x2 − 0.6xy − 0.7xz + 0.3y2 + 0.6yz + 0.4z2)

ż = Ax+By + Cz + (0.1x2 + 0.5xy + 0.6xz − 0.3y2 − 0.7yz − 0.4z2)

(3.5)

Íà Ðèñ. 3.1a äëÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé èçîáðàæåíà äèàãðàììà ìàêñèìàëüíîãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (A,B) ïðè C = −1.4 .

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà è äèàãðàììà ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà (êðàñíàÿ îáëàñòü

ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæèòåëüíîìó ñòàðøåìó ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà)
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Äëÿ óäîáñòâà íà äèàãðàììó íàëîæåíû áèôóðêàöèîííûå êðèâûå l1 è l2 , îãðàíè-
÷èâàþùèå îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Òàêèì îáðà-
çîì, îáëàñòü, îòâå÷àþùàÿ ïîëîæèòåëüíîìó ìàêñèìàëüíîìó ïîêàçàòåëþ Ëÿïóíîâà, íà-
êëàäûâàåòñÿ íà îáëàñòü âîçìîæíîãî âîçíèêíîâåíèÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëî-
ðåíöà. Íà Ðèñ. 3.1b ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ
A = 0.42, B = 0.58 .

Èçîáðàæåííûé àòòðàêòîð äåéñòâèòåëüíî ïîõîæ íà àòòðàêòîð Ëîðåíöà. Êðîìå òîãî,
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O(0, 0, 0) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
λ1 = 0.57, λ3 = −0.32, λ3 = −1.64 , à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ðàâíà λ1 + λ2 = 0.25 > 0 , ÷òî
òàêæå ñîîòâåòñòâóåò íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì âîçíèêíîâåíèÿ àòòðàêòîðà Ëîðåíöà. Áîëåå
òîãî, ðàñ÷åò çàâèñèìîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå äî ñåä-
ëîâîé òî÷êè O(0, 0, 0) ïîêàçûâàåò, ÷òî îáíàðóæåííûé àòòðàêòîð äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ
ãîìîêëèíè÷åñêèì.

Äëÿ ïðîâåðêè ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè îáíàðóæåííîãî àòòðàêòîðà ìû âîñïîëüçîâà-
ëèñü LMP-ìåòîäîì. Ðåçóëüòàò ðàáîòû ýòîãî ìåòîäà äëÿ àòòðàêòîðà, èçîáðàæåííîãî íà
Ðèñ. 3.1b, ïðèâåäåí íà Ðèñ. 3.2. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî îãèáàþùàÿ òî÷åê LMP-äèàãðàììû
êàñàåòñÿ îñè dφ òîëüêî â íà÷àëå êîîðäèíàò, à çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìûé àòòðàêòîð âåðîÿò-
íî ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì. Áîëåå òîãî, ïî óâåëè÷åííîìó ôðàãìåíòó äèàãðàììû
ñòàðøåãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà, èçîáðàæåííîìó íà Ðèñ. 3.1c, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî
â îêðåñòíîñòè èññëåäóåìîãî àòòðàêòîðà íå âîçíèêàåò îêîí óñòîé÷èâîñòè, ÷òî ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè àòòðàêòîðàòîì ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ðåçóëüòàò ðàáîòû ìåòîäà LMP-ìåòîäà äëÿ íåñèììåòðè÷íîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 17-11-01041. ×èñëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïðîâåðêå ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòè, ïðåäñòàâëåííûå â ðàçäåëå 3, âû-
ïîëíåíû â ðàìêàõ ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2018 ã.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Aframovich V. S., Shilnikov L. P., Strange attractors and quasiattractors., Nonlinear
Dynamics and Turbulence, Boston, Pitmen, 1983.

2. Òóðàåâ Ä. Â., Øèëüíèêîâ Ë. Ï., �Ïðèìåð äèêîãî ñòðàííîãî àòòðàêòîðà�, Ìàòåì.
ñá., 189:2 (1998), 137-160.

À.Î. Êàçàêîâ, À.Ä. Êîçëîâ. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà êàê ïðèìåð . . .



196 Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2018. Òîì 20, � 2

3. Òóðàåâ Ä. Â., Øèëüíèêîâ Ë. Ï., �Ïñåâäîãèïåðáîëè÷íîñòü è çàäà÷à î ïåðèîäè÷åñêîì
âîçìóùåíèè àòòðàêòîðîâ ëîðåíöåâñêîãî òèïà�, Äîêë. ÐÀÍ, 418:1 (2008), 23�27.

4. S. V Gonchenko , I. I Ovsyannikov , C Simo, D Turaev., �Three-dimensional Henon-like
maps and wild Lorenz-like attractors�, Int. J. Bifurcation Chaos, 15:11 (2005), 3493�3508.

5. À. Ñ. Ãîí÷åíêî, Ñ. Â. Ãîí÷åíêî , Ë. Ï. Øèëüíèêîâ., �Ê âîïðîñó î ñöåíàðèÿõ âîçíèê-
íîâåíèÿ õàîñà ó òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé�, Íåëèíåéíàÿ Äèíàì., 8:1 (2012), 3�28.

6. A.S. Gonchenko, S.V. Gonchenko, A.O. Kazakov, D. Turaev., �Simple scenarios of onset
of chaos in three-dimensional maps�, Int. J. Bif. and Chaos, 24:8 (2014), 25 ñ.

7. S.V. Gonchenko, A.O.Kazakov, D.Turaev, �Wild spiral attractors in a four-dimensional
Lorenz model�, to appear.

8. A. L. Shilnikov, Shilnikov L. P. Shilnikov, �On the nonsymmetrical Lorenz model�, Int.
J. Bifurcation Chaos, 1:4 (1991), 773�776.

9. A. Gonchenko, S. Gonchenko, �Variety of strange pseudohyperbolic attractors in three-
dimensional generalized H�enon maps�, Physica D, 337 (2016), 43�57.

10. V. Z. Grines , Y. V. Zhuzhoma, O. V.Pochinka, �Rough di�eomorphisms with basic sets
of codimension one�, Journal of Mathematical Sciences, 225 (2017), 195�219.

11. Ñ. Ï. Êóçíåöîâ, Äèíàìè÷åñêèé õàîñ è îäíîðîäíî ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû: îò
ìàòåìàòèêè ê ôèçèêå, Èíñòèòóò êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, M.-Èæåâñê, 2013,
488 ñ.

12. E. N. Lorenz, �Deterministic nonperiodic �ow�, Journal of the Atmospheric Sciences, 20:2
(1963), 130�141.

13. Â.Ñ. Àôðàéìîâè÷, Â.Â. Áûêîâ, Ë.Ï. Øèëüíèêîâ, �Î âîçíèêíîâåíèè è ñòðóêòóðå
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà�, ÄÀÍ ÑÑÑÐ, 234:2 (1977), 336�339.

14. W.Tucker, �The Lorenz attractor exists�, Comptes Rendus de l'Academie des Sciences-
Series I-Mathematics, 328:12 (1999), 1197-1202.

15. S. Gonchenko, I.Ovsyannikov, C.Simo, D.Turaev, �Three-dimensional Henon-like maps
and wild Lorenz-like attractors�, Int. J. of Bifurcation and chaos, 15:11 (2005), 3493�
3508.

16. S.V. Gonchenko, A.S.Gonchenko, Kazakov A.O.Kazakov, �Richness of chaotic dynamics
in nonholonomic models of a Celtic stone�, Regular and Chaotic Dynamics, 8:5 (2013),
521�538.

17. L. Chua, M. Komuro, T. Matsumoto, �The double scroll family�, IEEE transactions on
circuits and systems, 33:11 (1986), 1072�1118.

18. Ë. Ï. Øèëüíèêîâ, Òåîðèÿ áèôóðêàöèé è òóðáóëåíòíîñòü, Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé : ìåæâóç. ñá., ÃÃÓ Ãîðüêèé, 1986.

19. Ë. Ï. Øèëüíèêîâ, À. Ë. Øèëüíèêîâ, Ä. Â.Òóðàåâ, Ë. ×óà, Ìåòîäû êà÷åñòâåííîé
òåîðèè â íåëèíåéíîé äèíàìèêå, ÍÈÖ Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà, Èíñòèòóò
êîìïüþòåðíûõ èññëåäîâàíèé, Ì.-Èæåâñê, 2003.

À.Î. Êàçàêîâ, À.Ä. Êîçëîâ. Íåñèììåòðè÷íûé àòòðàêòîð Ëîðåíöà êàê ïðèìåð . . .



Zhurnal SVMO. 2018. Vol. 20, No. 2 197

20. D. Turaev, L. P. Shilnikov, �On bifurcations of the homoclinic ¾�gure eight¿ for a saddle
with a negative saddle value�, Sov. Math. Dokl., 34 (1987), 397�401.

Ïîñòóïèëà 2.04.2018

MSC2010 34C23, 34D45, 65P20

The asymmetric Lorenz attractor as an example of a new

pseudohyperbolic attractor of three-dimensional systems

c⃝ A.O. Kazakov1 A.D. Kozlov2

Abstract. In the paper a new method of constructing of three-dimensional �ow systems with
di�erent chaotic attractors is presented. Using this method, an example of three-dimensional system
possessing an asymmetric Lorenz attractor is obtained. Unlike the classical Lorenz attractor, the
observed attractor does not have symmetry. However, the discovered asymmetric attractor, as well
as classical one, belongs to a class of ¾true¿ chaotic, or, more precise, pseudohyperbolic attractors;
the theory of such attractors was developed by D. Turaev and L.P. Shilnikov. Any trajectory
of a pseudohyperbolic attractor has a positive Lyapunov exponent and this property holds for
attractors of close systems. In this case, in contrast to hyperbolic attractors, pseudohyperbolic
ones admit homoclinic tangencies, but bifurcations of such tangencies do not lead to generation
of stable periodic orbits. In order to �nd the non-symmetric Lorenz attractor we applied the
method of ¾saddle chart¿. Using diagrams of maximal Lyapunov exponent, we show that there
are no stability windows in the neighborhood of the observed attractor. In addition, we verify
the pseudohyperbolicity for the non-symmetric Lorenz attractor using the LMP-method developed
quite recently by Gonchenko, Kazakov and Turaev.

Key Words: strange attractor, pseudohyperbolicity, homoclinic orbit, Lorenz attractor, Lyapunov
exponents
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