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Àííîòàöèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ äèôôåîìîðôèçìîâ çàìêíóòîãî n -
ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ áèôóðêàöèîííûìè òî÷êàìè ïðîñòûõ äóã â ïðîñòðàíñòâå
äèôôåîìîðôèçìîâ. Ïîíÿòèå ïðîñòîé äóãè âîçíèêëî â ðåçóëüòàòå, èññëåäîâàíèé Ø. Íüþõàó-
ñà, Äæ. Ïàëèñà è Ôë. Òàêåíñà, êîòîðîå ïîêàçàëî, ÷òî òèïè÷íîå ìíîæåñòâî äóã, ñòàðòóþùèõ
â ñèñòåìå Ìîðñà-Ñìåéëà, èìåþò â êà÷åñòâå ïåðâîé áèôóðêàöèîííîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçì
ñ ðåãóëÿðíîé äèíàìèêîé. Èìåííî, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî òàêîãî äèôôåîìîðôèçìà êî-
íå÷íî, íî â îòëè÷èå îò ñèñòåì Ìîðñà-Ñìåéëà, îí ìîæåò èìåòü ëèáî îäíó íåãèïåðáîëè÷å-
ñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ îðáèòó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-óçëîì èëè ôëèïîì, ëèáî îäíó îðáèòó
íåòðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Àâòîðà-
ìè èçó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà è ñòðóêòóðà âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé
íåáëóæäàþùèõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïðîñòîé äóãè, òàêæå óñòàíîâëåíà
âîçìîæíîñòü ïîëíîãî óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áèôóðêàöèîííûå òî÷êè, ïðîñòàÿ äóãà.

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìîòðèì ãëàäêîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå Mn, n ≥ 2 ñ ìåòðèêîé d , ïðîñòðàíñòâîì
Diff(Mn) , çàäàííûõ íà íåì äèôôåîìîðôèçìîâ, C1 -òîïîëîãèåé, è åãî ïîäìíîæåñòâîì
MS(Mn), ñîñòîÿùåì èç äèôôåîìîðôèçìîâ Ìîðñà-Ñìåéëà. Ãëàäêîé äóãîé â Diff(Mn)
íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå ξ : Mn × [0, 1] → Mn, ãëàäêî çàâèñÿùåå îò êîîðäèíàò (x, t) ∈
Mn × [0, 1] è ÿâëÿþùååñÿ äèôôåîìîðôèçìîì ïðè êàæäîì t èëè, ðàâíîñèëüíî, ãëàäêî
çàâèñÿùåå îò t ñåìåéñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ

{ξt ∈ Diff(Mn), t ∈ [0, 1]}.

Ðàññìîòðèì ãëàäêèå äóãè òàêèå, ÷òî ξt ∈ MS(Mn) äëÿ ëþáîãî t ∈ ([0, 1] \ B) , ãäå B
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñîãëàñíî [5], äëÿ òèïè÷íîãî ìíîæåñòâà òàêèõ äóã, äèôôåîìîðôèçì
ξb , b ∈ B èìååò êîíå÷íîå íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωξb , âñå îðáèòû êîòîðîãî ÿâëÿþò-
ñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, êðîìå, âîçìîæíî, îäíîé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåäëî-óçåë
èëè ôëèï. Ïðè ýòîì, åñëè âñå îðáèòû ìíîæåñòâà Ωξb ãèïåðáîëè÷åñêèå, òî âñå èõ èíâà-
ðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, êðîìå îäíîé ïàðû èíâàðèàíòíûõ
ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå èìåþò íåòðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå âäîëü îäíîé ãåòåðîêëèíè-
÷åñêîé îðáèòû; ïðè íàëè÷èè íåãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé îðáèòû âñå èíâàðèàíòíûå
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ìíîãîîáðàçèÿ âñåõ íåáëóæäàþùèõ òî÷åê ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî. Òàêæå äèôôåî-
ìîðôèçì ξb íå èìååò öèêëîâ (ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
îðáèò O1, . . . ,Ok, k ≥ 2 ñî ñâîéñòâîì W s

O1
∩W u

O2
̸= ∅, . . . ,W s

Ok−1
∩W u

Ok
̸= ∅,W s

Ok
∩W u

O1
̸= ∅ ).

Äóãà ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé äóãîé [4]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φ
ìíîæåñòâî áèôóðêàöèîííûõ òî÷åê ïðîñòûõ äóã èëè, ðàâíîñèëüíî, ìíîæåñòâî äèôôåîìîð-
ôèçìîâ ñ îïèñàííûìè âûøå ñâîéñòâàìè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1 Ïóñòü f ∈ Φ . Òîãäà

1. Mn =
∪

p∈Ωf

W u
p ;

2. W u
p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷å-

ñêîé òî÷êè p ∈ Ωf ;

3. Ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò {Op, p ∈ Ωf} äîïóñêàåò îòíîøåíèå ïîëíîãî ïî-
ðÿäêà ≺ , óäîâëåòâîðÿþùåå îòíîøåíèþ Ñìåéëà

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

̸= ∅;

4. cl(ℓup) \ (ℓup ∪ p) ⊂
∪

r∈Ωf :ℓup∩W s
r ̸=∅

W u
r äëÿ ëþáîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ℓup (êîìïî-

íåíòû ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà W u
p \ p ) ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf .

2. Íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèçìîâ êëàññà Φ

Ïóñòü f : Mn → Mn äèôôåîìîðôèçì êëàññà Φ ; p � åãî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà. Îïðå-
äåëèì òèï íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëà; òèï ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè ïå-
ðèîäà k îïðåäåëÿåòñÿ òèïîì ýòîé òî÷êè êàê íåïîäâèæíîé òî÷êè äèôôåîìîðôèçìà fk .

Äèôôåðåíöèàë Dfp èíäóöèðóåò ðàçëîæåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TpM
n â ïðÿ-

ìóþ ñóììó èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ TpM
n = Eu⊕Ec⊕Es. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Dfp|Eu , Dfp|Ec , Dfp|Es èìåþò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðè, íà ãðàíèöå è âíå åäèíè÷íîãî
êðóãà ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì ðàçìåðíîñòè äàííûõ ïîïðîñòðàíñòâ ÷åðåç λup , λ

s
p, λ

c
p . Åñ-

ëè λcp = 0 , òî òî÷êà p íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Â ýòîì ñëó÷àå p èìååò íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâèåì

W u
p = {y ∈Mn : lim

k→−∞
fk(y) = p},

ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé (ñ ãëàäêîñòüþ íå ìåíüøå, ÷åì ãëàäêîñòü f ) èíúåêòèâíîé èììåð-
ñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλu

p è êàñàþùååñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Eu. Àíàëîãè÷íî òî÷êà p èìååò
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå, îïðåäåëÿåìîå â òîïîëîãè÷åñêèõ òåðìèíàõ óñëîâèåì

W s
p = {y ∈Mn : lim

k→+∞
fk(y) = p}},

ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλs
p è êàñàþùååñÿ ïîäïðî-

ñòðàíñòâà Es. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ãðîáìàíà-Õàðòìàíà (ñì., íàïðèìåð, [6]), â îêðåñòíîñòè
ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè p ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîð-
ôèçìà ñîâïàäàåò ñ ïîâåäåíèåì åå ëèíåàðèçàöèè è, áîëåå òîãî, òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî
îòîáðàæåíèþ

Ah(x1, . . . , xn) =
(
±2x1, 2x2, . . . , 2xλu

p
,±

xλu
p+1

2
,
xλu

p+2

2
, . . . ,

xλu
p+λs

p

2

)
. (2.1)
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Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà íàçûâàåòñÿ ñòîêîì, åñëè λup = 0, èñòî÷íèêîì, åñëè λup = n è
ñåäëîì, åñëè 0 < λup < n.

Åñëè λcp ̸= 0 , òî ñîãëàñíî [3], ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîå ïîäìíîæåñòâî W c
p ìíîãîîáðà-

çèÿ Mn, êàñàòåëüíîå ê Ec â òî÷êå p è ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêîé (ñ ãëàäêîñòüþ íå ìåíüøå,
÷åì ãëàäêîñòü f ) èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâà Rλc

p . Îíî íàçûâàåòñÿ öåíòðàëü-
íûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè p . Öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå íå åäèíñòâåííî, íî îòîáðàæåíèÿ
f |W c

p
è f |W̃ c

p
òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû äëÿ ëþáûõ öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé W c

p è W̃ c
p .

Äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè íå ãèïåðáîëè÷åñêîé òî÷êè p â äàííîì ñëó÷àå íå îïðåäåëÿåò-
ñÿ ëèíåéíîé ÷àñòüþ äèôôåîìîðôèçìà, íî â íåêîòîðûõ ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ äèíàìèêà
â îêðåñòíîñòè íåãèïåðáîëè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷êè äîïóñêàåò êàíîíè÷åñêîå îïèñàíèå.
Îïèøåì äâà èç íèõ. Íà ïîÿñíÿþùèõ ðèñóíêàõ äâîéíûìè ñòðåëêàìè ñõåìàòè÷íî èçîáðà-
æåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ñæàòèåì è ðàñòÿæåíèåì, à îäèíàðíûìè
ñòðåëêàìè âûäåëåíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïî öåíòðàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ íåãèïåðáî-
ëè÷åñêîé òî÷êè.

1) Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ñåäëî-óçëîì, åñëè λcp = 1 è
îòîáðàæåíèå f |W c

p
äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W c

p èìååò âèä:

f |W c
p
(x) = x+ αx2 +O(x3), α ̸= 0.

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [3], cóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå W s
p è íåóñòîé÷èâîå W u

p ìíîãîîáðàçèÿ
ñåäëî-óçëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, òîïîëîãè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷íî ãèïåðáîëè-

÷åñêîìó ñëó÷àþ, íî îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïîëóïðîñòðàíñòâ Rλs
p+1

+

è Rλu
p+1

+ ñîîòâåòñòâåííî. Óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
p êàñàåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâà Eu⊕Ec ,

à íåóñòîé÷èâîå � ïîäïðîñòðàíñòâà Es ⊕ Ec â òî÷êå p.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñåäëî-óçåë

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [5], â îêðåñòíîñòè ñåäëî-óçëîâîé òî÷êè p äèíàìèêà ñèñòåìû òî-
ïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíà îòîáðàæåíèþ

As(x1, . . . , xn) =
(
Ah(x1, . . . , xn−1), xn + x2n

)
. (2.2)

2) Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà p äèôôåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ôëèïîì, åñëè λcp = 1 è
îòîáðàæåíèå f |W c

p
äëÿ ëþáîãî öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ W c

p èìååò âèä:

f |W c
p
(x) = −x+ αx2 + γx3 + o(|x3|), γ + α2 ̸= 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà p ÿâëÿåòñÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèì ñòîêîì îãðàíè÷åíèÿ îòîáðà-
æåíèÿ f íà öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå (àíàëîãè÷íîå îòîáðàæåíèå ñ èñòî÷íèêîì ïîëó÷àåò-
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ñÿ ðàññìîòðåíèåì îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ). Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [3], cóùåñòâóåò óñòîé÷è-
âîå W s

p è íåóñòîé÷èâîå W u
p ìíîãîîáðàçèÿ ôëèïà, òîïîëîãè÷åñêè îïðåäåëÿåìûå àíàëîãè÷-

íî ãèïåðáîëè÷åñêîìó ñëó÷àþ, ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêîé èíúåêòèâíîé èììåðñèåé ïðîñòðàíñòâ
Rλs

p+1 è Rλu
p ñîîòâåòñòâåííî.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ôëèï

Ñîãëàñíî, íàïðèìåð, [5], â îêðåñòíîñòè ôëèïà p äèíàìèêà ñèñòåìû òîïîëîãè÷åñêè
ñîïðÿæåíà îòîáðàæåíèþ

Af (x1, . . . , xn) =
(
Ah(x1, . . . , xn−1),−xn + x3n

)
. (2.3)

Ë å ì ì à 2.1 (Lemma 2.1 3, [1]) Ïóñòü p � íåïîäâèæíàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèç-
ìà f ∈ Φ, ãèïåðáîëè÷åñêàÿ èëè ôëèï, è òàêàÿ, ÷òî 0 < dim W u

p < n. Ïóñòü Tp ⊂ W s
p �

êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p è ξ ∈ Tp. Òîãäà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî-
÷åê {ξm} ⊂ (Mn\Tp), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå ξ, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξmj

},
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kmj

→ +∞ è òî÷êà η ∈ (W u
p \ p) òàêèå, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü òî÷åê {fkmj (ξmj
)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå η.

Ë å ì ì à 2.2 Ïóñòü p � íåïîäâèæíàÿ ñåäëî-óçëîâàÿ òî÷êà äèôôåîìîðôèçìà
f ∈ Φ. Ïóñòü Tp ⊂ W s

p � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè p è ξ ∈ Tp. Òîãäà äëÿ
ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {ξm} ⊂ (Mn \ Tp), ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå ξ, ñóùåñòâó-
åò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξmj

}, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë kmj
→ +∞ è òî÷êà

η ∈ ∂W u
p òàêèå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê {fkmj (ξmj

)} ñõîäèòñÿ ê òî÷êå η. Ïðè
ýòîì η ̸= p, åñëè ∂W u

p ̸= p.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äèôôåî-
ìîðôèçì f ñîõðàíÿåò îðèåíòàöèþ íà W u

p (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âñå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî
ïðîâåñòè äëÿ äèôôåîìîðôèçìà f 2 ). Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.2), ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè
Vp ⊂Mn , VO ⊂ Rn òî÷åê p , O ∈ Rn, ñîîòâåòñòâåííî è ãîìåîìîðôèçì ψ : Vp → VO òàêîé,
÷òî ψ(f(x)) = B(ψ(x)) äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ (Vp ∩ f(Vp)), ãäå Asf � äèôôåîìîðôèçì,
çàäàííûé ôîðìóëîé

As(x1, . . . , xn) =
(
2x1, 2x2, . . . , 2xλu

p
,
xλu

p+1

2
,
xλu

p+2

2
, . . . ,

xλu
p+λs

p

2
, xn + x2n

)
.

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (Vp∩W s
p ) ⊂ Tp , ξ ∈ (Vp∩f(Vp)) è {ξm} ⊂

(Vp ∩ f(Vp)). Âûáåðåì ÷èñëî r ∈ (0, 1/2) òàê, ÷òîáû êóá Kr(O) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn :
|xi| ≤ r, i = 1, . . . , n} áûë ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà VO ∩ As(V (O)).

3 Â äåéñòâèòåëüíîñòè â öèòèðóåìîé ìîíîãðàôèè Ëåììà 2.1 äîêàçàíî òîëüêî äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè. Íî
õîä äîêàçàòåëüñòâà àáñîëþòíî âåðåí è äëÿ ôëèïà.
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Ïîëîæèì ψ(ξm) = ξ̄m = (ξ̄1,m, . . . , ξ̄n,m), B
u
r = {(x1, . . . , xλu

p
) ∈ Ox1 . . . xλu

p
: (x21 + · · ·+

x2λu
p
) ≤ r2}, Ku

r = {(x1, . . . , xλu
p
, xn) ∈ Ox1 . . . xλu

p
x+n : |xi| ≤ r, i = 1, . . . , λup , 0 ≤ xn ≤ r}.

Òîãäà çàìûêàíèå ìíîæåñòâà Bu = Bu
r \ Bu

r/2 ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ îãðà-

íè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà As íà Ox1 . . . , xλu
p
\O è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà

Ku = Ku
r \ {(x1, . . . , xλu

p
, xn) ∈ Ku

r : |xi| ≤ r/2, i = 1, . . . , λup , 0 ≤ xn ≤
√
r + 1/4− 1/2}

ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ îãðàíè÷åíèÿ äèôôåîìîðôèçìà As íà
Ox1 . . . , xλu

p
x+n \ O. Ñ òî÷íîñòüþ äî ðàññìîòðåíèÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ ξ̄n,m

âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: a) ξ̄n,m ≤ 0; á) ξ̄n,m > 0. Ðàññìîòðèì äâà âàðèàíòà.
Â ñëó÷àå a) îòäåëüíî ðàññìîòðèì ïîäñëó÷àé λup = 0 èëè, ðàâíîñèëüíî, ∂W u

p = p.
Â ýòîì ïîäñëó÷àå ξ̄m ∈ (W s

O \ O) è èç îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {km} → ∞ òàêàÿ, ÷òî lim

m→∞
Akm

s (ξ̄m) = O. Òîãäà

ξm = ψ−1(ξ̄m) � èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Åñëè λup > 0, òî äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî km òàêîå, ÷òî

Akm
s

(
ξ̄1,m, . . . , ξ̄λu

p ,m, 0, . . . , 0
)
∈ Bu. Ïîëîæèì η̄m = Akm

s (ξ̄m) = (η̄1,m, . . . , η̄n,m). Ïîñêîëüêó

lim
m→∞

ξ̄m = ψ(ξ) ∈ W s
O , òî lim

m→∞
ξ̄i,m = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , λup} è, ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

km = +∞. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ̄i,m} îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî i ∈ {λup +
1, . . . , n} è, ñëåäîâàòåëüíî, η̄i,m → 0 ïðè m→ +∞ äëÿ i ∈ {λup + 1, . . . , n}.

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè η̄m ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn.
Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kmj

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{km} è òî÷êà η̄ ∈ (∂W u
O \ O) òàêèå, ÷òî lim

j→∞
η̄mj

= η̄. Òîãäà ξmj
= ψ−1(A

−kmj
s (η̄mj

)) �

èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Â ñëó÷àå á) äëÿ ëþáîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî km òàêîå, ÷òî

Akm
s

(
ξ̄1,m, . . . , ξ̄λu

p ,m, 0, . . . , 0, ξ̄n,m
)
∈ Ku. Ïîëîæèì η̄m = Akm

s (ξ̄m) = (η̄1,m, . . . , η̄n,m). Ïî-

ñêîëüêó lim
m→∞

ξ̄m = ψ(ξ) ∈ W s
O, òî lim

m→∞
ξ̄i,m = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, . . . , λup , n} è, ñëåäîâà-

òåëüíî, lim
m→∞

km = +∞. Êðîìå òîãî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξ̄i,m} îãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîãî

i ∈ {λup+1, . . . , n−1} è, ñëåäîâàòåëüíî, η̄i,m → 0 ïðè m→ +∞ äëÿ i ∈ {λup+1, . . . , n−1}.
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè η̄m ëåæàò âíóòðè íåêîòîðîãî êîìïàêòíîãî ïîäìíîæåñòâà Rn .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, çàäàííîé íà êîìïàêòå, ñóùåñòâóþò ñõîäÿùàÿñÿ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òî ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {kmj

} ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{km} è òî÷êà η̄ ∈ (∂W u
O \ O) òàêèå, ÷òî lim

j→∞
η̄mj

= η̄. Òîãäà ξmj
= ψ−1(A

−kmj
s (η̄mj

)) �

èñêîìàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

3. Ðàçëîæåíèå íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ â îáúåäèíåíèå èíâàðèàíò-

íûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (1) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî Mn =

∪
p∈Ωf

W u
p äëÿ ëþáîãî äèôôåîìîðôèçìà f ∈MS(Mn).

Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî äèôôåîìîðôèç-
ìà f íåïîäâèæíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f. Òîãäà Ωf ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïîäâèæíûõ òî÷åê Ωf = p1 ∪ · · · ∪ pr.

Ïóñòü x ∈Mn. Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Mn êîìïàêòíî, òî α �ïðåäåëüíîå ìíîæåñòâî
α(x) (ìíîæåñòâî òî÷åê y ∈ Mn, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn → ∞
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òàêàÿ, ÷òî lim
kn→∞

f−kn(y) = x ) íå ïóñòî è ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ωf . Ïîêàæåì, ÷òî α(x)

ñîñòîèò â òî÷íîñòè èç îäíîé íåïîäâèæíîé òî÷êè, çàâèñÿùåé îò x .
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå íåïîäâèæíûå òî÷êè pv, pw ∈ α(x).

Ïîñêîëüêó Ωf êîíå÷íî, òî ñóùåñòâóåò ρ > 0 òàêîå, ÷òî d(pi, pj) > ρ äëÿ ëþáûõ i ̸= j.

Ïîëîæèì Vi = {y ∈ Mn : d(y, pi) <
ρ

3
}. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ òî÷êà pi, i = 1, r íåïî-

äâèæíà, òî ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü Ui òàêàÿ, ÷òî cl(Ui) ⊂ Vi è f−1(cl(Ui)) ∩ Vj = ∅
äëÿ ëþáîãî j ̸= i. Ïðåäïîëîæèòåëüíî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qℓ
èòåðàöèé f−1 òàêàÿ, ÷òî f−q2m(x) ∈ Uv, f−q2m+1(x) ∈ Uw è q2m+1 − q2m ≥ 2. Âûáå-
ðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü nm òàê, ÷òî nm � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà
(q2m, q2m+1), äëÿ êîòîðîãî f−(nm−1)(x) ∈ cl(Uv). Òîãäà f−nm(x) /∈ cl(Uv). Ñ äðóãîé ñòîðî-

íû, f−nm(x) = f−1(f−(nm−1)(x)) /∈ Vj äëÿ j ̸= v è, ñëåäîâàòåëüíî, f−nm(x) ∈ (Mn \
r∪

i=1

Ui).

Ñëåäîâàòåëüíî α(x) íå ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ωf . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Mn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà pv(x) ∈

Ωf òàêàÿ, ÷òî α(x) = pv(x). Ò. å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kn → +∞ òàêàÿ, ÷òî
lim

kn→+∞
d(f−kn(x), pv(x)) = 0. Èç ñâîéñòâ äèíàìèêè äèôôåîìîðôèçìà f â îêðåñòíîñòè

òî÷êè pv(x) (ñì. ôîðìóëû (2.1), (2.2), (2.3)) ñëåäóåò, ÷òî f−kn(x) ∈ W u
pv(x)

äëÿ âñåõ n
áîëüøèõ íåêîòîðîãî n0. Â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ, x ∈ W u

pv(x)
.

4. Òîïîëîãèÿ âëîæåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðèîäè÷å-

ñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (2) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî W u

p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ìíîãîîáðàçèÿ Mn äëÿ ëþáîé
ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ W u
p è Tp(x) ⊂W u

p � êîìïàêòíàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè
p, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x. Ñîãëàñíî ðàçäåëó 2. äàííîé ðàáîòû, W u

p = Ju
p (R), ãäå R ëèáî

Rλu
p , ëèáî Rλu

p+1, ëèáî Rλu
p+1

+ è Ju
p : R →Mn � èíúåêòèâíàÿ èììåðñèÿ. Â ñèëó, íàïðèìåð,

[2], èíúåêòèâíàÿ èììåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ âëîæåíèåì íà êîìïàêòå, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
êàðòà ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêàÿ, ÷òî ψx(Ux ∩ Tp(x)) = Q, ãäå Q ëèáî Rλu

p ,

ëèáî Rλu
p+1, ëèáî Rλu

p+1
+ . Åñëè Q = Rn èëè Q = R0, òî ψx(Ux ∩Tp(x)) = ψx(Ux ∩W u

p ). Èç
ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p â ýòèõ ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì
ïîäìíîãîîáðàçèåì. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî W u

p ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Mn â
îñòàâøèõñÿ ñëó÷àÿõ.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: W u
p íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì Mn. Íå óìåíü-

øàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü òî÷êó p íåïîäâèæíîé. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î ïðîòèâíîì
ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ W u

p òàêàÿ, ÷òî (Ux \ Tp(x)) ∩ W u
p ̸= ∅ äëÿ ëþáîé

êàðòû ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêîé, ÷òî ψx(Ux ∩ Tp(x)) = Q. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ⊂ (W u

p \ Tp(x)) òàêàÿ, ÷òî xm → x ïðè m→ +∞.
Ñîãëàñíî Ëåììàì 2.1 è 2.2, ñóùåñòâóþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmj

è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü kj òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj = f−kj(xmj

) ⊂ W u
p ñõîäèòñÿ ê òî÷êå

y ∈ (W s
p \ p). Ñîãëàñíî ïóíêòó (1) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò òî÷êà r ∈ Ωf òàêàÿ, ÷òî

y ∈ W u
r . Èç óñëîâèÿ, ÷òî äèôôåîìîðôèçìû f ∈ Φ íå èìåþò öèêëîâ, ñëåäóåò îòñóòñòâèå

ó íèõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê, à çíà÷èò p ̸= r. Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yj, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü zi ⊂ W u

p , ñõîäÿùóþñÿ ê òî÷êå
z ∈ (W s

r \r), è òî÷êó v ∈ Ωf òàêóþ, ÷òî z ∈ W u
v . Â ñèëó îòñóòñòâèÿ öèêëîâ òî÷êà v îòëè÷-

íà îò òî÷åê p è r. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó êîíå÷íîñòè íåáëóæäàþùåãî ìíî-
æåñòâà äèôôåîìîðôèçìà f.

5. Îòíîøåíèå ïîðÿäêà íà ìíîæåñòâå ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèô-

ôåîìîðôèçìà êëàññà Φ

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (3) Òåîðåìû 1.1
Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò {Op, p ∈ Ωf} äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ

äîïóñêàåò îòíîøåíèå ïîëíîãî ïîðÿäêà ≺, óäîâëåòâîðÿþùåå îòíîøåíèþ Ñìåéëà:

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

̸= ∅.

Äëÿ ýòîãî íàïîìíèì, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺ íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ îòíî-
øåíèåì (íåñòðîãîãî) ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, åñëè èìåþò ìåñòî:

� ðåôëåêñèâíîñòü: ∀x ∈ X ⇒ x ≺ x;
� àíòèñèììåòðè÷íîñòü: ∀x, y ∈ X : x ≺ y ∧ y ≺ x⇒ x = y;
� òðàíçèòèâíîñòü: ∀x, y, z ∈ X : x ≺ y ∧ y ≺ z ⇒ x ≺ z.
Îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≺ íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèåì ïîëíîãî (ëèíåéíîãî) ïîðÿä-

êà, åñëè ∀x, y ∈ X ⇒ x ≺ y ∨ y ≺ x.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Øïèëüðàéíà (ñì., íàïðèìåð, [7]), ëþáîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà ≺ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî äî îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà.
Èç ôîðìóë (2.1), (2.2), (2.3) ñëåäóåò, ÷òî W s

Op
∩ W u

Op
̸= ∅ äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé

îðáèòû Op è, ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå Ñìåéëà îáëàäàåò ðåôëåêñèâíîñòüþ: Op ≺ Op.
Àíòèñèììåòðè÷íîñòü îòíîøåíèÿ Ñìåéëà ñëåäóåò èç óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ öèêëîâ ó äèôôåî-
ìîðôèçìîâ êëàññà Φ. Äëÿ âûïîëíåíèÿ òðàíçèòèâíîñòè äîñòàòî÷íî äîáàâèòü ê îòíîøåíèþ
Ñìåéëà ñëåäóþùåå óñëîâèå:

Op ≺ Oq, åñëè W s
Op

∩W u
Oq

= ∅ è ñóùåñòâóåò ïåðèîäè÷åñêàÿ îðáèòà Or :

W s
Op

∩W u
Or

̸= ∅ è W s
Or

∩W u
Oq

̸= ∅.

Òàêèì îáðàçîì, äîïîëíåííîå îòíîøåíèå Ñìåéëà ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïî-
ðÿäêà, à çíà÷èò, ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ îðáèò äèôôåîìîðôèçìà f ∈ Φ äîïóñêàåò
ïîëíîå óïîðÿäî÷èâàíèå.

6. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé ïåðè-

îäè÷åñêèõ òî÷åê

Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà (4) Òåîðåìû 1.1
Äîêàæåì, ÷òî cl(ℓup)\(ℓup∪p) ⊂

∪
r∈Ωf :ℓup∩W s

r ̸=∅
W u

r äëÿ ëþáîé ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè p ∈ Ωf

äèôôåîìîðôèçìà f ∈MS(Mn) .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü

èìïëèêàöèþ ( i ): åñëè x ∈ (cl(ℓup)\(ℓup∪p)), òî x ∈ W u
r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè r ∈ Ωf òàêîé,

÷òî ℓup ∩W s
r ̸= ∅. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî

äèôôåîìîðôèçìà f íåïîäâèæíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàñ-
ñóæäåíèÿ äëÿ ïîäõîäÿùåé ñòåïåíè äèôôåîìîðôèçìà f.

Ïóñòü x ∈ (cl(ℓup)\(ℓup∪p)). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xm} ⊂ ℓup òàêàÿ, ÷òî
d(xm, x) → 0 ïðè m→ +∞. Â ñèëó ïóíêòà (1) Òåîðåìû 1.1 x ∈ W u

r äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
r ∈ Ωf . Â ñèëó ïóíêòà (2) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò êàðòà ψx : Ux → Rn ìíîãîîáðàçèÿ Mn
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òàêàÿ, ÷òî ψx(Ux ∩W u
r (x)) = Q, ãäå Q ëèáî Rλu

r , ëèáî Rλu
r+1, ëèáî Rλu

r+1
+ . Ïîêàæåì, ÷òî

Q ̸= Rn. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà xm ∈ W u
r äëÿ âñåõ m, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî, à

çíà÷èò r = p. Ñëåäîâàòåëüíî, ℓup ∪ p =W u
r è x /∈ W u

r . Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òàêèì îáðàçîì, Q ̸= Rn. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: a) Q = R0, á) Q ̸= Rn è Q ̸= R0.
Â ñëó÷àå a) W u

r = r, x = r è xm ∈ W s
r äëÿ âñåõ m, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî. Ñëåäîâà-

òåëüíî, ℓup ∩W s
r ̸= ∅, ò. å. èìïëèêàöèÿ ( i ) âåðíà.

Â ñëó÷àå á), ñîãëàñíî Ëåììàì 2.1 è 2.2, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xmj
è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü kj òàêàÿ, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yj = f−kj(xmj
) ñõîäèòñÿ ê òî÷-

êå y ∈ (W s
r \ r). Ñîãëàñíî ïóíêòó (1) Òåîðåìû 1.1, ñóùåñòâóåò òî÷êà v ∈ Ωf òàêàÿ, ÷òî

y ∈ ℓuv . Åñëè ℓuv = ℓup , òî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ è
ó÷èòûâàÿ êîíå÷íîñòü íåáëóæäàþùåãî ìíîæåñòâà è îòñóòñòâèå öèêëîâ, ìû ïîëó÷èì óòâåð-
æäåíèå ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÍÔ 17-11-01041, ââåäåíèå
îòíîøåíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà â ðàçäåëå 5 âûïîëíåíî â ðàìêàõ ïðîåêòà ÖÔÈ ÍÈÓ ÂØÝ â
2018.
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On the dynamics of bifurcation di�eomorphisms of

a simple arc

c⃝ E.V. Nozdrinova 4, O.V. Pochinka 5

Abstract. In this paper we consider the class of di�eomorphisms of a closed n -dimensional
manifold that are bifurcation points of simple arcs in the space of di�eomorphisms. The concept
of a simple arc arose as a result of research by S. Newhouse, J. Palis and Fl. Takens. They showed
that a generic set of arcs starting in a Morse-Smale system have a di�eomorphism with a regular
dynamics as the �rst bifurcation point. Namely, the non-wandering set of such a di�eomorphism is
�nite, but unlike Morse-Smale systems, it can have either one non-hyperbolic periodic orbit that
is a saddle-node or a �ip, or one orbit of a non-transversal intersection of invariant manifolds of
periodic points. The authors studied the asymptotic properties and the embedding structure of the
invariant manifolds of non-wandering points of bifurcation di�eomorphisms of a simple arc. The
possibility of complete ordering of periodic orbits of such di�eomorphisms is also established.

Key Words: bifurcation points, simple arc.
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