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ìíîæåñòâà ñåäëîâîãî òèïà

c⃝ Å. Â. Æóæîìà 1, Í. Â. Èñàåíêîâà 2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ 3

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ìû ñòðîèì ïðèìåð ãëàäêîãî äèôôåîìîðôèçìà çàìêíóòîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ, êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå (â òîïîëîãè÷åñêîì ñìûñëå) ñîëåíîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíî-
æåñòâî ñ óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé (íàïåðåä çàäàí-
íîé) ðàçìåðíîñòè è óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè,
áîëüøåé èëè ðàâíîé äâóì. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èìååò ñåäëîâîé òèï (íå ÿâëÿåòñÿ íè àòòðàê-
òîðîì, íè ðåïåëëåðîì). Êðîìå ýòîãî, ïîñòðîåííûé äèôôåîìîðôèçì èìååò ïîëîæèòåëüíóþ
òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè îäíîìåðíîãî ñîëåíîèäàëüíîãî áàçèñ-
íîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì (äðóãèìè ñëîâàìè, ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèçìà â
ýòîé îêðåñòíîñòè ðàâåí åäèíèöå). Êîíñòðóêöèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â äàííîé ñòàòüå, ïîçâîëÿ-
åò ïîñòðîèòü äèôôåîìîðôèçì ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè íà ìíîãîîáðàçèè, äèôôåîìîðôíîì
ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ îêðóæíîñòè íà ñôåðó êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñêðåòíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, áàçèñíîå ìíîæåñòâî, ñîëåíîèä, ñåïà-
ðàòîð, òîïîëîãè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñîëåíîèäû èçó÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè, íàïðèìåð, â òîïîëîãèè, òåî-
ðèè ãðóïï, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ìíîãèõ äðóãèõ. Ñîëåíîèä êàê èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî íåêîòîðîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû âïåðâûå áûë óïîìÿíóò â êíèãå [1], ãäå èñ-
ïîëüçîâàëñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîòîêà ñ ìèíèìàëüíûì ëîêàëüíî-íåñâÿçíûì ìíîæåñòâîì, ñî-
ñòîÿùåãî èç ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Ñîëåíîèä â òîïîëîãèþ áûë ââåäåí â [2], ãäå ðàññìàòðèâàëñÿ êàê ïðèìåð îäíîðîäíîãî
ìíîæåñòâà (ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ), äëÿ êîòîðîãî íå áûëà ïðè-
ìåíèìà ñòàíäàðòíàÿ òåîðèÿ ãîìîëîãèé è êîãîìîëîãèé. Íåçàâèñèìî áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå
ñîëåíîèäà êàê êîìïàêòíîé àáåëåâîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû [3]. Ïðèâåäåì íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàííåíîå îïðåäåëåíèå ñîëåíîèäà: ïåðåñå÷åíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ äðóã
â äðóãà ïîëíîòîðèåâ, òàêèõ, ÷òî äëÿ îñè ëþáîãî ïðåäûäóùåãî ïîëíîòîðèÿ îñü ïîñëåäó-
þùåãî ìîíîòîííî ïðîêðó÷èâàåòñÿ âîêðóã íåå íåñêîëüêî ðàç, íå îáðàçóÿ êðþêîâ [4]. Ñ
òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîëåíîèä ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæèìûì êîíòèíóóìîì, êîòîðûé
íåëüçÿ âëîæèòü â ïîâåðõíîñòü [5]�[6].

1Æóæîìà Åâãåíèé Âèêòîðîâè÷, ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé
Íîâãîðîä, óë. Á. Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-
0001-8682-7591, zhuzhoma@mail.ru

2Èñàåíêîâà Íàòàëüÿ Âèêòîðîâíà, äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòèêè, èíôîðìàòèêè è èíôîðìàöèîí-
íûõ òåõíîëîãèé, ÔÃÊÎÓ ÂÎ ¾Íèæåãîðîäñêàÿ àêàäåìèÿ Ìèíèñòåðñòâà âíóòðåííèõ äåë Ðîññèéñêîé Ôå-
äåðàöèè¿ (603950, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, Àíêóäèíîâñêîå ø., ä. 3, áîêñ 268), êàíäèäàò ôèçèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: http://orcid.org/0000-0003-4880-3526, nisaenkova@mail.ru

3Ìåäâåäåâ Âÿ÷åñëàâ Ñåðãååâè÷, íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ, ÔÃÁÎÓ ÂÎ
¾Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò "Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè"¿ (603005, Ðîññèÿ, ã. Íèæ-
íèé Íîâãîðîä, óë. Á. Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12), êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID:
http://orcid.org/0000-0001-6369-0000, vmedvedev@hse.ru
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Ñ. Ñìåéë ââåë ñîëåíîèäû â ãèïåðáîëè÷åñêóþ òåîðèþ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Èì áûëè
ïîñòðîåíû ïðèìåðû ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ è Ω -óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ ñ ïðè-
òÿãèâàþùèìè èíâàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè (ðàñòÿãèâàþùèìèñÿ àòòðàêòîðàìè); îñíîâ-
íûå ôàêòû, îïðåäåëåíèÿ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [7]�[11]. Ñõåìàòè÷íî ïðèìåð
Ñìåéëà [12] ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñíà÷àëà êàê ðàñòÿæåíèå ïîëíîòîðèÿ âäîëü åãî îñè, à
çàòåì ñæàòèå â íàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì îñè. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷åííûé (ïðîìåæó-
òî÷íûé) ïîëíîòîðèé âêëàäûâàåòñÿ â èñõîäíûé òàê, ÷òîáû îñü ïðîìåæóòî÷íîãî ïîëíîòî-
ðèÿ ïðîêðó÷èâàëàñü íå ìåíåå äâóõ ðàç âäîëü îñè èñõîäíîãî ïîëíîòîðèÿ ñ ñîõðàíåíèåì
äèñêîâîé ñòðóêòóðû. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ïðè èçó÷åíèè áèôóðêàöèé
ñåäëî-óçëîâûõ öèêëîâ [10], [13]. Èç ðàáîòû [14], à òàêæå [15]�[16] ñëåäóåò, ÷òî äèôôåîìîð-
ôèçì Ñìåéëà ïîëíîòîðèÿ â ñåáÿ ìîæåò áûòü ïðîäîëæåí äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà,
óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå Ñìåéëà, çàìêíóòîãî 3-ìíîãîîáðàçèÿ ñ äâóìÿ áàçèñíûìè ìíî-
æåñòâàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ñîëåíîèäàìè (îäíî � àòòðàêòîð, à âòîðîå � ðåïåëëåð).

Â ñòàòüå ìû ñòðîèì ïðèìåð äèôôåîìîðôèçìà, êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå ñîëåíîè-
äàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ñ íåóñòîé÷èâûì è óñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçè-
ÿìè ïðîèçâîëüíîé íåíóëåâîé (íàïåðåä çàäàííîé) ðàçìåðíîñòè. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî èìååò
ñåäëîâîé òèï, ò. å. íå ÿâëÿåòñÿ íè àòòðàêòîðîì, íè ðåïåëëåðîì. Êðîìå ýòîãî ïîñòðîåííûé
äèôôåîìîðôèçì èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ è â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êîíñåðâàòèâíûì. Îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé îáîáùåíèåì îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîò [17]�[18].

Ò å î ð å ì à 1.1 Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n ≥ 3 è 1 ≤ k ≤ n−1 ñóùåñòâó-
åò À-äèôôåîìîðôèçì F : Mn → Mn íåêîòîðîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn òàêîãî,
÷òî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (F ) äèôôåîìîðôèçìà F ñîäåðæèò îäíîìåðíîå áà-
çèñíîå ìíîæåñòâî Λ , ÿâëÿþùååñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ñîëåíîèäîì, ñ ðàçìåðíîñòÿìè óñòîé-
÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé dimW s(x) = k , dimW u(x) = n−k+1
ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Λ . Áîëåå òîãî, F èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëî-
ãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ, è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ ÿêîáèàí äèôôåîìîðôèç-
ìà F ðàâåí åäèíèöå.

2. Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðèâîäèì ïîñòðîåíèå äèôôåîìîðôèçìà F è ïîêàçûâàåì, ÷òî
îí îáëàäàåò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ îáùíîñòè, â ïîñòðîåíèè ïðèñóòñòâóåò ïàðàìåòð
λ . Ïîýòîìó íèæå F áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç Fλ .

Äëÿ ÷èñëà a > 0 áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

Ima = [−a; a]m = [−a; a]× · · · × [−a; a]︸ ︷︷ ︸
m ìíîæèòåëåé

m -ìåðíûé êóá åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rm , íàäåëåííîãî êîîðäèíàòàìè (x1, . . . , xm).
Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1 ≤ k ≤ n − 1 , n ≥ 3, è äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî λ > 1.
Ðàññìîòðèì äèôôåîìîðôèçì

ψλ : In1 = Ik1×In−k
1 → Rn âèäà (x1, . . . , xn) 7−→

(
1

k
√
2λ
x1, . . . ,

1
k
√
2λ
xk,

n−k
√
λ · xk+1,

n−k
√
λ · xn

)
.

ßñíî, ÷òî ψλ(I
n
1 ) = Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ
, è ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ ψλ ðàâåí J(ψλ) =

1
2
.
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ äèôôåîìîðôèçìà Fλ íàì ïîíàäîáèòñÿ ìîäèôèêàöèÿ îòîáðàæåíèÿ,
èçâåñòíîãî êàê ïîäêîâà Ñìåéëà [12]. Íàïîìíèì, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ïîäêîâà Ñìåéëà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèôôåîìîðôèçì íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êðóãà ïëîñêîñòè R2 â
ñåáÿ, êîòîðûé ñîäåðæèò êâàäðàò K = D2

0. Äèôôåîìîðôèçì w : D2
0 = D2 → R2 êâàäðàòà

åñòü êîìïîçèöèÿ ñæàòèÿ âäîëü îñè Ox, ðàñòÿæåíèÿ âäîëü îñè Oy, ñãèáàíèÿ ïîëó÷åí-
íîãî ïðÿìîóãîëüíèêà è ñäâèãà òàê, ÷òîáû ïåðåñå÷åíèå D2 ∩ w(D2) ïðåäñòàâëÿëî ñîáîé
îáúåäèíåíèå äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî îñè Oy. Èíî-
ãäà ïîäêîâà îïðåäåëÿåòñÿ êàê äèôôåîìîðôèçì êâàäðàòà, êîòîðûé çàòåì ïðîäîëæàåòñÿ
íà ïëîñêîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî w ìîæíî ïðîäîëæèòü äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïëîñêîñòè R2

òàê, ÷òîáû ýòî ïðîäîëæåíèå áûëî òîæäåñòâåííûì âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè D2 [8].
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C : Rn = Rk × Rn−k → Rn = Rk × Rn−k îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ÿâ-

ëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé íà ìíîæèòåëå Rk è òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì íà
ìíîæèòåëå Rn−k . Ñëåäóÿ êîíñòðóêöèè Ñìåéëà, îáîçíà÷èì ÷åðåç wλ : In1 → Rn êîìïî-
çèöèþ îòîáðàæåíèÿ ψλ , ñãèáà ìíîãîìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ
è íåêîòî-

ðîãî ñäâèãà âèäà (x1, . . . , xn) → (x1 + α1, . . . , xk + αk, xk+1, . . . , xn) òàê, ÷òîáû wλ(I
n
1 ) è

C ◦ wλ(I
n
1 ) îáðàçîâàëè äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîíôèãóðàöèè: P è C(P ) � ïîäêîâû Ñìåé-

ëà ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû âûïîëíÿëîñü ïîñëåäíåå óñëîâèå, äîñòàòî÷íî ïîäîáðàòü ñäâèã
(x1, . . . , xn) → (x1+α1, . . . , xk+αk, xk+1, . . . , xn) òàê, ÷òîáû wλ(I

n
1 ) è C ◦wλ(I

n
1 ) íå ïåðåñå-

êàëèñü (î÷åâèäíî, ýòî ìîæíî ñäåëàòü). Àíàëîãè÷íî äâóìåðíîìó ñëó÷àþ ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî äèôôåîìîðôèçì wλ ïðîäîëæàåòñÿ äî íåêîòîðîãî äèôôåîìîðôèçìà (åãî òàêæå îáî-
çíà÷èì wλ ) n -ìåðíîãî øàðà

Dn ⊃
(
In1 ∪ (Ik 1

k√
2λ

× In−k
n−k√

λ

)∪
wλ(I

n
1 )
∪

(C ◦ wλ(I
n
1 )) = Dn

0 ,

òîæäåñòâåííîãî íà ãðàíèöå ∂Dn øàðà Dn .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç I(Rn) ãðóïïó èçîòîïíûõ òîæäåñòâåííîìó äèôôåîìîðôèçìîâ åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà Rn , êîòîðûå êîíñåðâàòèâíû íà ìíîæåñòâå D0 . Â ñèëó èçîòîïíîñòè
òîæäåñòâåííîìó ìîæíî ñ÷èòàòü (èñïîëüçîâàâ, åñëè íåîáõîäèìî, áîëüøèé øàð Dn ), ÷òî
äèôôåîìîðôèçìû ãðóïïû I(Rn) ðàâíû òîæäåñòâåííîìó îòîáðàæåíèþ âíå Dn . Âîçüìåì
â ãðóïïå I(Rn) ïðîñòîé ãëàäêèé ïóòü St ∈ Iso(Rn) , 0 ≤ t ≤ 1 , òàêîé, ÷òî S0 = id
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå è S1 = C. Äðóãèìè ñëîâàìè, St ÿâëÿ-
åòñÿ ãëàäêîé èçîòîïèåé â ãðóïïå I(Rn) îò òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ ê îòîáðàæåíèþ
S1 = C . Ïîñêîëüêó wλ(I

n
1 ) ∩ C ◦ wλ(I

n
1 ) = ∅ , òî ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

wλ(I
n
1 ) ∩ S1 ◦ wλ(I

n
1 ) = ∅. (2.1)

Ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, íà êîòîðîé ôàêòîð-
îòîáðàæåíèå [0; 1] → [0; 1]/(0 ∼ 1) = S1 èíäóöèðóåò öèêëè÷åñêóþ êîîðäèíàòó t mod 1 .
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî C(Dn) = Dn , ðàññìîòðèì ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

K =
∪

0≤t≤1

(t;St(D
n)) / (S0(D

n) = S1(D
n)) ,

â êîòîðîì (0;S0(D
n)) îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ (1;S1(D

n)) . Ïîñêîëüêó êàæäûé äèôôåîìîð-
ôèçì St èçîòîïåí òîæäåñòâåííîìó, K ãîìåîìîðôíî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ S1 × Dn .
Áîëåå òîãî, èç ðàâåíñòâà St(D

n) = Dn ñëåäóåò âêëþ÷åíèå K ⊂ S1 ×Dn . Â ìíîæåñòâå K
âûäåëèì ïîäìíîæåñòâî

K0 =
∪

0≤t≤1

(t;St(I
n
1 )) / (S0(I

n
1 ) = S1(I

n
1 )) ⊂ K,
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ãîìåîìîðôíîå S1 × In1 .
Äëÿ t ∈ S1 ïîëîæèì Dn

t = {t}×St(D
n) ⊂ K ⊂ S1×Dn , Int = {t}×St(I

n
1 ) ⊂ S1×Dn.

Îòîáðàæåíèå E2 : S
1 → S1 âèäà t → 2t mod, 1 ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèç-

ìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå Fλ : S1 × Dn → S1 × Dn. Äëÿ
ëþáûõ t ∈ [0; 1) è z ∈ Dn

t = {t} × St(D
n) ïîëîæèì

Fλ(t; z) =
(
E2(t);SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1

t (z)
)
, t ∈ [0; 1), z ∈ Dn

t .

Çàìåòèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå âêëþ÷åíèå: Fλ(t, I
n
t ) ⊂ Dn

2tmod 1 = Dn
E2(t)

. Îãðàíè-

÷åíèå îòîáðàæåíèÿ Fλ íà S1 × In1 ⊂ S1 ×Dn áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå ÷åðåç Fλ.
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ : S1×In1 → Fλ(S

1×In1 ) ⊂ S1×Dn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîì íà ñâîé îáðàç. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Fλ(t1; z1) = Fλ(t2; z2) äëÿ íåêîòîðûõ t1 ,
t2 ∈ S1, è z1 ∈ St1(I

n
1 ), z2 ∈ St2(I

n
1 ). Òîãäà Fλ(t1, St1(I

n
1 ))∩Fλ(t2, St2(I

n
1 )) ̸= ∅. Èç îïðåäåëå-

íèÿ Fλ âûòåêàåò ðàâåíñòâî E2(t2) = E2(t1), ò. å., 2t1 mod 1 = 2t2 mod 1. Ïîñêîëüêó îòîá-
ðàæåíèå wλ ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç, òî ìîæíî ñ÷èòàòü 0 ≤ t1 ̸= t2 ≤ 1.
Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà t2 = t1 +

1
2
, 0 ≤ t1 ≤ 1

2
. Äàëåå äëÿ ïðî-

ñòîòû çàïèñåé áóäåì ñ÷èòàòü t1 = t. Òîãäà Fλ(t, St(I
n
1 )) =

(
E2(t), SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1

t (In1 )
)
.

Ïîýòîìó, â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ,

SE2(t) ◦ wλ ◦ S−1
t (St(I

n
1 ))
∩

SE2(t+
1
2
) ◦ wλ ◦ S−1

t+ 1
2

(St+ 1
2
(In1 )) ̸= ∅

è SE2(t)◦wλ(I
n
1 )
∩
SE2(t+

1
2
)◦wλ(I

n
1 ) ̸= ∅, SE2(t+

1
2
)SE2(t)◦S1, ïîëó÷àåì wλ(I

n
1 )∩S1◦wλ(I

n
1 ) ̸= ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò (2.1). Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ : S1×In1 → Fλ(S
1×In1 ) ⊂ S1×

× Dn ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì íà ñâîé îáðàç.
Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ n -ìåðíûé äèñê {0} × Dn = Dn

0 èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî Fλ ,
è îãðàíè÷åíèå Fλ íà {0} × In1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ êëàññè÷åñêîé ïîäêî-
âû Ñìåéëà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω0 íåòðèâèàëüíîå (íèãäå íå ïëîòíîå) íóëüìåðíîå áàçèñíîå
ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíèÿ Fλ|{0}×In1

: {0} × In1 → Dn
0 . Òîãäà Fλ èìååò îäíîìåðíîå ñîëå-

íîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ , ãîìåîìîðôíîå S1 × Ω0 . Ïîñêîëüêó E2 : S1 → S1

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèìñÿ ýíäîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè ñòåïåíè äâà, òî ÿêîáèàí îòîá-
ðàæåíèÿ Fλ|{0}×In1

ðàâåí 2 · J(wλ) = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, Fλ êîíñåðâàòèâåí â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâà Λ.

Î÷åâèäíî, ÷òî Fλ : S1 × Dn → S1 × Dn àíàëîãè÷åí îãðàíè÷åíèþ äèôôåîìîðôèçìà
Ñìåéëà-Âèåòîðèñà íà áàçîâîå ìíîãîîáðàçèå [19]. Ïîýòîìó åñëè îòîæäåñòâèòü ãðàíèöû êî-
ïèé ìíîãîîáðàçèÿ S1 × Dn ñ ïîìîùüþ åñòåñòâåííîãî äèôôåîìîðôèçìà ∂(S1 × Dn) =
S1 × Sn−1 → S1 × Sn−1 , òî ïîëó÷èòñÿ ìíîãîîáðàçèå Mn+1 = S1 × Sn , à Fλ áóäåò ïðî-
äîëæàòüñÿ íà Mn+1 äî íåêîòîðîãî À-äèôôåîìîðôèçìà (îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç Fλ ),
êîòîðûé èìååò îäíîìåðíîå ñîëåíîèäàëüíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ . Â ñèëó êîíñòðóêöèè
dimW s(x) = k , dimW u(x) = n− k + 1 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ âñåõ òî÷åê x ∈ Λ .

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Fλ èìååò ïîëîæèòåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ. Äåéñòâè-
òåëüíî, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îòîáðàæåíèå Fλ|{0}×In1

ñ ïîäêîâîé Ñìåéëà èìååò ïîëîæè-
òåëüíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ [8]�[9], [12]. Îòñþäà è [20] âûòåêàåò òðåáóåìûé ðåçóëü-
òàò. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà ïðîâåäåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÍÔ (ïðîåêò 17-11-
01041).
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Many-dimensional solenoid invariant saddle-type sets

c⃝ E. V. Zhuzhoma 4, N.V. Isaenkova 5, V. S. Medvedev 6

Abstract. In the paper we construct some example of smooth di�eomorphism of closed manifold.
This di�eomorphism has one-dimensional (in topological sense) basic set with stable invariant
manifold of arbitrary nonzero dimension and the unstable invariant manifold of arbitrary dimension
not less than two. The basic set has a saddle type, i.e. is neither attractor nor repeller. In addition,
it follows from the construction that the di�eomorphism has a positive entropy and is conservative
(i.e. its jacobian equals one) in some neighborhood of the one-dimensional solenoidal basic set. The
construction represented in this paper allows to construct a di�eomorphism with the properties
stated above on the manifold that is di�eomorphic to the prime product of the circle and the sphere
of codimension one.
Key Words: discrete dynamical system, basic set, solenoid, separator, topological entropy.
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