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Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ

äëÿ âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñ ðåçêèìè
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c⃝ Í. Ä. Êóçüìè÷åâ 1, Ì. À. Âàñþòèí2, Å. À. Ëàïøèíà 3, Ä. À. Øèëêèí 4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ,
âîçíèêàþùèõ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè ïðè ïðîïóñ-
êàíèè ÷åðåç íèõ ïåðåìåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî òîêà. Â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè âîëüòàìïåðíûå
õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è ÷àñòî èìåþò ðåçêèå îñîáåííî-
ñòè, âûçâàííûå íåóñòîé÷èâîñòüþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîëüòàìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðî-
âîäíèêîâ, ïîëó÷åííûå íà ïåðåìåííîì è ïîñòîÿííîì òîêàõ, ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Ïîëó÷åíû
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ ïåðâîé ãàðìîíèêè äëÿ øèðîêèõ ïëåíîê
ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà ñ ðåçêèìè îñîáåííîñòÿìè òèïà ñêà÷êà è èçëîìà â òîêîâîé çà-
âèñèìîñòè âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê. ×èñëåííî ðàññ÷èòàíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóä 1, 2,
3 è 5-îé ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî è àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî òîêà. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé íà òîêîâûõ çàâèñèìîñòÿõ àìïëèòóä ãàðìîíèê íàïðÿæå-
íèÿ îïðåäåëÿþò âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà. Ðàññìîòðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ
ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà YBCO. Íà îñíîâàíèè âûïîëíåííîãî ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî ïðè òîêàõ âûøå êðèòè÷åñêîãî èç-çà ïëîõîãî òåïëîîáìåíà
ïðîèñõîäèò ïåðåãðåâ ìîíîêðèñòàëëà. Ñîïðîòèâëåíèå ìîíîêðèñòàëëà çàâèñèò îò òåìïåðàòó-
ðû, ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó è âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà èìååò ïàðàáîëè÷åñêóþ
çàâèñèìîñòü.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: âîëüòàìïåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà (ÂÀÕ) ñâåðõïðîâîäíèêà, ðåçêèå îñîáåí-
íîñòè ÂÀÕ, àìïëèòóäû íàïðÿæåíèÿ ãàðìîíèê, ÂÀÕ ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ, êðèòè÷åñêèé òîê.

1. Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâ êàêèõ-ëèáî ìàòåðèàëîâ ïðè
ïåðåìåííîì âîçäåéñòâèè ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíåå, ÷åì ïðè ñòàòè÷åñêîì âîçäåéñòâèè [1 � 5].
Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïåðåìåííûå ñèãíàëû ëåã÷å óñèëèâàòü è àïïàðàòóðà äëÿ èõ èçìå-
ðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíåå. Êðîìå òîãî, åñëè çàâèñèìîñòü èçó÷àåìîé õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà èìååò òàêèå îñîáåííîñòè, êàê ñêà÷îê, èçëîì èëè äðóãèå ðåçêèå èçìåíåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ñâîéñòâ, òî äàííûå, ïîëó÷åííûå ïðè ñòàòè÷åñêîì è ïåðåìåííîì âîçäåéñòâèè,
ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ. Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü âîëüòàìïåðíûå õàðàêòåðèñòèêè (ÂÀÕ)
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ñâåðõïðîâîäíèêîâ, ïîëó÷åííûå íà ïåðåìåííîì è ïîñòîÿííîì òîêå [6 � 8]. Åñëè ÷åðåç ñðå-
äó, èìåþùóþ íåëèíåéíóþ ïðîâîäèìîñòü ïðîïóñòèòü ãàðìîíè÷åñêèé ýëåêòðè÷åñêèé òîê,
òî íàïðÿæåíèå, âîçíèêàþùåå â ñðåäå, áóäåò íåãàðìîíè÷åñêèì (â åãî ñîñòàâå áóäóò âûñ-
øèå ãàðìîíèêè). Çàâèñèìîñòè íàïðÿæåíèé âûñøèõ ãàðìîíèê îò àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî
òîêà (ÂÀÕ ãàðìîíèê) ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ îá îñîáåííîñòÿõ ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå,
÷òî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà, òàêèå êàê êðèòè÷åñêèé òîê,
òîê ïåðåãðåâà è ò. ä. [1 � 8]. Ïåðåõîä ñâåðõïðîâîäíèêà èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå
ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà è ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì â ðÿ-
äå ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê. Íàïðèìåð, ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà èñïûòûâàåò ñêà÷îê ïðè
ïðîïóñêàíèè òîêà, ðàâíîãî êðèòè÷åñêîìó òîêó Ic , è ïðè òîêàõ I , âûøå êðèòè÷åñêîãî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíîé â èäåàëüíîì ñëó÷àå. Â äåéñòâèòåëüíîñòè æå ó ¾ïîäíîæèÿ¿ è ¾âåðøèíû¿
ñêà÷êà ÂÀÕ èìååòñÿ íåëèíåéíîñòü, îáóñëîâëåííàÿ âèõðÿìè Àáðèêîñîâà, ôëóêòóàöèÿìè
è äð.[1, 6, 7, 9, 10]. Â ýêñïåðèìåíòå è ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþòñÿ ñâåðõ-
ïðîâîäÿùèå ìàòåðèàëû â âèäå òîíêèõ ïëåíîê. Â ïëåíêàõ ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷åðåç
øèðîêîå ðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå è ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è íåóñòîé÷èâûì, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ñêà÷êàì, èçëîìàì è íåëèíåéíûì çàâèñèìîñòÿì ÂÀÕ [9, 10]. Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
äâà ïðîñòûõ ñëó÷àÿ: 1 � ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ è 2 � ÂÀÕ ñ èçëîìîì.

2. Ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ

Ïåðåõîä ñâåðõïðîâîäíèêà â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå, êàê áûëî óêàçàíî âî ââåäåíèè,
ñîïðîâîæäàåòñÿ ñêà÷êîì â ÂÀÕ. Â ýòîì ïðîñòîì ñëó÷àå ÂÀÕ èìååò ñëåäóþùèé âèä (2.1):

V (I) =

{
0, |I| ≤ Ic;
R · I, |I| > Ic.

(2.1)

Çäåñü R ñîïðîòèâëåíèå íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ, Ic � êðèòè÷åñêèé òîê.

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ñêà÷êîîáðàçíàÿ ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà

Ïðè ïðîïóñêàíèè ÷åðåç îáðàçåö ñâåðõïðîâîäíèêà ïåðåìåííîãî ãàðìîíè÷åñêîãî òîêà
àìïëèòóäîé i , ïðåâûøàþùåé âåëè÷èíó Ic (ò. å. i · cos(t) , çäåñü t = ω τ , ω � ÷àñòîòà
è τ � âðåìÿ), íàïðÿæåíèå, âîçíèêàþùåå íà îáðàçöå, ñòàíîâèòñÿ íåãàðìîíè÷åñêèì è â
ñâîåì ñîñòàâå áóäåò èìåòü ïåðâóþ è âûñøèå ãàðìîíèêè. Íàïðÿæåíèÿ ãàðìîíèê çàâèñÿò
îò àìïëèòóäû òîêà i íåëèíåéíî. Íà ðèñóíêàõ (2.2) è (2.3) ïðèâåäåíû ÂÀÕ ïåðâîé V 1 ,
òðåòüåé V 3 è ïÿòîé V 5 ãàðìîíèê. Çàâèñèìîñòè V 1 , V 3 è V 5 îïðåäåëÿëèñü ÷èñëåííî ñ
ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Mathcad ïî ôîðìóëå

V n(i) =
1

π

∫ 2π

0

V (i, t) cos (nt) dt. (2.2)
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Çäåñü n = 1,2,3,... .
Íàïðÿæåíèÿ ÷åòíûõ ãàðìîíèê â ñèëó íå÷åòíîé ñèììåòðèè ÂÀÕ îòñóòñòâîâàëè. Àíà-

ëèòè÷åñêè íàéäåííàÿ ïåðâàÿ ãàðìîíèêà íàïðÿæåíèÿ äëÿ ÂÀÕ (2.1) èìååò âèä

V 1(i) =

{
0, i ≤ Ic;
R·i
π
[(π + t1 − t2) + cos (t1 + t2) · sin(t1 − t2)] , i > Ic.

(2.3)

Çäåñü t1 = arccos
(
Ic
i

)
, t2 = arccos

(
− Ic

i

)
.

Ð è ñ ó í î ê 2.2

ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè V 1(i) , âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëàì (2.2) è (2.3). Íà ãðàôèêå, êðîìå

çàâèñèìîñòè V 1(i) , ïðèâåäåíà ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå V (i) = Ri

Èç ðèñóíêà (2.2) âèäíî, ÷òî V 1(i) íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ ïðè i = Ic è àñèìïòîòè÷åñêè
ñòðåìèòñÿ ê V (i) . Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (2.3) çàâèñèìîñòü V 1(i) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ëè-
íåéíîãî è íåëèíåéíîãî ÷ëåíîâ. Íåëèíåéíûé ÷ëåí ïðè i → ∞ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å.
V 1(i) → Ri . Çàâèñèìîñòè V 3(i) è V 5(i) (2.3) ÿâëÿþòñÿ ñèëüíî íåëèíåéíûìè è îòëè÷íû
îò íóëÿ ïðè i > Ic , âáëèçè Ic èìåþò ìàêñèìóì è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè âîçðàñòàíèè i .
Êðîìå òîãî, ïðè i ≈ 0.27 Ic ôàçà V 5(i) ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó π , V 5(i)
ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé è ïðîõîäèò ÷åðåç ìèíèìóì. Áîëåå âûñîêèå ãàðìîíèêè îêîëî Ic
èìåþò óçêèå ìàêñèìóìû, ïîýòîìó ïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ âûñøèõ ãàðìîíèê ìîæåò ñëó-
æèòü êðèòåðèåì îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ Ic .

Ð è ñ ó í î ê 2.3

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê

Åñëè ÷åðåç îáðàçåö ñâåðõïðîâîäíèêà ïðîïóñòèòü îäíîâðåìåííî ïîñòîÿííûé òîê I è
ïåðåìåííûé òîê àìïëèòóäîé i (ò. å. J = I + i · cos(t) ), òî àìïëèòóäû ãàðìîíèê áóäóò
ôóíêöèÿìè äâóõ ïåðåìåííûõ I è i ò. å. V n = V n(I, i) . Äëÿ ïðàêòèêè áîëüøîå çíà÷åíèå
èìåþò ôóíêöèè V n(I, i = const) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ i , òàê êàê V n(I) êà÷åñòâåííî
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ïîäîáíû ïðîèçâîäíûì âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê dn V (I)/dIn . Ðàññìîòðèì çàâèñè-
ìîñòü V 1(I) ïðè àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè i = 0.125Ic (2.4).

Ð è ñ ó í î ê 2.4

Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû 1-îé ãàðìîíèêè V 1(I) îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè àìïëèòóäå

ìîäóëÿöèè òîêà i = (1/8)Ic

Çàâèñèìîñòü V 1(I) ïîëó÷åíà ÷èñëåííî. Âèäíî, ÷òî V 1(I) âáëèçè Ic èìååò êîëîêî-
ëîîáðàçíûé âèä ñ øèðèíîé ó îñíîâàíèÿ, ðàâíîé 2i . Ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ñîâïàäàåò ñî
çíà÷åíèåì Ic è áóäåò îïðåäåëÿòü êðèòåðèé åãî íàõîæäåíèÿ. Ïðè ñòðåìëåíèè i ê íóëþ
øèðèíà ìàêñèìóìà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âûñîòà ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ôóíê-
öèÿ V 1(I) ïðè i → 0 ñòðåìèòñÿ ê äåëüòà-ôóíêöèè δ(I) , ò. å. ê îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé
ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè (2.4).

Íà ðèñóíêå (2.5) ïðèâåäåíû ÷èñëåííî îïðåäåëåííûå çàâèñèìîñòè òðåõ ãàðìîíèê íàïðÿ-
æåíèÿ îò ïîñòîÿííîãî òîêà I : 1, 2 è 3-åé. Ïåðâàÿ ãàðìîíèêà ïðèâåäåíà äëÿ ñðàâíåíèÿ. ×åò-
íûå ãàðìîíèêè, â ÷àñòíîñòè 2-àÿ, ïîÿâëÿþòñÿ ïðè I ̸= 0 âñëåäñòâèå íàðóøåíèÿ íå÷åòíîé
ñèììåòðèè ÂÀÕ ïðè åå ñìåùåíèè çàäàííûì òîêîì I . Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü
V 2(I) ïîõîæà íà âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ d2V (I)/dI2 , à V 3(I) êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ òðå-
òüåé ïðîèçâîäíîé d3V (I)/dI3 . Ïðè óìåíüøåíèè àìïëèòóäû ìîäóëÿöèè ôóíêöèè V n(I)
ñòðåìÿòñÿ ê dnV (I)/dIn [4,5,11 � 13].

Òàêèì îáðàçîì, ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå çàâèñèìîñòåé âûñøèõ ãàðìîíèê îò âåëè-
÷èí ïîñòîÿííîãî è ïåðåìåííîãî òîêîâ ïîçâîëÿåò êà÷åñòâåííî îïðåäåëÿòü è ðàññ÷èòûâàòü
ÂÀÕ è íàõîäèòü çíà÷åíèå Ic .

Ð è ñ ó í î ê 2.5

Çàâèñèìîñòè àìïëèòóä 1-îé, 2-îé è 3-åé ãàðìîíèê V 1(I) îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî òîêà ïðè

àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè òîêà i = (1/8)Ic
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3. ÂÀÕ ñ èçëîìîì

Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò ñâåðõïðîâî-
äÿùèå ïëåíêè. Ïåðåõîä â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå â ïëåíêàõ ïðîèñõîäèò ÷åðåç øèðîêîå òàê
íàçûâàåìîå ðåçèñòèâíîå ñîñòîÿíèå. Ñîïðîòèâëåíèå ïëåíêè â ðåçèñòèâíîì ñîñòîÿíèè îò-
ëè÷íî îò íóëÿ, íî ìåíüøå ñîïðîòèâëåíèÿ íîðìàëüíîãî ñîñòîÿíèè. Ïðè äîñòèæåíèè òîêîì
êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Ic ó êðàåâ ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêè çàðîæäàþòñÿ öåïî÷êè âèõðåé
Àáðèêîñîâà ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðíîñòè, êîòîðûå äâèãàþòñÿ ïîïåðåê ïëåíêå íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó è âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ ïîñðåäè ïëåíêè. Äâèæåíèå âèõðåé ÿâëÿåòñÿ âÿçêèì
è ïðèâîäèò ê ïàäåíèþ íàïðÿæåíèÿ V íà ïëåíêå, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíî çà-
âèñèò îò òîêà. Ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü òîêà j = I/b îïèñûâàåòñÿ â ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííûì
íåëèíåéíûì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ëîíäîíîâ [9]:

8π
λeff
b

dj

dx
+ 2

∫ +1

−1

j(x′)dx′

x′ − x
=

(
ηE

jϕ0

)
sign (x) . (3.1)

Çäåñü b � øèðèíà ïëåíêè, λ eff � ýôôåêòèâíàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ,
x � êîîðäèíàòà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ñåðåäèíû ïëåíêè â åäèíèöàõ b , η � êîýôôèöèåíò
âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé, ϕ 0 � êâàíò ìàãíèòíîãî ïîòîêà è E (V ∼ E ) � íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Êîãäà I � Ic < < Ic , òî ñ ó÷åòîì ìàëîñòè ãðàäèåíòíîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (3.1) è
óïðîùåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðè x = ±1 ïóòåì çàìåíû 1 � x2 ∼ λeff/b ïîëó÷èì ëèíåéíóþ
ÂÀÕ ñ èçëîìîì âèäà E ∼ I � Ic . Äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ â ðàñ÷åòàõ ãàðìîíèê
íàïðÿæåíèÿ íå÷åòíî ñèììåòðè÷íóþ ÂÀÕ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ âûðàçèì ôîðìóëîé [9,10]:

V (I) =

{
0, |I| ≤ Ic;
R · [I − Ic · sign (I)] , |I| > Ic.

(3.2)

Çäåñü R ÿâëÿåòñÿ ñîïðîòèâëåíèåì âÿçêîãî òå÷åíèÿ âèõðåé. Ãðàôèê ÂÀÕ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ
èçîáðàæåí íà ðèñóíêå (3.1). Âèäíî, ÷òî ÂÀÕ ïðè I = Ic èìååò èçëîì.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

ÂÀÕ äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé Àáðèêîñîâà, ïîðîæäåííûõ òðàíñïîðòíûì òîêîì,

ïðîòåêàþùèì âäîëü ïëåíêè (3.2)

Íàïðÿæåíèå ïåðâîé ãàðìîíèêè, ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêè èç ôîðìóëû (2.2), èìååò âèä

V 1(i) =

{
0, i ≤ Ic;
R·i
π

[
(π + t1 − t2) +

1
2
(sin(2t1)− sin(2t2))

]
− 2RIc

π
[sin(2t1) + sin(2t2)] , i > Ic.

(3.3)
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Íà ðèñóíêå (3.2) ïðèâåäåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè V 1(i) , íàéäåííûé ÷èñëåííî (2.2) è
àíàëèòè÷åñêè (3.3). Êðîìå òîãî, äëÿ ñðàâíåíèÿ íà äàííîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà ÂÀÕ ïëåíêè
íà ïîñòîÿííîì òîêå (3.2). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü V 1(i) îêîëî Ic ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíîé è àñèìïòîòè÷åñêè íå ñòðåìèòñÿ ê V (I) , ñòàíîâÿñü ëèíåéíîé.

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå (3.3). Âèäíî, ÷òî V 3(i) è V 5(i)
îòëè÷íû îò íóëÿ ïðè i > Ic è ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè. Ïðè i → ∞ âåëè÷èíû V 3 è
V 5 ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì çíà÷åíèÿì, îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Ð è ñ ó í î ê 3.2

ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè V 1(i) . Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì òîêå.

Ð è ñ ó í î ê 3.3

ÂÀÕ 3-åé è 5-îé ãàðìîíèê äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé

Ð è ñ ó í î ê 3.4

Çàâèñèìîñòü V 1(I) äëÿ ÂÀÕ (3.1) ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè i
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Íà ðèñóíêàõ (3.4) è (3.5) ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè àìïëèòóä íàïðÿæåíèé 1, 2 è 3-åé
ãàðìîíèê îò ïîñòîÿííîãî òîêà I , îïðåäåëåííûå ÷èñëåííî äëÿ âîëüòàìïåðíîé õàðàêòåðè-
ñòèêè (3.2) ïðè ôèêñèðîâàííîé àìïëèòóäå ìîäóëÿöèè. Âèäíî, ÷òî, êàê è â ñëó÷àå ÂÀÕ
(2.1), ïðè i → 0 ãàðìîíèêè íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîèçâîäíûå
ÂÀÕ (3.2) íà ïîñòîÿííîì òîêå.

Ð è ñ ó í î ê 3.5

Çàâèñèìîñòè V 2(I) è V 3(I) äëÿ ÂÀÕ (3.1) ïðè i = const

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÂÀÕ

Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà
YBa 2Cu 3O 6.9 (YBCO) â ìàãíèòíîì ïîëå ïðèâåäåííóþ íà ðèñóíêå (4.1). Èç ðèñóí-
êà âèäíî, ÷òî äàííàÿ çàâèñèìîñòü êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ V 1(I) ïðèâåäåííîé íà
ðèñóíêå (3.4), çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè, ðàñïîëîæåííîé ñïðàâà îò ñêà÷êà, îáóñëîâëåííîãî
ïðåâûøåíèåì ñóììàðíîãî òîêà (âåëè÷èíû ïîñòîÿííîãî è àìïëèòóäû ïåðåìåííîãî òîêà)
çíà÷åíèÿ Ic = 0.24A è ïåðåõîäîì â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîé îáëàñòè ÂÀÕ ïåðâîé
ãàðìîíèêè èçìåíÿåòñÿ îò I ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÂÀÕ íà ïîñòîÿííîì
òîêå V (I) èìååò êâàäðàòè÷íóþ çàâèñèìîñòü ò. å. V ∼ I2 .

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÂÀÕ ïåðâîé ãàðìîíèêè ìîíîêðèñòàëëà YBa 2 Cu 3O 6.9 â ìàãíèòíîì ïîëå

íàïðÿæåííîñòüþ 323 Oe ïðè òåìïåðàòóðå 84 Ê. Àìïëèòóäà ìîäóëÿöèè òîêà ñîñòàâëÿëà

i = 18.3mA , ÷àñòîòà � 1Hz

Çàâèñèìîñòè ïîäîáíîãî ðîäà íàáëþäàþòñÿ â ñëó÷àå ïåðåãðåâà îáðàçöà. Ò. å. â îáðàç-
öå âûäåëÿåòñÿ äæîóëåâî òåïëî, ïðèâîäÿùåå ê íàãðåâó îáðàçöà. Ñîïðîòèâëåíèå îáðàçöà
çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî òîêó. Â èòîãå ÂÀÕ áóäåò èìåòü ïàðà-
áîëè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü.
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5. Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå àìïëèòóä íàïðÿæåíèé ïåðâîé è âûñ-
øèõ ãàðìîíèê äëÿ âîëüòàìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñî ñêà÷êîì è èçëîìîì
ïîêàçàëî, ÷òî ïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé íà çàâèñèìîñòÿõ àìïëèòóä ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ
îïðåäåëÿþò âàæíûå õàðàêòåðèñòèêè ñâåðõïðîâîäíèêà. Êðîìå òîãî, ïî âèäó çàâèñèìîñòåé
ãàðìîíèê íàïðÿæåíèÿ ìîæíî îïðåäåëÿòü ÂÀÕ ñâåðõïðîâîäíèêà.
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Abstract. In the paper mathematical modeling of the voltage harmonics occurring in
superconductor is performed. It is assumed that the superconductoris in the resistive state
when an alternating harmonic current passes through them. In such the I-V characteristics
of a superconductor are nonlinear and often have singularities caused by instability. For this
reason, the I-V characteristics of superconductors obtained for alternating and direct currents
are very di�erent. Analytical expressions for the voltage amplitude of the �rst harmonic for wide
�lms of type-II superconductors with singularitiesof jump-type and break-type in the current
dependence of the I-V characteristics are obtained. The dependences of the amplitudes of the
1st, 2nd, 3rd and the 5th voltage harmonics on the value of the constant current and on the
amplitude of the alternating current are calculated numerically. It is shown that the positions of
the current dependencies' singularities determine important characteristics of the superconductor.
The experimental I-V characteristic of the �rst harmonic of YBCO single crystal is considered.
Basing on the mathematical modeling performed, it is shown that at currents above the critical
one, the single crystal overheats because of poor heat transfer. The resistance of a single crystal
depends on the temperature and increases in proportion to the current; the I-V characteristic has
a parabolic relationship.

Key Words: current-voltage characteristic of superconductors, singularities of the current-
voltage characteristic, amplitude voltage of harmonic, current-voltage characteristic of the voltage
harmonics, critical current.
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