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Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè

êîýôôèöèåíòàìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà

âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðÿìîóãîëüíèêå

c⃝ Ñ. Ç. Äæàìàëîâ 1

Àííîòàöèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ îä-
íîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî
òèïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ - öåëîå ÷èñëî)

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà, íåëîêàëüíàÿ
êðàåâàÿ çàäà÷à ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, åäèíñòâåííîñòü, ñóùåñòâîâàíèå è ãëàäêîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, ìåòîä ε -ðåãóëÿðèçàöèè, ìåòîä Ãàëåðêèíà.

1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â ïðÿìîóãîëüíèêå Q = (0, ℓ) × (0, T ) = {(x, t); 0 < x < ℓ < +∞; 0 < t < T < +∞}
ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà

Lu = K(t)utt + α (x, t)ut − uxx + c (x, t)u = f(x, t). (1.1)

Ïóñòü K(0) ≤ 0 ≤ K(T ), ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) � äîñòàòî÷-
íî ãëàäêèå ôóíêöèè. Óðàâíåíèå (1.1) îòíîñèòñÿ ê óðàâíåíèÿì ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî
ðîäà, òàê êàê íà çíàê ôóíêöèè K(t) ïî ïåðåìåííîé t âíóòðè îáëàñòè Q íå íàëàãàåòñÿ
íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé [3],[10].

Íåëîêàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à. Íàéòè îáîáùåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) èç ïðî-
ñòðàíñòâà Ñîáîëåâà W l

2(Q) , ( 2 ≤ l -öåëîå ÷èñëî), óäîâëåòâîðÿþùåå íåëîêàëüíûì êðàåâûì
óñëîâèÿì

γ · u (x, 0) = u (x, T ), (1.2)

η ·Dp
xu|x=0 = Dp

xu|x=ℓ, p = 0, 1, (1.3)

ãäå D p
xu = ∂ pu

∂ x p , p = 0, 1; D 0
x u = u, γ è η � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò

íóëÿ, âåëè÷èíû êîòîðûõ áóäóò óòî÷íåíû íèæå. Ðàçëè÷íûå äðóãèå íåëîêàëüíûå êðàåâûå
çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà âòîðîãî ðîäà (1.1) èçó÷åíû â ðàáîòàõ [1], [4]-
[8], [12], à äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òèïà ïåðâîãî ðîäà çàäà÷à òèïà (1.2), (1.3) ïðåäëîæåíà
è èçó÷åíà â ðàáîòå àâòîðà [6].
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Â äàííîé ðàáîòå â ñëó÷àå, êîãäà K(0) ≤ 0 ≤ K(T ), äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-
ïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà (1.1) âïåðâûå èçó÷àþòñÿ îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è
ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.2), (1.3) â ïðîñòðàíñòâàõ
Ñîáîëåâà W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ � öåëîå ÷èñëî).

2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è

Ò å î ð å ì à 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (1.1), êðîìå òîãî, ïóñòü 2α − Kt + λK ≥ δ1 > 0, λ c − ct ≥ δ2 > 0, ãäå
λ = 2

T
ln γ , ïðè÷¼ì γ ∈ (1,∞) , η ∈ [1,∞), c(x, 0) ≤ c(x, T ). Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè

f(x, t) ∈ L2(Q) , åñëè ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) â ïðîñòðàíñòâå
W 2

2 (Q) , òî îíî åäèíñòâåííî è äëÿ ôóíêöèè f(x, t) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

∥u∥1 ≤ m∥f∥0,

ãäå (, )l è ∥·∥l � ñîîòâåòñòâåííî îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è íîðìà èç ïðîñòðàí-
ñòâà Ñîáîëåâà W l

2(Q) , ( 2 ≤ l � öåëîå ÷èñëî), à ïðè l = 0 , W 0
2(Q ) = L2(Q ) [3], [9]- [11].

×åðåç m çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíû ïîëîæèòåëüíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíûå ïîñòîÿííûå.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3)

èç ïðîñòðàíñòâà W 2
2 (Q), òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè u ∈ W 2

2 (Q) , èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è
ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà Êîøè ñ σ [11], ëåãêî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

∫
Q

Lu · exp(−λ t− µx) · utdxdt ≥
∫
Q

exp(−λ t− µx) {(2a−Kt + λK) · u2t + λ u2x+

+(λ c− ct) · u2} dxdt+
∫
∂Q

exp(−λ t− µx) {Ku 2
t νt − 2 · ux ut νx + u2

x νt + c · u2 νt} ds−

−σ · ∥ux∥20 − µ2 · σ−1 · ∥ut∥20 ,
(2.4)

ãäå 0 < λ = 2
T
ln γ, γ ∈ (1,∞), 0 ≤ µ = 2

ℓ
ln η, η ∈ [1,∞), ν = (νt = cos(ν, t); νx = cos(ν, x))

� åäèíè÷íûé âåêòîð âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå ∂Q, σ è σ−1− êîýôôèöèåíòû íåðà-
âåíñòâà Êîøè ñ σ [11]. Óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1 îáåñïå÷èâàþò íåîòðèöàòåëüíîñòü èíòåãðàëà
ïî îáëàñòè Q . Ïóñòü u ∈ W 2

2 (Q) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâûì óñëîâèÿì (1.2),(1.3), ó÷èòûâàÿ
óñëîâèÿ òåîðåìû 2.1, ïîëó÷èì, ÷òî ãðàíè÷íûå èíòåãðàëû ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû , òî
åñòü ∫

∂Q

exp(−λ t− µx) ·
{
K(t)u 2

t νt − 2 · ux ut νx + u2x νt + c · u2 νt
}
ds =

=

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[K(T )e−λTγ2 −K(0)] · u2t (x, 0) + [e−λTγ2 − 1] · u2x(x, 0)}dx+

−2[exp(−µℓ) · η2 − 1]

T∫
0

exp(−λt) · ux(0, t)ut(0, t)dt+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx ≥

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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≥
ℓ∫

0

exp(−µx) · [K(T )−K(0)]u2t (x, 0)dx+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx ≥ 0.

(2.5)

Ó÷èòûâàÿ âûøåñêàçàííîå, èç íåðàâåíñòâà (2.4),(2.5) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∫
Q

Lu · exp(−λ t− µx) · utdxdt ≥
∫
Q

exp(−λ t− µx) {(2α−Kt + λK ) · u2t + λ u2x+

+(λ c− ct) · u2} dxdt+
ℓ∫

0

exp(−µx) · [K(T )e−λTγ2 −K(0)]u2t (x, 0)dx+

+

ℓ∫
0

exp(−µx) · {[c(x, T )e−λTγ2 − c(x, 0)] · u2(x, 0)dx−

−σ · ∥ux∥20 − µ2 · σ−1 · ∥ut∥20 .

(2.6)

Âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû λ− σ ≥ λ0 > 0, δ1 − µ2σ−1 > δ0 > 0 è îòáðàñûâàÿ ïîëîæè-
òåëüíûé ãðàíè÷íûé èíòåãðàë èç íåðàâåíñòâà (2.6) ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ ïåðâóþ îöåíêó

∥u∥1 ≤ m∥f∥0,

èç êîòîðîé ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàí-
ñòâà W 2

2 (Q) [10], [11].
Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 2.1.

3. Óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3) èñïîëüçóåì ìåòîä ε -
ðåãóëÿðèçàöèè â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Ãàëåðêèíà [3], [5]- [7].

Ðàññìîòðèì íåëîêàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ ñîñòàâíîãî òèïà

Lεuε = −ε ∂
∂t

∆uε + Luε = f(x, t), (3.7)

γ ·Dq
t uε|t=0 = Dq

t uε|t=T , q = 0, 1, 2, (3.8)

η ·Dp
xuε|x=0 = Dp

xuε|x=ℓ, p = 0, 1, (3.9)

ãäå ∆u = ∂2u
∂t2

+ ∂2u
∂2x

� îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïëîñêîñòè, D q
tu = ∂ qu

∂ t q
, q = 0, 1, 2;

D 0
t u = u, ε � äîñòàòî÷íî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, η, γ − const ̸= 0 òàêèå, ÷òî

γ ∈ (1,∞); η ∈ [1,∞) . Íèæå èñïîëüçóåì óðàâíåíèå ñîñòàâíîãî òèïà (3.7) â êà÷åñòâå ε �
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) [3], [5]- [7].

Â äàëüíåéøèì ÷åðåç W âñþäó íèæå áóäåì îáîçíà÷àòü êëàññ ôóíêöèé uε(x, t) ∈
W 2

2 (Q) ,
∂
∂t
∆uε ∈ L2(Q), óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì óñëîâèÿì (3.8),(3.9).

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.7)-(3.9) áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèþ uε(x, t) ∈ W, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (3.7).

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âûøåóêàçàííûå óñëîâèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ
óðàâíåíèÿ (1.1), êðîìå òîãî, ïóñòü 2α − |Kt| + λK ≥ δ1 > 0, λ c − ct ≥ δ2 > 0, ãäå λ =
2
T
ln γ , ïðè÷åì γ ∈ (1,∞) , η ∈ [1,∞), α(x, 0) = α(x, T ), α(0, t) = α(ℓ, t) c(x, 0) = c(x, T ).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f, ft ∈ L2(Q), òàêîé ÷òî γ · f(x, 0) = f(x, T ) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå
îöåíêè:

1). ε · (∥uεtt∥20 + ∥uεtx∥20) + ∥uε∥21 ≤ m ∥f∥20 ,

2). ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆uε

∥∥∥∥2
0

+ ∥uε∥22 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ϕj(x, t) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñëåäóþùåé çàäà÷è

−∆ϕj =
∂2ϕj
∂2t

+
∂2ϕj
∂2x

= µ2
jϕj; (3.10)

Dp
t ϕj|t=0 = Dp

t ϕj|t=T , p = 0, 1; (3.11)

Dp
xϕj|x=0 = Dp

xϕj|x=ℓ. (3.12)

Ðåøàÿ çàäà÷è (3.10)-(3.12) èìååì ϕj(x, t) = Tj(t) · Xj(x) , ãäå µ2
j = (ν2j + τ 2j );

τj =
2π j
T
, νj = 2jπ

ℓ
; j ∈ N0 = N ∪ {0}, N−ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîáñòâåííûå

ôóíêöèè Tj(t) = { 1√
T
,
√

2
T
cos τjt,

√
2
T
sin τjt} , Xj(x) = { 1√

ℓ
,
√

2
ℓ
cos νjx,

√
2
ℓ
sin νjx} ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèÿìè ñïåêòðàëüíîå çàäà÷è Øòóðì-Ëèóâèëëÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè óñëîâèÿìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {ϕj(x, t)} ôóíäàìåíòàëüíà â ïðîñòðàíñòâå
W 2

2 (Q) è â L2(Q) îáðàçóåò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ [2], [11].
Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíêöèé ïîñòðîèì ðåøåíèå âñïîìîãà-

òåëüíîé çàäà÷è

ℓωj = e
−(λ·t+µ·x)

2
∂ωj
∂t

= ϕj, (3.13)

γ · ωj(x, 0) = ωj(x, T ), (3.14)

ãäå γ − const ̸= 0 òàêîå, ÷òî γ ∈ (1,∞). Î÷åâèäíî, ÷òî çàäà÷à (3.13),(3.14) îäíîçíà÷íî
ðàçðåøèìà è å¼ ðåøåíèå èìååò âèä

ℓ−1ϕj = ωj = e
µ·x
2 · [

t∫
0

exp(
λτ

2
)ϕjdτ+

1

γ − 1

T∫
0

exp (
λt

2
)ϕjdt]. (3.15)

ßñíî, ÷òî ôóíêöèè ωj(x, t) ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
N∑
j=1

cjωj = 0

äëÿ êàêîãî-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω1, ω2, ..., ωN ôóíêöèé, òî, äåéñòâóÿ íà ýòó ñóììó

îïåðàòîðîì ℓ, èìååì
N∑
j=1

cjℓωj =
N∑
j=1

cjϕj = 0 , îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ j = 1, N êî-

ýôôèöèåíòû cj = 0 . Îòìåòèì, ÷òî èç ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ϕj(x, t) âûòåêàþò ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ íà ôóíêöèè ωj(x, t)

γ ·Dq
t ωj|t=0 = Dq

t ωj|t=T , q = 0, 1, 2, (3.16)

η ·Dp
xωj|x=−1 = Dp

xωj|x=1, p = 0, 1. (3.17)
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Òåïåðü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) èùåì â âèäå w = uNε =
N∑
j=1

cjωj, ãäå

êîýôôèöèåíòû cj äëÿ ëþáîãî j = 1, N îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ñèñòåìû ∫

Q

Lεu
N
ε · e

−(λ·t+µ·x)
2 ϕj dxdt =

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ϕj dxdt. (3.18)

Äîêàæåì îäíîçíà÷íóþ ðàçðåøèìîñòü àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû (3.18). Óìíîæàÿ êàæäîå
óðàâíåíèå èç (3.18) íà êîýôôèöèåíò 2cj è ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó j îò 1 äî N , ó÷èòûâàÿ
çàäà÷è (3.13),(3.14) èç (3.18), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî∫

Q

Lεw · e−(λ·t+µ·x) · wtdxdt =
∫
Q

f · e−(λ·t+µ·x)·wtdxdt, (3.19)

Èç êîòîðîãî, â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1, èíòåãðèðîâàíèåì òîæäåñòâà (3.19) ïîëó÷èì
äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9) ïåðâîé îöåíêè, ò.å.

ε · (
∥∥uNεtt∥∥20 + ∥∥uNεtx∥∥20) + ∥∥uNε ∥∥21 ≤ m ∥f∥20 . (3.20)

Îòñþäà âûòåêàåò ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû (3.18). Â ÷àñòíîñòè, èç îöåíêè (3.20) ïîëó÷èì
ñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9) [9]- [11].

Òåïåðü äîêàæåì âòîðóþ àïðèîðíóþ îöåíêó.
Áëàãîäàðÿ çàäà÷å (3.10)-(3.14), èç òîæäåñòâà (3.18) ïîëó÷èì

− 1

µ2
j

∫
Q

Lεw · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ℓωj dxdt = − 1

µ2
j

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ℓωj dxdt, (3.21)

ãäå

∆ ℓ ωj = exp [
−(λ t+ µx)

2
] · (∆ωjt − λωjtt − µ ωjxx +

λ 2 + µ 2

4
ωjt ); ∆ωj = ωjtt + ωjxx .

Óìíîæàÿ êàæäîå óðàâíåíèå èç (3.21) íà 2µ2
jcj è ñóììèðóÿ ïî èíäåêñó j îò 1 äî N,

ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.16),(3.17) èç (3.21), ïîëó÷èì ñëåäóþùåå òîæäåñòâî

−2

∫
Q

Lεw · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ ℓw dxdt = −2

∫
Q

f · e
−(λ·t+µ·x)

2 ·∆ ℓw dxdt (3.22)

Èíòåãðèðóÿ (3.22) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1 è êðàåâûõ óñëîâèé (3.16),(3.17), ïîëó-
÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

m ·
[
∥ft∥20 + ∥f∥20

]
≥ ε

∥∥∥∥ ∂∆w∂ t

∥∥∥∥2
0

+

∫
Q

e−(λ·t+µ·x) {( 2α− |Kt|+ λK )w 2
tt+

+(2α− |Kt|+ λK )w 2
tx + λw 2

xx +λw
2
tx

}
dxdt+

+

∫
∂Q

e−(λ·t+µ·x)[(K w2
tt − 2αwtwtt + w2

xx + 2wxxwtt − w2
xt +Kw2

xt+

+2cw (wtt + wxx)νt + (−2K wttwxt − 2wttwxt + 2αwtwxt) νx]ds− σ ( ∥wxx∥20 + ∥wxt∥20 )−

−µ2σ−1 ∥utt∥20 −m ( ∥f∥20) =
2∑
i=1

Ji,

(3.23)
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ãäå J1 − èíòåãðàë ïî îáëàñòè, J2 � èíòåãðàë ïî ãðàíèöå. Âûáèðàÿ êîýôôèöèåíòû λ−σ ≥
λ0 > 0, δ1−µ2σ−1 > δ0 > 0, ó÷èòûâàÿ óñëîâèå òåîðåìû 3.1 è êðàåâûå óñëîâèÿ (3.16), (3.17)
ïîëó÷èì, ÷òî J1 > 0 è J2 ≥ 0.

Òåïåðü èç íåðàâåíñòâà (3.23) ïîëó÷èì íåîáõîäèìóþ âòîðóþ îöåíêó

ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆uNε

∥∥∥∥2
0

+
∥∥uNε ∥∥22 ≤ m ·

[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
. (3.24)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííûå îöåíêè (3.20),(3.24) ïîçâîëÿþò âûïîëíèòü ïðåäåëüíûé
ïåðåõîä ïî N → ∞ è çàêëþ÷èòü, ÷òî íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{
uNk
ε

}
ñõîäèòñÿ

â ñèëó åäèíñòâåííîñòè (òåîðåìà 2.1) â L2(Q) âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ê èñêîìîìó ðåãóëÿðíîìó ðåøåíèþ uε(x, t) çàäà÷è (3.7)-(3.9), îáëàäàþùåìó
ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â òåîðåìå 3.1 [5]- [7], [9]- [12].

Äëÿ uε(x, t) â ñèëó (3.24) ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

ε

∥∥∥∥ ∂∂t∆uε
∥∥∥∥2
0

+ ∥uε∥22 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
. (3.25)

Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 3.1.

4. Ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ε � ðåãóëÿðèçàöèè äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (1.1)-
(1.3).

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1. Òîãäà îáîáùåííîå
ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2

2 (Q) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åäèíñòâåííîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1)-(1.3)

èç W 2
2 (Q) äîêàçàíà â òåîðåìå 2.1. Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç W 2
2 (Q) . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â îáëàñòè óðàâíåíèå (3.7) ñ êðàåâûìè

óñëîâèÿìè (3.8),(3.9) ïðè ε > 0 . Òàê êàê âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.1, òî ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.7)-(3.9) ïðè ε > 0 è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû
ïåðâàÿ è âòîðàÿ îöåíêà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èç ìíîæåñòâà ôóíêöèé {uε} , ε > 0 ìîæíî
èçâëå÷ü ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé òàêóþ, ÷òî {uεi} → u ïðè
εi → 0 . Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ôóíêöèÿ u(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Lu = f.

Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uεi} ñëàáî ñõîäèòñÿ â W 2
2 (Q) è òàê êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü { ∂∆u ε i

∂ t
} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà â L2(Q) , à îïåðàòîð L � ëèíåéíûé, òî

èìååì

Lu− f = Lu− Lu εi + εi
∂∆u εi
∂ t

= L (u− u εi) + εi
∂∆u εi
∂ t

. (4.26)

Èç ðàâåíñòâà (4.26), ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè εi → 0, ïîëó÷èì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà W 2

2 (Q) [3], [5]- [7].
Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 4.1 äîêàçàíà.

5. Ãëàäêîñòü îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

Òåïåðü äîêàæåì áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà l ≥ 3 . Âñþäó íèæå äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1.1) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â çàìêíóòîé
îáëàñòè Q .

C. Ç. Äæàìàëîâ. Îá îäíîé íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷å ñ ïîñòîÿííûìè . . .
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Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 4.1, êðîìå òîãî, ïóñòü

2(α + pKt)− |Kt|+ λK ≥ δ > 0,

D p
tK |t=0 = D p

tK |t=T , D p
t α|t=0 = D p

t α|t=T ; D p
t c|t=0 = D p

t c|t=T . Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíê-
öèè f(x, t), òàêîé ÷òî f ∈ W p

2(Q), D p+1
t f ∈ L2(Q) , γ D

p
t f |t=0 = D p

t f |t=T , ñóùå-
ñòâóåò, è ïðèòîì åäèíñòâåííîå, îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)-(1.3) èç ïðîñòðàíñòâà
W p+2

2 (Q), ãäå p = 1, 2, 3, ...
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ãëàäêîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.10)-(3.14) âîçíèêàåò

ñëåäóþùåå óñëîâèå äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.7)-(3.9)
w = u N

ε ∈ C ∞(Q ) ;

γ ·Dq
t w|t=0 = Dq

t w|t=T , q = 0, 1, 2, ........

η ·Dp
xw|x=0 = Dp

xw|x=ℓ, p = 0, 1

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ïðè ε > 0 è íåëîêàëüíûå óñëîâèÿ ïðè t = 0, t = T, èç
ðàâåíñòâà

(−
λ t
2 · Lεuε) |t=Tt=0 = (−ε · e

−λ t
2 · ∂

∂t
∆uε + e

−λ t
2 · Luε) |t=Tt=0 = (e

−λ t
2 · f(x, t)) |t=Tt=0

ïîëó÷èì ∥γ · uε ttt(x, 0)− uε ttt(x, T )∥0 ≤ const.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ vε(x, t) = uε t(x, t) ïðèíàäëåæèò êëàññó W è óäîâëå-

òâîðÿåò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

Pεvε = Lεvε = ft − α t uε t − ct u ε = Fε. (5.27)

Èç òåîðåìû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Fε} ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî â ïðî-
ñòðàíñòâå L2(Q) , òî åñòü

∥Fε∥0 ≤ m
[
∥f∥20 + ∥ft∥20

]
.

Äàëåå èç óñëîâèé òåîðåìû 4.1 ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî îïåðàòîð Pε (ε > 0) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû 5.1, îòñþäà íà îñíîâàíèè îöåíêè (1),(2) òåîðåìû 3.1 äëÿ ôóíêöèè {vε}
ïîëó÷èì àíàëîãè÷íûå îöåíêè

ε · (
∥∥∥∥ ∂2∂t2vε

∥∥∥∥2
0

+

∥∥∥∥ ∂2

∂t∂x
vε

∥∥∥∥2
0

) + ∥vε∥21 ≤ m (∥f∥20 + ∥ft∥20), (5.28)

ε ·
∥∥∥∥ ∂∂t∆vε

∥∥∥∥2
0

+ ∥vε∥22 ≤ m
[
∥f∥21 + ∥ftt∥20

]
. (5.29)

Äàëåå, ôóíêöèÿ {uε} óäîâëåòâîðÿåò ïàðàáîëè÷åñêîìó óðàâíåíèþ ñ óñëîâèÿìè
(1.2),(1.3)

Pu ε = u ε t − u ε xx = f + ε
∂

∂ t
∆u ε −K(t)uε tt − (α − 1)u ε t − c u ε = Φε , (5.30)

ïðè÷åì Φε ∈ L2(Q) . Â ñèëó âûøåäîêàçàííîãî, ñåìåéñòâî ôóíêöèé {Φε} ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå W 2

2(Q ) , òî åñòü

∥Φε∥20 ≤ m
[
∥f∥21 + ∥ftt∥20

]
≤ m ∥f∥22 . (5.31)
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Îòñþäà íà îñíîâàíèè àïðèîðíûõ îöåíîê äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé [11] è íåðà-
âåíñòâà (5.29) ïîëó÷èì

∥uε∥23 ≤ m ∥f∥22 .

Äàëåå àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà [3], [5]- [7], [11]

∥uε∥2p+2 ≤ m ∥f∥2p+1 ,

ãäå p = 2, 3, ....
Òåì ñàìûì äîêàçàíà òåîðåìà 5.1

6. Çàêëþ÷åíèå

Â äàííîé ðàáîòå â ñëó÷àå, êîãäà K(0) ≤ 0 ≤ K(T ) , äëÿ óðàâíåíèÿ ñìåøàííîãî òè-
ïà âòîðîãî ðîäà âòîðîãî ïîðÿäêà (1.1) äîêàçàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü è ãëàäêîñòü
îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.2),(1.3) â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà
W ℓ

2(Q) , ( 2 ≤ ℓ � öåëîå ÷èñëî).
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The nonlocal boundary value problem with constant

coe�cients for the mixed-type equation of the second kind

and of the second order in a rectangle
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Abstract. In the present work for the second order mixed-type equation of the second kind we
study one-valued solvability and smoothness of the generalized solution of nonlocal boundary value
problem with constant coe�cients in Sobolev spaces.

Key Words: second order mixed type equation of the second kind, nonlocal boundary value
problem with constant coe�cients, uniqueness, existence and smoothness of generalized solution,
Sobolev space, Galerkin method, " ε -regularization"method.
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