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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà â îáîáùåííîé ñèñòåìå
Ëîòêè-Âîëüòåððû è ñèñòåìå Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ïî-
ïóëÿöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â èññëåäóåìûõ ñèñòåìàõ ñïèðàëüíûé õàîñ âîçíèêàåò ïî ñöåíàðèþ
Øèëüíèêîâà. Ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà â ñèñòåìå èç óñòîé÷èâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðîæ-
äàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë è ñåäëî-ôîêóñíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ. Íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ïîñëåäíåãî ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà îáðàçóåò âîðîíêó, íàìàòû-
âàÿñü íà óñòîé÷èâûé öèêë, è â íåêîòîðûé ìîìåíò êàñàåòñÿ îäíîìåðíîãî óñòîé÷èâîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ, îáðàçóÿ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê ñåäëó-ôîêóñó. Åñëè ïðè ýòîì ïðåäåëüíûé
öèêë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (íàïðèìåð, â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ
ïåðèîäà), à ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëà-ôîêóñà îòðèöàòåëüíàÿ, òî íà îñíîâå ãîìîêëèíè÷åñêîé
òðàåêòîðèè âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïèðàëüíûé õàîñ, ñèñòåìà òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððû, ñòðàííûé àòòðàêòîð.

1. Ââåäåíèå

Ñïèðàëüíûé õàîñ, ñâÿçàííûé ñ âîçíèêíîâåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåïàðàòðèñû
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèìåðîâ õàîòè÷å-
ñêîé äèíàìèêè â òðåõìåðíûõ ñèñòåìàõ. Òåîðåìà Ë.Ï. Øèëüíèêîâà [1] óòâåðæäàåò, ÷òî â
ëþáîé îêðåñòíîñòè òàêîé ïåòëè (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ, ò. í. óñëîâèÿ Øèëü-
íèêîâà, íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñåäëî-ôîêóñà) ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ãèïåðáîëè÷å-
ñêîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.
Òàêèì îáðàçîì, îáíàðóæåíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà ñðàçó ãîâîðèò î ñëîæ-
íîñòè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â èññëåäóåìîé ñèñòåìå.

Ñòàòüè Arneodo, Coullet è Tresser [2], [3], [4] áûëè, ïî-âèäèìîìó, ïåðâûìè ðàáîòàìè, â
êîòîðûõ ÷èñëåííî ïîêàçàíî âîçíèêíîâåíèå ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé, ñâÿçàííîãî ñ
ñóùåñòâîâàíèåì øèëüíèêîâñêîé ïåòëè. Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî ýòè ðàáîòû ïðèâëåêëè
âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî äèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì ê ñïèðàëüíîìó õàîñó. Ïîñëå ÷åãî ïî-
ÿâèëîñü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò, ïî èññëåäîâàíèþ êîíêðåòíûõ ñèñòåì èç ïðèëîæåíèé
ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, â êîòîðûõ àâòîðû ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè óñòàíàâëèâàëè íàëè÷èå
ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà è òåì ñàìûì äîêàçûâàëè, ÷òî îáíàðóæåííûå ñòðàííûå àòòðàêòîðû îò-
íîñÿòñÿ ê ñïèðàëüíîìó òèïó. Òàêèì îáðàçîì ñïèðàëüíûå àòòðàêòîðû óäàëîñü îáíàðóæèòü

1 Áàõàíîâà Þëèÿ Âèêòîðîâíà, ñòóäåíò, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950,
Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23); ORCID: 0000-0002-4067-1226, jul95-8@mail.ru

2Êàçàêîâ Àëåêñåé Îëåãîâè÷, ñòàðøèé íàó÷íûé ñîòðóäíèê, ëàáîðàòîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ìåòîäîâ â
äèíàìèêå, ÍÈÓ ÂØÝ (603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12); ñòàðøèé
ïðåïîäàâàòåëü, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950, Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23);
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ORCID: 0000-0003-0002-6553, kazakovdz@yandex.ru

3Êîðîòêîâ Àëåêñàíäð Ãåííàäüåâè÷, àñïèðàíò, êàôåäðà ÒÓèÄÑ, ÈÈÒÌÌ, ÍÈÓ ÍÍÃÓ (603950,
Í.Íîâãîðîä, ïðîñïåêò Ãàãàðèíà, 23); ORCID: 0000-0002-9256-1643, koral81@bk.ru
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â ðàäèî-ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâàõ, òàêèõ êàê öåïü ×óà [5], ãåíåðàòîð Àíèùåíêî-Àñòàõîâà
[6], â ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ [7] è ò. ä.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñöåíàðèåâ âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî
õàîñà â äâóõ ìîäåëÿõ òèïà Ëîòêè-Âîëüòåððû âèäà

Ṅi = NiFi(N1, N2, N3), i = 1, 2, 3, (1.1)

îïèñûâàþùèõ âçàèìîäåéñòâèå òðåõ âèäîâ îñîáåé N1 ,N2 è N3 .
Ïåðâàÿ ìîäåëü, îòíîñÿùàÿñÿ ê êëàññó îáîáùåííûõ ìîäåëåé Ëîòêè-Âîëüòåððû, èìååò

âèä
·
Ni = Ni(γi −

3∑
j=1

νijNj), i = 1, 2, 3. (1.2)

Òàêàÿ ìîäåëü áûëà èññëåäîâàíà â ðàáîòàõ [8, 2, 9]. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [8] áûëî
ïîêàçàíî, ÷òî õàîñ â ñèñòåìàõ âèäà (1.2) ìîæåò âîçíèêàòü òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè õîòÿ
áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ νij îòðèöàòåëüíûé. Àâòîðû ðàáîòû [2] ïîëàãàëè, ÷òî õàîñ,
âîçíèêàþùèé â ñèñòåìå (1.2), ìîæåò èìåòü ñïèðàëüíóþ (¾øèëüíèêîâñêóþ¿) ïðèðîäó è
ñâÿçûâàëè åãî ñ âîçíèêíîâåíèåì ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó ñ îäíîìåð-
íûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî â ñèñòåìå
(1.2) ïðè èçìåíåíèè îäíîãî èç ïàðàìåòðîâ ðåàëèçóåòñÿ ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà [10], â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà
ñåäëî-ôîêóñ ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì.

Âòîðàÿ ìîäåëü îòíîñèòñÿ ê êëàññó ñèñòåì Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà [11]. Ñ ïîäðîáíûì
èññëåäîâàíèåì òàêèõ ñèñòåì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòàõ [12-14], â êîòîðûõ ïîìèìî
àíàëèçà ðåãóëÿðíûõ äâèæåíèé, òàêæå èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè-
÷åñêîé äèíàìèêè. ×òî êàñàåòñÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà, òî îí âïåðâûå áûë îáíàðóæåí â ðàáî-
òå [13]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ïðîâîäèì èññëåäîâàíèå õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè â ñèñòåìå
Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå õèùíèêà è æåðòâû ïðè óñëîâèè,
÷òî ÷àñòü ïîïóëÿöèè õèùíèêîâ çàðàæåíà ïàðàçèòàìè. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è áûëà èñ-
ñëåäîâàíà â ðàáîòå [15], ãäå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà â ñèñòåìå ìîæåò
íàáëþäàòüñÿ öåïî÷êà áèôóðêàöèé: óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ → ïðåäåëüíûé öèêë
→ öèêë óäâîåííîãî ïåðèîäà → . . .→ àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà. Ìû ïîêàçûâàåì â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå, ÷òî ðàçâèòèå õàîñà çäåñü íà ýòîì íå çàêàí÷èâàåòñÿ. Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà âîçíèêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíåíî óñëîâèå Øèëüíèêîâà [1], ÷òî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ óæå
ñïèðàëüíîãî õàîñà.

Â ðàçäåëå 2 ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà Øèëüíèêîâà î ñëîæíîé ñòðóêòóðå â îêðåñòíî-
ñòè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òðåõìåðíîé ñèñòåìû, à òàêæå îïèñàí ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà [10],
ñîãëàñíî êîòîðîìó â ðåçóëüòàòå ðÿäà áèôóðêàöèé èç óñòîé÷èâîé òî÷êè ìîæåò âîçíèê-
íóòü ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ïåòëþ ñåäëî-ôîêóñà ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì
ìíîãîáðàçèåì. Â ðàçäåëå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñïèðàëüíîãî õàîñà â îáîá-
ùåííîé ìîäåëè Ëîòêè-Âîëüòåððû, à â ðàçäåëå 4 � àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñèñòåìû
Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà.

2. Î ñïèðàëüíîì õàîñå

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ òðåõìåðíûì ïîòîêîì è çàâèñÿùóþ îò
ïàðàìåòðà µ . Ïóñòü ïðè µ = µ∗ ýòà ñèñòåìà èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O ñ ñîáñòâåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè λ ± iω è γ , ãäå λ < 0 , γ > 0 è ω ̸= 0 . Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
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íàçûâàåòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (2.1); îíî èìååò äâóìåðíîå óñòîé÷èâîå W S è îäíîìåð-
íîå íåóñòîé÷èâîå WU èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ. Ìíîãîîáðàçèå WU ðàçáèâàåòñÿ òî÷-
êîé O íà 2 ñâÿçíûå êîìïîíåíòû-òðàåêòîðèè, íàçûâàåìûå íåóñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè µ = µ∗ îäíà èç ýòèõ ñåïàðàòðèñ âîçâðàùàåòñÿ â ñåäëî-ôîêóñ ïðè
t→ +∞ , òî åñòü îáðàçóåò ãîìîêëèíè÷åñêóþ ïåòëþ (ñì. ðèñ. 2.1à).

O

W
S

W
U

a)

O(1,2)

W
S

W
U

W
U

b)

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó (2,1)

Â 1965 ã. Ë.Ï. Øèëüíèêîâ [1] äîêàçàë òåîðåìó î òîì, ÷òî åñëè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà
ñåäëî-ôîêóñà ρ = λ + γ ïîëîæèòåëüíà, òî â ëþáîé îêðåñòíîñòè ïåòëè Γ ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè Γ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
ñëîæíûì.4

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè îáðàùåíèè âðåìåíè ñåäëî-ôîêóñ òèïà (2.1) ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-
ôîêóñîì òèïà (1.2) . Òàêèì îáðàçîì, ñëîæíàÿ äèíàìèêà âáëèçè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà (1,2)
áóäåò èìåòü ìåñòî â ñëó÷àå ρ < 0 .

Ôàêòè÷åñêè, òåîðåìà Øèëüíèêîâà èç ðàáîòû [1] äàåò ïðîñòîé êðèòåðèé íàëè÷èÿ õàîñà
äëÿ øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì, îáëàäàþùèõ ïåòëåé ñåäëî-ôîêóñà. Âïîñëåäñòâèè äëÿ òàêîãî
õàîñà çàêðåïèëîñü íàçâàíèå ¾øèëüíèêîâñêèé¿, à òàêæå ¾ñïèðàëüíûé¿5 õàîñ. Â 1967 ã.
Øèëüíèêîâ îáîáùèë ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé ÷åòûðåõìåðíîé ñèñòåìû ñ ïåòëåé ñåäëî-
ôîêóñà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíû λ± iω1 , γ ± iω2 , ãäå ωi ̸= 0 , λ < 0 , γ > 0
[17], à â 1970 ã. â ðàáîòå [18] ðàññìîòðåë îáùèé ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû Øèëüíèêîâà âîçíèêíîâåíèå
ñëîæíîé äèíàìèêè, ñâÿçàííîé ñ ñóùåñòâîâàíèåì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íå âñåãäà âåäåò ê âîçíèêíîâåíèþ ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ. Áîëåå òîãî,
ñëîæíàÿ äèíàìèêà ìîæåò âîîáùå íå ïðîÿâëÿòüñÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ñèñòåìà çàäàíà íà
íåêîìïàêòíîì ìíîãîîáðàçèè, òðàåêòîðèè, çàïóùåííûå â îêðåñòíîñòè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà,

4 Â ñëó÷àå ρ < 0 äèíàìèêà ñèñòåìû âáëèçè Γ òðèâèàëüíà, à ïðè ðàçðóøåíèè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà
ìîæåò ðîäèòñÿ òîëüêî îäíî (óñòîé÷èâîå) ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå.

5 Çàìåòèì, ÷òî âïåðâûå òåðìèí ¾ñïèðàëüíûé õàîñ¿ áûë ââåäåí â 1976 ãîäó Î. Å. Ðåññëåðîì [16]. Àâòîð,
ïî-âèäèìîìó, íå çíàë î ðàáîòàõ Øèëüíèêîâà è íàçûâàë ñïèðàëüíûì õàîñ, âîçíèêàþùèé â ñêîíñòðóèðî-
âàííîé èì ìîäåëè. Â ðàáîòå [4] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïèðàëüíûé õàîñ, îáíàðóæåííûé â ðàáîòå [16], âîçíè-
êàåò âáëèçè ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà. Ïîñëå ÷åãî ýòîò òåðìèí ïðèæèëñÿ è òàê ñòàëè íàçûâàòü õàîñ, èìåþùèé
¾øèëüíèêîâñêóþ¿ ïðèðîäó.
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ìîãóò óáåãàòü íà áåñêîíå÷íîñòü. Òàêæå, òàêèå òðàåêòîðèè ìîãóò óáåãàòü íà ïðîñòûå (ðå-
ãóëÿðíûå) àòòðàêòîðû, âîçíèêíîâåíèå êîòîðûõ íèêàê íå ñâÿçàíî ñ íàëè÷èåì ïåòëè. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû èç ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà âîçíèê ñòðàííûé àòòðàêòîð, äîïîëíèòåëüíî íåîáõîäè-
ìî íàëè÷èå ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, âíóòðè êîòîðîé íå äîëæíî áûòü ïðîñòûõ (ðåãóëÿðíûõ)
àòòðàêòîðîâ.

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â ñëó÷àå ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òèïà (2, 1) ñòðàííûé
àòòðàêòîð ìîæåò âîçíèêíóòü ëèøü â ñëó÷àå íàëîæåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé íà ïîâå-
äåíèå âòîðîé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû. Îäíàêî, â ñèñòåìàõ, îáëàäàþùèõ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé ( x→ −x, y → −y, z → −z ), âîçíèêíîâåíèå îäíîé ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà àâòîìà-
òè÷åñêè âëå÷åò çà ñîáîé âîçíèêíîâåíèå âòîðîé (ñì. ðèñ. ??á). Îòìåòèì, ÷òî èìåííî òàêèå
ñèñòåìû áûëè èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [19], [3], [5]. Äàëåå ñòðàííûå àòòðàêòîðû, âîçíèêàþ-
ùèå íà îñíîâå ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà (2, 1) , áóäåì íàçûâàòü ñïèðàëüíûìè àòòðàêòîðàìè.

×òî êàñàåòñÿ ïåòëè ñåäëî-ôîêóñà òèïà (1, 2) , òî â ðàáîòå [10] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñòðàí-
íûå àòòðàêòîðû çäåñü ìîãóò âîçíèêàòü â îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ áåç êàêèõ-ëèáî
äîïîëíèòåëüíûõ ñèììåòðèé. Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ òàêèõ àòòðàêòîðîâ îïèñàí íèæå.

2.1. Ñöåíàðèé Øèëüíèêîâà

Ñíîâà ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, çàäàâàåìóþ òðåõìåðíûì ïîòîêîì. Ïóñòü
ïðè µ < µ1 ñèñòåìà îáëàäàåò óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ O (ñì. ðèñ. 2.2a),
ïðè µ = µ1 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ O ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé èç O ìÿãêî ðîæäàåòñÿ ïðåäåëüíûé öèêë L , à ñàìî ñîñòîÿíèå ðàâíî-
âåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì. Íà ðèñóíêå
2.2b ñõåìàòè÷íî èçîáðàæåí ôàçîâûé ïîðòðåò âáëèçè òî÷êè O ñðàçó ïîñëå áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïôà (µ > µ1 ). Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè µ = µ2 > µ1 ïðåäåëüíûé
öèêë L ïðåòåðïåâàåò ¾äèôôåðåíöèðóåìóþ áèôóðêàöèþ¿, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îáà ìóëü-
òèïëèêàòîðà öèêëà L ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè, ïîñëå ÷åãî íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ O íà÷èíàåò íàìàòûâàòüñÿ íà ïðåäåëüíûé öèêë L ,
îáðàçóÿ ¾âîðîíêó¿ (ñì. ðèñ. 2.2ñ). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà µ äî µ = µ∗
îäíîìåðíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W S ñåäëî-ôîêóñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæåò
ëå÷ü íà äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå WU (ñì. ðèñ. ??d), â ðåçóëüòàòå ÷åãî îá-
ðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ ïåòëÿ ñåäëî-ôîêóñà (÷åðíàÿ ëèíèÿ ñî ñòðåëêîé íà ðèñ. 2.2d).
Ñîãëàñíî ðàáîòå [1], åñëè â ýòîò ìîìåíò ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà îòðèöàòåëüíà,
òî â ñèñòåìå âîçíèêàåò ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà (ñïèðàëüíûé õàîñ), êîòîðàÿ, îäíàêî, èç-çà íà-
ëè÷èÿ óñòîé÷èâîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà L íå ïðîÿâëÿåòñÿ. Äàëåå, âîçìîæíû 2 ñöåíàðèÿ, â
ðåçóëüòàòå êîòîðûõ âíóòðè îáðàçîâàâøåéñÿ âîðîíêè íå îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíîãî àòòðàêòîðà:

• óñòîé÷èâûé öèêë L ïðåòåðïåâàåò êàñêàä áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà;

• óñòîé÷èâûé öèêë L ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ ðîæäåíèÿ òîðà, ïîñëå ÷åãî àòòðàê-
òîðîì ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûé äâóìåðíûé òîð T 2 , êîòîðûé, çàòåì, ðàçðóøàåòñÿ ñî-
ãëàñíî îäíîìó èç ñöåíàðèåâ Àôðàéìîâè÷à-Øèëüíèêîâà [20].

Â ëþáîì èç ñëó÷àåâ, îáðàçîâàâøèéñÿ ñîãëàñíî îïèñàííîìó ñöåíàðèþ àòòðàêòîð áóäåì
íàçûâàòü àòòðàêòîðîì Øèëüíèêîâà.

Çàìå÷àíèå 2. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ñöåíàðèÿ, ïðåäåëüíûé öèêë L
ìîæåò íà÷àòü áèôóðöèðîâàòü äî òîãî, êàê îáðàçîâàëàñü ïåòëÿ ñåäëî-ôîêóñà. Íàïðèìåð,
èç ýòîãî öèêëà, â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ìîæåò
ðîäèòüñÿ àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà, è ëèøü ïîñëå ýòîãî îäíà èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ
ñåäëî-ôîêóñà O ëîæèòñÿ íà äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå WU , îáðàçóÿ ïåòëþ
ñåäëî-ôîêóñà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî àòòðàêòîð ñòàíîâèòñÿ øèëüíèêîâñêèì.
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Ñöåíàðèé ðîæäåíèÿ àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà

3. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà â îáîáùåííîé ìîäåëè Ëîòêè-
Âîëüòåððû.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ ìîäåëü Ëîòêè-Âîëüòåððû âèäà6:
·
x = x(α11(1− x) + α12(1− y) + α13(1− z))
·
y = y(α21(1− x) + α22(1− y) + α23(1− z))
·
z = z(α31(1− x) + α32(1− y) + α33(1− z))

. (3.3)

a) b)

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ê ñåäëî-ôîêóñíîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ,

îïèñàííûé â ðàáîòå [2]

Â ðàáîòå [2] ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ñïèðàëüíîãî õàîñà â ñèñòåìå (3.3) ïðî-
èñõîäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A � ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ (2,1),
à B � óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ñ êîîðäèíàòàìè (1, 1, 1) ). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

6 Ýòà ñèñòåìà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñèñòåìû (1.2) çàìåíîé êîîðäèíàò, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ, íå ëåæàùåå â èíâàðèàíòíûõ ïëîñêîñòÿõ x = 0 , y = 0 è z = 0 , ïåðåõîäèò â òî÷êó (1, 1, 1) ,
à òàêæå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.
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ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ B ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-
Õîïôà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à îäíà èç íåóñòîé-
÷èâûõ ñåïàðàòðèñ ñåäëî-ôîêóñà A ñòðåìèòñÿ íà ýòîò öèêë èëè âîçíèêàþùèé èç íåãî
õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð (ñì. ðèñ. 3.1à). Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî ðàçìåð àòòðàêòîðà ðàñòåò áûñòðåå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðàâíî-
âåñèÿ A è B , è â êàêîé-òî ìîìåíò âîçíèêàåò ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó
A (ñì. ðèñ. 3.1b).

Îäíàêî, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî ñïèðàëüíûé õàîñ âîçíèêàåò çäåñü íå çà ñ÷åò ïåòëè ñåäëî-
ôîêóñà (2, 1) , à ïî ñöåíàðèþ Øèëüíèêîâà íà îñíîâå ñåäëî-ôîêóñà B òèïà (1, 2) . Äàëåå
çàôèêñèðóåì ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(αij) =

0.486 0.5 0.1
−0.5 −0.1 0.1
α31 0.1 0.1

 (3.4)

è ïðîâåäåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç, óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð α31 .

a) α31 = 0.8 b) α31 = 1.1 c) α31 = 1.3

d) α31 = 1.35 e) α31 = 1.38 f) α31 = 1.49

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ýâîëþöèÿ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå (3.3) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α31

Ïðè α31 < 0.9343 àòòðàêòîðîì â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
B (ñì. ðèñ. 3.2a). Ïðè α31 ≈ 0.9343 B ïðåòåðïåâàåò áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë, à ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòà-
íîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1, 2) (ñì. ðèñ. 3.2b). Ïðè α31 ≈ 1.1092 ìóëüòèïëèêàòîðû
ïðåäåëüíîãî öèêëà ñòàíîâèòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâóìåðíîå
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå íà÷èíàåò íàìàòûâàòüñÿ íà öèêë, îáðàçóÿ âîðîíêó, à íà÷èíàÿ
ñ α31 ≈ 1.2719 ïðåäåëüíûé öèêë ïðåòåðïåâàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ
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ïåðèîäà (ñì. ðèñ. 3.2c è 3.2d ïîñëå ïåðâûõ äâóõ áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ ïåðèîäà), â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà Ôåéãåíáàóìà (ñì. ðèñ. 3.2e). Ïðè äàëüíåéøåì
óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α31 îáðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B ,
âîçíèêàåò àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ. 3.2f).

Äëÿ ïîèñêà ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó, óäîáíî ïðåäâàðèòåëüíî
ïðîàíàëèçèðîâàòü ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê íà àòòðàêòîðå äî ñåäëî-
ôîêóñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Çàìåòèì, ÷òî òðàåêòîðèè íà àòòðàêòîðå Ôåéãåíáàóìà
(ñì. ðèñ. 3.2e) íå ïîñåùàþò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ îêðåñòíîñòü ñåäëî-ôîêóñà B . Îäíà-
êî, ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà α31 ðàçìåð ýòîé îêðåñòíîñòè óìåíüøàåòñÿ,
à ïðè âîçíèêíîâåíèè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ðàññòîÿíèå îò òî÷åê àòòðàêòîðà äî
ñåäëî-ôîêóñíîé òî÷êè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì âðåìåíè ñ÷åòà (ñì. ðèñ. 3.3a). Íà ðè-
ñóíêå 3.3b èçîáðàæåíà ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B , ïîñòðîåííàÿ ïðè
α31 ≈ 1.4874 , îòâå÷àþùåì ìèíèìóìó íà ãðàôèêå 3.3a. Çàìåòèì, ÷òî â ìîìåíò âîçíèêíî-
âåíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà B ÿâëÿåòñÿ îòðèöà-
òåëüíîé, à çíà÷èò, ïðèìåíèìà òåîðåìà Øèëüíèêîâà.

a) b)

Ð è ñ ó í î ê 3.3

(a) Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-ôîêóñà B ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà α31

(b) Ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó B òèïà (1,2)

4. Àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà â ìîäåëè Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ìîäåëü Ðîçåíöâåéãà-Ìàêàðòóðà, èññëåäîâàííóþ â ðàáîòå
[15] è îïèñûâàþùóþ âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ïîïóëÿöèé: æåðòâ, õèùíèêîâ è õèùíèêîâ, çà-
ðàæåííûõ ïàðàçèòàìè: 

·
U = U(1− U)− αU(V+bW )

1+b1U·
V = mUV

1+b1U
− βVW

1+b2V
− d1V

·
W = nbUW

1+b1U
+ βVW

1+b2V
− d2W

. (4.5)

Ïîäðîáíî ñ âûâîäîì ìîäåëè è åå àíàëèçîì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â ðàáîòå [15]. Çäåñü
ìû ïðîâåäåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé ÷èñëåííûé àíàëèç ñèñòåìû (4.5), âàðüèðóÿ ïàðàìåòð
β , çàôèêñèðîâàâ îñòàëüíûå ïàðàìåòðû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α = 5, b = 0.001, b1 = 3.09077,m = 5, n = 0.05, b2 = 2, d1 = 0.4, d2 = 0.01.
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Ïðè 0.0615 ≈ β1 < β < β2 ≈ 0.0771 àòòðàêòîðîì â ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîå ñîñòî-
ÿíèå ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ. 4.1a). Ïðè β ≈ 0.0771 ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé
öèêë, à ñàìî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì (1,2) (ñì. ðèñ. 4.1b). Ïðè
β ≈ 0.0785 ìóëüòèïëèêàòîðû ïðåäåëüíîãî öèêëà ñòàíîâÿòñÿ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûìè,
â ðåçóëüòàòå ÷åãî äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëî-ôîêóñà, íàìàòûâàÿñü íà
öèêë, îáðàçóåò âîðîíêó. Íà÷èíàÿ ñ β ≈ 0.0801 öèêë ïðåòåðïåâàåò êàñêàä áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ (ñì. ðèñ. 4.1ñ è 4.1d), â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà
Ôåéãåíáàóìà (ñì. ðèñ. 4.1e). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà β îáðàçóåòñÿ ãîìî-
êëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ê ñåäëî-ôîêóñó (1,2), âîçíèêàåò àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà (ñì. ðèñ.
4.1f).

a) β = 0.075 b) β = 0.078 c) β = 0.081

d) β = 0.0818 e) β = 0.085 f) β = 0.206643

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ýâîëþöèÿ àòòðàêòîðîâ â ñèñòåìå (4.5) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β

Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåí ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-
ôîêóñà. Ïðè β ≈ 0.2067 ìèíèìóì íà ãðàôèêå ïðàêòè÷åñêè äîñòèãàåò íóëÿ, âîçíèêàåò
ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïðè ýòîì ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ñåäëî-ôîêóñà îòðèöàòåëüíàÿ.
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Ð è ñ ó í î ê 4.1

Çàâèñèìîñòü ðàññòîÿíèÿ îò àòòðàêòîðà äî ñåäëî-ôîêóñà òèïà (1,2) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà β
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Spiral chaos in Lotka-Volterra like models

c⃝ Yu.V. Bakhanova7 A.O. Kazakov8 A.G. Korotkov9

Abstract. In this work investigations are made of spiral chaos in generalized Lotka-Volterra
systems and Rosenzweig-MacArthur systems that describe the interaction of three species. It is
shown that in systems under study the spiral chaos appears in agreement with Shilnikov's scenario.
When changing a parameter in the system a stable limiting cycle and a saddle-focus equilibrium
are born from stable equilibrium. Then the unstable invariant manifold of saddle-focus winds on
the stable limit cycle and forms a whirlpool. For some parameter's value the unstable invariant
manifold touches one-dimensional stable invariant manifold and forms homoclinic trajectory to
saddle-focus. If in this case the limiting cycle loses stability (for example, as result of sequence of
period-doubling bifurcations) and saddle value of the saddle-focus is negative then strange attractor
appears on base of homoclinic trajectory.

Key Words: spiral chaos, Lotka-Volterra-like systems, strange attractor.
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