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Àííîòàöèÿ. Ïðåäìåòîì äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîåíèÿõ ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Í.È. Æóêîâîé, è ñî-
ïîñòàâëåíèå èõ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Îáçîð ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü
ïîñâÿùåíà ãðóïïàì àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â êàòå-
ãîðèè ñëîåíèé. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîä-
õîäîâ ê ïîíÿòèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé. Â òðåòüåé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû
òåîðåìû î ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèÿõ, îáðàçóþùèõ âàæíûé êëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, èçëîæåíû ðåçóëüòàòû î ãðàôèêàõ ïñåâäîðèìàíîâûõ
ñëîåíèé, êîòîðûå ñîäåðæàò âñþ èíôîðìàöèþ î ñëîåíèÿõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëîåíèå, ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü, ïñåâäîðèìàíîâî ñëîåíèå, ãðàôèê ñëîåíèÿ,
áåñêîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè, ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà.

1. Ââåäåíèå

Ïîíÿòèå ñëîåíèÿ áûëî ââåäåíî ôðàíöóçñêèì ìàòåìàòèêîì Ï. Ïåíëåâå â êîíöå 19
âåêà êàê èíñòðóìåíò ãëîáàëüíîãî àíàëèçà ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îáùàÿ òåîðèÿ ñëîåíèé áûëà ñôîðìèðîâàíà â 40-õ ãîäàõ 20-îãî âåêà íà ñòû-
êå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, òîïîëîãèè è òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ïî òåîðèè ñëîåíèé ïðèíàäëåæàò Ø. Ýðåñìàíó, Æ. Ðèáó,
à òàêæå À. Õåâëèãåðó è Ý. Æèñó. Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè
ñëîåíèè âíåñëè È. Òàìóðà, Ð. Ãåðìàí, Ò. Èíàáà, Ï. Ìîëèíî, Ñ.Ï. Íîâèêîâ, Ô. Òîíäåóð,
Á. Ðåéíõàðò è Ï. Øâåéöåð. Òåîðèÿ ñëîåíèé íàøëà ïðèìåíåíèå â òåîðèè îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ, â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, â àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå, â ñèìïëåêòè÷å-
ñêîé è êîíòàêòíîé ãåîìåòðèÿõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.

Èññëåäîâàíèþ ñëîåíèé, ñîãëàñîâàííûõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè, ïîñâÿùåíû
ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àâòîðîâ òàêèõ, êàê Á. Ðåéíõàðò, Ï. Ìîëèíî, Ô. Òîí-
äåóð, Ô. Êàìáåð, Ð. Âîëàê, À. Áåæàíêó è Õ. Ôàððàí, Ë. Êîíëîí, Â.Â. Ðîâåíñêèé, Õ.
Àëüâàðóñ Ëîïåñ, Ï. Âàëü÷àê, Í.È. Æóêîâà è äðóãèå. Â èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ ñòðóê-
òóð íà ñëîåíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ öåíòðàëüíîå ìåñòî çàíèìàþò ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíûìè
ñòðóêòóðàìè.

Ñëîåíèÿ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ, äîïóñêàþùèå â êà÷å-
ñòâå òðàíñâåðñàëüíîé ñòðóêòóðû ëèíåéíóþ ñâÿçíîñòü, íàçûâàþòñÿ ñëîåíèÿìè ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ (Îïðåäåëåíèå 2.1.). Ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé
ñâÿçíîñòüþ âêëþ÷àþò â ñåáÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûå ñëîåíèÿ, à òàêæå ïñåâäîðèìàíî-
âû, ëîðåíöåâû è ðèìàíîâû ñëîåíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ îáçîð íåäàâíèõ ðåçóëüòàòîâ î ñëîåíèÿõ ñ òðàíñâåðñàëü-
íîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, ïîëó÷åííûõ àâòîðîì ñîâìåñòíî ñ Í.È. Æóêîâîé, è ñîïîñòàâëå-
íèå èõ ñ èçâåñòíûìè äîñòèæåíèÿìè äðóãèõ àâòîðîâ.

1Äîëãîíîñîâà Àííà Þðüåâíà, ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè,
ñòàæåð-èññëåäîâàòåëü ëàáîðàòîðèè ÒÌÄ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò

”
Âûñøàÿ øêî-

ëà ýêîíîìèêè“ ( 603155, Ðîññèÿ, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä, óë. Áîëüøêàÿ Ïå÷åðñêàÿ, ä. 25/12.), ORCID:
http://orcid.org/0000-0003-0656-6374, annadolgonosova@gmail.com
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Ïî ñóùåñòâó, ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé. Ïåðâàÿ ÷àñòü ïîñâÿùåíà ðåçóëüòàòàì î
ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ â êàòåãîðèè ñëîå-
íèé. Âî âòîðîé ÷àñòè èçëîæåíû ðåçóëüòàòû îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ïî-
íÿòèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé. Â òðåòüåé ÷àñòè ïðåäñòàâëåíû òåîðåìû
î ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèÿõ, îáðàçóþùèõ çíà÷èìûé ïîäêëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

2. Ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ è

àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ. Ïóñòü N � q -
ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå è M � ãëàäêîå n -ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ãäå 0 < q < n . N -êîöèêëîì
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî {Ui, fi, {kij}}i,j∈J , óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì óñëîâèÿì.

1. Ñåìåéñòâî {Ui, i ∈ J} îáðàçóåò îòêðûòîå ïîêðûòèå ìíîãîîáðàçèÿ M .
2. Îòîáðàæåíèÿ fi : Ui → N â N ÿâëÿþòñÿ ñóáìåðñèÿìè ñî ñâÿçíûìè ñëîÿìè.
3. Åñëè Ui ∩ Uj ̸= ∅, i, j ∈ J, òîãäà îïðåäåëåí äèôôåîìîðôèçì

kij : fj(Ui ∩ Uj) → fi(Ui ∩ Uj)

òàêîé, ÷òî: fi = kij ◦ fj.
Êîìïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè âñåõ ñóáìåðñèé pj èç ìàêñèìàëüíîãî (ïî âêëþ÷åíèþ)

N -êîöèêëà {Ui, fi, {kij}}i,j∈J îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé íîâîé òîïîëîãèè Ω íà M . Êîì-
ïîíåíòû ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,Ω) îáðàçóþò ðàçáèåíèå
F = {Lα |α ∈ A} ìíîãîîáðàçèÿ M , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì, çàäàííûì óêàçàííûì
êîöèêëîì, à Lα , α ∈ A , íàçûâàþòñÿ ñëîÿìè ýòîãî ñëîåíèÿ.

Ïóñòü (M (1),∇(1)) è (M (2),∇(2)) � ìíîãîîáðàçèÿ ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè, ãäå ∇(1) è ∇(2)

� îïåðàòîðû êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî äèôôåîìîðôèçì f :
M (1) →M (2) íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèçìîì ìíîãîîáðàçèé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè (M (1),∇(1)) è

(M (2),∇(2)) , åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó f∗(∇(1)
X Y ) = ∇(2)

f∗X
f∗Y äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ

âåêòîðíûõ ïîëåé X è Y íà M (1) .

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå, çàäàííîå N -êîöèêëîì
{Ui, fi, {kij}}i,j∈J . Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ñëîåíèåì ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ, åñëè íà N çàäàíà òàêàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿçíîñòü ∇N , ÷òî êàæäûé ëîêàëüíûé
äèôôåîìîðôèçì kij ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé, èíäóöèðîâàííûõ íà
îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâàõ fi(Ui ∩ Uj) è fj(Ui ∩ Uj) â N.

Êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè
ñëîåíèé.

Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ,
çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì, è H = GL(q;R) � ãðóïïà Ëè íåâûðîæäåííûõ q -ìåðíûõ
ìàòðèö. Òîãäà îïðåäåëåíû:

1) ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå ñ ïðîåêöèåé π : R →M ;
2) H -èíâàðèàíòíîå ñëîåíèå (R,F) , ñëîè êîòîðîãî ïîñðåäñòâîì π íàêðûâàþò ñîîò-

âåòñòâóþùèå ñëîè ñëîåíèÿ (M,F ) .
Ýòî ðàññëîåíèå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R(M,H) , à ñëîåíèå (R,F) íàçûâàåòñÿ ïîäíÿòûì.
H -ñâÿçíîñòüþ â ãëàâíîì H -ðàññëîåíèè R(M,H) íàä n -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì M

íàçûâàåòñÿ n -ìåðíîå H -èíâàðèàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå Q íà R , òðàíñâåðñàëüíîå ñëîÿì
ðàññëîåíèÿ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç h àëãåáðó Ëè ãðóïïû Ëè H . Íàïîìíèì, ÷òî H -ñâÿçíîñòü Q â H -
ðàññëîåíèè R(M,H) , ãäå H = GL(q,R) , íàçûâàåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé [1],
åñëè h -çíà÷íàÿ 1-ôîðìà ñâÿçíîñòè ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

iX(ω) = 0, iX(dω) = 0 (2.1)

äëÿ ëþáîãî ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ, êàñàòåëüíîãî ê ïîäíÿòîìó ñëîåíèþ.
Â [2] äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñ-
âåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì. Òîãäà ñóùåñòâóþò:

1) ñëîåíîå ðàññëîåíèå R(M,H) ñ ïîäíÿòûì ñëîåíèåì (R,F) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ e -
ñëîåíèåì;

2) òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ H -ñâÿçíîñòü Q íà R , ïðè÷åì åå ôîðìà ñâÿçíîñòè
ω óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2.1).

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.2. Ãëàâíîå H -ðàññëîåíèå R(M,H) , óäîâëåòâîðÿþùåå
Ïðåäëîæåíèþ 2.1., íàçûâàåòñÿ ñëîåíûì ðàññëîåíèåì òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ äëÿ ñëîå-
íèÿ (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî çàäàíèå ñëîåíèÿ (M,F ) c òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ýê-
âèâàëåíòíî çàäàíèþ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé H -ñâÿçíîñòè â ðàññëîåíèè òðàíñâåð-
ñàëüíûõ ðåïåðîâ íàä M .

3. Ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé

ñâÿçíîñòüþ

Â ëþáîé êàòåãîðèè ñ êàæäûì îáúåêòîì àññîöèèðóåòñÿ ãðóïïà åãî àâòîìîðôèçìîâ. Îäíîé
èç âàæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ îáúåêòà
â çàäàííîé êàòåãîðèè è íàõîæäåíèå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýòà ãðóïïà äîïóñêàåò ñòðóêòóðó
ãðóïïû Ëè (ñì., íàïðèìåð, ââåäåíèå â ìîíîãðàôèè Ø. Êîáàÿñè [3]).

×åðåç Fol ìû îáîçíà÷àåì êàòåãîðèþ ñëîåíèé, îáúåêòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèå
ñëîåíèÿ, à ìîðôèçìàìè äâóõ ñëîåíèé � ãëàäêèå îòîáðàæåíèÿ, ïåðåâîäÿùèå ñëîè îäíîãî
ñëîåíèÿ â ñëîè äðóãîãî ñëîåíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû ãëàäêîñòü ïîíèìàåòñÿ êëàññà C∞ , êàê ýòî
ïðèíÿòî â äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, õîòÿ ôàêòè÷åñêè äëÿ âûïîëíåíèÿ âñåõ ðåçóëü-
òàòîâ äàííîé ðàáîòû äîñòàòî÷íî ãëàäêîñòè êëàññà C2 .

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ñòðóêòóðàìè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàòåãî-
ðèÿ FolT , â êîòîðîé èçîìîðôèçìû ñîõðàíÿþò íå òîëüêî ñëîåíèÿ, íî è òðàíñâåðñàëüíóþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Ê òàêèì ðàáîòàì îòíîñÿòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ñòàòüè È. Â. Áåëü-
êî [4], Äæ. À. Ëåñëè [5] è Í.È. Æóêîâîé [6].

Äæ. Õàíî è À. Ìîðèìîòà äîêàçàëè, ÷òî ãðóïïà âñåõ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé àô-
ôèííîé ñâÿçíîñòè åñòü êîíå÷íîìåðíàÿ ãðóïïà Ëè. Ðàíåå ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Ê. Íî-
ìèäçó ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëíîòû àôôèííîé ñâÿçíîñòè. Ïîýòîìó äëÿ
óêàçàííîé âûøå êàòåãîðèè ñëîåíèé FolT È. Â. Áåëüêî â [4] ïîñòàâèë âîïðîñ î ñóùåñòâîâà-
íèè ñòðóêòóðû êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû Ëè â ãðóïïå áàçîâûõ àâòîìîðôèçìîâ òðàíñâåðñàëü-
íî ïðîåêòèðóåìûõ ëèíåéíûõ ñâÿçíîñòåé íà ñëîåíîì ìíîãîîáðàçèè, ãäå ãðóïïîé áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ íàçûâàåòñÿ ôàêòîðãðóïïà âñåõ àâòîìîðôèçìîâ ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóï-
ïå àâòîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ êàæäûé ñëîé ñëîåíèÿ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû òàêîãî ðîäà
áûëè ïîëó÷åíû Äæ. À. Ëåñëè [5]. Äëÿ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé æåñòêîé ãåîìåòðèåé
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Í.È. Æóêîâîé [6] ââåäåí èíâàðèàíò � ñòðóêòóðíàÿ àëãåáðà Ëè è äîêàçàíî, ÷òî ðàâåíñòâî
íóëþ ýòîãî èíâàðèàíòà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðóïïà áàçîâûõ
àâòîìîðôèçìîâ äîïóñêàëà ñòðóêòóðó êîíå÷íîìåðíîé ãðóïïîé Ëè. Â [6] íàéäåíû òàêæå
òîïîëîãè÷åñêèå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óêàçàííàÿ ãðóïïà áûëà êîíå÷íî-
ìåðíîé ãðóïïîé Ëè è ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òî÷íûå îöåíêè ðàçìåðíîñòè ýòîé ãðóïïû. Òàê
êàê ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ âõîäÿò â êëàññ ñëîåíèé ñ æåñòêèìè
òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðèÿìè, òî ðåçóëüòàòû ñòàòüè [6] âåðíû è äëÿ íèõ.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ðàáîò äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì êàòåãîðèþ
ãëàäêèõ ñëîåíèé Fol , ãäå èçîìîðôèçìû "íå çàìå÷àþò"äîïîëíèòåëüíóþ òðàíñâåðñàëüíóþ
ñòðóêòóðó. Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé è
ñëîåíèé ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íîìåðíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè. Ïðè ýòîì âàæíî çíàòü, íà êàêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ ìîäåëèðóþòñÿ òàêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàïðèìåð, Ð. Ïàë�å [7] áûëà ââåäåíà ãëàäêàÿ ñòðóêòóðà íà ìíîæåñòâå C∞(M ′,M) ãëàä-
êèõ îòîáðàæåíèé M ′ → M êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé M ′ è M . Â êà÷åñòâå ìîäåëüíîãî
ïðîñòðàíñòâà èì áûë âçÿò èíäóêòèâíûé ïðåäåë ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Ãðóïïà äèô-
ôåîìîðôèçìîâ Diff(M) êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M áûëà èññëåäîâàíà ìíîãèìè àâ-
òîðàìè. Äæ. À. Ëåñëè è Õ. Îìîðè ââåëè ñòðóêòóðó áåñêîíå÷íîìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé íà
Diff(M) , ìîäåëèðóåìûõ íà ïðîñòðàíñòâàõ Ôðåøå è íà èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ ãèëüáåð-
òîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ñëó÷àå íåêîìïàêòíîãî ìíîãîîáðàçèÿ M ïðèìåíåíèå FD -òîïîëîãèè ïîçâîëè-
ëî Ï. Ìèõîðó [8] ââåñòè ãëàäêóþ ñòðóêòóðó íà Diff(M) , ìîäåëèðóåìóþ íà LF -
ïðîñòðàíñòâàõ, ò.å., íà èíäóêòèâíûõ ïðåäåëàõ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå. Äàëåå ãðóïïà äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ìíîãîîáðàçèÿ M ñ FD -òîïîëîãèåé îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç D(M) .

Ïóñòü (M,F ) � ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ. Îáúåêòîì äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà D(M,F ) ãðóïïû D(M) ,
ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àâòîìîðôèçìû ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè ñëîåíèé Fol .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè ñòðóêòóðó ãëàäêîãî áåñêîíå÷íîìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, ìîäå-
ëèðóåìîãî íà LF -ïðîñòðàíñòâàõ, â ãðóïïå D(M) , Ï. Ìèõîð [8] ïðåäëîæèë êîíñòðóê-
öèþ ëîêàëüíîé äîáàâêè. Å. Ìàñèàñ-Âèðãîñ è Å. Ñàíìàðòèí [9] àäàïòèðîâàëè ýòîò ìåòîä
ê ñëîåíèÿì. Îíè ââåëè è ïðèìåíèëè ëîêàëüíûå ñëîåíûå äîáàâêè â èññëåäîâàíèè ãðóïï
àâòîìîðôèçìîâ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé.

Â ðàáîòå àâòîðà è Í.È. Æóêîâîé [2] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, êîòîðàÿ îáîáùàåò
ðåçóëüòàòû Å. Ìàñèàñ-Âèðãîñà è Å. Ñàíìàðòèí äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé [9] íà ñëîåíèÿ ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Ò å î ð å ì à 3.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M . Òîãäà ãðóïïà àâ-
òîìîðôèçìîâ D(M,F ) ñëîåíèÿ (M,F ) â êàòåãîðèè ñëîåíèé Fol äîïóñêàåò ñòðóêòóðó
áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïû Ëè, ìîäåëèðóåìîé íà LF -ïðîñòðàíñòâàõ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàññêàçàòü î ìåòîäå äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåìû 3.1., íàïîìíèì ñëåäóþ-
ùåå ïîíÿòèå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 3.1. Ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîãîîáðàçèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè íà-
çûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì, åñëè êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ îáúåìëþùåãî ïðî-
ñòðàíñòâà, êàñàþùàÿñÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â îäíîé òî÷êå, êàñàåòñÿ åãî â êàæäîé ñâîåé
òî÷êå [10].

Íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ([2], Òåîðåìà 4.1).

À. Þ. Äîëãîíîñîâà. Î ñëîåíèÿõ ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ



Æóðíàë ÑÂÌÎ. 2017. Òîì 19, � 1 23

Ò å î ð å ì à 3.2. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ è M � q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) .
Òîãäà íà ìíîãîîáðàçèè M ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìàÿ ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇M , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé îáà ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ÿâëÿþòñÿ âïîëíå ãåîäå-
çè÷åñêèìè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇M , óäîâëåòâîðÿþùåé Òåîðåìå 3.2.,
íàìè áûëà èñïîëüçîâàíà êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîãî ðàññëîåíèÿ òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ìû
ïðèìåíèëè òàêæå ðåçóëüòàòû Óèëîìîðà è Óîêåðà [11] î ñóùåñòâîâàíèè ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè
áåç êðó÷åíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè M , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ñëîåíèå (M,F ) ïàðàëëåëüíî.

Ïðèìåíåíèå Òåîðåìû 13 è Ñëåäñòâèÿ 14 èç [9] ïîçâîëèëî íàì ñâåñòè äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 3.1. ê ïîñòðîåíèþ ñëîåíîé ëîêàëüíîé äîáàâêè äëÿ (M,F ) . Áëàãîäàðÿ èñïîëüçî-
âàíèþ ñïåöèàëüíîé ñâÿçíîñòè ∇M íàøà êîíñòðóêöèÿ ñëîåíîé àäàïòèðîâàííîé ëîêàëüíîé
äîáàâêè çíà÷èòåëüíî ïðîùå, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, èñ-
ïîëüçóåìàÿ Ìàñèàñ-Âèãîñîì è Å. Ñàíìàðòèí â ([9]).

Ç à ì å ÷ à í è å 3.1. Òàê êàê ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ, è â ÷àñòíîñòè, ëîðåíöå-
âû ñëîåíèÿ, ïðèíàäëåæàò êëàññó ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, òî
Òåîðåìû 3.1. è 3.2. âåðíû è äëÿ íèõ.

4. Ïîëíîòà ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ

Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Õîïôà � Ðèíîâà äëÿ ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, ïîíÿòèå ãåî-
äåçè÷åñêîé ïîëíîòû ýêâèâàëåíòíî ïîëíîòå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà, ìåòðèêà êîòîðîãî
îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå êîìïàêòíîå ðèìà-
íîâî ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Â ðàáîòå [12] ïîñòðîåíû ïðèìåðû êîìïàêòíûõ àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèé, íå ÿâëÿþùèõ-
ñÿ ïîëíûìè. Ýòî èëëþñòðèðóåò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ãåîäåçè÷åñêîé ïîëíîòû ìíîãîîáðà-
çèé àôôèííîé ñâÿçíîñòè îò ïîëíîòû ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ð.À. Âîëàê â [13] ïîñòàâèë âîïðîñ îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ îïðåäåëåíèé ïîëíîòû
äëÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ ñëîåíèé. Ìû èññëåäóåì ýòîò âîïðîñ â êëàññå ñëîåíèé ñ
òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ.

Â îòëè÷èå îò ðèìàíîâûõ ñëîåíèé íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ, ñëîåíèÿ ñ òðàíñâåð-
ñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ íà êîìïàêòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ãåîäåçè-
÷åñêè ïîëíûìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G = H n Rq ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïïû H = GL(q,R) è
âåêòîðíîé ãðóïïû Rq. Ãðóïïó G ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ãðóïïó âñåõ àôôèííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé Aff(Aq) q -ìåðíîãî àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà Aq, à H = GL(q,R) êàê
ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó àôôèííîé ãðóïïû Aff(Aq) â íåêîòîðîé òî÷êå. Êàê èçâåñòíî,
ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàð-
òàíîâî ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé êàðòàíîâîé ãåîìåòðèåé òèïà (G,H) [14].

Î ï ð å ä å ë å í è å 4.1. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèÿ, ââåäåííûå â ðàçäåëå 2. Ïóñòü
(M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ è R(M,H) � àññîöèèðîâàííîå ðàññëîåíèå òðàíñâåðñàëüíûõ ðåïåðîâ. Ïóñòü M �
ôèêñèðîâàííîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ (M,F ) .

Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ M -ïîëíûì, åñëè ëþáîå âåêòîðíîå ïîëå X òàêîå, ÷òî
X|u ∈ Mu ∀u ∈ R è ω(X) = const, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

Ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå M, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî îíî ÿâëÿåòñÿ M -ïîëíûì.
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Â ðàáîòå [15] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îá ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê
îïðåäåëåíèþ ïîëíîòû äëÿ èññëåäóåìîãî êëàññà ñëîåíèé.

Ò å î ð å ì à 4.1. Ïóñòü (M,F ) � ñëîåíèå êîðàçìåðíîñòè q ñ òðàíñâåðñàëüíîé
ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå (N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I Òîãäà ñëåäóþùèå
òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ñëîåíèå (M,F ) , ðàññìàòðèâàåìîå êàê êàðòàíîâî, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.

2. Ñëîåíèå (M,F ) ïîëíîå â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 4.1.

3. Íà M ñóùåñòâóåò òðàíñâåðñàëüíîå q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå M è ëèíåéíàÿ ñâÿç-
íîñòü ∇ òàêèå, ÷òî:

1) êàæäàÿ ñóáìåðñèÿ fi ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì îòîáðàæåíèåì;

2) ðàñïðåäåëåíèÿ M è TF ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíû;

3) êàíîíè÷åñêèé ïàðàìåòð íà êàæäîé ìàêñèìàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé, êàñàþùåéñÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ M, èçìåíÿåòñÿ îò −∞ äî +∞.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîåíèå (M,F ) ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ, çàäàííîå
(N,∇N) -êîöèêëîì {Ui, fi, {γij}}i,j∈I , ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûì ñëîåíèåì òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êðèâèçíà è êðó÷åíèå ëèíåéíîé ñâÿçíîñòè ∇N ðàâíû íóëþ.

Â [15] ïîëó÷åíî ñëåäóþùåå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïîëíîòû òðàíñâåðñàëüíî àôôèííûõ
ñëîåíèé, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì.

Ò å î ð å ì à 4.2. Ïóñòü (M,F ) � òðàíñâåðñàëüíî àôôèííîå ñëîåíèå ïðîèçâîëü-
íîé êîðàçìåðíîñòè q íà n -ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè. Òîãäà èç âûïîëíåíèÿ ëþáîãî èç òðåõ
ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé ïîëíîòû â Òåîðåìå 4.1. âûòåêàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ äâóõ
íåçàâèñèìûõ óñëîâèé:

(i) ñóùåñòâóåò ñâÿçíîñòü Ýðåñìàíà äëÿ ñëîåíèÿ (M,F ) ;

(ii) èíäóöèðîâàííîå ñëîåíèå íà óíèâåðñàëüíîì íàêðûâàþùåì ìíîãîîáðàçèè M̃ îáðàçî-

âàíî ñëîÿìè ñóáìåðñèè r : M̃ → Aq íà àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî Aq .

Â [15] ïîñòðîåíû ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåçàâèñèìîñòü óñëîâèé (i) è (ii) â Òåîðåìå 4.2.

5. Ãåîìåòðèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé

Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ, îáðàçóþùèå ïîäêëàññ ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíî-
ñòüþ, åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè èçó÷åíèè ðàññëîåíèé, ñëîè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
ïîâåðõíîñòÿìè óðîâíÿ, Îíè èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â òåîðèè îïòèìàëüíî-
ãî óïðàâëåíèÿ è â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðèìàíîâû ñëîåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå
ãëóáîêî èçó÷åííûìè ñðåäè ñëîåíèé ñ òðàíñâåðñàëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè.
Âïåðâûå ïîíÿòèå ðèìàíîâà ñëîåíèÿ ïîÿâèëîñü â ðàáîòå Ðåéíõàðòà. Èññëåäîâàíèþ ðèìàíî-
âûõ ñëîåíèé ïîñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû ðÿäà ìàòåìàòèêîâ òàêèõ, êàê Ï. Ìîëèíî,
À. Õåôëèãåð, Ý. Æèñ, Ô.Òîíäåóð, Ð. Ãåðìàí, Å. Ñàëåì, È. Êàðüåð, è ìíîãèõ äðóãèõ (ñì.
[1] è ññûëêè òàì).

Çàäà÷ó î íàõîæäåíèè êðèòåðèÿ ðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ ïîñòàâèë Ð.À. Âîëàê â [16]. Îí
èçó÷àë êîìïàêòíûå ñëîåíèÿ, òî åñòü, ñëîåíèÿ, âñå ñëîè êîòîðûõ êîìïàêòíû, è äîêàçàë, ÷òî
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ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå G -ñëîåíèå êîíå÷íîãî òèïà, à òàêæå ëþáîå ïîëíîå êîìïàêòíîå
ñëîåíèå, äîïóñêàþùåå òðàíñâåðñàëüíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà. ÿâëÿåòñÿ ðèìàíîâûì. Í.È. Æóêîâà ðàñïðîñòðàíèëà ýòè
ðåçóëüòàòû íà êîìïàêòíûå êàðòàíîâû ñëîåíèÿ. Â [17] åþ äîêàçàí êðèòåðèé ðèìàíîâîñòè
äëÿ êîíôîðìíûõ ñëîåíèé êîðàçìåðíîñòè q ≥ 3.

Ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèìàíîâûìè, ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ èìåþò çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæ-
íóþ ñòðóêòóðó. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òåì, ÷òî ïñåâäî-îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà ÿâ-
ëÿåòñÿ íåêîìïàêòíîé â îòëè÷èå îò îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû.

Ïðîñòûå ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ îáðàçîâàííû ñëîÿìè ïñåâäîðèìàíîâûõ ñóáìåðñèé,
ââåäåííûõ è èññëåäîâàííûõ â êëàññè÷åñêèõ ðàáîòàõ Î'Íåéëà è À. Ãðåÿ.

Ïñåâäîðèìàíîâû ñëîåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ äëÿ ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèé èññëåäî-
âàíèé â òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Î ï ð å ä å ë å í è å 5.1. Åñëè êàæäûé ñëîé ãëàäêîãî ñëîåíèÿ (M,F ) íà ïñåâäî-
ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) , íàäåëåííûé èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé, ÿâëÿåòñÿ ïñåâ-
äîðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì, è ìåòðèêà g òðàíñâåðñàëüíî ïðîåêòèðóåìà, ò.å. ïðîèç-
âîäíàÿ Ëè LXg îò g ðàâíà íóëþ äëÿ ëþáûõ ãëàäêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé X , êàñàòåëüíûõ
ê (M,F ) , òî ñëîåíèå (M,F ) íàçûâàåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì.

Ñëåäóþùèé êðèòåðèè ïñåâäîðèìàíîâîñòè ñëîåíèÿ íà ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè
äîêàçàí â [18].

Ò å î ð å ì à 5.1. Ïóñòü (M,F ) � ãëàäêîå ñëîåíèå ïðîèçâîëüíîé êîðàçìåðíîñòè
q íà n -ìåðíîì ïñåâäîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) , 0 < q < n . Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òî-
áû (M,F ) áûëî ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà ñëîÿõ
ñëîåíèÿ èíäóöèðîâàëàñü ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà è q -ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå D , îðòîãî-
íàëüíîå ê TF , áûëî ãåîäåçè÷åñêè èíâàðèàíòíûì.

Èç Òåîðåìû 5.1. âûòåêàåò àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé äëÿ ðèìàíîâûõ ñëîåíèé, ïðèíàäëå-
æàùèé Á. Ðåéíõàðòó, ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî èçëîæåíî â ìîíîãðàôèè Ìîëè-
íî [1]. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâî ãåîäåçè÷åñêèõ ðèìàíîâûõ
ìíîãîîáðàçèé áûòü ëîêàëüíî ýêñòðåìàëÿìè ôóíêöèîíàëà äëèíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äàííîå
ñâîéñòâî íå èìååò àíàëîãà â ïñåâäîðèìàíîâîé ãåîìåòðèè. Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 5.1. ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò êðèòåðèé À. Ä. Ëüþèñà [10] ãåîäåçè÷åñêîé èíâàðè-
àíòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîîáðàçèè àôôèííîé ñâÿçíîñòè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 5.1. Ñþðúåêòèâíàÿ ñóáìåðñèÿ p :M → B ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíî-
ãîîáðàçèé M è B ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðóåòñÿ
ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà íà ñëîÿõ è ëþáàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ, îðòîãîíàëüíàÿ ñëîåíèþ â îäíîé
òî÷êå, îñòàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé åìó â êàæäîé ñâîåé òî÷êå.

Â ðàáîòå Í.È. Æóêîâîé è Ê.È. Øåèíîé [19] íàéäåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîåíèå ñ òðàíñâåðñàëüíîé ëèíåéíîé ñâÿçíîñòüþ ÿâëÿëîñü ïñåâäîðè-
ìàíîâûì ñëîåíèåì ïðîèçâîëüíîé ñèãíàòóðû è, â ÷àñòíîñòè, ðèìàíîâûì ñëîåíèåì.

Ïîíÿòèå ãðóïïîèäà ãîëîíîìèè ïðèíàäëåæèò Ø. Ýðåñìàíó. Ïîçäíåå ýêâèâàëåíòíàÿ
êîíñòðóêöèÿ ïîä íàçâàíèåì ãðàôèêà ñëîåíèÿ áûëà ïðåäëîæåíà Õ.Âèíêåëíêåìïåðîì. Ãðà-
ôèê G(F ) ñëîåíèÿ (M,F ) íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ñëîåíèè (M,F ) è î åãî ãðóïïàõ
ãîëîíîìèè. Îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé K -òåîðèè è íåêîììóòàòèâíîé ãåîìåòðèè,
C∗ -àëãåáðà, ñòðîèòñÿ íà ãðàôèêå G(F ) [20].

Èññëåäîâàíèþ ãðàôèêîâ ïñåâäîðèìàíîâûõ ñëîåíèé ïîñâÿùåíà ðàáîòà [18], â êîòîðîé
äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
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Ò å î ð å ì à 5.2. Ïóñòü G(F ) � ãðàôèê ïñåâäîðèìàíîâà ñëîåíèÿ (M,F ) íà ïñåâ-
äîðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè (M, g) è pi : G(F ) → M, i = 1, 2, � åãî êàíîíè÷åñêèå ïðîåê-
öèè. Òîãäà:

1. Ãðàôèê G(F ) ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì (2n − q) -ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì è íà íåì
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ïñåâäîðèìàíîâà ìåòðèêà d òàêàÿ, ÷òî èíäóöèðîâàííîå
ñëîåíèå

F = {Lα = p−1
i (Lα)|Lα ∈ F}

íà (G(F ), d) ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðèìàíîâûì ñëîåíèåì, à pi ÿâëÿþòñÿ ïñåâäîðèìàíî-
âûìè ñóáìåðñèÿìè, ïðè÷åì ñëîè ñóáìåðñèé p1 è p2 îðòîãîíàëüíû.

2. Êàæäûé ñëîé Lα = p−1
i (Lα) èíäóöèðîâàííîãî ñëîåíèÿ èçîìåòðè÷åí ïñåâäîðèìàíîâó

ôàêòîð-ìíîãîîáðàçèþ (Lα × Lα)/Ψα ïðîèçâåäåíèÿ ïñåâäîðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé
Lα × Lα , ãäå Lα � ãîëîíîìíîå ïñåâäîðèìàíîâî íàêðûâàþùåå ïðîñòðàíñòâî äëÿ
ñëîÿ Lα , ïî ãðóïïå èçîìåòðèé Ψα , èçîìîðôíîé ãðóïïàì ãîëîíîìèè Γ(Lα) è Γ(Lα)
ñëîåâ Lα ∈ F è Lα ∈ F , pi(Lα) = Lα .

Êàê èçâåñòíî, ãðàôèê ïðîèçâîëüíîãî ãëàäêîãî ñëîåíèÿ (M,F ) êîðàçìåðíîñòè q íà
n -ìåðíîì ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåõàóñäîðôîâûì ãëàäêèì
ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè (2n− q) .

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò � 16-
01-00312) è ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ-Íèæíèé Íîâãîðîä â
2017 ãîäó (ïðîåêò � 90).
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On foliations with transverse linear connection

c⃝ A. Yu. Dolgonosova 2

Abstract. The subject of this article is a review of the results on foliations with transversal linear
connection obtained by the author together with N.I. Zhukova, and their comparison with the
results of other authors. The work consists of three parts. The �rst part focuses on automorphism
groups of foliations with a transversal linear connection in the category of foliations. In the second
part the equivalence of the concepts of completeness for the class of foliations under investigation
is studied. In the third part we present theorems on pseudo-Riemannian foliations that form an
important class of foliations with a transversal linear connection. In particular, we present results
on graphs of pseudo-Riemannian foliations that contain all information about foliations.
Key Words: foliation, linear connection, pseudo-Riemannian foliation, graph of foliation, in�nite-
dimensional Lie group, Ehresmann connection.
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