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ïñåâäîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ è ðàçâåòâë¼ííûå
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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì çàìêíóòîé îðèåí-
òèðóåìîé ïîâåðõíîñòè (âîçìîæíî, îáîáù¼ííûé), èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ êîòîðîãî íåîðèåíòè-
ðóåìû. Îïèñàíà êîíñòðóêöèÿ, ïîñðåäñòâîì êîòîðîé ïî òàêîìó ãîìåîìîðôèçìó ñòðîèòñÿ äâó-
ëèñòíîå íàêðûòèå äàííîé ïîâåðõíîñòè (âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçâåòâë¼ííîå) è ïñåâäîàíîñîâñêèé
ãîìåîìîðôèçì íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé íàêðûâàåò èñõîäíûé è èìååò îðèåíòèðó-
åìûå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ. Åñëè èñõîäíûé ãîìåîìîðôèçì íå èìååò îñîáåííîñòåé íå÷¼òíîé
âàëåíòíîñòè, òî íàêðûòèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ, � íåðàçâåòâë¼ííîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî
èìååò òî÷êè âåòâëåíèÿ êðàòíîñòè 2 â îñîáåííîñòÿõ íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè. Óñòàíàâëèâàåòñÿ,
÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå íàêðûâàþùèé ãîìåîìîðôèçì èìååò âäâîå áîëüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñ-
õîäíûì ÷èñëî îñîáåííîñòåé òåõ æå âàëåíòíîñòåé, à âî âòîðîì ÷èñëî îñîáåííîñòåé ÷¼òíûõ
âàëåíòíîñòåé óäâàèâàåòñÿ è ê íèì ïðèáàâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè óäâîåííûõ íå÷¼òíûõ âàëåíòíî-
ñòåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû, ñèíãóëÿðíûå ñëîåíèÿ, ðàçâåòâëåííûå
íàêðûòèÿ.

1. Ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû

Ïóñòü f : M → M � îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì (GPA-ãîìåîìîð-
ôèçì) çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g , ò.å. òàêîé, ÷òî èìåþòñÿ äâà f -
èíâàðèàíòíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ äðóã äðóãó îäíîìåðíûõ ñëîåíèÿ Wu,Ws ïîâåðõíîñòè
M ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì S îáùèõ îñîáåííîñòåé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî f è òà-
êèõ, ÷òî f ðàñòÿãèâàåò ñëîè ïåðâîãî ñ íåêîòîðûì êîýôôèöèåíòîì λ > 1 (íàçûâàåìîì
äèëàòàöèåé GPA-ãîìåîìîðôèçìà) è ñæèìàåò ñëîè âòîðîãî ñ êîýôôèöèåíòîì λ−1 . Ðàñòÿ-
æåíèå è ñæàòèå ñëî¼â ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå òðàíñâåðñàëüíûõ ìåð µs , µu . Ïåðâàÿ èçìåðÿåò
äëèíû äóã ñëî¼â Wu , âòîðàÿ � ñëî¼â Ws (òî÷íîå îïðåäåëåíèå ýòèõ ìåð ñì. [1],[2]). Ïðè
ýòîì â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè êàæäîå èç ñëîåíèé óñòðîåíî êàê ñåäëî ñ d ̸= 2 ñåïà-
ðàòðèñàìè (îñîáàÿ òî÷êà âàëåíòíîñòè d ). Åñëè íåò îñîáûõ òî÷åê âàëåíòíîñòè 1 (èãë),
òî ãîìåîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì (PA-ãîìåîìîðôèçì). Ñèíãóëÿðíûì òè-
ïîì GPA-ãîìåîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü B = B(f) = {bd : d ∈ N} , ãäå
bd åñòü ÷èñëî îñîáåííîñòåé âàëåíòíîñòè d . Äèëàòàöèÿ è ñèíãóëÿðíûé òèï ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé èíâàðèàíòû òîïîëîãè÷åñêîé ñîïðÿæ¼ííîñòè GPA-ãîìåîìîðôèçìîâ.

Íàðÿäó ñ íèìè èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî îðèåíòèðóåìîñòè èíâàðèàíòíûõ ñëî-
åíèé. Ñëîåíèå ñ îñîáåííîñòÿìè íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðóåìûì, åñëè äëÿ ëþáîé äóãè ñëîÿ
è ëþáîé òðàíñâåðñàëüíîé åìó äóãè èíäåêñ ïåðåñå÷åíèÿ âî âñåõ òî÷êàõ îäèíàêîâ. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà èìåþò õîòÿ áû îäíó îñîáóþ
òî÷êó íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè, òî îíè íå ìîãóò áûòü îðèåíòèðóåìûìè. Íàïðèìåð, ¾ñóùå-
ñòâåííî îáîáù¼ííûé¿ ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì (îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé,
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íå ÿâëÿþùèéñÿ ïñåâäîàíîñîâñêèì, ò.å. èìåþùèé õîòÿ áû îäíó îñîáåííîñòü òèïà èãëà)
èìååò íåîðèåíòèðóåìûå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ. Â 1974 ã. Ð.Â. Ïëûêèíûì [3] áûë ïðèâå-
ä¼í ïðèìåð ïîñóùåñòâó òàêîãî ãîìåîìîðôèçìà ñôåðû (ïñåâäîàíîñîâñêèå ãîìåîìîðôèçìû
òîãäà åù¼ íå áûëè ââåäåíû). Îí ïîñòðîèë äèôôåîìîðôèçì äâóìåðíîé ñôåðû, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé àêñèîìå A Ñ. Ñìåéëà, íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî êîòîðîãî ñîñòîèò èç îäíîìåð-
íîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî àòòðàêòîðà è ÷åòûð¼õ îòòàëêèâàþùèõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê, à ýòîò
äèôôåîìîðôèçì èçîòîïåí ïîñðåäñòâîì èçîòîïèè, ôèêñèðóþùåé îòòàëêèâàþùèå òî÷êè,
GPA-ãîìåîìîðôèçìó ñ ÷åòûðüìÿ îñîáåííîñòÿìè òèïà èãëà.

Åñëè âàëåíòíîñòè âñåõ îñîáûõ òî÷åê ÷¼òíû, òî ñëîåíèÿ ìîãóò áûòü êàê îðèåíòèðóåìû-
ìè, òàê è íåîðèåíòèðóåìûìè. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû Õ. Ìàçóðà è Äæ. Ñìàéëè [4], à â
[5] èìåþòñÿ ïðèìåðû äâóõ ïñåâäîàíîñîâñêèõ ãîìåîìîðôèçìîâ êðåíäåëÿ (ïðèìåðû 15.2 è
15.3), èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ êîòîðûõ èìåþò ïî äâå îñîáåííîñòè âàëåíòíîñòè 4 , ïðè÷¼ì
äëÿ ïåðâîãî èç íèõ ñëîåíèÿ îðèåíòèðóåìû, à äëÿ âòîðîãî � íåò.

Ðàçâåòâë¼ííîå k -ëèñòíîå íàêðûòèå ïîâåðõíîñòè M ñ ìíîæåñòâîì âåòâëåíèÿ Σ ⊂
M � ýòî òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè M̃ íà M , ÷òî äëÿ êàæ-
äîé òî÷êè x /∈ Σ íàéä¼òñÿ îòêðûòûé äèñê U ∋ x , äëÿ êîòîðîãî p−1(U) åñòü îáúåäèíåíèå

k íåïåðåñåêàþùèõñÿ äèñêîâ Ũ1, . . . , Ũk è îãðàíè÷åíèÿ p|Ũi : Ũi → U ñóòü ãîìåîìîðôèç-
ìû, à äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈

∑
íàéä¼òñÿ ñîäåðæàùèé å¼ äèñê U , äëÿ êîòîðîãî p−1(U)

åñòü îáúåäèíåíèå k(x) < k äèñêîâ Ũ1, . . . , Ũk(x) è â íåêîòîðûõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ

íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z îòîáðàæåíèå p|Ũi èìååò âèä z 7→ zki ( ki > 1 ,∑
ki = k ). Òî÷êà x̃i ∈ p−1(x)

∩
Ũi ( x ∈ Σ ), äëÿ êîòîðîé ki > 1 , íàçûâàåòñÿ òî÷êîé

âåòâëåíèÿ, à ÷èñëî ki � å¼ êðàòíîñòüþ.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùàÿ
Ò å î ð å ì à. Ïóñòü f :M →M åñòü îáîáù¼ííûé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì

çàìêíóòîé îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà g ñ íåîðèåíòèðóåìûìè èíâàðèàíòíûìè
ñëîåíèÿìè, èìåþùèé ñèíãóëÿðíûé òèï B(f) = {bd} . Òîãäà ñóùåñòâóþò çàìêíóòàÿ îðè-

åíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü M̃ ðîäà

g̃ = 2g − 1 +
1

2

∑
k>1

b2k−1,

ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì f̃ : M̃ → M̃ ñ îðèåíòèðóåìûìè èíâàðèàíòíûìè ñëîå-
íèÿìè è äâóëèñòíîå ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå p : M̃ → M ñ ìíîæåñòâîì âåòâëåíèÿ,
ñîâïàäàþùèì ñ ìíîæåñòâîì îñîáåííîñòåé íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè èíâàðèàíòíûõ ñëîå-
íèé f . Ïðè ýòîì

1). Ãîìåîìîðôèçì f̃ íàêðûâàåò f ò.å. p◦ f̃ = f ◦p è èìååò òó æå äèëàòàöèþ, ÷òî
è f .

2). Îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ p ïåðåâîäèò ñëîè ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ W̃u (ñæè-

ìàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ W̃s ) ãîìåîìîðôèçìà f̃ â ñëîè ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ (ñæèìàþùåãîñÿ)
ñëîåíèÿ f .

3). Ñèíãóëÿðíûé òèï B(f̃) = {b̃d} ãîìåîìîðôèçìà f̃ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

b̃d =


0, åñëè d íå÷¼òíî (èëè d = 2);
2bd + bd/2, åñëè d ÷¼òíî è íå êðàòíî 4 (è d ̸= 2);
2bd, åñëè d êðàòíî 4;

Äëÿ ïîäðîáíîãî îïèñàíèå, êàêîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó èíâàðèàíòíûìè ñëîåíèÿìè ãî-
ìåîìîðôèçìîâ f̃ è f îñóùåñòâëÿåò îòîáðàæåíèå íàêðûòèÿ, ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå.
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1) Îñîáûå òî÷êè èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé f̃ ñóòü ïðîîáðàçû îñîáûõ òî÷åê âàëåíòíîñòåé,
îòëè÷íûõ îò 1 , èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé f .

2) Ïðîîáðàç êàæäîãî ñæèìàþùåãîñÿ (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) îñîáîãî ñëîÿ f , âûõîäÿùåãî
èç îñîáîé òî÷êè âàëåíòíîñòè 1 (åñëè òàêîâûå èìåþòñÿ), åñòü íåîñîáûé ñëîé äëÿ ñæèìà-

þùåãî (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) ñëîÿ f̃ .
3) Ïðîîáðàç ñëîÿ, âûõîäÿùåãî èç îñîáîé òî÷êè íå÷¼òíîé âàëåíòíîñòè d > 2 (åñëè

òàêîâûå èìåþòñÿ), åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ ñëî¼â, âûõîäÿùèõ èç îñîáîé òî÷êè âà-
ëåíòíîñòè 2d .

4) Ïðîîáðàç êàæäîãî îñîáîãî ñëîÿ, âûõîäÿùåãî èç îñîáîé òî÷êè ÷¼òíîé âàëåíòíîñòè,
åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ îñîáûõ ñëî¼â, âûõîäÿùèõ èç äâóõ ðàçëè÷íûõ îñîáûõ òî÷åê òîé æå
âàëåíòíîñòè.

Ç à ì å ÷ à í è å 1. Åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ èñõîäíîãî ãîìåîìîðôèçìà f íå
èìåþò îñîáûõ òî÷åê íå÷¼òíûõ âàëåíòíîñòåé, òî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, íà-
êðûòèå p íå èìååò òî÷åê âåòâëåíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ äâóëèñòíûì íàêðûòèåì â îáû÷íîì
ñìûñëå ýòîãî ñëîâà.

Òàê, äëÿ ïñåâäîàíîñîâñêîãî ãîìåîìîðôèçìà èç óïîìÿíóòîãî âûøå ïðèìåðà 15.3 [5],
ñîãëàñíî ýòîé òåîðåìå, ïîëó÷àåòñÿ äâóëèñòíîå íàêðûòèå êðåíäåëÿ ïîâåðõíîñòüþ ðîäà 3
è íàêðûâàþùèé ïñåâäîàíîñîâñêèé ãîìåîìîðôèçì ñ ÷åòûðüìÿ îñîáûìè òî÷êàìè èíâàðè-
àíòíûõ ñëîåíèé, âàëåíòíîñòè 4 êàæäàÿ. Äëÿ ïðèìåðà Ïëûêèíà ïîëó÷àåòñÿ äâóëèñòíîå
ðàçâåòâë¼ííîå íàêðûòèå ñôåðû òîðîì ñ ÷åòûðüìÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ êðàòíîñòè 2 è íà-
êðûâàþùèé ãîìåîìîðôèçì áåç îñîáûõ òî÷åê èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé, ò.å. äèôôåîìîðôèçì
Àíîñîâà äâóìåðíîãî òîðà. Ïîñóùåñòâó ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëèëî äàòü ñïîñîá ïîñòðîå-
íèå äèôôåîìîðôèçìà Ïëûêèíà ñïîñîáîì, îòëè÷íûì îò ïåðâîíà÷àëüíîé êîíñòðóêöèè (ñì.
íàïðèìåð [6], �17.2).

Ïåðå÷èñëåííûå âûøå ñâîéñòâà ðàçâåòâë¼ííîãî íàêðûòèÿ p î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòå-
êàþò èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, êîòîðîå ñîñòîèò â ÿâíîì ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè M̃ ,
îòîáðàæåíèÿ p è ãîìåîìîðôèçìà f̃ . Îíî îñíîâàíî íà òåõíèêå ëåíòî÷íûõ ïðåäñòàâëå-
íèé GPA-ãîìåîìîðôèçìîâ, ðàçâèòîé â [5]. Äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ òå êîíñòðóêöèè èç [5],
êîòîðûå ïîòðåáóþòñÿ, áóäóò âîñïðîèçâåäåíû íèæå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñîñòîèò â ÿâíîì ïîñòðîåíèè ïîâåðõíîñòè M̃ , îòîáðàæå-
íèÿ p è ãîìåîìîðôèçìà f̃ . Îíî îñíîâàíî íà òåõíèêå ëåíòî÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé GPA-
ãîìåîìîðôèçìîâ, ðàçâèòîé â [5]. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü äàííîãî ñîîáùåíèÿ ñîäåðæèò êðàòêîå
è íåôîðìàëüíîå îïèñàíèå ýòîé êîíñòðóêöèè, ïðåäñòàâëÿþùåé, ïî ìíåíèþ àâòîðà, ñàìî-
ñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ â ñâÿçè ñ âîçìîæíûìè îáîáùåíèÿìè.

Ëåíòî÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà ñòðîÿòñÿ ïî åãî ìàðêîâñêèì ðàçáè-
åíèÿì îïèñûâàåìîãî íèæå ñïåöèàëüíîãî âèäà. Âîîáùå ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå äëÿ GPA-
ãîìåîìîðôèçìà åñòü êîíå÷íûé íàáîð ïàðàëëåëîãðàììîâ P = {Π1, . . . ,Πn} , ò.å. çàìêíó-
òûõ ïîäìíîæåñòâ M , êàæäîå èç êîòîðûõ åñòü îáðàç ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè χj
â M ïëîñêîãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò (ãîðèçîí-
òàëüíîé è âåðòèêàëüíîé), ïåðåâîäÿùèì ãîðèçîíòàëüíûå (âåðòèêàëüíûå) îòðåçêè â äóãè
ñëî¼â ñæèìàþùåãîñÿ (ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ) ñëîåíèÿ. Îáðàç âíóòðåííîñòè ïðÿìîóãîëüíèêà
íàçîâ¼ì âíóòðåííåé ÷àñòüþ ïàðàëëåëîãðàììà. Òðåáóåòñÿ ÷òîáû âíóòðåííèå ÷àñòè ïàðàë-
ëåëîãðàììîâ íå ïåðåñåêàëèñü, èõ îáúåäèíåíèå ñîâïàäàëî ñ ñàìîé ïîâåðõíîñòüþ, à äëÿ
ìíîæåñòâ ∂sP (îáúåäèíåíèå ñæèìàþùèõñÿ ñòîðîí âñåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ) è ∂uP (îáú-
åäèíåíèå èõ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ ñòîðîí) áûëî âûïîëíåíî f(∂sP) ⊂ ∂sP , f(∂uP) ⊃ ∂uP .

Ë å ì ì à 1.1. ([5], �5) Ïóñòü W s
1 , . . . ,W

s
m åñòü ñåìåéñòâî îñîáûõ ñëî¼â, öèêëè-

÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà, è Sk åñòü îñîáàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ W s
k . Òîãäà

ñóùåñòâóþò
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1) ñåìåéñòâî äóã Ik ⊂ W s
k , öèêëè÷åñêè ïåðåõîäÿùèõ äðóã â äðóãà, òàêèõ, ÷òî Sk ∈ Ik ;

2) ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå P = {Π1, . . . ,Πn} òàêîå, ÷òî ∂sP = ∪kIk , êàæäàÿ ñæèìàþ-
ùàÿñÿ ñòîðîíà ëþáîãî ïàðàëëåëîãðàììà ñîäåðæèòñÿ â òîé äóãå Ik , ñ êîòîðîé îíà èìååò
îáùèå âíóòðåííèå òî÷êè è êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà ∂uP \

∪
k int Ik ñî-

äåðæèò îñîáóþ òî÷êó èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé.

Ðàññìîòðèì ìàðêîâñêîå ðàçáèåíèå, îáëàäàþùåå ïåðå÷èñëåííûìè â ëåììå ñâîéñòâàìè.
Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà ∂uP ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çâåçäó, ò.å. îáúåäèíå-
íèå äóã (ëó÷åé) âñåõ îñîáûõ ñëî¼â ðàñòÿãèâàþùåãîñÿ ñëîåíèÿ, èñõîäÿùèõ èç íåêîòîðîé
îñîáîé òî÷êè (öåíòðà çâåçäû), è èìåþùèõ êîíöû âíóòðè äóã Ik .

Ñäåëàåì â ïîâåðõíîñòè M ðàçðåçû âäîëü ëó÷åé âñåõ çâ¼çä. Êàæäóþ ñâÿçíóþ êîìïî-
íåíòó êðàÿ ∂Π ïîëó÷åííîé ïîâåðõíîñòè Π áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê d -óãîëüíèê, ãäå d �
÷èñëî ëó÷åé ñîîòâåòñòâóþùåé çâåçäû, ñ÷èòàÿ åãî âåðøèíàìè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ äóãàìè
Ik , îòëè÷íûå îò èõ êîíöîâ, à ñòîðîíàìè � ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû äóãè ðàñòÿãèâàþùèõñÿ
ñëî¼â (â ñëó÷àå d = 1 ïîëó÷àåòñÿ îäíîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé, ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ðàçðåçà-
íèè âäîëü åäèíñòâåííîãî ëó÷à). Ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì Π íàçîâ¼ì ëåíòî÷íîé.
Ïîäìíîæåñòâà Π , ïîëó÷àþùèåñÿ èç ïàðàëëåëîãðàììîâ ìàðêîâñêîãî ðàçáèåíèÿ, áóäåì íà-
çûâàòü ëåíòàìè è îáîçíà÷àòü òåìè æå ñèìâîëàìè Πj , à ñæèìàþùèåñÿ (ðàñòÿãèâàþùèåñÿ)
ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà áóäåì íàçûâàòü êîíöàìè ëåíòû. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ëåíòî÷íàÿ
ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì ëåíò èõ êîíöàìè ê äóãàì Ik (ïîñëå ðàçðåçàíèÿ
îíè ñòàíîâÿòñÿ äèçúþíêòíûìè), êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü áàçèñíûìè îòðåçêàìè, à èõ îáú-
åäèíåíèå I � áàçèñîì ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè.

Âûáåðåì äëÿ êàæäîãî áàçèñíîãî îòðåçêà äâà íàïðàâëåíèÿ: îäíî, êîòîðîå áóäåì íàçû-
âàòü ãîðèçîíòàëüíûì è ãîâîðèòü î í¼ì ¾íàïðàâëåíèå ñëåâà íàïðàâî¿ � ýòî íàïðàâëåíèå
íà ñàìîì áàçèñíîì îòðåçêå, à äðóãîå � âåðòèêàëüíîå èëè ¾íàïðàâëåíèå ñíèçó ââåðõ¿ �
ýòî òðàíñâåðñàëüíîå íàïðàâëåíèå ê íåìó. Ïðè ýòîì ïîòðåáóåì, ÷òîáû óêàçàííàÿ ïàðà íà-
ïðàâëåíèé çàäàâàëà îäíó è òó æå îðèåíòàöèþ ïîâåðõíîñòè, êîòîðóþ çàôèêñèðóåì. Òîãäà
â ïîíÿòíîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî äàííàÿ ëåíòà ïðèêëååíà äàííûì êîíöîì ê
áàçèñó ñâåðõó èëè ñíèçó. Ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ëåíòà ïðèêëååíà ê áà-
çèñó ëèáî îäíîñòîðîííå (ò.å. îáîèìè êîíöàìè ñâåðõó èëè îáîèìè ñíèçó), ëèáî äâóñòîðîííå
(îäíèì êîíöîì ñâåðõó, à äðóãèì ñíèçó). Ðàçóìååòñÿ ýòè õàðàêòåðèçàöèè ëåíò çàâèñÿò îò
ïðîèçâîëà â âûáîðå ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ áàçèñíûõ îòðåçêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè èçìåíåíèè íà ïðîòèâîïîëîæíîå îäíîãî èç íàïðàâëåíèé äëÿ êàêîãî-ëèáî
áàçèñíîãî îòðåçêà, äðóãîå àâòîìàòè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.

Ë å ì ì à 1.2. Èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà îðèåíòèðóåìû òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ áàçèñíûõ îòðåçêîâ åãî ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî âû-
áðàòü ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå íàïðàâëåíèÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå ëåíòû áó-
äóò ïðèêëååíû ê áàçèñó äâóñòîðîííå.

Ïî ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π äàííîãî GPA-ãîìåîìîðôèçìà ïîñòðîèì ïîâåðõíîñòü Π̃ è
äâóëèñòíîå (íåðàçâåòâë¼ííîå) íàêðûòèå p : Π̃ → Π , ïðè÷¼ì ïîâåðõíîñòü Π̃ ïî ïîñòðîåíèþ
áóäåò óñòðîåíà êàê ëåíòî÷íàÿ â òîì ñìûñëå, ÷òî îíà ïîëó÷àåòñÿ ïðèêëåèâàíèåì 2n ëåíò
ê 2m äèçúþíêòíûõ áàçèñíûõ îòðåçêîâ, ãäå n è m � ÷èñëî ëåíò è áàçèñíûõ îòðåçêîâ Π
ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãîðèçîíòàëüíûå íàïðàâëåíèÿ âûáðàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî èõ ëåâûå êîíöû ñóòü ñîäåðæàùèåñÿ â íèõ ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè. Çàíóìåðóåì îòðåçêè
∆1, . . . ,∆2n , âäîëü êîòîðûõ ê áàçèñó ïðèêëååíû ëåíòû, â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì
íîìåðîâ áàçèñíûõ îòðåçêîâ è íàïðàâëåíèåì êàæäîãî èç íèõ ñëåâà íàïðàâî, ïðåäïîëàãàÿ
ïðè ýòîì, ÷òî ñíà÷àëà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþò êîíöû ëåíò, âäîëü êîòîðûõ
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îíè ïðèêëååíû ê áàçèñó ñâåðõó, à çàòåì òå, âäîëü êîòîðûõ ëåíòû ïðèêëååíû ñíèçó. Êîíåö
ëåíòû, èìåþùèé ìåíüøèé íîìåð, áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì, à äðóãîé å¼ êîíåö � âòîðûì.

Ðàññìîòðèì äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ýêçåìïëÿðîâ èñõîäíîé ëåíòî÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè. Îáîçíà÷èì èõ Πa è Πb ñîîòâåòñòâåííî. Áàçèñíûå îòðåçêè è ëåíòû ïåðâîãî ýêçåì-
ïëÿðà îáîçíà÷èì Iak è Πa

j , à áàçèñíûå îòðåçêè è ëåíòû âòîðîãî � Ibk è Πb
j . Îáîçíà÷èì

Ĩ = Ia∪Ib , ãäå Ia = ∪kIak è Ib = ∪kIab (âñå îáúåäèíåíèÿ äèçúþíêòíû). Çàòåì, îñòàâëÿÿ áåç
èçìåíåíèÿ ëåíòû, ïðèêëååííûå ê êàæäîìó ýêçåìïëÿðó áàçèñà äâóñòîðîííå, ¾ïåðåêëåèì¿
ëåíòû, ïðèêëååííûå îäíîñòîðîííå, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü ëåíòà Πj ïðèêëååíà ê áàçèñó ïîâåðõíîñòè Π îäíîñòîðîííå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆′ è ∆′′ ïåðâûé è âòîðîé å¼ êîíöû ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ¾êîïèè¿ Πa

j , Πb
j ëåíòû

Πj , à òàêæå êîïèè ∆′
a , ∆

′′
a , ∆

′
b è ∆′′

b îòðåçêîâ ∆′ è ∆′′ . Îòðåæåì ëåíòû Πa
j , Π

b
j îò Ĩ :

ïåðâóþ âäîëü îòðåçêà ∆′′
a , à âòîðóþ âäîëü ∆′′

b . Ïîñëå ýòîãî ïðèêëåèì ëåíòó Πa
j âäîëü

¾îñâîáîäèâøåãîñÿ êîíöà¿ ê îòðåçêó ∆′′
b , à ëåíòó Πb

j � ê ∆′′
a .

Ïîëó÷åííóþ ïîâåðõíîñòü îáîçíà÷èì Π̃ è îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå p : Π̃ → Π êàê ïåðå-
âîäÿùåå êàæäóþ èç äâóõ òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ¾êîïèÿìè¿ òî÷êè x ∈ Π , â ñàìó ýòó òî÷êó.
Î÷åâèäíî, ÷òî p åñòü äâóëèñòíîå íàêðûòèå, à ïîâåðõíîñòü Π̃ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê àáñòðàêòíàÿ ëåíòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå. Òî, ÷òî ìû íàçûâàåì
å¼ àáñòðàêòíîé, ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî a'priory îíà ìîæåò íå áûòü ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòüþ
êàêîãî-ëèáî GPA-ãîìåîìîðôèçìà. Íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè åñëè îíà îêàæåòñÿ íåñâÿçíîé
(òàê îíî è áóäåò, åñëè âñå ëåíòû ïîâåðõíîñòè Π ïðèêëååíû ê å¼ áàçèñó äâóñòîðîííå), ÷òî
íåâîçìîæíî â ñëó÷àå ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè GPA-ãîìåîìîðôèçìà, ïîñêîëüêó ñëîè åãî
èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé ïëîòíû â M .

Ë å ì ì à 1.3. Åñëè èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ GPA-ãîìåîìîðôèçìà f íåîðèåíòèðóå-
ìû, òî àáñòðàêòíàÿ ëåíòî÷íàÿ ïîâåðõíîñòü Π̃ , ïîñòðîåííàÿ ïî åãî ëåíòî÷íîé ïîâåðõ-
íîñòè Π ñâÿçíà.

Ë å ì ì à 1.4. Ïîäú¼ì ïðè íàêðûòèè p : Π̃ → Π êàæäîé êîìïîíåíòû êðàÿ ëåí-
òî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π , ÿâëÿþùåéñÿ d -óãîëüíèêîì, åñòü 2d -óãîëüíàÿ êîìïîíåíòà êðàÿ
ïîâåðõíîñòè Π̃ , åñëè d íå÷¼òíî, è äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå äâóõ d -óãîëüíûõ êîìïî-
íåíò å¼ êðàÿ, åñëè d ÷¼òíî. Ýòèìè ìíîãîóãîëüíèêàìè ñ ÷¼òíûì ÷èñëîì óãëîâ èñ÷åð-
ïûâàþòñÿ âñå êîìïîíåíòû êðàÿ Π̃ .

Ðàçðåçàíèå ïîâåðõíîñòè M , ïðèâîäÿùåå ê ïîâåðõíîñòè Π , ïðîèçâîäèòñÿ ïî äóãàì,
ñîñòàâëÿþùèì ìíîæåñòâî ∂uP , à f(∂uP) ⊃ ∂uP . Ïîýòîìó ïîñëå ðàçðåçàíèÿ èç GPA-
ãîìåîìîðôèçìà f ïîëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå Π → Π , êîòîðîå áóäåì îáîçíà-
÷àòü òåì æå ñèìâîëîì f .

Îïðåäåëèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f̃ : Π̃ → Π̃ , íàêðûâàþùåå f : Π → Π . Äëÿ ýòîãî
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèÿ ιa, ιb : Π → Π̃ , îïðåäåëÿåìûå ñëåäóþùèìè óñëîâèÿìè:

ιa(Π \ I) = Πa \ Ĩ; ιa(I) = Ia; ιb(Π \ I) = Πb \ Ĩ; ιb(I) = Ib;
p ◦ ιa = p ◦ ιb = id.

(1.1)

Èç êîíñòðóêöèè ïîâåðõíîñòè Π̃ âûòåêàåò, ÷òî óêàçàííûìè óñëîâèÿìè ýòè îòîáðàæå-
íèÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ïðè÷¼ì èõ îãðàíè÷åíèÿ íà êàæäîå èç ìíîæåñòâ Π \ I è I
íåïðåðûâíû, à ñàìè îíè èìåþò ðàçðûâû íà I â òî÷êàõ òåõ îòðåçêîâ, âäîëü êîòîðûõ ïðî-
èçâîäèëèñü ïåðåêëåéêè ëåíò.

Îïðåäåëèì îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ f̃ íà áàçèñå ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ

f̃ |Ia = ιa ◦ f ◦ p|Ia; f̃ |Ib = ιb ◦ f ◦ p|Ib, (1.2)
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à çàòåì ïðîäîëæèì åãî íà ëåíòû ýòîé ïîâåðõíîñòè.
Äëÿ ýòîãî çàäàäèì äâà îòîáðàæåíèÿ

fa : Π
a \ ιa(f−1(I)) → Π̃, fb : Π

b \ ιb(f−1(I)) → Π̃,

ïîëàãàÿ
fa := ιa ◦ f ◦ p, fb := ιb ◦ f ◦ p. (1.3)

Ïåðâîå èç íèõ íåïðåðûâíî íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ìíîæåñòâà Πa \ ιa(f−1(I)) , à
âòîðîå � íà êàæäîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå Πb \ ιb(f−1(I)) . Ñ ïîìîùüþ ýòèõ äâóõ îòîáðàæå-

íèé áóäåì ñòðîèòü ïðîäîëæåíèå f̃ íà ëåíòû.
Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîé ëåíòû Πj èñõîäíîé ëåíòî÷íîé ïîâåðõíîñòè Π ñâÿçíûå êîì-

ïîíåíòû ìíîæåñòâà Πj \ f−1(I) . Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü èõ ñåêòîðàìè ëåíòû Πj .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kj èõ ÷èñëî, à ñàìè ñåêòîðû � ÷åðåç Πj,1, . . . ,Πj,Kj

, çàíóìåðîâàâ èõ
âòîðûì èíäåêñîì â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì íà ëåíòå îò å¼ ïåðâîãî êîíöà êî âòîðîìó.
Çàìûêàíèå ñåêòîðà åñòü ïàðàëëåëîãðàìì. Åãî ñæèìàþùèåñÿ ñòîðîíû áóäåì íàçûâàòü êîí-
öàìè ñåêòîðà, ïðè÷¼ì ïåðâûì êîíöîì ñåêòîðà Πj,1 áóäåì ñ÷èòàòü òîò, êîòîðûé ñîâïàäàåò
ñ ïåðâûì êîíöîì ëåíòû Πj à äðóãîé � âòîðûì. Äëÿ ñåêòîðà Πj,k ( k > 1 ) áóäåì ñ÷èòàòü
ïåðâûì êîíöîì òîò, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñî âòîðûì êîíöîì Πj,k−1 , à äðóãîé � âòîðûì åãî
êîíöîì. Çàìåòèì, ÷òî ñàìè êîíöû ñåêòîðà â í¼ì íå ñîäåðæàòñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàç ïîä
äåéñòâèåì f êàæäîãî ñåêòîðà ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ëåíòå, à îáðàçû åãî êîíöîâ � â
êîíöàõ ýòîé ëåíòû è, ñëåäîâàòåëüíî â áàçèñå I .

Îïðåäåëèì ñåêòîðû äëÿ ëåíò ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ Πa
j,k := ιa(Πj,k) , Π

b
j,k := ιb(Πj,k) ,

à òàêæå ïåðâûé è âòîðîé êîíöû êàæäîãî èç íèõ êàê îáðàçû ïåðâîãî è âòîðîãî êîíöîâ
ñåêòîðà Πj,k ïðè îòîáðàæåíèÿõ ιa, ιb .

Çàäàäèì îòîáðàæåíèå f̃ íà ïåðâûõ ñåêòîðàõ ëåíò ïîâåðõíîñòè Π̃ , ïîëàãàÿ

f̃ |Πa
j,1 := fa|Πj,1; f̃ |Πb

j,1 := fb|Πj,1. (1.4)

Äàëåå, äëÿ êàæäîé ëåíòû Π̃a
j ( Π̃b

j ) áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü f̃ íà ñåêòîðàõ
Πa
j2
, . . . ,Πa

jKj
(ñîîòâåòñòâåííî Πb

j2
, . . . ,Πb

j,Kj
) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äëÿ 1 < k 6 Kj (ïðè ôèêñèðîâàííîì j ∈ 1, n ) Πik−1
åñòü ëåíòà ïîâåðõíîñòè

Π , ñîäåðæàùàÿ f(Πj,k−1) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îãðàíè÷åíèÿ f̃ |Πa
j,k−1 è f̃ |Πb

j,k−1 óæå îïðåäåëåíû, ïðè÷¼ì

f̃ |Πa
j,k−1 = fa|Πa

j,k−1; f̃ |Πb
j,k−1 = fb|Πb

j,k−1.

Òîãäà ïîëàãàåì

f̃ |Πa
j,k :=

{
fa|Πa

j,k, åñëè Πik−1
ïðèêëååíà ê áàçèñó äâóñòîðîííå;

fb|Πa
j,k, åñëè Πik−1

ïðèêëååíà ê áàçèñó îäíîñòîðîííå;

f̃ |Πb
j,k :=

{
fb|Πb

j,k, åñëè Πik−1
ïðèêëååíà ê áàçèñó äâóñòîðîííå;

fa|Πb
j,k, åñëè Πik−1

ïðèêëååíà ê áàçèñó îäíîñòîðîííå;

(1.5)

Â ñëó÷àå, êîãäà ýòè îãðàíè÷åíèÿ îïðåäåëåíû êàê

f̃ |Πa
j,k−1 = fb|Piaj,k−1; f̃ |Πb

j,k−1 = fa|Πb
j,k−1,

îãðàíè÷åíèÿ f̃ |Πa
j,k è f̃ |Πb

j,k îïðåäåëÿåì ïî òåì æå ôîðìóëàì (1.5), ïîìåíÿâ â èõ ïðàâûõ
÷àñòÿõ ìåñòàìè fa è fb .
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Ôîðìóëû (1.4)�(1.5) îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå f̃ íà âñåé ïîâåðõíîñòè Π̃ êðîìå òî÷åê,

ïðèíàäëåæàùèõ êîíöàì ñåêòîðîâ å¼ ëåíò, ò.å. òî÷åê ìíîæåñòâà Ĩ∪ιa(f−1I)∪ιb(f−1I) . Íà Ĩ
îíî áûëî îïðåäåëåíî ðàâåíñòâàìè (1.2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîäîëæåíèå ïî íåïðåðûâ-

íîñòè îòîáðàæåíèÿ f̃ íà êîíöû ñåêòîðîâ ïðåâðàùàåò åãî â íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
Π̃ → Π̃ .

Ïî ïîñòðîåíèþ îíî âçàèìíî îäíîçíà÷íî íà âíóòðåííîñòè Π̃ , à íà êðàå óñòðîåíî ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Â ñèëó ëåììû 4 êàæäàÿ êîìïîíåíòà êðàÿ Π̃ åñòü ìíîãîóãîëüíèê ñ
âåðøèíàìè, ëåæàùèìè âíóòðè áàçèñíûõ îòðåçêîâ, è ñòîðîíàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ äóãàìè,
ñîñòàâëåííûìè èç êðà¼â ëåíò. Êàæäàÿ ñòîðîíà òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñîäåðæèò åäèí-
ñòâåííóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òî÷êó îòîáðàæåíèÿ f̃ . Ðàññìîòðèì, êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó A
òàêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Ïóñòü δ1 è δ2 � äóãè, ñîäåðæàùèåñÿ â åãî ñìåæíûõ ñòîðîíàõ è
ñîåäèíÿþùèå äàííóþ âåðøèíó ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òî÷êàìè, ëåæàùèìè íà ýòèõ ñòîðîíàõ.
Äóãè δ1 è δ2 ñîäåðæàò äóãè δ′1 è δ′2 , èìåþùèå òî÷êó A îáùèì êîíöîì, è òàêèå, ÷òî

f̃(δ′1) = f̃(δ′2) åñòü äóãà, âñå òî÷êè êîòîðîé ëåæàò âíóòðè Π̃ êðîìå îáðàçîâ å¼ êîíöîâ,

îòëè÷íûõ îò f̃(A) . Ïîñëåäíèå ïåðåõîäÿò â îäíó òî÷êó íà êðàå Π̃ , à èìåííî � â îäíó èç

âåðøèí íåêîòîðîãî ìíîãîóãîëüíèêà, ÿâëÿþùåãîñÿ êîìïîíåíòîé êðàÿ Π̃ . Èíûìè ñëîâàìè,
êàæäîé òî÷êå x1 ∈ δ′1 ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x2 ∈ δ′2 òàêàÿ, ÷òî f̃(x1) = f̃(x2) .

Çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü M̃ ïîëó÷èì, îòîæäåñòâèâ òî÷êè x1, x2 êàæäîé òàêîé ïàðû,
à òàêæå òî÷êè f̃−k(x1) , f̃

−k(x2) ( k > 1 ). Êðîìå òîãî, îòîæäåñòâèì âñå ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè, ëåæàùèå íà îäíîé è òîé æå êîìïîíåíòå êðàÿ Π̃ .
Ïðè òàêèõ îòîæäåñòâëåíèÿõ èç îòîáðàæåíèÿ p : Π̃ → Π ïîëó÷èòñÿ ðàçâåòâë¼ííîå

íàêðûòèå p : M̃ → M , à èç îòîáðàæåíèÿ f̃ : Π̃ → Π̃ � ãîìåîìîðôèçì f̃ : M̃ → M̃ ,
íàêðûâàþùèé f . Ãîìåîìîðôèçì f̃ , êàê ýòî ëåãêî âûòåêàåò èç ïîñòðîåíèÿ, � ïñåâäîàíî-
ñîâñêèé ñ îñîáûìè òî÷êàìè èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèé, ïîëó÷àþùèìèñÿ ïðè îòîæäåñòâëåíèè
ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê íà êðàå Π̃ . Ñàìà ýòà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ äëÿ íåãî ëåíòî÷íîé ïî-
âåðõíîñòüþ. Ïîýòîìó èç ëåììû 4 âûòåêàåò óòâåðæäåíèå (iii) òåîðåìû. Êðîìå òîãî, åñëè,

îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ïåðâûõ m áàçèñíûõ îòðåçêîâ Π̃ , èçìåíèòü íàïðàâ-
ëåíèÿ îñòàëüíûõ íà ïðîòèâîïîëîæíûå, ïîëó÷èì, ÷òî âñå ëåíòû Π̃ áóäóò ïðèêëååíû ê
å¼ áàçèñó äâóñòîðîííå. Â ñèëó ëåììû 2 ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ äëÿ f̃
îðèåíòèðóåìû. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðîäàìè ïîâåðõíîñòåé M è M̃ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç
ôîðìóëû Ýéëåðà�Ïóàíêàðå, ñîãëàñíî êîòîðîé ñóììà èíäåêñîâ îñîáûõ òî÷åê ñëîåíèÿ ñ
îñîáåííîñòÿìè ðàâíà ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå ïîâåðõíîñòè. Óòâåðæäåíèå (ii) âûòåêàåò
íåïîñðåäñòâåííî èç ïîñòðîåíèÿ.
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Orientability of invariant foliations of pseudo-Anosovian

homeomorphisms and branched coverings

c⃝ A. Yu. Zhirov2

Abstract. This paper deals with pseudo-Anosov homeomorphism (possibly generalized) of closed
orientable surface; invariant foliations of this mapping are supposed to be non-orientable. A
construction is described that helps to build two-sheeted (in general, branched) covering of this
surface and pseudo-Anosov homeomorphism of the covering surface that covers the original and has
orientable invariant foliations. The covering and the homeomorphism are constructed by means of
original mapping. If the original homeomorphism does not have singularities of odd valency then
the constructed covering is not branched. Otherwise it has branch points of multiplicity 2 in
singularities of odd valency. It is established that in the �rst case the covering homeomorphism
has twice the number of singularities of the same valences as compared with the original. In the
second case the number of singularities of even valencies doubles and the features of doubled odd
valences are added to them.
Key Words: pseudo-Anosov homeomorphisms, foliations with singularities, branched coverings.

References

1. A. Fathi, F. Laudenbach, V. Poenaru, Travaux de Thurston sur les surfaces. Orsay
seminaire, Asterisque. V. 66–67, 1979.

2. E. Casson, S. Bleiler, Automorphisms of Surfaces after Nielsen and Thurston (London
Mathematical Society Student Texts), Cambridge University Press, Cambridge, 1988.

3. R.V. Plykin, �[Sources and sinks of A-di�eomorphisms of surfaces]�,Ìatem. sbornik, 94:2
(1974), 243�264 (In Russ).

4. H. Masur, J. Smille, “Quadratic differentials with prescribed singularities and pseudo-
Anosov diffeomorphisms”, Comment. Math. Helvetici, 68 (1993), 289–307.

5. À.U. Zhirov, Topologicheskaia soprjazhennost psevdoanosovskikh gomeomor�smov
[Topological conjugency of pseudo-Anosov homeomorphismes], ÌCCNE, Ì., 2013 (In
Russ).

6. À.B. Katok, B. Hasselblatt, Introduction to the Modern Theory of Dynamical Systems,
Cambridge University Press, Cambridge, 1995.

Submitted 10.04.2017

2Alexey Yu. Zhirov, Professor, Moscow Aviation Institute (National Research University) (125993,
Russia, Moscow, Volokolamskoe Shosse, 4.), Dr. Sci. (Physics and Mathematics), ORCID:http://orcid.org/0000-
0002-8957-3934, alexei_zhirov@mail.ru

A. Yu. Zhirov. Orientability of invariant foliations of pseudo-Anosovian . . .


