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Àííîòàöèÿ. Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæå-
íèé èçó÷àþòñÿ ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ (ñîäåðæàùèõ òîëüêî îä-
íó íåïîäâèæíóþ òî÷êó) àòòðàêòîðîâ. Îïèñàíû 4 ðàçëè÷íûõ âèäà òàêèõ ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿ-
ùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ íåîðèåíòèðóåìûõ àòòðàêòîðîâ: ñîîòâåò-
ñòâåííî ëîðåíöåâñêîãî è âîñüìåðî÷íîãî òèïîâ (ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî),
à òàêæå äâóõ òèïîâ ñïèðàëüíûõ àòòðàêòîðîâ (ñîäåðæàùèõ íåïîäâèæíóþ òî÷êó òèïà ñåäëî-
ôîêóñ). Äàíû ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ýòèõ ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ
îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòðàííûé àòòðàêòîð, àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, ãîìî-
êëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ, èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ, òðåõìåðíîå îáîáùåííîå îòîáðàæåíèå Ýíî

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1] ,[2], [3] áûëè èññëåäîâàíû íåêîòîðûå óíèâåðñàëüíûå ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ
ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæå-
íèé. Çäåñü òåðìèíîì ¾ãîìîêëèíè÷åñêèé¿ ìû îãðàíè÷èâàåì êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ òîëüêî òåìè, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî îäíó íåïîäâèæíóþ òî÷êó (òèïà
ñåäëî, åñëè âñå ìóëüòèïëèêàòîðû äåéñòâèòåëüíû, èëè ñåäëî-ôîêóñ, åñëè ó íåïîäâèæíîé
òî÷êè åñòü ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ). Óíèâåðñàëüíîñòü ñöåíàðè-
åâ îçíà÷àåò, âî-ïåðâûõ, òî, ÷òî îíè ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â îáùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ
ñåìåéñòâàõ, è âî-âòîðûõ, òî, ÷òî äëÿ òàêèõ ñöåíàðèåâ íå òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèÿ êàêèõ-ëèáî
ñïåöèàëüíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì (òèïà íàëè÷èÿ ñèììåòðèé è ò.ï.).

Â ðàáîòå [1] áûëè îïèñàíû òðè ðàçëè÷íûõ ñöåíàðèÿ òàêîãî ðîäà, ñâÿçàííûõ ñ âîçíèê-
íîâåíèåì äèñêðåòíûõ àòòðàêòîðîâ ëîðåíöåâñêîãî òèïà, âîñüìåðî÷íîãî òèïà è ñïèðàëü-
íîãî òèïà ñîîòâåòñòâåííî. Êà÷åñòâåííûå ñõåìû äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñöåíàðèåâ ïîêàçàíû íà
ðèñ. 1.1, à äëÿ òðåòüåãî � íà ðèñ. 1.2. Âñå îíè ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ â îäíîïàðàìåòðè-
÷åñêèõ ñåìåéñòâàõ Tµ òðåõìåðíûõ îðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé, è âñå íà÷èíàþòñÿ ñ òåõ
çíà÷åíèé µ , ïðè êîòîðûõ Tµ èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó Oµ ,
êîòîðàÿ ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, è çäåñü â ñöåíàðèÿõ
ïîÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷èÿ.

Ñöåíàðèé 1 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â) ðè-
ñóíêà 1.1). Ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè µ òî÷êà Oµ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: îíà ñàìà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé òèïà (2,1), ò.å. ñ äâóìåðíûì óñòîé-
÷èâûì è îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à â å¼ îêðåñòíîñòè
ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2 (îí â ýòîò ìîìåíò ñòàíîâèòñÿ àòòðàêòî-
ðîì). Çàòåì ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà, â ðåçóëüòàòå ñåðèè íåêîòîðûõ áèôóðêàöèé, ýòîò
öèêë è âñå ïðèòÿãèâàþùèå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà, êîòîðûå îò íåãî îòðîæäàþòñÿ, òå-
ðÿþò óñòîé÷èâîñòü. Êàêèì ñïîñîáîì ýòî ïðîèñõîäèò, çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è.3 Ïðè

1 Íàó÷íûé ñîòðóäíèê ÍÈÈ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåð-
ñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; agonchenko@mail.ru

2 Ëàáîðàíò ÍÈÈ ñóïåðêîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì.
Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kozzzlo�@list.ru
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ýòîì âàæíî, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé òî÷êè Oµ ïåðåñåêàþòñÿ è, êîãäà
W u(Oµ) öåëèêîì ëåæèò â ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, îáðàçóåòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàê-
òîð. Ïîñêîëüêó òî÷êà Oµ èìååò â ýòîò ìîìåíò ìóëüòèïëèêàòîð λ1 < −1 , òî äâà äðóãèõ
λ2 è λ3 áóäóò äåéñòâèòåëüíûìè è ðàçíûõ çíàêîâ, íàïðèìåð, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0 .
Â ñëó÷àå, êîãäà |λ2| > |λ3| , êîíôèãóðàöèÿ ïîëó÷èâøåãîñÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà
áóäåò î÷åíü ïîõîæà ïî ôîðìå íà àòòðàêòîð Ëîðåíöà, ñì. ðèñ. 1.1(â). Òîëüêî çäåñü ìû èìå-
åì äåëî ñ åãî äèñêðåòíûì âàðèàíòîì. Ïðè ýòîì ðîëü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ àòòðàêòîðà â
ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ áóäåò èãðàòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà Oµ , à â �äûðêàõ� äèñêðåòíîãî àò-
òðàêòîðà, âìåñòî ðàâíîâåñèé, áóäåò ëåæàòü ñåäëîâîé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2. Êðîìå òîãî,
òî÷êà Oµ äåëèò ñâî¼ îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(Oµ) íà äâå ñâÿçíûå êîì-
ïîíåíòû � ñåïàðàòðèñû. Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûé ìóëüòèïëèêàòîð λ1 îòðèöàòåëüíûé, òî
òî÷êè íà W u(Oµ) áóäóò �ïðûãàòü� ïîä äåéñòâèåì Tµ ñ îäíîé ñåïàðàòðèñû íà äðóãóþ (â
êëàññè÷åñêîì àòòðàêòîðå Ëîðåíöà êàæäàÿ èç ñåïàðàòðèñ ñàìà ïî ñåáå èíâàðèàíòíà). Îò-
ìåòèì òàêæå, ÷òî îòðèöàòåëüíîñòü ìóëüòèïëèêàòîðîâ òî÷êè Oµ îáåñïå÷èâàåò ëîêàëüíóþ
(íà å¼ èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ) ñèììåòðèþ, ñõîæóþ ñ ñèììåòðèåé â ìîäåëè Ëîðåíöà
[11].

Ñöåíàðèé 2 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü
(à)⇒ (á)⇒ (ã) ðèñóíêà 1.1). Íà÷àëî ýòîãî ñöåíàðèÿ òàêîå æå, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå.
Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêîãî ïå-
ðåñå÷åíèÿ ìóëüòèïëèêàòîðû òî÷êè Oµ òàêèå, ÷òî îïÿòü λ1 < −1, 0 < λ2 < 1,−1 < λ3 < 0 ,
íî |λ2| < |λ3| . Òîãäà ïî ôîðìå ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñì. ðèñ. 1.1(ã), áóäåò ïîõîæ
íà àòòðàêòîð, âîçíèêàþùèé ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîçìóùåíèè äâóìåðíîé ñèñòåìû ñ
ãîìîêëèíè÷åñêîé âîñüìåðêîé ñåäëîâîãî ðàâíîâåñèÿ [12]. Ïîýòîìó òàêîé àòòðàêòîð áûë
íàçâàí â [1],[3] �äèñêðåòíûì âîñüìåðî÷íûì àòòðàêòîðîì�.

3 Óêàæåì äâà ïðîñòåéøèõ âàðèàíòà: 1) óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïðåòåðïåâàåò îáðàòíóþ áèôóðêàöèþ
Àíäðîíîâà-Õîïôà (â íåãî �âëèïàåò� çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ (C1, C2) ïåðèîäà 2 ñåäëîâîãî òèïà,
êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îòðîæäàåòñÿ îò ãîìîêëèíè÷åñêîé âîñüìåðêè ñåäëà Oµ â ìîìåíò åå îáðàçîâàíèÿ)
� òàêèå áèôóðêàöèè ïðîèñõîäÿò, íàïðèìåð, â îòîáðàæåíèè Ïóàíêàðå îäíîé ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ,
[4],[5], à â ñëó÷àå ïîòîêîâ � â ìîäåëè Ëîðåíöà, [6]; 2) óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïðåòåðïåâàåò ïðÿìóþ
áèôóðêàöèþ Àíäðîíîâà-Õîïôà (èç íåãî ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà
2, êîòîðàÿ çàòåì ñëèâàåòñÿ ñ èíâàðèàíòíîé êðèâîé (C1, C2) è èñ÷åçàåò) � òàêèå áèôóðêàöèè ïðîèñõîäÿò
â íåêîòîðûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèÿõ Ýíî, [7],[1],[8], à â ñëó÷àå ïîòîêîâ � â ìîäåëè Øèìèöó-Ìîðèîêà,
[9],[10].
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Ð è ñ ó í î ê 1.1

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ ëèáî äèñêðåòíîãî

àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â)), ëèáî äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü

(a)⇒ (á)⇒ (ã)). Çäåñü ïîêàçàíû òî÷êè h1 è h2 , ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå

ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, òàêèå, ÷òî hi ∈W s(Oµ) ∩W u(Oµ) è h2 = Tµ(h1) . Ýòè òî÷êè

ðàñïîëîæåíû ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss
loc(Oµ) â ëîðåíöåâñêîì ñëó÷àå (â) è ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò

of W ss
loc(Oµ) â ñëó÷àå âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ã).

Ñöåíàðèé 3 âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà (ðèñ. 1.2). Ýòîò ñöå-
íàðèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïåðâûõ äâóõ òåì, ÷òî ïåðâîé áèôóðêàöèåé ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè òî÷êè Oµ çäåñü ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèåé Àíäðîíîâà-Õîïôà. Â ðåçóëüòàòå ýòîé áè-
ôóðêàöèè íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), ò.å. ñ îäíîìåðíûì
óñòîé÷èâûì è äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à èç íåå ðîæ-
äàåòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ , ðèñ. 1.2(á). Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè µ ñíà÷àëà àòòðàêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ýòà êðèâàÿ Lµ , à çàòåì
îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü (êàêèì ñïîñîáîì � çàâèñèò îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, ñì., íàïðè-
ìåð, [2]), è ôîðìèðóåòñÿ ñòðàííûé ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé ñåäëî-ôîêóñ
Oµ è åãî íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ðèñ. 1.2(ã). Ïðè ýòîì âàæíûì ýòàïîì â
ñòàíîâëåíèè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ îáðàçîâàíèå ò.í. �âîðîíêè Øèëüíèêîâà�, êîãäà êðèâàÿ
Lµ ìåíÿåò ñâîé òèï ñ óçëîâîãî íà ôîêóñíûé � òîãäà íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå òî÷êè
Oµ íà÷èíàåò íàêðó÷èâàòüñÿ íà Lµ , ðèñ. 1.2(â), è â îáðàçîâàâøóþñÿ âîðîíêó áóäóò âòÿãè-
âàòüñÿ âñå òðàåêòîðèè èç ïîãëîùàþùåé îáëàñòè (êðîìå îäíîé èç óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ
ñåäëî-ôîêóñà Oµ ). Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûé ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ ñïèðàëüíîãî àòòðàê-
òîðà ó òðåõìåðíûõ ïîòîêîâ áûë ðàññìîòðåí åùå â ðàáîòå Ë. Ï.Øèëüíèêîâà [13]. Ïîýòîìó
âîçíèêàþùèé â ñëó÷àå îòîáðàæåíèé òàêîé àòòðàêòîð ñïèðàëüíîãî òèïà áûë íàçâàí â [2]
�äèñêðåòíûì àòòðàêòîðîì Øèëüíèêîâà�.
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Ð è ñ ó í î ê 1.2

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíîãî

àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà.

Â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îòîáðàæåíèé (äèôôåîìîðôèçìîâ), êîòîðûå
ðàññìàòðèâàþòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, êàê ïîêàçàíî, ïîõîæèå ñöåíàðèè òàêæå âîçìîæíû.
Îäíàêî, â ñèëó íåîðèåíòèðóåìîñòè îòîáðàæåíèé, âñå îíè èìåþò ñâîþ ñïåöèôèêó � îïè-
ñàíèå òàêèõ ñöåíàðèåâ äàåòñÿ â � 1. Çäåñü ìû âûäåëÿåì 4 âèäà ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿùèõ
ê âîçíèêíîâåíèþ ñîîòâåòñòâåííî íåîðèåíòèðóåìûõ ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàê-
òîðîâ, òàêèõ êàê äèñêðåòíûå àòòðàêòîð Ëîðåíöà, âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð, ñïèðàëüíûé
àòòðàêòîð è àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà. Â � 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâà-
íèÿ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî ðàçëè÷íîãî âèäà, èë-
ëþñòðèðóþùèõ êîíêðåòíûõ ðåàëèçàöèé óêàçàííûõ â � 1 ñöåíàðèåâ, ñì. ðèñ. 7-10. Ìû
ïîêàçûâàåì òàêæå, ÷òî ó òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òàêèå æå àòòðàêòîðû, êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, íî òîëüêî ýòî óæå �äâóõêîìïîíåíò-
íûå� ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû, ñîäåðæàùèå ñåäëîâûå òî÷êè ïåðèîäà 2, ñì. ðèñ. 3.5,
ñîîòâåòñòâåííî êàæäàÿ êîìïîíåíòà àòòðàêòîðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2 .

2. Îïèñàíèå ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ

îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Tµ òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîá-
ðàæåíèé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Tµ ïðè µ0 < µ < µ1 èìååò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâóþ
íåïîäâèæíóþ òî÷êó Oµ , ò.å. ìóëüòèïëèêàòîðû λ1, λ2, λ3 òî÷êè Oµ òàêèå, ÷òî |λi| < 1 ,
è ïîñêîëüêó Tµ íåîðèåíòèðóåìî, òî λ1λ2λ3 < 0 . Ïóñòü µ = µ1 � ýòî çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà, ïðè êîòîðîì òî÷êà Oµ òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, íî ïðè ýòîì íå èñ÷åçàåò. Òîãäà, â
îáùåì ñëó÷àå, µ1 � ýòî áèôóðêàöèîííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, îòâå÷àþùåå ëèáî áèôóð-
êàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà òî÷êè Oµ , ëèáî (äèñêðåòíîé) áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà. Â
ïåðâîì ñëó÷àå ó òî÷êè Oµ ïðè µ = µ1 ïîÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòîð −1 , à âî âòîðîì �
ïàðà ìóëüòèïëèêàòîðîâ e±iφ ñ 0 < φ < π . Îïèñûâàåìûå íèæå ñöåíàðèè âîçíèêíîâåíèÿ
ñòðàííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êó Oµ , ïðåäïîëàãàþò òàêæå,
÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò â íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïîãëîùàþùåé îáëàñòè U .
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Ð è ñ ó í î ê 2.1

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííûõ ñöåíàðèåâ, ïðèâîäÿùèõ ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíûõ

íåîðèåíòèðóåìûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ: �òîíêîãî� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà (ïóòü

(à)⇒ (á)⇒ (â)); âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ïóòü (a)⇒ (á)⇒ (ã)); ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà (ïóòü

(a)⇒ (á)⇒ (ä)). Çäåñü ïîêàçàíû òî÷êè h1 è h2 , ïðèíàäëåæàùèå îäíîé è òîé æå

ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, òàêèå, ÷òî hi ∈W s(Oµ) ∩W u(Oµ) è h2 = Tµ(h1) . Ýòè òî÷êè

ðàñïîëîæåíû ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss
loc(Oµ) â ëîðåíöåâñêîì ñëó÷àå (â), ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò of

W ss
loc(Oµ) â ñëó÷àå âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà (ã), è ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè ëåæàò â W ss

loc(Oµ)

íà ñïèðàëè, çàêðó÷èâàþùåéñÿ âîêðóã Oµ , â ñëó÷àå ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà (ä).

Ïåðâûé ñöåíàðèé, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (â)), ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåîðè-
åíòèðóåìîãî ãîìîêëèíè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, êîòîðûé ìû íàçûâàåì �òîíêèé äèñêðåòíûé
àòòðàêòîð Ëîðåíöà�. Îí âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå öåïî÷êè: óñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
⇒ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà ⇒ îáðàçîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé ìíîãî-
îáðàçèé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè λ1 < −1, 0 < λ2, λ3 < 1 .
Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâûå ìóëüòèïëèêàòîðû çäåñü ïîëîæèòåëüíû, òî ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òî÷-
êà â W s

loc(Oµ) è âñå å¼ îáðàçû îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèé Tµ áóäóò ëåæàòü
â W s

loc(Oµ) íà îäíîé è òîé æå ãëàäêîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé, âõîäÿùåé â òî÷êó Oµ (à íå
íà ðàçíûõ, êàê â ñëó÷àå îðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, ñð. ðèñ. 1.1(â)
è 2.1(â) à òàêæå ðèñ. 2.2 (à) è (ã)).4

4 Çàìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷åñêèé àòòðàêòîð ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê çàìûêàíèå
íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè Oµ . Ïîñêîëüêó íåóñòîé÷èâûå ñåïàðàòðèñû ñåäëà Oµ íàêàïëèâàþòñÿ
ñàìè ê ñåáå (îáðàçóÿ, ÷òî íàçûâàåòñÿ, îäíîìåðíûé íåðàçëîæèìûé êîíòèíóóì), òî èõ ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷-
êè íà W s

loc(Oµ) áóäóò ëåæàòü âáëèçè òî÷åê h1, h2, ..., hi = T i−1(h1), ... . Ïîñëåäíèå æå, ò.ê. 0 < λ2, λ3 < 1 ,
áóäóò ëåæàòü íà îäíîé ãëàäêîé êðèâîé, âõîäÿùåé â Oµ ñ îäíîé ñòîðîíû îò W ss

loc(Oµ) , ñì. ðèñ. 2.2, � â
ýòîì ñëó÷àå òåðìèí �òîíêèé� êàæåòñÿ çäåñü âïîëíå ïîäõîäÿùèì.
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Ð è ñ ó í î ê 2.2

Èëëþñòðàöèÿ ïîâåäåíèÿ èòåðàöèé òî÷êè h1 ∈W ss
loc(Oµ) îòîáðàæåíèÿ Tµ â çàâèñèìîñòè îò

çíàêîâ ìóëüòèïëèêàòîðîâ λ2, λ3 óñòîé÷èâîé (íà W ss
loc(Oµ) ) íåïîäâèæíîé òî÷êè Oµ .

Âòîðîé ñöåíàðèé, îáðàçîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàê-
òîðà, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (ã)), ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà âñå
ìóëüòèïëèêàòîðû òî÷êè Oµ îòðèöàòåëüíû, ò.å. êîãäà λ1 < −1 < λ2, λ3 < 0 ïðè µ > µ1 .
Âîçíèêàþùèå çäåñü ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû î÷åíü ïîõîæè íà òå, êîòîðûå èìåþò
ìåñòî â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, ñð. ðèñ. 1.1(ã) è 2.1(ã).

Òðåòèé ñöåíàðèé ñâÿçàí ñ îáðàçîâàíèåì íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî ñïèðàëüíîãî
àòòðàêòîðà, ñì. ðèñ. 2.1 (ïóòü (à)⇒ (á)⇒ (ä)). Ýòîò ñöåíàðèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ ñöåíàðèÿìè (�ëîðåíöåâñêèì� è �âîñüìåðî÷íûì�).
Çäåñü îïÿòü ïåðâàÿ áèôóðêàöèÿ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè - ýòî áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà
òî÷êè Oµ , â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíà ïðèîáðåòàåò ìóëüòèïëèêàòîðû λ1 < −1, λ2,3 = λe±iφ ,
ãäå 0 < λ < 1 . Òî åñòü, òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (2,1), à â å¼ îêðåñò-
íîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðèîäà 2. Îïÿòü â ðåçóëüòàòå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè ýòîé òðàåêòîðèè è äðóãèõ óñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò îò
íå¼ îòðîäèòüñÿ, è ïîñëåäóþùåãî îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé èíâàðèàíò-
íûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷êè Oµ , çäåñü ìîæåò îáðàçîâàòüñÿ íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé
ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð.

Ýòîò àòòðàêòîð â êàêîé-òî ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïîõîæ è íà äèñêðåòíûé àòòðàêòîð
Ëîðåíöà è íà äèñêðåòíûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð. Áîëåå òîãî, ïðè ýâîëþöèè óñòîé÷èâûõ
ìóëüòèïëèêàòîðîâ òî÷êè Oµ îíè ìîãóò ñòàòü äåéñòâèòåëüíûìè îäíîãî çíàêà. Â ñëó÷àå,
êîãäà óñòîé÷èâûå ìóëüòèïëèêàòîðû ñòàíîâÿòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè, âîçìîæåí ïåðåõîä îò
ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà ê ëîðåíöåâñêîìó, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ ìóëüòèïëèêàòîðîâ �
ê âîñüìåðî÷íîìó.5

Â ðÿäó ýòèõ íîâûõ ñöåíàðèåâ îñîáîå ìåñòî, êàê íàì êàæåòñÿ, çàíèìàåò (÷åòâåðòûé) ñöå-
íàðèé âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà (ñõåìàòè-
÷åñêóþ èëëþñòðàöèþ ñì. íà ðèñ. 2.3 ). Çäåñü, òàêæå êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, ïåðâîé
áèôóðêàöèåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òî÷êè Oµ ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèÿ Àíäðîíîâà-Õîïôà, â
ðåçóëüòàòå êîòîðîé òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2) ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè
λ1,2 = ρe±iψ,−1 < λ3 < 0 , ãäå ρ > 1 , à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíó-
òàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ . Ïîíà÷àëó ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì, çàòåì îíà è
âñå àññîöèèðîâàííûå ñ íåé óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà òåðÿþò óñòîé÷èâîñòü,
îáðàçóåòñÿ íåîðèåíòèðóåìàÿ �âîðîíêà Øèëüíèêîâà� è âîçíèêàåò ñòðàííûé àòòðàêòîð, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó Oµ è åå íåóñòîé÷èâîå èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå.

5 Òàêèå ïåðåõîäû ìû òàêæå íàáëþäàëè â êîìïüþòåðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ òðåõìåðíûìè îòîáðàæåíèÿìè
Ýíî.
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Ð è ñ ó í î ê 2.3

Èëëþñòðàöèÿ áèôóðêàöèîííîãî ñöåíàðèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê âîçíèêíîâåíèþ äèñêðåòíîãî

íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà. Çäåñü â ýòîò ñöåíàðèé âêëþ÷åí ïåðåõîä (á)→ (â),

ñâÿçàííûé ñ áèôóðêàöèåé óäâîåíèÿ êðèâîé Lµ , ñì. òàêæå ðèñ. 2.4.

Îäíàêî çäåñü åñòü ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ îò îðèåíòèðóåìîãî ñëó÷àÿ. Â ÷àñòíîñòè,
íåîðèåíòèðóåìàÿ �âîðîíêà Øèëüíèêîâà� îáðàçóåòñÿ áîëåå ñëîæíûì îáðàçîì. Ïîñëå áè-
ôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà òî÷êà Oµ ñòàíîâèòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), åå íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì äèñêîì Dµ ñ êðàåì Lµ . Çàìåòèì, ÷òî Dµ ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷àñòüþ öåíòðàëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ WC

µ òî÷êè Oµ . Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà µ ,
áëèçêèõ ê áèôóðêàöèîííîìó, WC

µ � ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ñîîòâåòñòâåííî âîðîíêè íåò.
Äëÿ å¼ îáðàçîâàíèÿ íóæíî, ÷òîáû WC

µ ïîòåðÿëî ãëàäêîñòü. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ýòî
ïðîèñõîäèëî èç-çà �äèôôåðåíöèðóåìîé áèôóðêàöèè�, êîãäà êðèâàÿ Lµ ìåíÿëà ñâîé òèï ñ
óçëîâîãî íà ôîêóñíûé [1],[2]. Â íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ýòîãî, î÷åâèäíî, íå ìîæåò áûòü,
òàê êàê Lµ èìååò òèï �íåîðèåíòèðóåìîãî óçëà�. Îäíàêî çäåñü åñòü äðóãèå âàðèàíòû òà-
êîãî ðàçðóøåíèÿ. Îäèí èç íàèáîëåå î÷åâèäíûõ (à ãëàâíîå, íàáëþäàåìûõ â ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòàõ) âàðèàíò � ýòî êîãäà ïðè èçìåíåíèè µ êðèâàÿ Lµ ñíà÷àëà ïðåòåðïåâàåò
áèôóðêàöèþ �óäâîåíèÿ�, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé îíà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, à â å¼ îêðåñò-
íîñòè ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà óñòîé÷èâûõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ L̂1

µ è L̂2
µ ïåðèîäà 2 (òàêèõ,

÷òî Tµ(L̂
1
µ) = L̂2

µ, Tµ(L̂
2
µ) = L̂1

µ ), ïåðåõîä (á)→ (â) íà ðèñ. 2.3. Êàæäàÿ èç êðèâûõ L̂1
µ è

L̂2
µ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2

µ , ïîýòîìó ñ íèìè ïðè èçìåíåíèè µ îäíîâðåìåííî ìî-
æåò ñëó÷èòüñÿ �äèôôåðåíöèðóåìàÿ áèôóðêàöèÿ� (êðèâûå èç óçëîâîãî òèïà ñòàíîâÿòñÿ
ôîêàëüíîãî), â ðåçóëüòàòå êîòîðîé íåóñòîé÷èâîå äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëà Oµ íà÷è-
íàåò íàâèâàòüñÿ íà ýòè îáå êðèâûå, ôîðìèðóÿ óæå íå÷òî ãðàíèöû �äâóñòîðîííåé âîðîíêè�,
â êîòîðóþ áóäóò âõîäèòü âñå òðàåêòîðèè èç ïîãëîùàþùåé îáëàñòè, ñì. ðèñ. 2.3(ã). Ïîñëå
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èíâàðèàíòíûìè êðèâûìè L̂1

µ è L̂2
µ (è âñåìè òåìè óñòîé÷èâûìè èí-

âàðèàíòíûìè ìíîæåñòâàìè, êîòîðûå îò íèõ îòðîæäàþòñÿ) ìîæåò êàê ðàç è îáðàçîâàòüñÿ
íåîðèåíòèðóåìûé äèñêðåòíûé àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà.
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Ð è ñ ó í î ê 2.4

Èëëþñòðàöèÿ ñöåíàðèÿ îáðàçîâàíèÿ íåîðèåíòèðóåìîé âîðîíêè Øèëüíèêîâà. Çäåñü S � ýòî

äâóìåðíàÿ ïëîùàäêà, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó Oµ è W s
loc(Oµ) è ïåðåñåêàþùàÿ òðàíñâåðñàëüíî

êðèâóþ Lµ â äâóõ òî÷êàõ. Ïëîùàäêà S ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî òàêæå äâóìåðíûå

èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ W u(Oµ) , WC(Lµ) è W ss(Lµ) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì êðèâûì.

Îòìåòèì ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ñòðóêòóðû áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ èíâàðèàíòíûõ êðè-
âûõ â îðèåíòèðóåìîì è íåîðèåíòèðóåìîì ñëó÷àÿõ. Â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ñàìà èíâà-
ðèàíòíàÿ êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, à â å¼ îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿåòñÿ îäíà óñòîé÷èâàÿ
èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ äâîéíîé äëèíû, îáâèâàþùàÿ èñõîäíóþ êðèâóþ. Â íåîðèåíòèðóåìîì
ñëó÷àå ñàìà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ Lµ òàêæå ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé, íî â åå îêðåñòíîñòè
ïîÿâëÿþòñÿ äâå óñòîé÷èâûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå òîé æå äëèíû, íî ïåðèîäà äâà, ñì.
ðèñ. 2.3(â) è è 2.4. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî âáëèçè áèôóðêàöèîííîãî ìîìåíòà öåíòðàëüíûì
äâóìåðíûì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì êðèâîé Lµ â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
ëèñò Ì¼áèóñà, à â íåîðèåíòèðóåìîì � öèëèíäð. Ïîñëåäíåå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî íàïðàâ-
ëåíèå ñèëüíîãî ñæàòèÿ äëÿ DTµ , îíî æå îðòîãîíàëüíîå ê äâóìåðíîìó öåíòðàëüíîìó ìíî-
ãîîáðàçèþ WC(Lµ) , ñîõðàíÿåòñÿ (íà ñàìîì ìíîãîîáðàçèè WC(Lµ) âåêòîð îðòîãîíàëüíûé
êðèâîé Lµ ìåíÿåò íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå ïîä äåéñòâèåì DTµ ).

3. Ïðèìåðû.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííûõ â
� 2. ñöåíàðèåâ â ñëó÷àå íåîðèåíòèðóåìûõ òðåõìåðíûõ îáîáùåííûõ îòîáðàæåíèé Ýíî âèäà

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Az + Cy + g(y, z), (3.1)

ãäå A,B,C � êîýôôèöèåíòû (B � ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ (3.1)), g(y, z) � ôóíêöèÿ òîëü-
êî êîîðäèíàò y è z , îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè y = z = 0 âìåñòå ñ ïåðâûìè ïðîèç-
âîäíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå îòîáðàæåíèå (3.1) âñåãäà èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó O(0, 0, 0) ,
òèï êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ A,B,C . Íàïðèìåð, ýòà òî÷êà àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â îáëàñòè ∆s çíà÷åíèé A,B è C , îïðåäåëÿåìîé íåðàâåíñòâàìè
C < 1 − B − A,C < A + B + 1, C > B2 − 1 − AB , [3]. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà
îòîáðàæåíèå (3.1) íåîðèåíòèðóåìî, ò.å. B < 0 .
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Ð è ñ ó í î ê 3.1

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî �òîíêîãî� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â ñëó÷àå

îòîáðàæåíèÿ (3.1) ñ B = −0.4;A = −o.13; g = 1.5yz − 0.54y3 + 0.54z3 ïðè èçìåíåíèè C îò

C = 0.9 äî C = 1.5 .

Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî äèñêðåòíîãî �òîíêîãî�
àòòðàêòîðà Ëîðåíöà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè ôèêñèðî-
âàííûõ B = −0.4;A = −0.13; g = 1.5yz − 0.54y3 + 0.54z3 , ãäå C � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà
O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè −0.892 < C < 0.47 , ïðè C = 0.47 îíà òåðÿåò
óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà

Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàêòîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì

ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ñ B = −0.55; g = 1.3y2 + 12.5yz + 2.2z2 + 2.7z3 è C = 2
3A− 0.385

ïðè èçìåíåíèè A .

òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà èíòåðâàëå 0.47 < C < 1.53 òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêà-
òîðû λ1, λ2, λ3 òàêèå, ÷òî λ1 < −1, |λ2,3| < 1 ), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé
öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.1(à). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðè èçìåíåíèè C öèêë (p1, p2) òåðÿ-
åò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå âòîðîé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà, ðèñ. 3.1(á). Ýòà áè-
ôóðêàöèÿ ïîäñêàçûâàåò [1], ÷òî çäåñü ìîæåò âîçíèêíóòü äâóõêîìïîíåíòíûé äèñêðåòíûé
àòòðàêòîð ëîðåíöåâñêîãî èëè âîñüìåðî÷íîãî òèïà, ñîäåðæàùèé öèêë (p1, p2) . ×èñëåííûé
ñ÷åò ïîäòâåðæäàåò ýòî: íà ðèñ. 3.1(â) ïîêàçàí òàêîé àòòðàêòîð � îí ñîäåðæèò öèêë (p1, p2)
ñ ìóëüòèïëèêàòîðàìè .... (â ñîîòâåòñòâèè ñ [1],[3] � ýòî äâóõêîìïîíåíòíûé êâàçèàòòðàêòîð,
òèï êîòîðîãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ïðîìåæóòî÷íûé ìåæäó ëîðåíöåâñêèì è âîñüìåðî÷-
íûì). Ïðè äàëüíåéøåì èçìåíåíèè C â ðåçóëüòàòå îáðàçîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå-
÷åíèé èíâàðèàíòíûõ ìíîãîîáðàçèé òî÷êè O îáðàçóåòñÿ îäíîêîìïîíåíòíûé äèñêðåòíûé
�òîíêèé� àòòðàêòîðà Ëîðåíöà, ðèñ. 3.1(ã).

Íà ðèñ. 3.2 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî âîñüìåðî÷íîãî àòòðàê-
òîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.55; g = 1.3y2 +
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12.5yz + 2.2z2 + 2.7z3 è C = 2
3
A− 0.385 , ãäå A � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìï-

òîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïðè −2.205 < A < 1.161 , ïðè A = −2.823 îíà òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â
ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà âñåì èíòåð-
âàëå A < −2.823 òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêàòîðû òàêèå, ÷òî λ1 < −1, |λ2,3| < 1 ), à â å¼
îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.2(à). Ïðè äàëüíåéøåì
óìåíüøåíèè A öèêë (p1, p2) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè
Àíäðîíîâà-Õîïôà, ïîñëå êîòîðîé àòòðàêòîðîì

Ð è ñ ó í î ê 3.3

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàêòîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì

ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;C = −2.37; g(y, z) = −1.5yz − y3 + 1.45z3 , ãäå A �

ïàðàìåòð.

ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.2(á); â ñâîþ î÷åðåäü,
ýòà èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ðàçðóøàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî ñöåíàðèåì Àôðàéìîâè÷à-
Øèëüíèêîâà [14], îáðàçóåòñÿ ñíà÷àëà äâóõêîìïîíåíòíûé ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà �òîð-
õàîñ�, ðèñ. 3.2(â), à çàòåì è äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð, ñî-
äåðæàùèé òî÷êó O , ðèñ. 3.2(ã).

Íà ðèñ. 3.3 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ íåîðèåíòèðóåìîãî ñïèðàëüíîãî àòòðàê-
òîðà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;C = −2.37 ;
g(y, z) = −1.5yz − y3 + 1.45z3 , ãäå A � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïðè A∗ = −2.57 < A < −2.5125 , ðèñ. 3.3(à); ïðè A = A∗ îíà òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü â ðåçóëüòàòå áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà: ñàìà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ ñåäëîâîé (íà âñåì
èíòåðâàëå A < −A∗ òî÷êà O èìååò ìóëüòèïëèêàòîðû òàêèå, ÷òî λ1 < −1, λ2,3 = ρe±iω ,
ãäå 0 < ρ < 1, 0 < ω < 1 ), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâûé öèêë (p1, p2) ïåðè-
îäà 2, ðèñ. 3.3(á). Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè A öèêë (p1, p2) òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü â
ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà, ïîñëå êîòîðîé àòòðàêòîðîì ñòàíî-
âèòñÿ çàìêíóòàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ ïåðèîäà 2, ðèñ. 3.3(â); äàëåå ñ ýòîé êðèâîé ïðîèñõî-
äèò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé óäâîåíèé (ñì. ðèñ. 3.3(ã) ïîñëå ïåðâîãî óäâîåíèÿ) è âîçíèêàåò
äâóõêîìïîíåíòíûé ñòðàííûé àòòðàêòîð òèïà �òîð-õàîñ�, ðèñ. 3.3(ä); çàòåì ýòîò àòòðàêòîð
òðàíñôîðìèðóåòñÿ â äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé ñïèðàëüíûé àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé
òî÷êó O , ðèñ. 3.3(å).
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Ð è ñ ó í î ê 3.4

Ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòîðà Øèëüíèêîâà â â

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè

B = −0.8;A = −1.66; g(y, z) = −1.5z3 + 2.5y3 , ãäå C � ïàðàìåòð.

Íà ðèñ. 3.4 ïîêàçàíû ýòàïû âîçíèêíîâåíèÿ äèñêðåòíîãî íåîðèåíòèðóåìîãî àòòðàêòî-
ðà Øèëüíèêîâà â îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îòîáðàæåíèé (3.1) ïðè B = −0.8;A =
−1.66; g(y, z) = −1.5z3 + 2.5y3 , ãäå C � ïàðàìåòð. Çäåñü òî÷êà O(0, 0, 0) àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâà ïðè C∗ = −1.688 < C < −1.46 , ðèñ. 3.4(à) ïðè C < C∗ îíà òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü â ðåçóëüòàòå äèñêðåòíîé áèôóðêàöèè Àíäðîíîâà-Õîïôà � òî÷êà O ñòàíîâèòñÿ
ñåäëî-ôîêóñîì òèïà (1,2), à â å¼ îêðåñòíîñòè ðîæäàåòñÿ óñòîé÷èâàÿ çàìêíóòàÿ èíâàðè-
àíòíàÿ êðèâàÿ Lµ , ðèñ. 3.4(á). Ýòà êðèâàÿ çàòåì ¾óäâàèâàåòñÿ¿ � ñàìà êðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ
ñåäëîâîãî òèïà, à â å¼ îêðåñòíîñòè ïîÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûå çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðè-
âûå L1

µ è L2
µ ïåðèîäà 2 (ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.4(â) â ðàçíûõ ðàêóðñàõ â1) è â2)), êîòîðûå

çàòåì ïðåòåðïåâàþò íåñêîëüêî áèôóðêàöèé óäâîåíèÿ (ðèñ. 3.4(ã)�(ä)), òðàíñôîðìèðóþòñÿ
â ¾òîð-õàîñ¿, ðèñ. 3.4(å); â êîíöå êîíöîâ âîçíèêàåò äèñêðåòíûé íåîðèåíòèðóåìûé àòòðàê-
òîð Øèëüíèêîâà, ñîäåðæàùèé òî÷êó O .

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ó òðåõìåðíûõ íåîðèåíòèðóåìûõ îòîáðàæåíèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü
òàêèå æå ñòðàííûå ãîìîêëèíè÷åñêèå àòòðàêòîðû, êàê è â îðèåíòèðóåìîì ñëó÷àå, íî òîëüêî
ñ òî÷êàìè ïåðèîäà äâà (èëè ÷åòíîãî ïåðèîäà). Òàêèå àòòðàêòîðû ñîñòîÿò èç äâóõ êîìïî-
íåíò, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òî÷êó öèêëà ïåðèîäà 2. Êðîìå òîãî, êàæäàÿ êîìïî-
íåíòà àòòðàêòîðà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî T 2 . Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ (îðèåíòèðóåìûõ)
ïåðèîäà 2 àòòðàêòîðîâ Ëîðåíöà, Øèëüíèêîâà è âîñüìåðî÷íîãî â ñëó÷àå îòîáðàæåíèÿ

x̄ = y, ȳ = z, z̄ = Bx+ Cy + Az − z2 (3.2)

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3.5 (à), (á) è (â) ñîîòâåòñòâåííî.
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Ð è ñ ó í î ê 3.5

Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ îðèåíòèðóåìûõ ïåðèîäà 2 ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ:

(à) àòòðàêòîð Ëîðåíöà; (á) àòòðàêòîð Øèëüíèêîâà è (â) âîñüìåðî÷íûé àòòðàêòîð.

Àâòîðû áëàãîäàðÿò Ãîí÷åíêî Ñ.Â. çà âåñüìà ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ. Ðàáîòà âûïîëíåíà
ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÍÔ No. 14-41-00044 è ÐÔÔÈ No. 16-01-00324. À.
Ãîí÷åíêî òàêæå ðàáîòàë íàä ñòàòüåé â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ôèíàíñîâîé ïðîãðàììû Ìè-
íèñòåðñòâà Îáðàçîâàíèÿ è Íàóêè ÐÔ.
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On scenarios of chaos appearance in three-dimensional

nonoriented maps

c⃝ A. S. Gonchenko6, A. D. Kozlov7

Abstract. For one-parameter families of three-dimensional nonorientable maps we study scenarios
of appearance of strange homoclinic attractors (containing only one �xed point). We describe
4 di�erent scenarios leading to discrete homoclinic nonorientable attractors: correspondingly, of
Lorenz and �gure-eight types (containing a saddle �xed point), and spiral attractors of two types
(containing a saddle-focus �xed point). Some examples of realization of these scenarios in the case
of three-dimensional nonorientable generalized Henon maps are given.

Key Words: strange attractor, Lorenz attractor, spiral attractor, homoclinic orbit, invariant
curve, three-dimensional generalized Henon map
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