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Ëîêàëüíûå ãîìåîìîðôèçìû ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà è

ëîêàëüíàÿ îáðàòèìîñòü èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé

c⃝ Ï. Ì. Ñèìîíîâ 1, À. Â. ×èñòÿêîâ 2

Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî îòêðûòîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ýêñòðå-
ìàëüíî íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâîãî êîìïàêòà ñ÷åòíîãî òèïà â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî,
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè êîòîðîãî íå ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, ÿâëÿ-
åòñÿ ëîêàëüíûì ãîìåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýòî îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò âñå
ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè çà èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ïîäìíîæåñòâ îäíîãî çàìêíóòîãî
íèãäå íå ïëîòíîãî ìíîæåñòâà, â ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èñïîëü-
çóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàíäàðòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Â ÷àñòíîñòè, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èçâåñòíîå N -óñëîâèå Ëóçèíà íå òîëü-
êî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îáðàçà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
êðèòåðèåì ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò, îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, ìíî-
æåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, ëîêàëüíûé ãîìåîìîðôèçì, N -óñëîâèå Ëóçèíà, ñòîóíîâ-
ñêèé êîìïàêò, ñâîéñòâî àíòèèíúåêòèâíîñòè

1. Ââåäåíèå

Âïîëíå íåñâÿçíûå è, â ÷àñòíîñòè, ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà
çàíèìàþò îñîáîå ìåñòî â èåðàðõèè òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ââèäó ãëóáîêî íåòðèâèàëü-
íûõ ñâÿçåé ñ ôîðìàëüíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè. Èìåííî ê ýòîìó êëàññó ïðî-
ñòðàíñòâ îòíîñÿòñÿ êàíîíè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ áó-
ëåâûõ àëãåáð (Ì. Ñòîóí, 1936) è ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ êîììóòàòèâíûõ áà-
íàõîâûõ àëãåáð (È.Ì. Ãåëüôàíä, 1939). Â êàíîíè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè àáñòðàêòíàÿ áóëåâà
àëãåáðà ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ êîìïàêòà Ñòîóíà, à àáñòðàêò-
íàÿ êîììóòàòèâíàÿ áàíàõîâà àëãåáðà ðåàëèçóåòñÿ â âèäå àëãåáðû íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèé íà êîìïàêòå Ãåëüôàíäà. Ècïîëüçîâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ðåàëèçàöèé îêàçàëîñü ÷ðåç-
âû÷àéíî ïëîäîòâîðíûì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ ñëîæíåéøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ è òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûõ ïðîáëåì. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà âïîëíå îáúÿñíèìà: äèñêðåòíîå,
ñèëüíî ðàçðûâíîå ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ íàäåëÿåòñÿ áîãàòîé äîïîëíèòåëü-
íîé ñòðóêòóðîé íåïðåðûâíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðîáëåì ìîùíûå àíàëèòè÷åñêèå è òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû. Åñòåñòâåííî, äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîñòè÷ü òàêîé íåïðåðûâíîñòè, íåîáõîäèìî íåîáîçðèìîå ìíîæåñòâî òî÷åê (ñõîäíàÿ ñèòó-
àöèÿ âîçíèêàåò è â ïîñòðîåííîé â 1937 ã. Ý. ×åõîì è Ì. Ñòîóíîì òåîðèè êîìïàêòíûõ
ðàñøèðåíèé âïîëíå ðåãóëÿðíûõ ïðîñòðàíñòâ). Ôàêòè÷åñêè, â íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñëó÷à-
ÿõ êîìïàêòû Ñòîóíà è Ãåëüôàíäà ñòîëü âåëèêè, ÷òî ìû íå ìîæåì ïîñòðîèòü íè åäèíîé
èç èõ òî÷åê. Òåì íå ìåíåå, ýòè ïðîñòðàíñòâà ïîëåçíû ïðè èçó÷åíèè íå òîëüêî àëãåáðàè÷å-
ñêèõ, íî è ÷èñòî àíàëèòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Íåîöåíèìî è ýâðèñòè÷åñêîå çíà÷åíèå íåîáû÷íîé
òîïîëîãèè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ äëÿ ïîíèìàíèÿ òðóäíîñòåé, âîçíèêàþùèõ
â òàêèõ òåîðèÿõ êàê òåîðèÿ ìåðû è ñâÿçàííûå ñ íåé ðàçäåëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì è ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìèêå, Ïåðìñêèé
ãîñóäàðñòâåííûé íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò, ã. Ïåðìü; simpm@mail.ru

2 Óäìóðòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ã. Èæåâñê
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Èç òåîðåìû Ì. Ñòîóíà î ïðåäñòàâëåíèè áóëåâûõ àëãåáð ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå óòâåðæäå-
íèå òåîðèè ìåðû, â êîòîðîì ôèãóðèðóåò òîëüêî èäåàë ìíîæåñòâ íóëåâîé ìåðû, èìååò ¾òî-
ïîëîãè÷åñêóþ¿ âåðñèþ. Ïðàâèëà ïåðåâîäà çäåñü � ñëåäñòâèå ñîãëàñîâàííîñòè êàòåãîðèè
è èíäóöèðîâàííîé íà ñòîóíîâñêîì êîìïàêòå ìåðû: ïîäìíîæåñòâî ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà
ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû ñ êîíå÷íîé ìåðîé èìååò ìåðó íóëü â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè. Â ýòîé ñòàòüå òîïîëîãè÷åñêèå àíàëîãèè
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàí-
äàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìîãî
îòîáðàæåíèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû, ïîäíÿòîå íà ñòîóíîâñêèé êîìïàêò, îíî ïå-
ðåâîäèëî òîùèå ìíîæåñòâà (ïåðâîé êàòåãîðèè) â òîùèå ìíîæåñòâà. Ýòîò ôàêò çàñòàâëÿåò
ïî-íîâîìó ïîíÿòü èçâåñòíîå óñëîâèå Ëóçèíà: îíî íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îá-
ðàçà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.

Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü î òîì, ÷òî íè ïðÿìîé, íè îáðàòíûé ïåðåâîä íå ÿâëÿåòñÿ àâòî-
ìàòè÷åñêèì. Îíà èç ñóùåñòâåííûõ ïðè÷èí çäåñü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òîïîëîãè÷åñêèå
óòâåðæäåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò íåñ÷åòíûõ ôîðì àêñèîìû âûáîðà. Â ¾ïðÿìûõ¿ äî-
êàçàòåëüñòâàõ ìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ ÷àñòî óäàåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ñëàáûìè ôîðìàìè
ýòîé àêñèîìû, âïëîòü äî ñ÷åòíîé. Â ëþáîì ñëó÷àå ¾îáðàòíûé ñïóñê¿ ñî ñòîóíîâñêîãî êîì-
ïàêòà íà èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè (è
íå âñåãäà âîçìîæåí).

Â îñíîâíîé òåîðåìå (â òåîðåìå 2) ýòîé ñòàòüè óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íåïðåðûâíîå îòêðû-
òîå îòîáðàæåíèå õàóñäîðôîâà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà â õàóñäîðôîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, íå èìåþùåãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó è ïåðåâîäÿùåå
ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè âî ìíîæåñòâà ïåðâîé êàòåãîðèè, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì ãî-
ìåîìîðôèçìîì. Îáðàòíîå ê òåîðåìå óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôèçìà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî êîìïàêòà.
Ñîãëàñíî òåîðåìàì Ì. Ñòîóíà è È.Ì. Ãåëüôàíäà ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûìè êîìïàêòàìè
ÿâëÿþòñÿ êàíîíè÷åñêèå ðåàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà ìàêñèìàëüíûõ èäåàëîâ ïîëíûõ áóëåâûõ
àëãåáð è íåêîòîðûõ âàæíûõ êëàññîâ êîììóòàòèâíûõ áàíàõîâûõ àëãåáð (òàêèõ, íàïðèìåð,
êàê àëãåáðà L∞(X,µ) îãðàíè÷åííûõ µ-èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà ïðîñòðàíñòâå X ñ ïîëíîé
ìåðîé µ ). Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñôîðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé îêàæåòñÿ ïî-
ëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè ðÿäà âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè áóëåâûõ àëãåáð, òåîðèè
áàíàõîâûõ àëãåáð è òåîðèè ìåðû. Ôàêòè÷åñêè äîêàçàííûå çäåñü òåîðåìû îá îòîáðàæåíèÿõ
ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ êîìïàêòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òîïîëîãè÷åñêóþ âåðñèþ óòâåð-
æäåíèé, îáíàðóæåííûõ ïðè èçó÷åíèè ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé
ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè.

Â ñòàòüå [8] ïîêàçàíî, ÷òî â êëàññå èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ñòàíäàðòíûõ âåðîÿòíîñò-
íûõ ïðîñòðàíñòâ, èíäóöèðóþùèõ ãîìîìîðôèçìû ïîëíîé áóëåâîé àëãåáðû èçìåðèìûõ ìíî-
æåñòâ, ñâîéñòâî êóñî÷íî-èíúåêòèâíîñòè ôàêòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó N Ëóçèíà:
ìåðà îáðàçà ëþáîãî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû ðàâíà íóëþ.

Ñòàíäàðòíûì ïðîñòðàíñòâîì ñ ìåðîé (èëè, ïî òåðìèíîëîãèè, ââåäåííîé Â.À. Ðîõëè-
íûì [5][ñ. 117], ïðîñòðàíñòâîì Ëåáåãà) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé ìåðîé, ìåò-
ðè÷åñêè èçîìîðôíîå ïîëíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ìåòðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó ñ áîðåëåâñêîé
ìåðîé [5][ñ. 121], [2][ñ. 435], [6][ñ. 140]. Èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå α : X → Y ñòàíäàðòíîãî
ïðîñòðàíñòâà X ñ ìåðîé µ â ñòàíäàðòíîå ïðîñòðàíñòâî Y ñ ìåðîé ν ìû íàçûâàåì ëî-
êàëüíî îáðàòèìûì, åñëè äëÿ ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X ñ µ(A) > 0 íàéäåòñÿ
èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ A òàêîå, ÷òî µ(B) > 0 , ìíîæåñòâî C := α(B) èçìå-
ðèìî è îãðàíè÷åíèå α|B : B → C ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïî ìîäóëþ ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ñîõðàíÿþùåì ìåðó) èçìåðèìîé ñòðóêòóðû ïðîñòðàíñòâ (B, µB)
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è (C, νC) [5][ñ. 113]. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó èñ÷åðïûâàíèÿ [6][ñ. 67], [3][ñ. 111] ëîêàëüíàÿ îáðà-
òèìîñòü èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ α : X → Y ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ðàçáèåíèÿ X = ⊔Xi ïðîñòðàíñòâà Xi íà èçìåðèìûå êîìïîíåíòû Xi , óäîâëåòâî-
ðÿþùèå óñëîâèÿì: µ(X0) = 0 ; ïðè i > 0 ìíîæåñòâî Yi := α(Xi) èçìåðèìî, îãðàíè÷åíèå
αXi

: Xi → Yi îáðàòèìî è èíäóöèðóåò σ-èçîìîðôèçì σ-àëãåáð èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâ Xi è Yi .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ëîêàëüíî îáðàòèìîå èçìåðèìîå α : X → Y îòîáðàæåíèå
óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

1) äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ C ⊂ Y ìåðû íóëü ìåðà ïðîîáðàçà α−1(C) ðàâíà íóëþ;
2) ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî X̃ ïðîñòðàíñòâà X ïîëíîé ìåðû òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ

ìíîæåñòâ A ⊂ X̃ ìåðû íóëü ìåðà îáðàçà α(A) ðàâíà íóëþ.
Ïåðâîå óñëîâèå, íàçûâàåìîå óñëîâèåì ñîãëàñîâàíèÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïîòî÷å÷íîå îòîáðà-

æåíèå α ïî ïðàâèëó α∗ : [C]→ α−1(C) (C � èçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y )
êîððåêòíî ïîðîæäàåò σ-ãîìîìîðôèçì êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè [·] èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ.
ßñíî, ÷òî óñëîâèå ñîãëàñîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè èçìåðè-
ìûõ îòîáðàæåíèé è ïîòîìó ýêâèâàëåíòíûå ïî ìîäóëþ íóëü îòîáðàæåíèÿ α : X → Y
èíäóöèðóþò ýêâèâàëåíòíûå èçìåðèìûå ðàçáèåíèÿ {α−1(y)}y∈Y ïðîñòðàíñòâà X íà ïðî-
îáðàçû òî÷åê. Áîëåå òîãî, èìååòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êëàññàìè
ýêâèâàëåíòíûõ mod 0 èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà X â ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y , êëàññàìè ðàâíûõ mod 0 èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé ïðîñòðàíñòâà X
è êëàññàìè µ-ýêâèâàëåíòíûõ σ-ïîäàëãåáð àëãåáðû èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ X (èëè, ÷òî
ýêâèâàëåíòíî, çàìêíóòûõ ïîäàëãåáð êîììóòàòèâíîé áàíàõîâîé àëãåáðû L∞(X,µ) ).

Âòîðîå óñëîâèå èçâåñòíî êàê ñâîéñòâî (N) Í.Í. Ëóçèíà [4][ñ. 231], äîêàçàâøåãî, ÷òî
îíî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì èçìåðèìîñòè îáðàçà èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà ïðè èçìåðèìîì îòîá-
ðàæåíèè ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Ýòà òåîðåìà Ëóçèíà ïî÷òè íå âñòðå÷àåòñÿ
â ìîíîãðàôèÿõ ïî òåîðèè ìåðû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèâåäåì åå ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Òåîðåìà 0. Ïóñòü α : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðàìè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáðàç ëþáîãî èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà A ⊂ X
ïðåäñòàâëÿë ñîáîþ èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòîáðà-
æåíèå îáëàäàëî ñâîéñòâîì:

åñëè µ(A) = 0, òî ν(α(A)) = 0. (N)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïóñòü ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî A ñ µ(A) > 0 òàêîå, ÷òî ν∗(α(A)) >
0 (çäåñü ν∗ � âíåøíÿÿ ìåðà, ïîðîæäåííàÿ ìåðîé ν ). Ïî òåîðåìå 2.2.4 [7][ñ. 73] â α(A)
èìååòñÿ ν-íåèçìåðèìîå ïîäìíîæåñòâî C . Ìíîæåñòâî Ã := α−1(C) ∩ A èìååò ìåðó íóëü
è ïîòîìó èçìåðèìî. Íî α(Ã) = C � íåèçìåðèìîå ìíîæåñòâî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå
ñâèäåòåëüñòâóåò î íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (N).

2) Ñîãëàñíî èçâåñòíîé òåîðåìå Ëóçèíà [7][ñ. 89] íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîì-
ïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ Xn ⊂ X òàêàÿ, ÷òî Xn ⊂ Xn+1 ïðè âñåõ n = 1, . . . , ñóæåíèå
αXn : Xn → Y íåïðåðûâíî, à µ(X0) = 0 , ãäå X0 := X \ ∪n≥1Xn . Êàæäîå èçìåðèìîå ìíî-
æåñòâî A ⊂ X ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå A = A1 ∪A0 , ãäå A1 � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî
òèïà Fσ , A0 � ìíîæåñòâî íóëåâîé ìåðû. Âñëåäñòâèå íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ αXn

ìíîæåñòâî α(A1 ∩Xn) åñòü ìíîæåñòâî òèïà Fσ . Ïîñêîëüêó α îáëàäàåò ñâîéñòâîì (N) ,
òî ν(α(A0)) = 0 è ν(α(A1 ∩X0)) = 0 . Èçìåðèìîñòü ìíîæåñòâà î÷åâèäíà ââèäó ðàâåíñòâ
α(A) = α(A1 ∪ A0) = α((∪n≥0A1 ∩Xn) ∪ A0) = α(∪n≥1(A1 ∩Xn)) ∪ α(A1 ∩X0) ∪ α(A0).
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2. Ïî÷òè ëîêàëüíûå ãîìåoìîðôèçìû ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûì [11][c. 540], åñëè
äëÿ êàæäîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U ⊂ X çàìûêàíèå U îòêðûòî â X .

Åñëè X � õàóñäîðôîâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò, òî ñåìåéñòâî Uoc(X) âñåõ îòê-
ðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñîñòàâëÿåò áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà X . Ñðåäè íåîáû÷-
íûõ ñâîéñòâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûõ ïðîñòðàíñòâ îòìåòèì ñëåäóþùèå: íåïåðåñåêàþùèå-
ñÿ îòêðûòûå ìíîæåñòâà îáëàäàþò íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè; ëþáîå ìíîæåñòâî,
ñîñòîÿùåå áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê, íåñâÿçíî; íå ñóùåñòâóåò ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé, ñîñòîÿùèõ èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà (ðàçëè÷íûõ) òî÷åê. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
X � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò ñ÷åòíîãî òèïà. Ñ÷åòíîñòü òèïà îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå
ñåìåéñòâî íåïóñòûõ ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y íàçîâåì ñëàáûì ïðîñòðàíñòâîì Áýðà, åñëè ëþáîå íåïó-
ñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî V ⊂ Y (êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè) íå ÿâëÿåòñÿ
ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè ïî Áýðó, åñëè A ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî
ñåìåéñòâà íèãäå íå ïëîòíûõ â X ìíîæåñòâ.Ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ïåðâîé êàòå-
ãîðèè â X ÿâëÿåòñÿ σ-èäåàëîì áóëåâîé àëãåáðû 2X âñåõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ X , êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç J (X) .

Íèæå çàïèñü Xn ↗ X (mod J (X)) îçíà÷àåò, ÷òî Xn ⊂ Xn+1 è (X \ ∪nXn) ∈ J (X) .
Ñîîòâåòñòâåííî, Xn ↘ ∅ (mod J (X)) , åñëè X \Xn ↗ X (mod J (X)) .

Òåîðåìà 1. Ïóñòü α : X → Y � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå ýêñòðåìàëüíî
íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà X ñ÷åòíîãî òèïà â ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Áýðà Y .
Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) ñóùåñòâóþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ
(Yi ⊂ Y )i∈I è ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé (βi : Yi → X)i∈I òàêèå, ÷òî:

a) ìíîæåñòâî X̃ :=
∪
i∈I
βi(Yi) îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî;

b) βi(y) ̸= βj(y) ïðè i ̸= j äëÿ âñåõ y ∈ Yi ∩ Yj ; c) α−1(y) ∩ X̃ = {βi(y)}i:y∈Yi äëÿ âñåõ
y ∈ Y ;

2) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ îòêðûòî-çàìêíó-
òûõ ìíîæåñòâ (Xi ⊂ X)i∈I òàêîé, ÷òî:

a) ìíîæåñòâî X̃ :=
∪
i∈I
Xi îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî;

b) ñóæåíèå α|Xi
: Xi → Y èíúåêòèâíî äëÿ âñåõ i ∈ I ;

3) ñóùåñòâóåò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Xn ↗
X(mod J (X)) òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáîì n ìíîæåñòâî α−1(y) ∩ Xn ñîäåðæèò íå áîëåå
÷åì n òî÷åê;

4) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ Xn ⊂ X òà-
êàÿ, ÷òî Xn ↗X (mod J (X)) è ïðè êàæäîì n ñóæåíèå αn := α|Xn : Xn → Y îáëàäàåò
ñâîéñòâîì: åñëè Ak ↘ ∅ (mod (J (X)) , òî αn(Ak)↘ ∅ (mod J (Y )) ;

5) ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî X̃ ⊂ X òàêîå, ÷òî ñóæåíèå
α̃ := α|X̃ : X̃ → Y óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ âñåõ A ∈ J (X) ∩ X̃ èìååì α̃(A) ∈
J (Y ) .

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã èçâåñòíîé â òåîðèè ìåðû
ëåììû îá èñ÷åðïûâàíèè [3][ñ. 111], [6][ñ. 67].

Ëåììà 1. Ïóñòü ñåìåéñòâî P(X) ⊂ Uoc(X) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: äëÿ ëþáîãî
U ∈ Uoc(X) íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî P ∈ P(X) òàêîå, ÷òî P ⊂ U .
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Òîãäà íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî ïîïàðíî äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ
(X̃i ∈ P(X))i∈I òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî X̃ :=

∪
i∈I
X̃i îòêðûòî è âñþäó ïëîòíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñêîìîå ñåìåéñòâî áóäåì ñòðîèòü ñ ïîìîùüþ òðàíñôèíèòíîé èí-
äóêöèè [11][ñ. 25]. Íà÷íåì ïîñòðîåíèå, ïîëàãàÿ i :=1, Xi :=X .

A) Èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî Pi :={U ∈ P(X) : U ⊂ Xi} ̸= ∅ . Ïîýòîìó âûáåðåì
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî X̃i ∈ P(X)i . Ïîëîæèì Xi+1 :=Xi \ X̃i . Åñëè Xi+1 = ∅ , òî èñ÷åð-
ïûâàþùåå êîìïàêò X ñåìåéñòâî (X̃i) óæå íàéäåíî. Åñëè Xi+1 ̸= ∅ , òî Xi+1 ∈ Uoc(X) ,
òàê êàê X̃i ∈ Uoc(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíÿÿ i íà i+ 1 è âîçâðàùàÿñü â A), ìû ìîæåì
ïîâòîðèòü ïðîöåäóðó âûáîðà.

B) Â ðåçóëüòàòå èòåðàöèé A) ìû ëèáî çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîñòðîèì èñ÷åðïû-
âàþùèé X íàáîð (X̃i) , ëèáî ïîëó÷èì (áåñêîíå÷íóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî äèçú-
þíêòíûõ ìíîæåñòâ X̃j ∈ P(X) (j = 1, 2, . . . ) è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé óáûâàþùóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ (Xj) ∈ Uoc(X) . Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû ïîëàãàåì i := ℵ è

Xi := X \
∪
j<i

Xj , ãäå ℵ � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé êàðäèíàë. Òàê êàê êîìïàêò X ýêñòðå-

ìàëüíî íåñâÿçåí, òî çàìûêàíèÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ îòêðûòû. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî Xi

îòêðûòî-çàìêíóòî. Åñëè Xi ∈ J (X) , òî Xi = ∅ è ëåììà äîêàçàíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âîçâðàùàåìñÿ ê ïðîöåäóðå âûáîðà, îïèñàííîé â A. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìû ïîñòóïàåì è
ïðè äîñòèæåíèè âòîðîãî i := ℵ+ℵ è ïîñëåäóþùèõ ïðåäåëüíûõ îðäèíàëîâ. Òàê êàê ëþáîå
äèçúþíêòíîå ñåìåéñòâî íåïóñòûõ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî, òî ïðîöåññ
âûáîðà ìíîæåñòâ îáîðâåòñÿ íà íåêîòîðîì êîíå÷íîì èëè ñ÷åòíîì îðäèíàëå.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íà÷íåì ñ ñàìîãî ñóùåñòâåííîãî øàãà: 5)⇒ 1) . Îáîçíà-

÷èì ÷åðåç P := P(X) ìíîæåñòâî âñåõ P ∈ Uoc(X) òàêèõ, ÷òî ñóæåíèå α|P : P → Y
èíúåêòèâíî. Ïðîâåðèì, ÷òî ñåìåéñòâî P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1.

Ìíîæåñòâî îòêðûòî X̃ è âñþäó ïëîòíî, à ñåìåéñòâî Uoc(X) ÿâëÿåòñÿ áàçîé òîïî-
ëîãèè ïðîñòðàíñòâà X . Ïîýòîìó áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî U ⊂
X̃ (U ∈ Uoc(X)) . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α íåïðåðûâíî è îòêðûòî, òî B :=α(U) � íåïó-
ñòîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Y . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóæåíèå αU :=
α|U : U → B � íåïðåðûâíîå îòêðûòîå îòîáðàæåíèå U íà B , ïðè÷åì αU(J (U)) ⊂ J (B) .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî âñåõ çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ A êîìïàêòà U ⊂ X
òàêèõ, ÷òî αU(A) = B . Óïîðÿäî÷èì ìíîæåñòâà èç A ïî âêëþ÷åíèþ: A2 ≼ A1 , åñëè
A2 ⊂ A1 . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî U êîìïàêòíî, òî ïåðåñå÷åíèå ýëåìåíòîâ ëþáîé öåïè
(Ai)i∈I íåïóñòî: A :=

∩
i∈I
Ai ̸= ∅ . Êðîìå òîãî, èç êîìïàêòíîñòè U òàêæå ñëåäóåò [1][Ïðåäë.

1, ñ. 505], ÷òî

αU(A) = α(
∩
i∈I

Ai) =
∩
i∈I

α(Ai) = B. (1)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ öåïü â A èìååò íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ñîãëàñíî ëåììå Öîðíà ìíî-
æåñòâî A ñîäåðæèò ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò A .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî intA = ∅ . Òîãäà A ∈ J (U) . Èç âêëþ÷åíèé (1) ñëåäóåò, ÷òî
B = αU(U) ∈ J (Y ) . Íî ìíîæåñòâî B íåïóñòî è îòêðûòî-çàìêíóòî, à ïðîñòðàíñòâî Y
� ñëàáîå ïðîñòðàíñòâî Áýðà. Ïîýòîìó, åñëè B ̸= ∅ , òî B /∈ J (Y ) . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíÿ-
òîå ïðåäïîëîæåíèå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Çíà÷èò, intA ̸= ∅ è ìû ìîæåì ïîëîæèòü P := intA . Ïðîâåðèì, ÷òî P ∈ P , ò.å.
ñóæåíèå α|P èíúåêòèâíî. Åñëè ýòî íå òàê, òî α(x1) = α(x2) äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê
x1, x2 ∈ P . Îòäåëèì òî÷êè x1 è x2 íåïåðåñåêàþùèìèñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûìè îêðåñò-
íîñòÿìè U1 è U2 , ëåæàùèìè â P . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α íåïðåðûâíî è îòêðûòî, òî
ìíîæåñòâî V := α(U1) ∩ α(U2) îòêðûòî-çàìêíóòî â Y . Îáîçíà÷èì: A1 := α−1(V ) ∩ U2 è
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Ã := A \ A1 , ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâî A1 íåïóñòî è îòêðûòî-çàìêíóòî. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî
Ã çàìêíóòî, Ã ⊂ A è Ã ̸= A . Èç âêëþ÷åíèÿ

α(α−1(V ) ∩ U1) ⊃ V ∩ α(U1) = V

ñëåäóåò α(Ã) = α(A) = B . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ V , òî íàéäåòñÿ x ∈ α−1(V )∩U1 ⊂ Ã .
Åñëè æå y /∈ V , òî íàéäåòñÿ x ∈ [(α−1(B) ∩ A) \ α−1(V )] ⊂ Ã . Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî
Ã ∈ A . Òàê êàê A � ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò ñåìåéñòâà A , òî âîçíèêàåò ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû 1. Ïî ýòîé ëåììå íàéäåòñÿ
íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî (Xi ∈ P)i∈I òàêîå, ÷òî ìíîæåñòâî X̃ :=

∩
i∈I
Pi îòêðûòî

è âñþäó ïëîòíî. Ïîëîæèì Yi := α(Xi) è αi := α|Xi
: Xi → Yi (i ∈ I) . Ïðè êàæäîì

i îòîáðàæåíèå αi íåïðåðûâíî, îòêðûòî è áèåêòèâíî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî αi ÿâëÿåòñÿ ãî-
ìåîìîðôèçìîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàòíîå îòîáðàæåíèå βi := α−1

i : Yi → Xi íåïðåðûâíî
è îòêðûòî. Òàê êàê Xi ∩ Xj = ∅ ïðè i ̸= j , òî βi(y) ̸= βj(y) äëÿ âñåõ y ∈ Yi ∩ Yj . È,
íàêîíåö, ïî ïîñòðîåíèþ

α−1(y) ∩ X̃ = {βi(y)}i:y∈Yi
äëÿ âñåõ y ∈ Y .

1)⇒ 2) . Ïîëîæèì Xi := βi(Yi) (i ∈ I) .
2)⇒ 3) . Ïîëîæèì Xn :=

∪
i≤n

X̃i .

4)⇒ 5) . Ïîëîæèì X̃ :=
∪
n≥1

X̃n . Ïóñòü A ∈ J (X) ∩ X̃ . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü An :=

A ∩ X̃n (n = 1, 2. . . . ) ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ σ-èäåàëà J (X) . Èç óòâåðæäåíèÿ 4) ñëåäóåò,
÷òî α(An) ∈ J (Y ) äëÿ âñåõ n = 1, . . . . Òàê êàê α(An) ↘ α(A) è J (Y ) � σ-èäåàë, òî
α(A) ∈ J (Y ) .

3)⇒ 4) . Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Xn ↗ X (mod J (X)) ïðè êàæäîì n è y ∈ Y
èìååì:

α−1(y) ∩Xn = {xi : i = 1, . . . ,m(y)}, m(y) ≤ n.

Îáîçíà÷èì: m1 = max
y
m(y) è Y1 := {y ∈ Y : m(y) = m1} . Ïóñòü ȳ ∈ Y1 . Òîãäà

α−1(ȳ) ∩ Xn = {x̄1, . . . , x̄m1} . Îòäåëèì òî÷êè x̄i (i = 1, . . . ,m1) îòêðûòî-çàìêíóòûìè

îêðåñòíîñòÿìè U1, . . . , Um1 òàê, ÷òîáû x̄i ∈ Ui . Ìíîæåñòâî Vȳ :=
m1∩
i=1

(α(Ui)) íåïóñòî, òàê

êàê ȳ ∈ Vȳ . Ïðîâåðèì, ÷òî ñóæåíèå α|α−1(Vȳ)∩Ui
èíúåêòèâíî äëÿ âñåõ i = 1, . . . ,m1 . Ïóñòü

äëÿ îïðåäåëåííîñòè i = 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäóòñÿ äâå òî÷êè x
(1)
1 , x

(2)
1 ∈ U1 äëÿ êî-

òîðûõ α(x
(1)
1 ) = α(x

(2)
1 ) = y . Íî òîãäà, ïîñêîëüêó ïðè i ̸= 1 íàéäåòñÿ òî÷êà xi ∈ Ui , äëÿ

êîòîðîé α(xi) = y , ìíîæåñòâî α−1(y) äîëæíî ñîäåðæàòü ïî êðàéíåé ìåðå m1 + 1 òî÷êó.
ßñíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó Vȳ ⊂ Y1 . Ìíîæåñòâî Vȳ � îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îêðåñò-
íîñòü òî÷êè ȳ ∈ Y1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Y1 åñòü îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïðî-
ñòðàíñòâà Y . Ïîëîæèì Xn1 := α−1(Y1) ∩Xn . Îòìåòèì îñîáî, ÷òî, êàê âûøå ïîêàçàíî, ó
êàæäîé òî÷êè x ∈ Xn1 ñóùåñòâóåò îòêðûòî-çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U = α−1(Vȳ) ∩ Ui ñ
èíúåêòèâíûì ñóæåíèåì α|U . Ïîëîæèì m2 = max{m(y) : y ∈ Y \ Y1} è, ïîâòîðÿÿ ïðî-
öåññ, íàéäåì ìíîæåñòâî Xn2 c òåì æå ñâîéñòâîì. Ïðîäîëæåíèå ýòîãî ïðîöåññà ñòàíåò
íåâîçìîæíûì ëèøü òîãäà, êîãäà áóäóò èñ÷åðïàíû âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Xn . Òàêèì îá-
ðàçîì äîêàçàíî ÷òî ëþáàÿ òî÷êà x ∈ Xn îáëàäàåò îòêðûòî-çàìêíóòîé îêðåñòíîñòüþ Ux
c èíúåêòèâíûì ñóæåíèåì α|Ux . Âûáåðåì èç ïîêðûòèÿ {Ux}x∈Xn êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå
{Xni := Uxi : i = 1, . . . , k} .

Ñóæåíèå αni := α|Xni
: Xni → αXni ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Òàê êàê îòîáðàæåíèå αni

îòêðûòî, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì è ïîòîìó ïåðåâîäèò J (Xni) íà J (α(Xni)) .
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Îòñþäà èìååì
α(J (Xn)) = ∪i(αJ (Xni)) ⊂ J (Y ).

Åñëè Ak ∈ Uoc(Xn) è Ak ↘ ∅ (mod J (Xn)) , òî, âñëåäñòâèå êîìïàêòíîñòè Ak , α(Ak) ↘
α(A) , ãäå A := ∩kAk ∈ J (Xn) . Òàê êàê α(J (Xn)) ⊂ J (Y ) , òî α(A) ∈ J (Y ) . Ñëåäîâà-
òåëüíî, α(Ak)↘ ∅ (mod J (Y )) .

3. Ëîêàëüíàÿ îáðàòèìîñòü èçìåðèìûõ îòîáðàæåíèé

Ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ïîëíàÿ áóëåâà σ-àëãåáðà A èìååò êàíîíè÷åñêóþ
ðåàëèçàöèþ â âèäå ôàêòîð-àëãåáðû B/I , ãäå B � íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ
ïîëå Boc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî ïðîñòðàíñòâà X (ïðî-
ñòðàíñòâà Ñòîóíà ýòîé àëãåáðû), I � èäåàë ìíîæåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè â X . Ïîýòî-
ìó âïîëíå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 äëÿ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ σ-ãîìîìîðôèçìîâ
ïîëíûõ áóëåâûõ àëãåáð. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ àëãåáð ÿâëÿþòñÿ
σ-àëãåáðû ñ ïîëíîé êîíå÷íîé ìåðîé. Îíè èìåþò ñ÷åòíûé òèï è ïîòîìó èõ ïðîñòðàíñòâî
Ñòîóíà òîæå ñ÷åòíîãî òèïà. Ìû ïðèìåíèì òåîðåìó 1 äëÿ èçó÷åíèÿ σ-ãîìîìîðôèçìîâ òàê
íàçûâàåìûõ ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé (ïîëíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ è èõ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ c áîðåëåâñêîé àëãåáðîé è îïðåäåëåííîé íà íåé
áîðåëåâñêîé ìåðîé). Ïðèâåäåì ïðåäâàðèòåëüíî íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû î ïðåä-
ñòàâëåíèè σ-àëãåáð.

Ïóñòü (X,Σ, µ) � ïðîñòðàíñòâî ñ ïîëíîé êîíå÷íîé ìåðîé, Σ0 � èäåàë ìíîæåñòâ ìåðû
íóëü. Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè ôàêòîð-àëãåáðà A := Σ/Σ0 èçîìîðôíà ôàêòîð-àëãåáðå
Σ̂/Σ̂0 àëãåáðû Σ̂ , ïîðîæäåííîé ïîëåì Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ ñòîóíîâñêîãî
êîìïàêòà X̂ ïî èäåàëó Σ̂0 ìíîæåñòâ ïåðâîé êàòåãîðèè. Çäåñü óìåñòíî çàìåòèòü, ÷òî A
ðåãóëÿðíà è ïîòîìó êàæäîå ìíîæåñòâî ïåðâîé êàòåãîðèè â X̂ íà ñàìîì äåëå íèãäå íå
ïëîòíî. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûé êîìïàêò X̂ èçîìîðôåí êîìïàêòó
Ãåëüôàíäà áàíàõîâîé àëãåáðû L∞(X,Σ, µ) , ÷òî ïîçâîëÿåò ñìîòðåòü íà êëàññû ýêâèâà-
ëåíòíîñòè èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé êàê íà ôóíêöèè íåïðåðûâíûå.

Ââèäó èçîìåòðèè Σ/Σ0
∼= Σ̂/Σ̂0 ìû èìååì âîçìîæíîñòü �ïîäíèìàòü� âîçíèêàþùèå â

òåîðèè ìåðû ïðîáëåìû íà ñòîóíîâñêèé êîìïàêò.
Ìû êîñíåìñÿ îäíîé èç òàêèõ ïðîáëåì � õàðàêòåðèçàöèè ñâîéñòâà ëîêàëüíîé îáðàòè-

ìîñòè σ-ãîìîìîðôèçìîâ àëãåáð ñ ìåðàìè. Ìû ïîòîìó ðàññìàòðèâàåì ñòàíäàðòíóþ ñèòó-
àöèþ, ÷òî òîëüêî â ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèè êàæäûé σ-ãîìîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ ïîòî÷å÷-
íûì îòîáðàæåíèåì.

Ïóñòü (X,Σ, µ) è (Y,S, ν) � ñòàíäàðòíûå ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðàìè. Ðàññìîòðèì èçìå-
ðèìîå îòîáðàæåíèå α : X → Y , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ (óñëîâèþ
¾íåçàâèñàíèÿ¿):

åñëè B ∈ S è ν(B) = 0 , òî µ(α−1(B)) = 0 .

Ýòî óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïî ïðàâèëó

h : [B]S0 → [α−1(B)]Σ0 (B ∈ S)
êîððåêòíî ïîðîæäàëñÿ σ-ãîìîìîðôèçì h : S/S0 → Σ/Σ0 . Íàëè÷èå êàíîíè÷åñêèõ èçîìîð-
ôèçìîâ

Σ/Σ0
∼= Σ̂/Σ̂0 è S/S0 ∼= Ŝ/Ŝ0

ïîçâîëÿåò ïåðåíåñòè σ-ãîìîìîðôèçì h íà σ-ãîìîìîðôèçì ĥ : Ŝ/Ŝ0 → Σ̂/Σ̂0 èõ êàíîíè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì ïîðîæäàåòñÿ ïîòî÷å÷íûì îòîá-
ðàæåíèåì α̂ : X̂ → Ŷ , êîòîðîå íåïðåðûâíî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åñëè ìíîæåñòâî B̂
íèãäå íå ïëîòíî â Ŷ , òî α̂−1(B) íèãäå ïëîòíî â X̂ . Èçó÷èì ýòî óñëîâèå îòäåëüíî.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(X) êëàññ íèãäå íå ïëîòíûõ ìíîæåñòâ òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X . Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç R(Y ) � êëàññ íèãäå íå ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ òîïîëîãè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Y .

Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α : X → Y áóäåì íàçûâàòü R-íåïðåðûâíûì, åñëè äëÿ
âñåõ B ∈ R(Y ) ïîëó÷àåì α−1(B) ∈ R(X) .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äàåò íàì âîçìîæíîñòü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 1.
Ëåììà 2. Ïóñòü X è Y � ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíûå êîìïàêòû. Òîãäà ëþáîå R -

íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå α : X → Y îòêðûòî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà îáðàçóþò áàçó òîïîëîãèé ïðî-

ñòðàíñòâ X è Y . Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî α(U) � îòêðûòîå â Y ìíîæåñòâî
äëÿ êàæäîãî îòêðûòî-çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà U ⊂ X .

Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî intV = ∅ . Èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ α è êîì-
ïàêòíîñòè ìíîæåñòâà U ñëåäóåò, ÷òî V åñòü çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà
Y . Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ åãî âíóòðåííîñòü ïóñòà, òî V íèãäå íå ïëîòíî, ò.å.
V ∈ R(Y ) . Ââèäó R-íåïðåðûâíîñòè α−1(V ) ∈ R(X) . Ñëåäîâàòåëüíî, intα−1(V ) = ∅ .
Íî intα−1(V ) = α−1(α(U)) ⊃ U ̸= ∅ . Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, intV ̸= ∅ . Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî-
ñòè V1 = intV � îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òàê êàê V1 ⊂ V , òî V1 = intV .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî V1 ̸= V . Òîãäà ìíîæåñòâî U2 := U \ α−1(V1) äîëæíî áûòü
íåïóñòûì îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà X . ßñíî, ÷òî α(U2) = V2 :=
V \ V1 è intV2 = ∅ . Ýòîò âûâîä ïðîòèâîðå÷èò ôàêòó, óñòàíîâëåííîìó âûøå. Ïîýòîìó
α(U) = V = V1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî α(U) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòî-çàìêíóòûì ïîäìíî-
æåñòâîì ïðîñòðàíñòâà Y

Òåïåðü ó íàñ âñå ïîäãîòîâëåíî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü óòâåðæäåíèå î ëîêàëü-
íîé îáðàòèìîñòè èçìåðèìîãî îòîáðàæåíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü α : X → Y � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå ñòàíäàðòíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ ìåðàìè (X,Σ, µ) è (Y,S, ν) , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ: åñëè
B ∈ S è ν(B) = 0 , òî µ(α−1(B)) = 0 .

Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
1) ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî X̃ ïîëíîé ìåðû òàêîå, ÷òî ñóæåíèå α̃ := α|X̃ : X̃ → Y

óäîâëåòâîðÿåò N-óñëîâèþ Ëóçèíà: åñëè A ∈ Σ ∩ X̃ è µ(A) = 0 , òî ν(α(A)) = 0 ;
2) ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð {Ai ∈ Σ : i = 0, 1, . . . } ïîïàðíî äèçúþíêò-

íûõ ìíîæåñòâ òàêîé, ÷òî: a) µ(X0) = 0, µ(Xi) > 0 ïðè i > 0 è ∪i≥0Xi = X ;
b) ïðè i > 0 ìíîæåñòâî Yk := α(Xk) èçìåðèìî, ñóæåíèå αk := α|Xk

: Xk → Yk
îáðàòèìî è îáðàòíîå îòîáðàæåíèå βk := α−1

k : Yk → Xk óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëà-
ñîâàíèÿ;

3) äëÿ îòîáðàæåíèÿ α̂ : X̂ → Ŷ , èíäóöèðîâàííîãî â êàíîíè÷åñêèõ ñòîóíîâñêèõ ïðåä-

ñòàâëåíèÿõ, ñóùåñòâóåò îòêðûòîå âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî
˜̂
X òàêîå, ÷òî ñóæåíèå

˜̂α := α̂ ˜̂
X
:
˜̂
X → Ŷ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: åñëè Â ∈ J (X̂) ∩ ˜̂

X , òî α̂(Â) ∈ J (Ŷ ) .
Çàìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2) ýòîé òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî ñâîéñòâó ëîêàëüíîé îáðàòè-

ìîñòè: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ∈ Σ ñ µ(A) > 0 íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A1 ∈ Σ òàêîå,
÷òî: A1 ⊂ A, µ(A1) > 0, α(A1) ∈ T , îòîáðàæåíèå α|A1 : A1 → α(A1) îáðàòèìî è îáðàòíîå
îòîáðàæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàíèÿ.

Ïî ñîäåðæàíèþ òåîðåìû ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå. Â óòâåðæäåíèè 1) âûÿñíÿåòñÿ
íîâàÿ ðîëü óñëîâèÿ Ëóçèíà: îíî íå òîëüêî ãàðàíòèðóåò èçìåðèìîñòü îáðàçà èçìåðèìî-
ãî ìíîæåñòâà ïðè èçìåðèìîì îòîáðàæåíèè, íî è ÿâëÿåòñÿ ñêðûòûì êðèòåðèåì ëîêàëüíîé
îáðàòèìîñòè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïåðåôîðìóëèðîâêà ýòîãî óñëîâèÿ â óòâåðæäåíèè 3) ôàê-
òè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíûì êðèòåðèåì ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè.
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Ìû ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî êðàòêîå äîêàçàòåëüñòâî, îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå ÷èñòî òåõ-
íè÷åñêèå äåòàëè.

1)⇒ 2) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå 2) íåâåðíî. Òîãäà, êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2

íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî X0 ñ µ(X0) > 0 òàêîå, ÷òî ñóæåíèå α0 := α|X0 îáëàäàåò ñâîéñòâîì
àíòèèíúåêòèâíîñòè [12], [9], [10]: åñëè A ∈ Σ ∩X0 è α|A � èíúåêöèÿ, òî µ(A) = 0 .

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X0 = X . Â ëåììå 2 ôàê-
òè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî àíòèèíúåêòèâíîñòü îòîáðàæåíèÿ α : X → Y ýêâèâàëåíòíà
ñóùåñòâîâàíèþ σ-ïîäàëãåáðû Στ ⊂ Σ òàêîé, ÷òî: 1) µ|Στ � äèôôóçíàÿ (íå èìåþùàÿ
àòîìîâ) ìåðà; 2) σ-ïîäàëãåáðû Στ è Σα := α−1(S ) íåçàâèñèìû.

Íàèìåíüøóþ σ-ïîäàëãåáðó σ(Σα,Στ ) , ñîäåðæàùóþ ïîäàëãåáðû Σα è Στ , ìîæíî
îòîæäåñòâèòü ñ ïðîåêòèâíûì òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì Σ1 := Σα⊗Στ , òåì ñàìûì âëîæèâ
Σα⊗Στ â Σ . Òàê êàê α−1(S) = Σα×X , òî ïðè òàêîì âëîæåíèè i : Σα⊗Στ

∼= σ(Σα,Στ )→ Σ
σ-ãîìîìîðôèçì α−1 : S → Σ ¾ïðîïóñêàåòñÿ¿ ÷åðåç îïåðàòîð òîæäåñòâåííîãî âëîæå-
íèÿ iα : Σ × X → Σ , ò.å iα(α

−1) = α−1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî αΣ = α(pα) , ãäå
pα : Σ1 := Σα ⊗ Στ → Σα

∼= Σα × X � ¾ïðîåêöèÿ¿ íà ïåðâûé ìíîæèòåëü òåíçîðíî-
ãî ïðîèçâåäåíèÿ Σ1 . Íà îáðàçóþùèõ ýëåìåíòàõ A × B (A ∈ Σα, B ∈ Στ ) ýòîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ïðîåêöèÿ äåéñòâóåò ïî ïðàâèëó: A × B 7−→ A × X . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñóæåíèå
µτ := µ|X×Στ ÿâëÿåòñÿ äèôôóçíîé ìåðîé, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ áàçîâûõ ìíî-
æåñòâ C := A × B , äëÿ êîòîðûõ µα(A) > 0 , à µτ (B) = 0 , îáðàç α(C) èìååò íåíóëåâóþ
ìåðó: ν(α(C)) = µ(A) > 0 , íî µ(C) = 0 . Ïîñêîëüêó òàêèõ áàçîâûõ ìíîæåñòâ èìååòñÿ
áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå êàðäèíàëüíîå ÷èñëî (à èìåííî, 2c , ãäå c � êîíòèíóóì), òî ïîëó÷åííûé
âûâîä íåñîâìåñòèì ñ óòâåðæäåíèåì 1).

2)⇒ 1) . Äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü X̃ = ∪i>0Xi .

2)⇒ 3) . Ñîãëàñíî òåîðåìå Ì. Ñòîóíà äëÿ êàæäîãî íåíóëåâîãî êëàññà µ-ýêâèâàëåíò-

íîñòè [A]Σ0 (A ⊂ Σ, µ(A) > 0) íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå îòêðûòî-çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
Â ⊂ X̂ òàêîå, ÷òî h0[A] = Â . Çäåñü h0 : Σ/Σ0 → Σ̂oc� èçîìîðôèçì ïîëíîé áóëåâîé
σ-àëãåáðû Σ/Σ0 íà ïîëå Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ åå ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà
X̂ . Ïîýòîìó ïðè i > 0 σ-àëãåáðà Σi/Σi0 (Σi := Σ ∩ Xi, Σi0 := Σ0 ∩ Xi , ÿâëÿþùàÿñÿ
êîìïîíåíòîé (ïîëîñîé) σ-àëãåáðû Σ/Σ0 , êàíîíè÷åñêè èçîìîðôíà σ-àëãåáðå Σ̂/Σ̂0 (Σ̂i :=
Σ̂ ∩ X̂i, Σ̂i0 := Σ̂0 ∩ X̂i . Â óòâåðæäåíèè 2) ãîâîðèòñÿ î òîì, ÷òî îòîáðàæåíèå αi := α|Xi

:
Xi → Yi ïîðîæäàåò σ-èçîìîðôèçì α−1 : Si/Si0 → Σi/Σi0 . Ïî òåîðåìå î ïðåäñòàâëåíèè
îòîáðàæåíèå α̂i : α̂|X̂i

: X̂i → Ŷi òàêæå ïîðîæäàåò σ-èçîìîðôèçì α̂−1
i : Ŝi/Ŝi0 → Σ̂i/Σ̂i0 .

ßñíî, ÷òî îáðàòíûé ê α̂−1
i σ-èçîìîðôèçì èìååò âèä α̂ : Σ̂i/Σ̂i0 → Ŝi/Ŝi0 è ïîòîìó

α̂i(Σ̂i0) = α̂i(Σ̂ ∩ X̂i) ⊂ Ŝi0 = Ŝ0 ∩ Ŷi ⊂ Ŝ0.

Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó µ(∪i>0Xi) = µ(X) , òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî
˜̂
X := ∪i>0X̂i âñþäó

ïëîòíî â X̂ .
3)⇒ 2) . Ïîðîæäàþùåå σ-ãîìîìîðôèçì êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé îòîáðàæåíèå

α̂ : X̂ → Ŷ ℜ-íåïðåðûâíî. Ñîãëàñíî ëåììå 2 îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå α̂ îòêðû-
òî. Ïðè ýòîì èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå 5) òåîðåìû 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî è óòâåð-
æäåíèå 2) ýòîé òåîðåìû: íàéäåòñÿ íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûé íàáîð {X̂i ⊂ X̂ : i = 1, . . . } ïîïàð-
íî äèçúþíêòíûõ îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X̂ òàêîé, ÷òî îòêðûòîå

ìíîæåñòâî
˜̂
X := ∪i≥1X̂i âñþäó ïëîòíî è ñóæåíèå α̂i := α̂|X̂i

: X̂i → Ŷ èíúåêòèâíî ïðè

âñåõ i = 1, . . . . Òàê êàê îòîáðàæåíèå α̂ îòêðûòî, òî îòîáðàæåíèå α̂i : X̂i → Ŷi := α̂(̂Xi)
ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì, ïîðîæäàþùèì σ-èçîìîðôèçì Σ̂i/Σ̂i0 → Ŝi/Ŝi0 . Âûáåðåì áî-
ðåëåâñêèõ ïðåäñòàâèòåëåé Xi è Yi èç êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé h−1

0 (X̂i) è h−1
0 (Ŷi) Äàëåå
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çàìåòèì, ÷òî σ-èçîìîðôèçì α̂i èíäóöèðóåò σ-èçîìîðôèçì hi : Σi/Σi0 → Si/Si0 ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôàêòîð-àëãåáð. Ñîãëàñíî òåîðåìå îí ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ïîòî÷å÷íûì
îòîáðàæåíèåì α̃ : Xi → Yi ⊂ Y , ýêâèâàëåíòíûì ñóæåíèþ αi := α|Xi

.

Çàìå÷àíèå. Ôîðìóëîé µ̂(Â) := µ(A) (A ∈ h−1
0 (Â)) ìåðà µ ïåðåíîñèòñÿ ñ σ-àëãåáðû

Σ íà ïîëå Σ̂oc îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ñòîóíîâñêîãî êîìïàêòà X̂ σ-àëãåáðû
Σ/Σ0 . Ðàñïðîñòðàíåíèå ýòîé ìåðû íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó Σ̂ , ñîäåðæàùóþ Σ̂oc , ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé (X̂, Σ̂, µ̂) , ìåòðè÷åñêè èçîìîðôíîãî ïðîñòðàíñòâó
(X,Σ, µ) . Çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì ìåðû µ̂ ÿâëÿåòñÿ åå ñîãëàñîâàííîñòü ñ êàòåãîðèåé:
µ̂(Â)=0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Â ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ïåðâîé êàòåãîðèè.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà (X̂, Σ̂, µ̂) ââèäó òàêîé ñîãëàñîâàííîñòè ýêâèâàëåíòíîñòü 1) ⇐⇒ 3)
ñòàíîâèòñÿ òàâòîëîãèåé, à ýêâèâàëåíòíîñòü 2)⇐⇒ 3) � òàâòîëîãè÷íîé ïåðåôîðìóëèðîâ-
êîé ýêâèâàëåíòíîñòè 2)⇐⇒ 5) óòâåðæäåíèåì òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå. Óòâåðæäåíèå 2) òåîðåìû 2 äîïóñêàåò òðàêòîâêó â òåðìèíàõ σ-
ãîìîìîðôèçìîâ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé. Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, ïå-
ðåôîðìóëèðîâêîé óòâåðæäåíèÿ 2) òåîðåìû 1. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, óòâåðæäåíèå 1), õîòÿ è
êàæåòñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä òàâòîëîãè÷íûì ïåðåâîäîì óòâåðæäåíèÿ 5) òåîðåìû 1, íà ñàìîì
äåëå òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ: îíî íå èìååò âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòåé
èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü α : X → Y � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòà X
â òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Y è (Ai)i∈I � íàïðàâëåííîå ïî óáûâàíèþ ñåìåéñòâî
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîìïàêòà X ñ ïåðåñå÷åíèåì A . Òîãäà

α(A) =
∩
i∈I

α(Ai).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ i ∈ I α(A) ⊂ α(Ai) , òàê êàê A ⊂ Ai Îòñþäà α(A) ⊂∩
i∈I
α(Ai) . Ïðîâåðèì âêëþ÷åíèå

∩
i∈I
α(Ai) ⊂ α(A) .

Ïóñòü y ∈
∩
i∈I
α(Ai) . Ïðè êàæäîì i ∈ I ìíîæåñòâî Aiy := Ai ∩ α−1(y) çàìêíóòî.

Ñåìåéñòâî (Aiy)i∈I íàïðàâëåíî ïî óáûâàíèþ. Ââèäó êîìïàêòíîñòè X ïåðåñå÷åíèå Ay :=∩
i∈I
α(Aiy) íåïóñòî. Íî Ay = A ∩ α−1(y) . Ïîýòîìó

α(A) ∩ {y} ⊃ α(Ay) ̸= ∅,

ò.å. y ∈ α(A) .
Ïðåäëîæåíèå 2. Êàæäîå áåñêîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî A ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíî-

ãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà X ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâî B , ãîìåîìîðôíîå ðàñøèðåíèþ
Ñòîóíà�×åõà βN ïðîñòðàíñòâà N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäóþùåé èòåðàòèâíîé ñõåìå ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî-
÷åê a1, a2, . . . è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòêðûòûõ ìíîæåñòâ V1, V2, . . . òàêèõ, ÷òî ai ∈ Vi ,
Vi ∩ Vj ïðè i ̸= j è Ad := {a1, a2, . . . } ⊂ A .

Ïîëîæèì X1 := X , A0 := A è A1 := A0∩X1 . Ââèäó ðåãóëÿðíîñòè ïðîñòðàíñòâà X äëÿ
äâóõ (ïðîèçâîëüíî) âûáðàííûõ òî÷åê x1 è x2 ìíîæåñòâà A1 íàéäóòñÿ èõ îêðåñòíîñòè U1

è U2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ çàìûêàíèÿìè U1 è U2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C îäíî èç çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ U1 , U2 è X \ (U1∪U2) , ñîäåðæàùåå áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà A1 . Èç
òî÷åê x1 è x2 âûáåðåì òî÷êó a1 , êîòîðàÿ íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó C . Îòäåëèì òî÷êó
a1 îò çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà C îòêðûòûìè ìíîæåñòâàìè V1 è X2 : a1 ∈ V1 , C ⊂ X2 è
V1 ∩X2 . Â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî øàãà ïîñòðîåíèÿ íàéäåíû òî÷êà a1 è îòêðûòîå ìíîæåñòâî
V1 , òàêæå óêàçàíî îòêðûòîå â X ïîäïðîñòðàíñòâî X2 , íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
ïîñòðîåíèÿ.
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Ìíîæåñòâî Ad ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì äèñêðåòíûì òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì. Ïîýòî-
ìó åãî ðàñøèðåíèå Ñòîóíà�×åõà βD ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó βN . Ïðîâåðèì, ÷òî βD
ñîâïàäàåò ñ çàìûêàíèåì B := Ad ìíîæåñòâà â òîïîëîãèè ýêñòðåìàëüíî íåñâÿçíîãî êîì-
ïàêòà X . Ñîãëàñíî èçâåñòíîìó êðèòåðèþ [11][ñ. 267] äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàêîâû áû
íè áûëè íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà I1 è I2 íàòóðàëüíîãî ðÿäà N çàìûêàíèÿ â A
ïîäìíîæåñòâ A1 := {ai : i ∈ I1} è A2 := {ai ∈ I2} ìíîæåñòâà A íå ïåðåñåêàþòñÿ. Íî
ýòî î÷åâèäíî, òàê êàê âñëåäñòâèå ýêñòðåìàëüíîé íåñâÿçíîñòè X çàìûêàíèÿ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îòêðûòûõ ìíîæåñòâ U1 :=

∪
{Vi : i ∈ I1} è U2 :=

∪
{Vi : i ∈ I2} , ñîäåðæàùèõ,

ñîîòâåòñòâåííî, ìíîæåñòâà A1 è A2 , íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó A çàìêíóòî â X ,

òî B = Ad ⊂ A .
Êàê èçâåñòíî [11][ñ. 268], ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà βN ðàâíà 2c ( c = 2ℵ0 ). Ïîýòîìó èç

äîêàçàííîãî ïðåäëîæåíèÿ âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå. Ìîùíîñòü ëþáîãî áåñêîíå÷íîãî çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà ýêñòðåìàëü-

íî íåñâÿçíîãî õàóñäîðôîâà êîìïàêòà íå ìåíüøå 2c .
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÀÎ ¾ÏÐÎÃÍÎÇ¿.
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Local homeomorphisms of Stone's compact and local

convertibility measures mappings

c⃝ P.M. Simonov3, A.V. Chistyakov 4

Abstract. The paper is about open continuous mappings from extremely disconnected Hausdorf's
compact of countable type into topological space with connectivity components that are not sets
of the Baire �rst category. It is proved that such mapping is local homomorphism if and only if it
maps all �rst-cathegory sets (maybe, except subsets of unique closed nowhere dense set) into �rst-
cathegory sets. The obtained result is used for characterization of local reversibility of measurable
mappings that act on standard spaces with measures. In particular, it is found out that Luzin's
N -condition does not only guarantee the measurability of an image but actually is also a criterion
of local reversibility.

Key Words: extremely disconnected compact, open-and-closed sets, a set of �rst Baire category,
local homeomorphism, Luzin's N -condition, Stone compact, anti-injective property
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