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Àííîòàöèÿ. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìèêè Ck -ýíäîìîðôèçìîâ ( k ≥ 1 )
ïîâåðõíîñòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A , â îêðåñòíîñòè îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ.
Óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè îäíîìåðíîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f ïîâåðõíîñòè
èìååò òèï (1, 1) è ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, òî îíî ÿâëÿåòñÿ àò-
òðàêòîðîì, ãëàäêî âëîæåííûì â íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü. Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå,
÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ
ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì. Òàêæå óñòàíàâëèâàåòñÿ, ÷òî åñëè áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýí-
äîìîðôèçìà f èìååò òèï (2, 0) è ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ, òî îíî
ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì è ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ
êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àêñèîìà A , ýíäîìîðôèçì, áàçèñíîå ìíîæåñòâî

1. Ââåäåíèå

Õîðîøî èçâåñòíà êëþ÷åâàÿ ðîëü ïîíÿòèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà è àêñèîìû À,
ââåäåííûõ Ä.Â. Àíîñîâûì è Ñ. Ñìåéëîì [1], [16] äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé-
÷èâîñòè äèôôåîìîðôèçìîâ íà ìíîãîîáðàçèÿõ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íåîáõîäè-
ìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè. Â ðàáîòàõ [14], [10] àíàëîãè÷íûå
ïîíÿòèÿ áûëè ââåäåíû äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ, òî åñòü ãëàäêèõ îòîáðàæåíèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ,
âîîáùå ãîâîðÿ, âçàèìíî îäíîçíà÷íûìè.

Ïîä Ck -ýíäîìîðôèçìîì ãëàäêîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîíèìàåòñÿ ãëàäêîå
îòîáðàæåíèå êëàññà Ck , k > 1 . Åñëè ýíäîìîðôèçì f îáëàäàåò îáðàòíûì îòîáðàæåíèåì
êëàññà Ck , òî îí íàçûâàåòñÿ Ck -äèôôåîìîðôèçìîì. Äèíàìèêà ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæ-
íîñòè õîðîøî èçó÷åíà è ñîäåðæèò öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ ðåçóëüòàòîâ. Èç ðàáîòû
À. Ã. Ìàéåðà [9] ñëåäóåò, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà f ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì è åãî
íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê, îí ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì. Áîëåå òîãî â ðàáîòå [9] áûëà ïîëó÷åíà òîïî-
ëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèôôåîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè. Â ðà-
áîòàõ Ì. Øóáà, Ç. Íèòåöêè è Ì. ßêîáñîíà [17], [12], [18] áûëà èçó÷åíà ñòðóêòóðà íåáëóæ-
äàþùèõ ìíîæåñòâ ýíäîìîðôèçìîâ îêðóæíîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A è ïîëó÷åíû
ñîäåðæàòåëüíûå ðåçóëüòàòû â íàïðàâëåíèè òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ýíäîìîðôèç-
ìîâ â ïðåäïîëîæåíèè èõ ñòðóêòóðíîé óñòîé÷èâîñòè èëè óñòîé÷èâîñòè íà íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå.

Íà ëþáîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè ñóùåñòâóåò äèôôåîìîðôèçì, óäîâëåòâîðÿþùèé àê-
ñèîìå A Ñ. Ñìåéëà. Â ñèëó ñïåêòðàëüíîé òåîðåìû Ñ. Ñìåéëà [16] íåáëóæäàþùåå ìíîæå-
ñòâî òàêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå êîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ çàìêíóòûõ
èíâàðèàíòíûõ (áàçèñíûõ) ìíîæåñòâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ äèôôåîìîðôèçì èìååò òðàí-
çèòèâíóþ îðáèòó. Òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà òàêèõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ õîðîøî èçó÷åíà.

1 Ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà
Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè; vgrines@hse.ru

2 Ëàáîðàíò ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ Íàöèîíàëüíîãî èññëåäîâàòåëüñêîãî óíèâåðñèòåòà Âûñøàÿ øêî-
ëà ýêîíîìèêè; ekurenkov@hse.ru
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Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà íóëþ, îíî ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê
äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå äâóõ êàíòîðîâñêèõ ìíîæåñòâ, à îãðàíè÷åíèå äèôôåîìîðôèçìà
íà íåãî òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíî ñäâèãó íåêîòîðîé ìàðêîâñêîé öåïè ñ êîíå÷íûì ÷èñ-
ëîì ñîñòîÿíèé. Åñëè ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà åäèíèöå, òî îíî ÿâëÿåòñÿ
àòòðàêòîðîì (ðåïåëëåðîì), öåëèêîì ñîñòîèò èç îäíîìåðíûõ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ)
ìíîãîîáðàçèé åãî òî÷åê è ëîêàëüíî óñòðîåíî êàê äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå êàíòîðîâñêîãî
ìíîæåñòâà íà îòðåçîê. Åñëè ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ðàâíà äâóì, òî îíî ñîâïà-
äàåò ñ íåñóùåé ïîâåðõíîñòüþ M2 , êîòîðàÿ äèôôåîìîðôíà äâóìåðíîìó òîðó, à èñõîäíûé
äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Ä.Â. Àíîñîâà. Áîëåå òîãî, â ðÿäå ðàáîò
Â.Ç. Ãðèíåñà, Ð.Â. Ïëûêèíà, À.Þ. Æèðîâà, Õ. Áîíàòòè, Ð. Ëàíæåâåíà è äð. (ñì. [4]) ïî-
ëó÷åíû òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ äèôôåîìîðôèçìîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ àêñèîìå A è òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé.

×òî êàñàåòñÿ ýíäîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ äèôôåîìîðôèçìàìè, çíà-
÷èòåëüíûé ïðîãðåññ äîñòèãíóò â èçó÷åíèè ðàöèîíàëüíûõ îòîáðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñ-
êîñòè, áàçèðóþùèõñÿ íà êëàññè÷åñêèõ ðåçóëüòàòàõ Ã. Æþëèà è Ï. Ôàòó è ïîëó÷åííûõ â
ðàáîòàõ Ì. ßêîáñîíà, Äæ. Ìèëíîðà, Ì. Ëþáè÷à è äð (ñì. [8], [11]). Äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ
ïîâåðõíîñòåé, íå ñâÿçàííûõ ñ êîìïëåêñíîé äèíàìèêîé, èìåþùèåñÿ ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåí-
íî ñêðîìíåå.

Èìååòñÿ òàêæå áîëüøîé ïðîãðåññ â òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè äèôôåîìîðôèç-
ìîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå À. Ñìåéëà íà ìíîãîîáðàçèÿõ ðàçìåðíîñòè áîëüøåé äâóõ,
â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü áàçèñíîãî ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ íåñóùåãî
ìíîãîîáðàçèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçì ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì Àíîñîâà è
èìååòñÿ öåëûé ðÿä èñ÷åðïûâàþùèõ êëàññèôèêàöèîííûõ ðåçóëüòàòîâ òàêèõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ â ðàáîòàõ Äæ. Ôðýíêñà, Ø. Íüþõàóñà, Ý. Ìýíèíãà è äð (ñì. [2] ). Èìååòñÿ òàêæå
çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â òîïîëîãè÷åñêîé êëàññèôèêàöèè ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûõ äèô-
ôåîìîðôèçìîâ, îáëàäàþùèõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí, ïîëó÷åííûé
â ðàáîòàõ Â.Ç. Ãðèíåñà, Å.Â. Æóæîìû, Â.Ñ. Ìåäâåäåâà, Ð. Â. Ïëûêèíà, Î.Â. Ïî÷èíêè,
Þ.À. Ëåâ÷åíêî è äð. (ñì. [3], [5], [13]). ×òî æå êàñàåòñÿ àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ
ýíäîìîðôèçìîâ, òî íàèáîëåå ïîëíûå ðåçóëüòàòû èìåþòñÿ ïî êëàññèôèêàöèè ðàñòÿãèâàþ-
ùèõñÿ ýíäîìîðôèçìîâ [17]. Äëÿ òàêèõ ýíäîìîðôèçìîâ íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî ñîñòîèò
èç åäèíñòâåííîãî áàçèñíîãî ìíîæåñòâà, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ
íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ äèíàìèêè äâóìåðíûõ ýíäîìîðôèçìîâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ àêñèîìå A , â îêðåñòíîñòè îäíîìåðíûõ áàçèñíûõ ìíîæåñòâ. Ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûì àíàëîãîì íà ñëó÷àé ýíäîìîðôèçìîâ ïîâåðõíîñòåé, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ðåçóëüòàòàì Ð.Â. Ïëûêèíà äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ (ñì. [13], Òåîðåìà 3).

Ïóñòü f : Mn → Mn ýíäîìîðôèçì êëàññà Cr ( r > 1 ), çàäàííûé íà çàìêíóòîì
ìíîãîîáðàçèè Mn , ñíàáæåííîì ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, è Λ ⊂ Mn f -èíâàðèàíòíîå (èíâà-
ðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ýíäîìîðôèçìà f ) ìíîæåñòâî, òî åñòü f(Λ) = Λ . Äëÿ ëþáîé òî÷-
êè x ∈ Λ ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà
x̄ = {xi ∈ Λ | x0 = x, i ∈ Z} , òàêèõ ÷òî f(xi) = xi+1 . Êàæäóþ èç òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé áóäåì íàçûâàòü ÷àñòíîé òðàåêòîðèåé òî÷êè x , àññîöèèðîâàííîé ñ èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì Λ .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.1. Èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî Λ ýíäîìîðôèçìà f :Mn →
→ Mn íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 , 0 < µ < 1
òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ òî÷êè x ñóùåñòâóåò ðàçëîæåíèå êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà Tx̄M

n â ïðÿìóþ ñóììó Tx̄M
n = Es

x̄⊕Eu
x̄ , èíâàðèàíòíîå îòíîñè-
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òåëüíî êàñàòåëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Df : Tx̄M
n → Tx̄M

n , äëÿ êîòîðîãî âåðíû ñëåäóþùèå
íåðàâåíñòâà:

1. ||Dfn(v)|| 6 Cµn||v|| , äëÿ ëþáûõ n > 0 , v ∈ Es
x̄ ;

2. ||Dfn(v)|| > (1/C)µ−n||v|| , äëÿ ëþáûõ n > 0 , v ∈ Eu
x̄ .

Â ðàáîòå [14] áûëî ïðåäëîæåíî ñëåäóþùåå îáîáùåíèå àêñèîìû A äëÿ ýíäîìîðôèçìîâ
(ôîðìàëüíî ñîâïàäàþùåå ñ àíàëîãè÷íûì îïðåäåëåíèåì äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ).

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.2. Ýíäîìîðôèçì f : Mn → Mn óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå
A , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ωf � ãèïåðáîëè÷íî è íå ñîäåðæèò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê;

2. ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê Perf ýíäîìîðôèçìà f ïëîòíî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå Ωf .

Äëÿ ýíäîìîðôèçìà f , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå A , èìååò ìåñòî òåîðåìà î ñïåê-
òðàëüíîì ðàçëîæåíèè, äîêàçàííàÿ â [14], è îáîáùàþùàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò, ïî-
ëó÷åííûé Ñ. Ñìåéëîì [16].

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1.1. Ïóñòü ýíäîìîðôèçì f óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå A . Òî-
ãäà åãî íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî Ω ïðåäñòàâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå îáú-
åäèíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ f -èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
(íàçûâàåìûõ áàçèñíûìè ìíîæåñòâàìè) Ω =

∪l
i=1Ωi òàêèõ, ÷òî îãðàíè÷åíèå f íà êàæ-

äîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè òðàíçèòèâíûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.3. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
àòòðàêòîðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U òàêàÿ, ÷òî f(U) ⊂
⊂ IntU è

∞∩
n=0

fn(U) = Ωi .

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.4. Áàçèñíîå ìíîæåñòâî Ωi ýíäîìîðôèçìà f íàçûâàåòñÿ
ðåïåëëåðîì, åñëè ñóùåñòâóåò åãî çàìêíóòàÿ îêðåñòíîñòü U è ïîäìíîæåñòâî Ũ ⊂ IntU

òàêèå, ÷òî f(Ũ) = U è
∞∩
n=0

f−n(U) = Ωi
3.

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.5. Cr -ýíäîìîðôèçì f : Mn →Mn íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâà-
þùèì, åñëè ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C > 0 è µ > 1 òàêèå, ÷òî ||Dfn(v)|| > Cµ||v||
äëÿ ëþáîãî v ∈ TMn , n = 0, 1, 2, . . . .

Íàëè÷èå ãëàäêîé ñòðóêòóðû íà ìíîãîîáðàçèè Mn íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì óñëîâèåì
äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàòü ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîðôèçì. Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå ðàñ-
òÿãèâàþùåãî ýíäîìîðôèçìà, çàäàííîãî íà ïðîèçâîëüíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå áûëî
ïðåäëîæåíî À. Á. Êàòêîì [7].

Î ï ð å ä å ë å í è å 1.6. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → X ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû ε >
> 0 è µ > 1 , ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X , x ̸= y , ρ(x, y) < ε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
ρ(f(x), f(y)) > µρ(x, y) .

3 Ïîä f−1(A) ïîíèìàåòñÿ ïîëíûé ïðîîáðàç ìíîæåñòâà A .
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà X ÿâëÿåòñÿ C1 -ãëàäêèì êîìïàêòíûì ìíîãîîáðàçèåì, äàííûå
îïðåäåëåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.

Äëÿ áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîðôèçìà f :Mn →Mn , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå
A , ïàðó ÷èñåë (a, b) , ãäå a ðàçìåðíîñòü Eu

x̄ , b ðàçìåðíîñòü Es
x̄ , x ∈ Λ , íàçîâåì òèïîì

ìíîæåñòâà Λ .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà è íàëè÷èå ãëàäêîé ñòðóêòóðû îäíîìåðíîãî

áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîðôèçìà f : M2 → M2 , óäîâëåòâîðÿþùåãî àêñèîìå A ,
ãäå M2 � äâóìåðíîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ
ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ èìååò òèï (1, 1) è ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà:

1) Λ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì ýíäîìîðôèçìà f ;
2) Λ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííîé îêðóæíîñòüþ;
3) ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Ò å î ð å ì à 1.2. Ïóñòü áàçèñíîå ìíîæåñòâî Λ èìååò òèï (2, 0) è ÿâëÿåòñÿ
îäíîìåðíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà:

1) Λ ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì;
2) ñóùåñòâóåò k ≥ 1 òàêîå, ÷òî îãðàíè÷åíèå ýíäîìîðôèçìà fk íà ëþáóþ êîìïîíåí-

òó ñâÿçíîñòè Λ ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì ýíäîìîðôèçìîì.

Ç à ì å ÷ à í è å 1.1. Â ñèëó [17] (ñì. òàêæå [7]) ëþáîé ðàñòÿãèâàþùèé ýíäîìîð-
ôèçì îêðóæíîñòè (â ñìûñëå îïðåäåëåíèé 1.5., 1.6.) ñîïðÿæåí îòîáðàæåíèþ âèäà
x̄ = kx mod 1 , ãäå k åñòü ñòåïåíü îòîáðàæåíèÿ èñõîäíîãî ýíäîìîðôèçìà, à x ∈ R .

Ç à ì å ÷ à í è å 1.2. Êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ìíîæåñòâà Λ â òåîðåìå 1.2. ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ, íå îáÿçàòåëüíî ãëàäêî âëîæåíîé â M2 . Ïðèìåðîì òàêîé ñèòóà-
öèè ìîæåò ñëóæèòü îòîáðàæåíèå ðèìàíîâîé ñôåðû, ïîðîæäåííîå îòîáðàæåíèåì âèäà
z → z2 + c ( z - ïðèíàäëåæèò êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè), ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà c , îòëè÷íûõ îò íóëÿ (ñì. íàïðèìåð, [8] ñòð. 67).

Áëàãîäàðíîñòè. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ
èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò ¾Òîïîëîãè÷åñêèå ìåòîäû â äèíàìèêå¿, ÒÇ-
98) ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-01-03687-a).

2. Âñïîìîãàòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà, êàê è â ñëó÷àå äèôôåîìîðôèçìîâ, ñóùå-
ñòâóþò ïîíÿòèÿ ëîêàëüíîãî óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé. Ñóùåñòâåííîå
îòëè÷èå ýíäîìîðôèçìà îò äèôôåîìîðôèçìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó ýíäîìîðôèçìà, â ñèëó
îòñóòñòâèÿ îáðàòíîãî îòîáðàæåíèÿ, ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå çàâèñèò, âîîá-
ùå ãîâîðÿ, îò âûáîðà êîíêðåòíîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Î ï ð å ä å ë å í è å 2.1. Ïóñòü x ∈ Λ , ãäå Λ � ãèïåðáîëè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå
ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f : Mn → Mn è x̄ � ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ òî÷êè x . Ìíî-
æåñòâî

W s
x,ε = {y ∈Mn | ρ(fn(x), fn(y)) < ε, n = 0, 1, 2, . . .}
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íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , à ìíîæåñòâî

W u
x̄,ε = {y ∈Mn | ∃ ȳ, ρ(xn, yn) < ε, n = 0,−1,−2, . . .}

íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì òî÷êè x , àññîöèèðîâàííûì ñ
÷àñòíîé òðàåêòîðèåé x̄ .

Ñòðóêòóðà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìíîæåñòâ ýíäîìîðôèçìîâ ïîäðîáíî èçó÷àëàñü â [14]. Ïðè-
âåäåì íåêîòîðûå âàæíûå äëÿ äàííîé ðàáîòû ðåçóëüòàòû (äîêàçàòåëüñòâà ñì. [14], [6])

Ïóñòü ⟨·, ·⟩ � ãëàäêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà, çàäàííàÿ íà ìíîãîîáðàçèè Mn .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.1. Äëÿ ëþáîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà Λ ýíäîìîð-
ôèçìà f ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ ðèìàíîâà ìåòðèêà ⟨·, ·⟩Λ , ýêâèâàëåíòíàÿ ìåòðèêå ⟨·, ·⟩ ,
àññîöèèðîâàííàÿ ñ ãèïåðáîëè÷åñêèì ìíîæåñòâîì Λ è ÷èñëî λ , 0 < λ < 1 òàêèå, ÷òî
äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

||Dfxi
(v)||Λ 6 λ||v||Λ ïðè v ∈ Es

xi
,

||Dfxi
(v)||Λ > (1/λ)||v||Λ ïðè v ∈ Es

xi
,

i ∈ Z .

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2.2. Ïóñòü Λ � ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèç-
ìà f , òîãäà âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0 , ÷òî äëÿ ëþáîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ ⊂ Λ , àññîöèèðî-
âàííîé ñ òî÷êîé x ∈ Λ , ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå W s

x,ε è ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u
x̄,ε

ìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêî âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, êàñàþùèìèñÿ Es
x

è Eu
x ñîîòâåòñòâåííî;

2. W s
x,ε è W u

x̄,ε íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò òî÷êè x è òðàåêòîðèè x̄ ñîîòâåòñòâåííî4 ;

3. ñóùåñòâóåò òàêîå µ < 1 , ÷òî â ìåòðèêå ρ íà Mn , èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêîé
⟨·, ·⟩Λ , âåðíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) äëÿ ëþáûõ y, z ∈ W s
x̄,ε âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ρ(fn+1(y), fn+1(z)) 6

6 µρ(fn(y), fn(z)) , n = 0, 1, 2, . . . ;

á)äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê y, z ∈ W u
x̄,ε ñóùåñòâóþò èõ ÷àñòíûå òðàåêòîðèè ȳ è z̄ ,

äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà ρ(y−n−1, z−n−1) 6 µρ(y−n, z−n) , n = 0, 1, 2, . . . .

3. Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì

Çäåñü è äàëåå ìû âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà Λ çàäàíà ìåòðèêà, îïðåäåëåííàÿ
â ïðåäëîæåíèè 2.1.

Ïóñòü Λ �áàçèñíîå ìíîæåñòâî ýíäîìîðôèçìà f :M2 →M2 , ÿâëÿþùååñÿ îäíîìåðíûì
ïîäìíîãîîáðàçèåì áåç êðàÿ. Òîãäà Λ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà l > 1 êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè Λ1, . . . ,Λl , êàæäàÿ èõ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì âëîæåíèåì îêðóæíîñòè,
è f(Λi) = Λi+1 , i = 1, . . . , l − 1 , à f(Λl) = Λ1 .

4 Íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòíîé òðàåêòîðèè ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ìåòðèêè ρ̄(x̄, ȳ) =
∞∑

i=−∞

ρ(xi,yi)
2|i|
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Ë å ì ì à 3.1. Ïóñòü Λi � êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ , óäî-
âëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì òåîðåìû 1.1., è p ∈ Λi � ïåðèîäè÷åñêàÿ òî÷êà ïåðèîäà k
îòîáðàæåíèÿ f . Òîãäà äëÿ îòîáðàæåíèÿ fk íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u

p̄,ε òî÷êè p ,
àññîöèèðîâàííîå ñ òðàåêòîðèåé p̄ = {. . . , p, p, p, . . .} ñîäåðæèòñÿ â Λi .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê â ñèëó àêñèîìû A ìíîæåñòâî Λ ÿâëÿåòñÿ ãè-
ïåðáîëè÷åñêèì, òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. äëÿ ýíäîìîðôèçìà fk ñóùåñòâóþò ëîêàëüíîå
óñòîé÷èâîå W s

p,ε è ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u
p̄,ε ìíîãîîáðàçèÿ òàêèå, ÷òî fk(W s

p,ε) ⊂ W s
p,ε

è fk(W u
p̄,ε) ⊃ W u

p̄,ε . Òàê êàê îòîáðàæåíèå fk íå ñîäåðæèò â Λ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, òî fk

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûì äèôôåîìîðôèçìîì. Òîãäà â ñèëó
òåîðåìû Ãðîáìàíà � Õàðòìàíà îòîáðàæåíèå fk â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñî-
ïðÿæåíî ëèíåéíîìó ñåäëó. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî W s

p,ε è W u
p̄,ε ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûìè

èíâàðèàíòíûìè îäíîìåðíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó p . Òàê êàê
ìíîæåñòâî Λi òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîãîîáðàçèåì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç òî÷-
êó p , òî íåîáõîäèìî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ëèáî âêëþ÷åíèå W s

p,ε ⊂ Λi , ëèáî âêëþ÷åíèå
W u

p̄,ε ⊂ Λi .
Ïîêàæåì, ÷òî âêëþ÷åíèå W s

p,ε ⊂ Λi âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,
òîãäà óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

p,ε ÿâëÿåòñÿ òàêîé îêðåñòíîñòüþ òî÷êè p â áàçèñíîì
ìíîæåñòâå Λ , ÷òî ëþáàÿ äðóãàÿ òî÷êà èç ýòîé îêðåñòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå p ïîä
äåéñòâèåì ýíäîìîðôèçìà fk . Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè
îòîáðàæåíèÿ fk ïëîòíû â Λ .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.1. Åñëè Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì
òåîðåìû 1.1., òî Λ , ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Äàííûé ôàêò íåìåäëåííî âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî â ñèëó àêñèîìû A ïåðèîäè÷åñêèå

òî÷êè ïëîòíû â Λ , à íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ W u
p̄,ε ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê, àññîöèèðî-

âàííûõ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè, ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 3.2. Åñëè Λ � áàçèñíîå ìíîæåñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâè-
ÿì òåîðåìû 1.1., òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Λ ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s

x

ïåðåñåêàåòñÿ ñ Λ òðàíñâåðñàëüíî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Òàê êàê W s

x,ε è W u
x̄,ε êàñàþòñÿ E

s
x è Eu

x , à E
s
x è Eu

x ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî, òî â
ñèëó äîêàçàííîé ëåììû äàííûé ôàêò âåðåí äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê áàçèñíîãî ìíîæåñòâà
Λ . Êðîìå òîãî, â ñèëó òîãî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå òî÷êè ïëîòíû â Λ , à ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå W s

x íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè x ∈ Λ , òî äàííûé ôàêò âåðåí äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ Λ .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.1.
Ïîêàæåì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 3.2. êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Λ

èìååò ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s
x , òðàíñâåðñàëüíîå áàçèñíîìó ìíîæåñòâó Λ .

Ðàññìîòðèì îáúåäèíåíèå U =
∪

x∈Si

W s
x,ε . Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå

ìíîãîîáðàçèå W s
x,ε íåïðåðûâíî çàâèñèò îò òî÷êè x , ïîýòîìó ìíîæåñòâî U èìååò âèä

ëîêàëüíîãî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ îòðåçêà íà îòðåçîê. Êðîìå òîãî, èç óñëîâèÿ 3.a ïðåä-

ëîæåíèÿ 2.2. ñëåäóåò, ÷òî f(clU) ⊂ IntU . Ñâîéñòâî
∞∩
n=0

fn(clU) = Λ ñëåäóåò íåïîñðåä-

ñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Òàêèì îáðàçîì, áàçèñíîå
ìíîæåñòâî Λ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì äëÿ ýíäîìîðôèçìà f .
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Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Λi áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ è ïîêà-
æåì, ÷òî îãðàíè÷åíèå f l|Λi

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè
Ïîêàæåì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå W u

x̄,ε ìíîãîîáðàçèå
ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x ∈ Λi íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷àñòíîé òðàåêòîðèè x̄ , àññîöèèðîâàííîé
ñ òî÷êîé x . Äëÿ ýòîãî äîêàæåì âêëþ÷åíèå W u

x̄,ε ⊂ Λi Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x ∈ Λi è òàêàÿ àññîöèèðîâàííàÿ ñ íåé ÷àñòíàÿ òðàåêòîðèÿ x̄′ ⊂ Λ ,
÷òî W u

x̄′,ε ̸⊂ Λi . Âûáåðåì òî÷êó y òàêóþ, ÷òî y ∈ W u
x̄′,ε è y /∈ Λi , è ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

âêëþ÷åíèå y ∈ U , ãäå U � îêðåñòíîñòü îêðóæíîñòè Λi èç îïðåäåëåíèÿ àòòðàêòîðà.
Òîãäà ïî îïðåäåëåíèþ àòòðàêòîðà ρ(f ln(y),Λi) → 0 ïðè n→ +∞ . Âûáåðåì òàêîå k > 0 ,

k ∈ N ÷òî y /∈
k∩

n=0

f ln(U) . Ïî îïðåäåëåíèþ íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóåò òî÷êà

z ∈ W u
x̄′,ε òàêàÿ, ÷òî f lt = y äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ N , è z ∈

k∩
n=0

f ln(U) . Íî òîãäà òî÷êà y

îáÿçàíà ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó
k∩

n=0

f ln(U) , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó òî÷êè y .

Òàê êàê îêðóæíîñòü Λi ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé, òî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàñàòåëüíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ê äàííîé îêðóæíîñòè TΛi

M2 . Â ñèëó òîãî, ÷òî íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ
òî÷åê Λi íå çàâèñÿò îò âûáðàííîé òðàåêòîðèè, è â ñèëó ïóíêòà 1 ïðåäëîæåíèÿ 2.2. â êà-
ñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TΛi

M2 äëÿ îòîáðàæåíèÿ f l èìåþò ìåñòî îöåíêè ||Df ln(v)|| >
(1/C)µ−n||v|| , µ < 1 , n ∈ {0}∪N , v ∈ TΛi

M2 . Ñëåäîâàòåëüíî îãðàíè÷åíèå f l|Λi
ÿâëÿåòñÿ

ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 1.5.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û 1.2.
Ïîêàæåì, ÷òî Λ ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì. Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòü

íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ìíîãîîáðàçèÿ M2 , íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ïðîèçâîëüíîé òî÷êè x íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîé ÷àñòíîé òðàåêòîðèè

x̄ ⊂ Λ . Ïîëîæèì U =
∪
x∈Λ

W u
x,ε è ðàññìîòðèì çàìûêàíèå clU . Ñâîéñòâî

−∞∩
n=0

fn(clU) = Λ

ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîãî íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëî-
æèì Ũ = f−1(clU) ∩ clU . Â ñèëó ïóíêòà 3.á ïðåäëîæåíèÿ 2.2. âûïîëíÿòñÿ âêëþ÷åíèå

Ũ ⊂ IntU . Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü Λ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåïåëëåðîì ýíäîìîð-
ôèçìà f .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè Λi áàçèñíîãî ìíîæåñòâà Λ . Àíàëî-
ãè÷íî òåîðåìå 1.1. âûáåðåì l > 0 òàê, ÷òîáû f l(Λi) = Λi . Ïîêàæåì, ÷òî ñóæåíèå f

l|Λi
ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì îêðóæíîñòè. Â ñèëó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê
x, y ∈ Λi òàêèõ, ÷òî ρ(x, y) < ε âåðíî è ÷òî y ∈ W u

x,ε , òî â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2. íà ìíî-
æåñòâà Λi äëÿ íåêîòîðîãî µ > 1 áóäåò âûïîëíÿòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(f l(x), f l(y)) > µρ(x, y) .
Òàêèì îáðàçîì îãðàíè÷åíèå f l|Λi

ÿâëÿåòñÿ ðàñòÿãèâàþùèì îòîáðàæåíèåì â ñìûñëå îïðå-
äåëåíèÿ 1.6.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.
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On structure of one dimensional basic sets of

endomorphisms of surfaces

c⃝ V. Z. Grines5, E. D. Kurenkov6.

Abstract. This paper deals with the study of the dynamics in the neighborhood of one-dimensional
basic sets of Ck , k ≥ 1 , endomorphism satisfying axiom of A and given on surfaces. It is
established that if one-dimensional basic set of endomorphism f has the type (1, 1) and is a one-
dimensional submanifold without boundary, then it is an attractor smoothly embedded in ambient
surface. Moreover, there is a k ≥ 1 such that the restriction of the endomorphism fk to any
connected component of the attractor is expanding endomorphism. It is also established that if the
basic set of endomorphism f has the type (2, 0) and is a one-dimensional submanifold without
boundary then it is a repeller and there is a k ≥ 1 such that the restriction of the endomorphism
fk to any connected component of the basic set is expanding endomorphism.
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