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ÓÄÊ 517.956.2

Î ñóùåñòâîâàíèè ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ
íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà
c⃝ Â. Ç. Ãðèíåñ1, Å. Â. Æóæîìà2, Â. Ñ. Ìåäâåäåâ3, Í. À. Òàðàñîâà4

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàí-
íûõ íà òîïîëîãè÷åñêîì çàìêíóòîì ìíîãîîáðàçèè Mn , ðàçìåðíîñòü n êîòîðîãî íå íèæå òðåõ,
è òàêèõ, ÷òî óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé. Óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ñóùåñòâîâàíèåì ó òàêèõ
ïîòîêîâ çàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è òîïîëîãèåé íåñóùåãî ìíîãîîáðàçèÿ. À èìåííî, äîêàçàíî,
÷òî åñëè f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà îáëàäàåò µ
ñòîêîâûìè è èñòî÷íèêîâûìè ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâåñèÿ è ν ñåäëàìè êîðàçìåðíîñòè îäèí, à
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M

n) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé ñâîáîäíîìó ïðîèçâå-
äåíèþ g = 1

2 (ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z , òî ïîòîê f t èìååò ïî êðàéíåé
ìåðå îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
òðàåêòîðèè

1. Ââåäåíèå è ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåïðåðûâíûå ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà áåç ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé íà çàìêíóòîì n -ìåðíîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn ,
n ≥ 3 (îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è ôàêòû òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñì. â [1], ïî ñèñòåìàì
Ìîðñà-Ñìåéëà ñì. êíèãó [3] è îáçîð [5]). Äëÿ ôîðìóëèðîâêè îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà ïðèâå-
äåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê íà Mn . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî t ∈ R çà-
äàí ãîìåîìîðôèçì ft : Mn → Mn òàê, ÷òî f0 = id åñòü òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
è ft1+t2 = ft1 ◦ ft2 äëÿ ëþáûõ t1 , t2 ∈ R . Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà x ∈ Mn íàçûâàåòñÿ
íåáëóæäàþùåé, åñëè äëÿ ëþáîé åå îêðåñòíîñòè U(x) = U è ÷èñëà T > 0 íàéäåòñÿ t0 ≥ T
òàêîå, ÷òî U(x) ∩ ft0(U) ̸= ∅ . Ìíîæåñòâî íåáëóæäàþùèõ òî÷åê îáðàçóåò íåáëóæäàþùåå
ìíîæåñòâî ïîòîêà, êîòîðîå îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç NW (f t) . Èçâåñòíî, ÷òî NW (f t) ñîñòîèò
èç öåëûõ òðàåêòîðèé, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ìíîæåñòâîì ïîòîêà. Åñëè N1 , N2

� èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà ïîòîêîâ f t1 , f
t
2 ñîîòâåòñòâåííî, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ýòè

ïîòîêè ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû íà N1 , N2 , åñëè ñóùåñòâóþò îêðåñòíî-
ñòè U(N1) , U(N2) è ãîìåîìîðôèçì φ : U(N1) → U(N2) òàêîé, ÷òî φ(N1) = N2 è φ
îòîáðàæàåò êàæäóþ òðàåêòîðèþ (èëè ÷àñòü òðàåêòîðèè), ïðèíàäëåæàùóþ U(N1) , â òðà-
åêòîðèþ (èëè ÷àñòü òðàåêòîðèè), ïðèíàäëåæàùóþ U(N2) , ïðè ýòîì êîíöåâûå òî÷êè äóã
òðàåêòîðèé èç U(N1) äîëæíû ïåðåõîäèòü â êîíöåâûå òî÷êè äóã òðàåêòîðèé èç U(N2) .

Â ñâÿçè ñ îòêðûòèåì â ñåðåäèíå ïðîøëîãî âåêà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé, êîòîðûå
íå äîïóñêàþò ãëàäêîé ñòðóêòóðû (ñì., íàïðèìåð [11]), òàêèå ïðîáëåìû, êàê ñóùåñòâîâà-

1 ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; vgrines@yandex.ru

2 ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé ìàòåìàòèêè, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; zhuzhoma@mail.ru

3 íàó÷íûé ñîòðóäíèê ëàáîðàòîðèè ÒÀÏÐÀÄÅÑÑ, Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò
¾Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè¿, Íèæíèé Íîâãîðîä; vmedvedev@hse.ru

4 äîöåíò êàôåäðû ÈÌÄ, Èíñòèòóò ïèùåâûõ òåõíîëîãèé è äèçàéíà, Íèæíèé Íîâãîðîä; tarasova-na-
an@rambler.ru
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íèå ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è èññëåäîâàíèå òîïîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðû íåñóùåãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ, äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ íå òîëüêî äëÿ ãëàäêèõ ïîòîêîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîá-
ðàçèÿõ, íî è äëÿ íåïðåðûâíûõ ïîòîêîâ íà òîïîëîãè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Îñîáûé èíòå-
ðåñ ïðåäñòàâëÿþò íåïðåðûâíûå ïîòîêè, ó êîòîðûõ íåáëóæäàþùèå ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íû
íåáëóæäàþùèì ìíîæåñòâàì ãëàäêèõ ïîòîêîâ ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé, ïîñêîëüêó
ïîñëåäíèå îáëàäàþò îïðåäåëåííûì òèïîì óñòîé÷èâîñòè [2]. Ïðîñòåéøèìè ïîòîêàìè ñ òà-
êèìè íåáëóæäàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïîòîêè Ìîðñà-Ñìåéëà, ââåäåííûå Ñìåéëîì
[13] (ñì. òàêæå [2], [5] ñ èñòîðè÷åñêèìè êîììåíòàðèÿìè). Áóäåì íàçûâàòü f t íåïðåðûâíûì
ïîòîêîì Ìîðñà-Ñìåéëà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî íàáîðà ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïðè÷åì α - è ω -ïðåäåëüíûå ìíîæåñòâà ëþáîé òðàåê-
òîðèè ëåæàò â NW (f t) ;

2) â îêðåñòíîñòè êàæäîé òðàåêòîðèè èç NW (f t) ïîòîê ëîêàëüíî òîïîëîãè÷åñêè ýê-
âèâàëåíòåí ïîòîêó ëèáî ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ëèáî ñ ãèïåðáî-
ëè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè l ⊂ NW (f t)
îïðåäåëÿþòñÿ (è ñóùåñòâóþò) óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(l) , W u(l) ñî-
îòâåòñòâåííî, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè;

3) äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé l1 , l2 ⊂ NW (f t) ìíîãîîáðàçèÿ W s(l1) , W
u(l2) òîïîëîãè-

÷åñêè òðàíñâåðñàëüíû (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè èç W s(l1) ∩W u(l2)
ïåðåñå÷åíèå ìíîãîîáðàçèé W s(l1) , W

u(l2) ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíî òðàíñâåðñàëüíîìó ïå-
ðåñå÷åíèþ ãèïåðïëîñêîñòåé â n -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn ).

Èç êîíå÷íîñòè ÷èñëà íåáëóæäàþùèõ îðáèò âûòåêàåò, ÷òî èíâàðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ
ôèêñèðîâàííîé íåáëóæäàþùåé îðáèòû ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî âäîëü ñàìîé îðáèòû.

Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (èíîãäà áóäåì ãîâîðèòü, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà) p ∈ NW (f t) íà-
çûâàåòñÿ óçëîì, åñëè ëèáî dimW s(p) = n (â ýòîì ñëó÷àå p íàçûâàåòñÿ ñòîêîì, ëè-
áî dimW u(p) = n (â ýòîì ñëó÷àå p íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì). Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
σ ∈ NW (f t) íàçûâàåòñÿ ñåäëîì, åñëè åå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ èìåþò
íåíóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Íàïîìíèì, ÷òî èíäåêñîì Ìîðñà ñåäëîâîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ñåäëîâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì êîðàçìåðíîñòè îäèí, åñëè åå èíäåêñ
Ìîðñà ðàâåí 1 èëè n − 1 (ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî îäíî èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå
îðáèòû îäíîìåðíîå, à âòîðîå � êîðàçìåðíîñòè îäèí).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Ò å î ð å ì à 1.1. Ïóñòü f t � íåïðåðûâíûé ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà, çàäàííûé íà çà-
ìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 , òàêîé,
÷òî

1) íåáëóæäàþùåå ìíîæåñòâî NW (f t) ñîäåðæèò µ óçëîâ è ν ñåäåë êîðàçìåðíîñòè
îäèí5:

2) èíâðèàíòíûå ìíîãîîáðàçèÿ ðàçëè÷íûõ ñåäëîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íå ïåðåñåêà-
þòñÿ:

3) ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà π1(M
n) íå ñîäåðæèò ïîäãðóïïû, èçîìîðôíîé ñâîáîäíîìó

ïðîèçâåäåíèþ g = 1
2
(ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë Z .

Òîãäà ïîòîê f t èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ.

Áëàãîäàðíîñòè. Àâòîðû áëàãîäàðÿò Î.Â. Ïî÷èíêó, à òàêæå ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà
¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà¿, â Íàöèîíàëüíîì èññëåäîâàòåëüñêîì óíèâåðñèòåòå ¾Âûñøàÿ

5 Îòìåòèì, ÷òî ïîòîê f t ìîæåò ñîäåðæàòü òàêæå ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñåäåë, êîðàçìåðíîñòü êî-
òîðûõ îòëè÷íà îò åäèíèöû.
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øêîëà ýêîíîìèêè¿ çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. Àâòîðû áëàãîäàðÿò ÐÔÔÈ, ãðàíò 15-01-
03689-à, è ÐÍÔ, ãðàíò 14-41-00044, çà ôèíàíñîâóþ ïîääåðæêó. Èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëåíî
â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÍÈÓ ÂØÝ â 2016 ãîäó (ïðîåêò 98).

2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòîê f t Ìîðñà-Ñìåéëà íå èìååò ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ñïåð-
âà äîêàæåì ñëåäóþùèé âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Ïóñòü σ � ñåäëî êîðàçìåðíîñòè îäèí
ïîòîêà Ìîðñà-Ñìåéëà f t íà çàìêíóòîì îðèåíòèðóåìîì òîïîëîãè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè Mn

ðàçìåðíîñòè n ≥ 3 áåç ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé, è ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè, ÷òî dimW s(σ) = 1 , dimW u(σ) = n− 1 . Òîãäà òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå clos W u(σ)
ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n − 1) -ìåðíîé ñôåðîé Sn−1 , ñîñòîÿùåé èç W u(σ)
è íåêîòîðîãî ñòîêà s0 , S

n−1 = W u(σ) ∪ s0 . Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ñôå-
ðû Sn−1 , ãîìåîìîðôíàÿ Sn−1 × (−1;+1) è òàêàÿ, ÷òî fT (clos U) ⊂ U äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî ñäâèãà fT íà âðåìÿ T îêðåñòíîñòè U âäîëü òðàåêòîðèé ïîòîêà f t .

Äåéñòâèòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà n ≥ 3 âûòåêàåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü dimW u(σ) =
n − 1 ≥ 2 . Îòñþäà è èç îòñóòñòâèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ ïåðåñå÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî çàìû-
êàíèå clos W u(σ) ñîñòîèò èç íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(σ) è îäíîãî ñòîêà, ñêàæåì
s0 . Ïîýòîìó clos W u(σ) = W u(σ)∪ s0 ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n− 1) -ìåðíîé
ñôåðîé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn−1 . Äëÿ n = 3 ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîé îêðåñò-
íîñòè U ñôåðû Sn−1 äîêàçàíî â [7], à äëÿ n ≥ 4 � â [9]. Âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî. Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñåäëà σ êîðàçìåðíî-
ñòè îäèí ñ dimW s(σ) = n − 1 , dimW u(σ) = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå clos W s(σ) ñîñòîèò èç
W s(σ) è îäíîãî èñòî÷íèêà, ñêàæåì s0 , è òîïîëîãè÷åñêè âëîæåííàÿ (n−1) -ìåðíàÿ ñôåðà
Sn−1 = W s(σ) ∪ s0 èìååò îêðåñòíîñòü U , ãîìåîìîðôíóþ Sn−1 × (−1;+1) è òàêóþ, ÷òî
f−T (clos U) ⊂ U äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî T > 0 .

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ñåäëî σ êîðàçìåðíîñòè
îäèí, è ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî dimW s(σ) = 1 , dimW u(σ) = n − 1 . Ïî
äîêàçàííîìó ðàíåå óòâåðæäåíèþ, òîïîëîãè÷åñêîå çàìûêàíèå clos W u(σ) ÿâëÿåòñÿ òîïî-
ëîãè÷åñêè âëîæåííîé (n − 1) -ìåðíîé ñôåðîé Sn−1 , ñîñòîÿùåé èç W u(σ) è íåêîòîðîãî
ñòîêà s0 , S

n−1 = W u(σ) ∪ s0 , è ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ñôåðû Sn−1 , ãîìåîìîðôíàÿ
Sn−1×(−1;+1) , òàêàÿ, ÷òî fT (clos U) ⊂ U . Åñëè óäàëèòü èç Mn îêðåñòíîñòü U , òî ïîëó-
÷èì ìíîãîîáðàçèå Mn

1 (âîçìîæíî, íåñâÿçíîå) ñ äâóìÿ ãðàíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè Sn−1
1 ,

Sn−1
2 , ãîìåîìîðôíûìè Sn−1 . Èç âêëþ÷åíèÿ fT (clos U) ⊂ U âûòåêàåò, ÷òî ê êàæäîé êîì-

ïîíåíòå Sn−1
1 , Sn−1

2 ìîæíî ïîäêëåèòü øàðû Bn
1 , B

n
2 ñîîòâåòñòâåííî, è ïðîäîëæèòü ïîòîê

íà ýòè øàðû òàê, ÷òîáû âíóòðè êàæäîãî Bn
1 , B

n
2 áûë ðîâíî îäèí ñòîê. Â ðåçóëüòàòå ìû

ïîëó÷èì ïîòîê Ìîðñà-Ñìåéëà f t1 íà Mn
1 , ó êîòîðîãî ïî ñðàâíåíèþ ñ f t íà îäíî ñåäëî êî-

ðàçìåðíîñòè îäèí ìåíüøå è íà îäèí óçåë (â äàííîì ñëó÷àå, ñòîê) áîëüøå. Áóäåì íàçûâàòü
îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ðàçðåçàíèåì âäîëü ñåïàðàòðèñû êîðàçìåðíîñòè îäèí.

Ïðîäåëàâ ν ðàçðåçàíèé âäîëü ñåïàðàòðèñ êîðàçìåðíîñòè îäèí äëÿ âñåõ ñåäåë êîðàç-
ìåðíîñòè îäèí, ìû ïîëó÷èì ïîòîê f tν íà Mn

ν Ìîðñà-Ñìåéëà, ó êîòîðîãî â íåáëóæäàþùåì
ìíîæåñòâå ñîäåðæàòñÿ µ + ν óçëîâ è íåò ñåäåë êîðàçìåðíîñòè îäèí. Èç îòñóòñòâèÿ ñå-
äåë êîðàçìåðíîñòè îäèí ñëåäóåò, ÷òî íà êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

ν

èìååòñÿ ðîâíî îäèí èñòî÷íèê è ðîâíî îäèí ñòîê [4]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn

ν ðàâíî k = 1
2
(µ+ ν) . Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî µ+ ν ÷åòíîå, è íà

êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ïîñòðîåííûé ïðîìåæóòî÷íûé ïîòîê ïîëÿðíûé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn−1⊗S1 òîòàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ëîêàëüíî òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ

(Sn−1 ⊗ S1, S1, Sn−1) íàä îêðóæíîñòüþ S1 ñî ñëîåì, ÿâëÿþùèìñÿ (n − 1) -ìåðíîé Sn−1 .
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Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà, ëèáî ñîõðàíÿþùèå, ëèáî îáðàùàþùèå îðèåíòàöèþ, ãîìåîìîð-
ôèçìà Sn−1 → Sn−1 èçîòîïíû [6], [8]. Ïîýòîìó ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôíîñòè èìåþòñÿ
òîëüêî äâà òîòàëüíûõ ïðîñòðàíñòâà Sn−1 ⊗S1 , îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèç-
âåäåíèåì Sn−1 × S1 , êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò òðèâèàëüíîìó ðàññëîåíèþ Sn−1 × S1 → S1 .

Âîññòàíîâëåíèå èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn ïîñëå ðàçðåçàíèé âäîëü ñåïàðàòðèñ êî-
ðàçìåðíîñòè îäèí èç ïîëó÷åííûõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äàåò ñâÿçíóþ ñóììó

Mn =
(
Sn−1 ⊗ S1

)
♯ · · · ♯

(
Sn−1 ⊗ S1

)
♯Nn

1 ♯ · · · ♯Nn
k , (2.1)

ïîñêîëüêó êàæäîå ðàçðåçàíèå ïðîèçâîäèëîñü ïî ñôåðå êîðàçìåðíîñòè îäèí ñ ïîñëåäóþùèì
ïðèêëåèâàíèåì n -ìåðíîãî øàðà. Â ýòîé ñâÿçíîé ñóììå Nn

1 , . . . , N
n
k ñóòü êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè ìíîãîîáðàçèÿ Mn
ν . ×èñëî ðàçðåçàíèé èñõîäíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðîå íå ïðè-

âîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ðàâíî g = ν− 1
2
(µ+ ν)+1 = 1

2
(ν − µ+ 2) .

Êàæäîå òàêîå ðàçðåçàíèå îçíà÷àåò íàëè÷èå â ñâÿçíîé ñóììå ñëàãàåìîãî Sn−1 ⊗ S1 .
Ïîñêîëüêó ìíîãîîáðàçèå Mn îðèåíòèðóåìîå, òî âñå ðàññëîåíèÿ Sn−1 ⊗ S1 ÿâëÿþòñÿ

òðèâèàëüíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ñâÿçíàÿ ñóììà â (2.1) ïðèìåò âèä

Mn =
(
Sn−1 × S1

)
♯ · · · ♯

(
Sn−1 × S1

)
♯Nn

1 ♯ · · · ♯Nn
k .

Îòñþäà è èç òåîðåìû Âàí-Êàìïåíà ñëåäóåò, ÷òî π1(M
n) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó èçîìîðô-

íóþ ñâîáîäíîìó ïðîèçâåäåíèþ g = 1
2
(ν − µ+ 2) ýêçåìïëÿðîâ Z ãðóïïû öåëûõ ÷èñåë

Z ∗ · · · ∗ Z . Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �
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Äàòà ïîñòóïëåíèÿ 9.05.2016

On the existence of periodic orbits for continuous
Morse-Smale �ows
c⃝ V. Z. Grines6, E. V. Zhuzhoma7, V. S. Medvedev8, N. A. Tarasova9

Abstract. We consider the class of continuous Morse-Smale �ows de�ned on a topological closed
manifold Mn of dimension n which is not less than three, and such that the stable and unstable
manifolds of saddle equilibrium states do not have intersection. We establish a relationship between
the existence of such �ows and topology of closed trajectories and topology of ambient manifold.
Namely, it is proved that if f t (that is a continuous Morse-Smale �ow from considered class) has
mu sink and source equilibrium states and ν saddles of codimension one, and the fundamental
group π1(M

n) does not contain a subgroup isomorphic to the free product g = 1
2 (ν − µ+ 2)

copies of the group of integers Z , then the �ow f t has at least one periodic trajectory.
Key Words: Morse-Smale �ows, periodic orbits, heteroclinic orbits
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