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Î ÷èñëå ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ
ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
c⃝ Ì. Â. Äîëîâ 1, Å. Â. Êðóãëîâ 2

Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå ðàññìîòðåíî îáûêíîâåííîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå P (x, y)dy−
Q(x, y)dx = 0 , ãäå P , Q � âçàèìíî ïðîñòûå ïîëèíîìû ñòåïåíè íå ìåíåå äâóõ, êîýôôèöèåíòû
êîòîðûõ, êàê è ïåðåìåííûå x , y , â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå. Äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ äî-
êàçàíî, ÷òî åñëè ðåàëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàññìàòðèâàåìîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, òî ïîëèíîìû P , Q íå ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòûìè.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîäåðæèò òî÷íóþ îöåíêó ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ
èíòåãðàëîâ; îöåíêó ÷èñëà ëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûì èíòåãðàëàì, íå èìåþò îáùèõ òî÷åê; îöåíêó ÷èñëà ëèíåéíûõ èí-
òåãðàëîâ â ñëó÷àå, êîãäà îíè èìåþò îáùóþ îñîáóþ òî÷êó. Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ïîëèíîìû P , Q ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.
Ïðèâåäåí ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèíîìèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ, ëèíåéíûå ÷àñòíûå èíòåãðàëû, äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

1. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

Àëãåáðàè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷àñòíûìè èíòåãðà-
ëàìè èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè ìàòåìàòèêàìè. Ïðè ýòîì çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü
îöåíêå ÷èñëà è ñòåïåíè àëãåáðàè÷åñêèõ èíâàðèàíòíûõ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî îöåíêå ÷èñëà ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ (ñì. ðàáîòû
[1] - [8]).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà

Ò å î ð å ì à 1.1. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

P (x, y)dy −Q(x, y)dx = 0, (1.1)

ãäå P , Q � âçàèìíî ïðîñòûå ïîëèíîìû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ, êàê è ïåðåìåííûå x ,
y , â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíûå, max(degP, degQ) = n , ïðè n ≥ 2 ìîæåò èìåòü íå
áîëåå 3n − 1 ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, ïðè ýòîì: 1) äàííàÿ îöåíêà
òî÷íàÿ; 2) â èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì èíâàðèàíòíûõ ìíî-
æåñòâ ax + by + cj = 0 , j = 1, 2, ..., r , ãäå |a| + |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ
s ̸= j , ìîæåò âõîäèòü íå áîëåå n ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âèäà (ò.å. r ≤ n ); 3) îñîáàÿ
òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæåò ïðèíàäëåæàòü íå áîëåå ÷åì n + 1 ðàçëè÷íûì ëèíåéíûì
÷àñòíûì èíòåãðàëàì.

Óñëîâèÿì è óòâåðæäåíèþ òåîðåìû 1.1. óäîâëåòâîðÿåò âåùåñòâåííîå óðàâíåíèå

x(xn−1 − 1)dy − y(yn−1 − 1)dx = 0,

1 Äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð, Ïî÷åòíûé ðàáîòíèê ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî,
ã. Íèæíèé Íîâãîðîä

2 Äîöåíò êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÍÍÃÓ èì. Í. È. Ëîáà-
÷åâñêîãî, ã. Íèæíèé Íîâãîðîä; kruglov19@mail.ru.
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äîïóñêàþùåå 3n− 1 ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ x = 0 , y = 0 , x = exp(2πik/(n− 1)) ,
y = exp(2πik/(n− 1)) , y = x exp(2πik/(n− 1)) , k = 0, 1, 2, ..., n− 2 .

Îòìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå óðàâíåíèå äîïóñêàåò ëèíåéíûå ÷àñòíûå èíòå-
ãðàëû ñ êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.1.

Ïóíêò 1 òåîðåìû 1.1. äîêàçàí â ðàáîòå [1] (ñì. òàêæå [2]). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïï. 2 è
3 ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ë å ì ì à 2.1. Åñëè ïðè n ≥ 2 óðàâíåíèå (1.1) èìååò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ, òî ïîëèíîìû P , Q â (1.1) íå ìîãóò áûòü âçàèìíî
ïðîñòûìè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
I. Ïóñòü óðàâíåíèå (1.1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðà-

ëîâ Φs ≡ ax+ by+ cs = 0 , ãäå |a|+ |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ s ̸= j . Òîãäà
ïîëèíîì aP + bQ ñòåïåíè íå áîëåå n äåëèòñÿ íà ëþáîé ïîëèíîì Φs . Òàê êàê äåëèòåëåé
Φs áîëüøå n , òî aP + bQ ≡ 0 . Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå I óòâåðæäåíèå òåîðåìû èìååò
ìåñòî.

II. Ïóñòü óñëîâèÿ ñëó÷àÿ I íå âûïîëíÿþòñÿ. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîìû P è Q âçàèì-
íî ïðîñòû è ïðè ýòîì óðàâíåíèå (1.1) äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ
÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ. Òàê êàê P è Q âçàèìíî ïðîñòû, òî óðàâíåíèå (1.1) èìååò êîíå÷-
íîå ÷èñëî îñîáûõ òî÷åê. Ïîýòîìó íàéä¼òñÿ õîòÿ áû îäíà êîíå÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà (x0, y0)
äëÿ (1.1), êîòîðàÿ ïðèíàäëåæèò áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = y0 = 0 . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (1.1)
äîïóñêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé y = kx , ãäå k ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæå-
ñòâî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé.

Ôóíêöèÿ y = kx ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äëÿ (1.1) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñåõ x
âûïîëíåíî òîæäåñòâî

kP (x, kx) ≡ Q(x, kx). (2.1)

Òàê êàê max(degP, degQ) = n , òî

P (x, y) = Pn(x, y) + Pn−1(x, y) + ...+ P0, Q(x, y) = Qn(x, y) +Qn−1(x, y) + ...+Q0, (2.2)

ãäå Pj , Qj � îäíîðîäíûå ïîëèíîìû ñòåïåíè j . Èç ñîîòíîøåíèé (2.1) è (2.2) âûòåêàåò,
÷òî äëÿ âñåõ x

(kPn(1, k)−Qn(1, k))x
n + (kPn−1(1, k)−Qn−1(1, k))x

n−1 + ...+ kP0 −Q0 ≡ 0. (2.3)

Â ñèëó (2.3) äëÿ áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

kPn(1, k)−Qn(1, k) = 0, kPn−1(1, k)−Qn−1(1, k) = 0, . . . , kP0 −Q0 = 0. (2.4)

Òàê êàê Pj(1, k) , Qj(1, k) ñóòü ïîëèíîìû ïî k , òî â ñèëó (2.4) äëÿ ëþáîãî k

Qn(1, k) ≡ kPn(1, k), Qn−1(1, k) ≡ kPn−1(1, k), . . . , Q0 ≡ kP0. (2.5)

Èç ñîîòíîøåíèé (2.5), (2.2) äëÿ âñåõ çíà÷åíèé k èìååì Q(1, k) ≡ kP (1, k) . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî òîæäåñòâî (2.1) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáûõ x è k . Ïîýòîìó xQ(x, y) ≡ yP (x, y) äëÿ âñåõ
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x è y . Äëÿ n ≥ 2 ïîñëåäíåå âîçìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïîëèíîìû P è Q èìåþò
îáùèé äåëèòåëü ñòåïåíè íå íèæå ïåðâîé.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ç à ê î í ÷ å í î.

Ïðèìåð óðàâíåíèÿ ydx − xdy = 0 , èìåþùåãî ðåøåíèÿìè y = kx äëÿ ëþáîãî k ,
ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå n ≥ 2 â ëåììå 2.1. ñóùåñòâåííî.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1. âûòåêàþò ñëåäóþùèå ôàêòû.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1. äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1.1)
â èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ îáúåäèíåíèåì èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ ax+
by+ cj = 0 , j = 1, 2, ..., r , ãäå |a|+ |b| > 0 , âåëè÷èíû cs è cj ðàçëè÷íû äëÿ s ̸= j , ìîæåò
âõîäèòü íå áîëåå n ìíîæåñòâ óêàçàííîãî âèäà (ò.å. r ≤ n ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëó÷àÿ I äîêàçàòåëüñòâà ëåì-
ìû 2.1..

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2.2. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1.1. îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1) ìî-
æåò ïðèíàäëåæàòü íå áîëåå ÷åì n+ 1 ðàçëè÷íûì ëèíåéíûì ÷àñòíûì èíòåãðàëàì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîïóñòèì, ÷òî ïîëèíîìû P è Q âçàèìíî ïðîñòû. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x0 = y0 = 0 - îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1.1),
÷åðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò êîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ ðåøåíèé. Ñëåäóÿ
â äàëüíåéøåì â òî÷íîñòè äîêàçàòåëüñòâó ñëó÷àÿ II ëåììû 2.1, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ (2.4).
Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.4) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ñòåïåíè n + 1 , òî åñòü èìååò íå áî-
ëåå ÷åì n + 1 ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé k , ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîõîäÿùèì ÷åðåç îäíó òî÷êó
ëèíåéíûì ÷àñòíûì ðåøåíèÿì.

Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíàÿ òåîðåìà 1.1. äîêàçàíà. Òî÷íîñòü îöåíîê ñëåäóåò èç ïðèâåä¼í-
íîãî ïðèìåðà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Í.È. Âóëïå (N. Vulpe) çà òî, ÷òî îí îáðàòèë íàøå
âíèìàíèå íà ñòàòüè [3] è [4], ïîñâÿù¼ííûå îöåíêå ÷èñëà ëèíåéíûõ ÷àñòíûõ èíòåãðàëîâ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííûõ â íàñòîÿùåé ðàáîòå óòâåð-
æäåíèé âûòåêàåò, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè äâóìåðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
òåîðåìà 4 ðàáîòû [3] ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìû 1.1.
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On the number of linear particular integrals of polynomial
vector �elds
c⃝ M. V. Dolov3, E. V. Kruglov4

Abstract. In this paper we consider the ordinary di�erential equation P (x, y)dy−Q(x, y)dx = 0
where P , Q are relatively prime polynomials of degree, greater than 1. Coe�cients of the equations
and variables x, y may be complex. We prove that when this equation has an in�nite number of
linear partial integrals, the polynomials P , Q can not be relatively prime. The main result of the
paper contains an accurate estimate of the number of di�erent linear particular integrals; estimate
of the number of linear integrals when the invariant sets corresponding to line integrals have no
points in common; estimate of the number of line integrals in a case where they have a common
singular point. The method of proof essentially uses the initial assumption that the polynomials
P , Q are relatively prime. An example is given that implements proven result.
Key Words: polynomial vector �elds, linear particular integrals, di�erential equations
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