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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ïåðåíîñà ðàäîíà â êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëüíîå ñî-
ïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ
îäíîðîäíûõ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñðåä. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà â êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëî-
èñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè è âçàèìíîìó âëèÿíèþ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèÿ-àäâåêöèÿ ðàäîíà, àíèçîòðîïíàÿ ñðåäà, êðàåâàÿ çàäà÷à

1. Ââåäåíèå

Ïðîöåññû òåïëîìàññîïåðåíîñà îïèñûâàþòñÿ êðàåâûìè çàäà÷àìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-
çèêè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Ïðîáëåìà ïåðåíîñà âåùåñòâà â äèôôóíäèðóþùèõ ñëîèñòûõ
ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé êàê òåîðåòèêîâ, òàê è ïðàêòèêîâ ðàçëè÷íûõ
îáëàñòåé: ìåäèöèíû, ýêîëîãèè, ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè.

Òàê, â îáëàñòè ìåäèöèíû àêòóàëüíû çàäà÷è äîñòèæåíèÿ íåîáõîäèìûõ äëÿ ëå÷åíèÿ êîí-
öåíòðàöèé ìåäèöèíñêèõ ïðåïàðàòîâ â òêàíÿõ ÷åëîâåêà, èìåþùèõ, êàê ïðàâèëî, ñëîèñòóþ
ñòðóêòóðó, â íåîáõîäèìûå èíòåðâàëû âðåìåíè. Èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïåðå-
íîñà ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ ïðè ïîâåðõíîñòíîì èëè âíóòðèìûøå÷íîì âîçäåéñòâèÿõ
èìåþò âèä îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è â êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ. Íî èñ-
ïîëüçóåìûå ìîäåëè íå ó÷èòûâàþò àíèçîòðîïèþ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ òêàíåé (íàïðè-
ìåð, ìûøå÷íûõ) èëè âîçìîæíûå ëîêàëüíûå îáðàçîâàíèÿ èçìåíåííûõ òêàíåé (íàïðèìåð,
îíêîëîãè÷åñêèõ îïóõîëåé).

Â îáëàñòè ãåîëîãèè è ãåîôèçèêè àêòóàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ïåðåíîñà ðàäîíà è
äî÷åðíèõ ïðîäóêòîâ åãî ðàñïàäà, èçìåðåíèé ïàðàìåòðîâ ðàäîíîâûõ ïîëåé, ðåçóëüòàòû
êîòîðûõ èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîèñêàõ ìåñòîðîæäåíèé ðàäèîàêòèâíûõ è óãëåâîäîðîäíûõ èñ-
êîïàåìûõ, ãåîëîãè÷åñêîì êàðòèðîâàíèè, ïðîãíîçå ãîðíûõ óäàðîâ è òåêòîíè÷åñêèõ çåì-
ëåòðÿñåíèé, ýêîëîãè÷åñêîé îöåíêå ìåñò ïîä ñòðîèòåëüñòâî çäàíèé è ñîîðóæåíèé, îöåíêå
ñàíèòàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîìåùåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäîíà â ãðóíòå è åãî ñòîêà
â ïðèçåìíûé ñëîé àòìîñôåðû ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì ïàðàáîëè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷åñêîé ôèçèêè. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ è ïðîãðàìì
ðàñ÷åòà ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàäîíà � àêòóàëüíàÿ çàäà÷à, èìåþùàÿ ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå.

1 Ñòàðøèé ïðåïîäàâàòåëü êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàø-
êèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; albinabikbaeva@gmail.com.

2 Ïðîôåññîð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, Ñòåðëèòàìàêñêèé ôèëèàë Áàøêèðñêîãî ãîñó-
äàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ã. Ñòåðëèòàìàê; Krizsky@rambler.ru.
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Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåõìåðíîé çàäà÷è
äèôôóçèè-àäâåêöèè ðàäîíà, ó÷èòûâàþùàÿ àíèçîòðîïèþ äèôôóçèîííûõ ñâîéñòâ ãåîëîãè-
÷åñêîé ñðåäû è ãåîìåòðèþ ëîêàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ñïîñîá ðåøåíèÿ

Ïóñòü ñðåäà (ðèñ. 2.1) ðàçäåëåíà ãëàäêèìè ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííûìè ãðàíèöàìè
γi.0 = {γi.0(x, y)|γi.0 → zi = const ïðè

√
x2 + y2 → ∞} (i = 0, N) íà ãîðèçîíòàëüíûå

ñëîè Ω0.0,Ω1.0, . . . ,ΩN.0 , çàïîëíåííûå âåùåñòâîì, äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà êîòîðûõ îïè-

ñûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè Di.0 =

di.0xx di.0xy di.0xz
di.0xy di.0yy di.0yz
di.0xz di.0yz di.0zz

 è ñêîðîñòÿìè

àäâåêöèè ν0.0, ν1.0, . . . , νN.0 ñîîòâåòñòâåííî.
Êàæäûé ñëîé Ωi.0 ñîäåðæèò Mi ëîêàëüíûõ âêëþ÷åíèé Ωi.j(j = 1,Mi) ñ ãëàäêèìè

ãðàíèöàìè γi.j , çàïîëíåííûõ âåùåñòâîì, ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïî-

ñòîÿííûìè ñèììåòðè÷íûìè òåíçîðàìè äèôôóçèè Di.j =

di.jxx di.jxy di.jxz
di.jxy di.jyy di.jyz
di.jxz di.jyz di.jzz

 è ñêîðîñòÿìè

àäâåêöèè νi.j, i = 0, N, j = 1,Mi .

Ð è ñ ó í î ê 2.1

Ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòàÿ ñðåäà ñ âêëþ÷åíèÿìè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïåðåíîñà ðàäîíà â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ Ω =
∪N

i=0

∪Mi

j=0Ωi.j ⊂
R3 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé äëÿ óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà:

∂Ai.j(P,t)

∂t
= div(Di.j∇Ai.j(P, t)) + νi.j

∂Ai.j(P,t)

∂z
− λ(Ai.j(P, t)− Ai.∞), (2.1)

P = P (x, y, z) ∈ Ωi.j, i = 0, N, j = 0,Mi;

((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.0 = (2.2)

= ((Di+1.0∇Ai+1.0(P, t), n) + νi+1.0Ai+1.0(P, t))|γi.0 , i = 0, N − 1;

Ai.0(P, t)|γi.0 = Ai+1.0(P, t)|γi.0 , i = 0, N − 1; (2.3)

((Di.j∇Ai.j(P, t), n) + νi.jAi.j(P, t))|γi.j = (2.4)

= ((Di.0∇Ai.0(P, t), n) + νi.0Ai.0(P, t))|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi;

Ai.j(P, t)|γi.j = Ai.0(P, t)|γi.j , i = 0, N, j = 1,Mi; (2.5)

(2.6)
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lim
z→∞

AN.0(P, t) = AN.∞, lim
z→−∞

A0.0(P, t) = 0; (2.7)

lim
P∈Ωi.0,

√
x2+y2→∞

Ai.0(P, t) = A
i
(P, t), i = 0, N ; (2.8)

Ai.j(P, 0) = 0, i = 0, N, j = 0,Mi. (2.9)

Çäåñü Ai.j(P, t) � ôóíêöèÿ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà (ÎÀÐ) â ãðóíòå, Ai.j(P, t) ∈
C2

P (Ω)
∩
C1

P (γi.j)
∩
C1

t (Ω) ; λ � ïîñòîÿííàÿ ðàñïàäà ðàäîíà; Ai.∞ � ÎÀÐ, íàõîäÿùåãî-
ñÿ â ðàäèîàêòèâíîì ðàâíîâåñèè ñ ðàäèåì (226Ra) â ãðóíòå i -ãî ñëîÿ, êîòîðàÿ ðàâíà
Ai.∞ = Ki.emAi.Raρi.s(1− ηi) , Ki.em � êîýôôèöèåíò ýìàíèðîâàíèÿ ðàäîíà, Ai.Ra � óäåëü-
íàÿ àêòèâíîñòü 226Ra , ρi.s � ïëîòíîñòü òâåðäûõ ÷àñòèö, ηi � ïîðèñòîñòü ãðóíòà, Ai

(P, t)
� íîðìàëüíîå ïîëå ðàäîíà, îïèñûâàþùåå äèôôóçèþ-àäâåêöèþ ðàäîíà â ñëîèñòîé ñðåäå â
ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ âêëþ÷åíèé. Ïåðåìåííàÿ t ≥ 0 � âðåìÿ.

Åñëè îáëàñòü Ω0.0 � ïðèçåìíûé ñëîé àòìîñôåðû, òî â çàäà÷å (2.1) � (2.8) ñëåäóåò
ïîëîæèòü A0.∞ = 0 . Ïðè M0 > 0 âêëþ÷åíèÿ Ω0.1, . . . ,Ω0.M0 ìîãóò îïèñûâàòü æèëûå è
ïðîèçâîäñòâåííûå ñîîðóæåíèÿ.

Â ðàáîòå [1] îïèñàí ñïîñîá ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1) � (2.8) íà îñíîâå ìåòîäîâ èíòåãðàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèé è ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ
åãî ðåàëèçàöèè ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ðàñ÷åòà ïîëÿ ÎÀÐ ñðåäñòâàìè êîì-
ïüþòåðíîé ñèñòåìû Maple. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîèçâåäåíû ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû ñ öåëüþ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè è ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà,
àíàëèçà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåä íà ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ðàäîíà.

3. Ñðàâíèòåëüíîå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ ñðåä

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòîé [2], ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ äèôôóçèîííî-
àäâåêòèâíîé ìîäåëüþ ïåðåíîñà ðàäîíà äëÿ ïÿòèñëîéíîé ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäû
ñ ïëîñêî-ïàðàëëåëüíûìè ãðàíèöàìè ñî ñëåäóþùèìè çíà÷åíèÿìè åå ïàðàìåòðîâ: n = 5 ;
λ = 2.1 · 10−6 ñ −1 ; z0 = 0 ì, z1 = 1 ì, z2 = 3 ì, z3 = 6 ì; d0.0 = 1 · 105 ì 2 /ñ,
d1.0 = d2.0 = d3.0 = d4.0 = 3 · 10−6 ì 2 /ñ; v0.0 = 0 ì/ñ, v1.0 = v2.0 = v3.0 = v4.0 = 4 · 10−6 ì/ñ;
ρ1.s = ρ2.s = ρ3.s = ρ4.s = 2700 êã/ì 3 ; η1 = η2 = η3 = η4 = 0.45 ; K1.em = K2.em = K3.em =
K4.em = 0.2 ; A1.Ra = 90 Áê/êã, A2.Ra = 4 Áê/êã, A3.Ra = 30 Áê/êã, A4.Ra = 1000 Áê/êã.

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ íà âåðòèêàëüíîì ïðîôèëå (2, 2, z), z ∈ [0, 10] , ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè t = 106 c, ïðèâåäåí â òàáë. 1, ãäå: z � ãëóáèíà, ì; Agr

� çíà÷åíèÿ ÎÀÐ [2], êÁê/ì 3 ; Anum � çíà÷åíèÿ ÎÀÐ, íàéäåííûå ïî ðàçðàáîòàííûì àëãî-
ðèòìàì, êÁê/ì 3 ; ∆ � àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü, %; δ � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü, %.

Ð è ñ ó í î ê 3.1

Êðèâûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè t
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Ð è ñ ó í î ê 3.2

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ äëÿ t = 106 c

Äàííûå òàáë. 1 ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðå-
âîñõîäèò 4%. Íà ðèñ. 3.1 ïîêàçàíà äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû
âðåìåíè t : 105 c; 2 · 105 c; 3 · 105 c; 106 c.

4. Ïåðåíîñ ðàäîíà. Àíèçîòðîïíûé ñëó÷àé

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÎÀÐ â êóñî÷íî-îäíîðîäíîé
ïëîñêî-ïàðàëëåëüíîé ãîðèçîíòàëüíî-ñëîèñòîé ñðåäå ñ øàðîîáðàçíûì âêëþ÷åíèåì Ω4.1

ðàäèóñà R = 0.5 ì ñ öåíòðîì â òî÷êå (1, 1, 7) (ðèñ. 4.1). Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû
ñîîòâåòñòâóþò ïðåäñòàâëåííûì âûøå. Ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà âêëþ÷åíèÿ çàäàíû ñèììåò-

ðè÷íûì òåíçîðîì äèôôóçèè D4.1 =

3 · 10−5 0 0
0 3 · 10−5 0
0 0 3 · 10−5

 è ñêîðîñòüþ àäâåêöèè

v4.1 = 4 · 10−5 ì/ñ.
Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïî âåðòèêàëüíîìó ïðîôèëþ (2, 2, z), z ∈ [0, 11]

ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4.2. Íà ðèñ. 4.2 (à) èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ïîëÿ
ðàäîíà (áåç ó÷åòà âêëþ÷åíèé) ïðè t = 106 c. Âëèÿíèå âêëþ÷åíèÿ íà ÎÀÐ îòðàæåíî íà
ðèñ. 4.2 (á).

Ð è ñ ó í î ê 4.1

Ãåîìåòðèÿ ñðåäû
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Ð è ñ ó í î ê 4.2

Ãðàôèê ôóíêöèè ÎÀÐ

Äëÿ ñðåäû, ãåîìåòðèÿ êîòîðîé ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 4.1, ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü ÎÀÐ
îò ðàäèóñà R øàðîîáðàçíîãî âêëþ÷åíèÿ Ω4.1 : R = 0.5 ì è R = 1.5 ì ñ öåíòðîì â òî÷êå
(1, 1, 8) (ðèñ. 4.4).

Ð è ñ ó í î ê 4.3

Çàâèñèìîñòü îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà îò ðàäèóñà âêëþ÷åíèÿ
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Ð è ñ ó í î ê 4.4

Çàâèñèìîñòü îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà îò ðàäèóñà âêëþ÷åíèÿ

Íà ðèñ. 4.6 (à) ïîêàçàí ãðàôèê ïîâåðõíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ÎÀÐ â èçîëèíèÿõ, â
ïðÿìîóãîëüíèêå x, y ∈ [−2; 4] , â ïëîñêîñòè z = 1 ì. Â ñëó÷àå àíèçîòðîïíîãî øà-
ðîîáðàçíîãî âêëþ÷åíèÿ Ω4.1 , äèôôóçèîííûå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ òåíçîðîì

D4.1 =

3 · 10−5 10−5 0
10−5 5 · 10−5 0
0 0 3 · 10−5

 , ãðàôèê ïîâåðõíîñòè èñêîìîé ôóíêöèè ÎÀÐ â èçî-

ëèíèÿõ èìååò âèä (ðèñ. 4.6 (á)).

Ð è ñ ó í î ê 4.5

à) îäíîðîäíîå âêëþ÷åíèå
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Ð è ñ ó í î ê 4.6

á) àíèçîòðîïíîå âêëþ÷åíèå

Ó÷åò àíèçîòðîïèè ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ðàäîíà ïðèâîäèò ê ñóùå-
ñòâåííîìó èçìåíåíèþ ïîëÿ îáúåìíîé àêòèâíîñòè ðàäîíà è ÿâëÿåòñÿ çíà÷èìûì ôàêòîðîì,
íåîáõîäèìûì ïðè îïèñàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëÿ â ðåàëüíûõ ãåîëîãè÷åñêèõ ñðå-
äàõ.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíû ñðàâíåíèÿ ñ èçâåñòíûìè ìîäåëÿìè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíûõ êóñî÷íî-
ïîñòîÿííûõ ñðåä è âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ äèôôóçèè-
àäâåêöèè ðàäîíà â êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ àíèçîòðîïíûõ ñëîèñòûõ ñðåäàõ ñ âêëþ÷åíèÿìè è
âçàèìíîìó âëèÿíèþ ïàðàìåòðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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To a question of mathematical modeling of processes of

transfer of radon in piecewise and anisotropic layered

media with inclusions

c⃝ A. R. Na�kova3,V. N. Krizsky4

Abstract. In work the mathematical model of a problem of transfer of radon in piecewise and
constant anisotropic layered media with inclusions is investigated. Comparative comparison of
results of computer modeling to known models for a case of uniform piecewise and constant media
is given. Results of computing experiments on research of processes of transfer of radon in piecewise
and constant anisotropic layered media are discussed with inclusions and to mutual in�uence of
parameters of mathematical model.

Key Words: di�usion and advection of radon, anisotropic media, boundary problem.
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